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Verwendete Notationen

e(T) Raum der auf T stetigen reellwertigen Funktionen
M(T) Raum der Radon-Mafle auf T’

N natiirliche Zahlen

R reelle Zahlen

R, ={r € R: r >0} ... nichtnegative reelle Zahlen
R n-dimensionaler Euklidischer Raum

X, 9 topologische Vektorrdume

X' topologischer Dualraum zu X

A+ B ={a+b:a€ Abe B} .. Summe von Teilmengen A, B eines Vektoraumes
AA ={la:a€ A}

core A algebraisch Inneres von A

int A topologisch Inneres von A

clA topologischer Abschlufl von A

bd A = cl A\int A ... topologischer Rand von A

ACB A ist Teilmenge von B

AC B, AC B Aist echte Teilmenge von B

A es existiert kein (Negation von 3)

Y Teilmenge von P (= C(T)) ... i.a. Menge der zuldssigen Alternativen
Y, =Y N(z— K) ... Ausschnitt von Y im Punkt z bzgl. des Kegels K
f,g Funktionen X — R oder 7' — R

f= . ft)=yg(t) firallet €T

JEES .. f(t) # g(t) fiir wenigstens ein t € T

1 f@)y=1firalleteT

dom f ={zeX: f(r) < oo} .. effektiver Definitionsbereich von f

f Abbildung X — %)

C(T)* ={yeC(T): y(t) >0 Vt¢eT} .. natirlicher Ordnungskegel in C(T)
C(T); ={y € C(T): y(t) >0, y monoton wachsend}

M(T)* ={peM(T): [rydp>0 VyeCT)"} .. Dualkegel zu €(T)*"

qint M(T")* ={peMT): [rydp>0 VyeCT)"} .. Quasi-Inneres von M(T)"
Dy, ={yee(T): [pydu>0}

D®9 ={yel): y(s) >0, y(s)+0y(t) >0 VteT\{s}}

D’ - USET D**

Cm ={yeeT): yt)+m ' [Lydu>0 VteT}



iv

minimale Elemente der Menge Y C %) bzgl. des Kegels K C 9

schwach minimale Elemente der Menge Y C %) bzgl. des Kegels K C Q)
eigentlich minimale Elemente der Menge Y bzgl. K im Sinne von Borwein
eigentlich minimale Elemente der Menge Y bzgl. K im Sinne von Benson
eigentlich minimale Elemente der Menge Y

im Sinne der linearen Skalarisierung

eigentlich minimale Elemente der Menge Y im Sinne von Geoffrion

im Sinne der linearen Skalarisierung
§71(E(f(X))) ... eigentlich effiziente Elemente im Sinne von Geoffrion

=inf{reR: yetk—clC}

durch X aufgespannter Kegel
Borweinscher Tangentialkegel an X in T
Clarkescher Tangentialkegel an X in Z
Beriihrungskegel an X in Z
Normalenkegel an X in &

Subdifferential einer Funktion ¢ : X — R

Ableitung von x — f(z)(t) in T

verallgemeinerte (rechtsseitige) Richtungsableitung von x — f(x)(?)
in £ und Richtung d

={reR: a+7keY +clC}
= inf 7 (a, k)



1. Einfiihrung

», Wer die Wahl hat, ...“ beginnt ein bekanntes und beinahe abgedroschenes Sprichwort, das
in pragnanter Form von den Miihen berichtet, Entscheidungen zu treffen. Dabei tun wir es
beinahe téiglich: Beantworten wir etwa die Frage nach der richtigen Kleidung (unter Beriick-
sichtigung von Wetter, Beruf, Terminen etc.) i. a. noch nach dem Gefiihl, vergleichen die meisten
Menschen bei der Abwigung der richtigen Geldanlage schon unzéhlige Daten in Prospekten
und errechnete voraussichtliche Erlose relativ zu moglichen Verlusten. All diesen Entscheidun-
gen liegen personliche oder auch vorgegebene Priferenzen (Préferenzrelationen) zu Grunde,
mal nur vage formulierbar, mal als konkrete Nutzenfunktionen. Charakteristisch und zugleich
das eigentliche Problem solcher Entscheidungen ist, dass sich einzelne Entscheidungskriterien
moglicherweise widersprechen, d. h. dass z. B. eine Alternative bzgl. einer Nutzenfunktion (bzgl.
eines Zweckes) als gut bewertet wird, jedoch bzgl. einer anderen Nutzenfunktion schlechter als
andere Alternativen.

Die mathematische Optimierung mit mehreren, sich widersprechenden Nutzenfunktionen wird
als Mehrkriterielle Optimierung oder auch als Vektoroptimierung bezeichnet. Grundlage sind
stets mehr oder weniger abstrakte Préiferenzrelationen bzw. Halbordnungen, mit deren Hilfe
man die Entscheidungsalternativen sortieren kann. Es gelingt allerdings i. a. keine vollstéandige
Ordnung nach ,,besser” und ,schlechter”, so dass man sich auch vom gew6hnlichen Begriff der
Optimalitidt trennen muss. Statt dessen spricht man von Effizienz und meint damit in etwa
Minimalitét bis auf unvergleichbare Alternativen. Eine Alternative ist in diesem Sinne effizient,
falls es keine andere zuldssige Alternative gibt, die besser ist.

Die betrachteten Probleme in der Mehrkriteriellen Optimierung kénnen in verschiedener Hin-
sicht kategorisiert werden, etwa nach dem zu Grunde liegenden Modell (linear, nichtlinear etc.)
oder dem Prozess der Entscheidungsfindung (z. b. interaktiv oder vorherige Wichtung). Eine
Klassifizierung beruht auf dem betrachteten Entscheidungsraum:

e Der Hauptanteil der Autoren beschéftigt sich mit Problemen, deren Zielfunktion endlich
viele Komponenten enthélt. Viele Fragestellungen aus Technik und Wirtschaft fithren
tatsdchlich auf zwei, drei oder eben n (< o00) konkrete, einander widersprechende Ziel-
funktionen, etwa Profit versus Sicherheit oder die Préaferenzen der n Entscheidungstriger.
Entsprechend der Aufgabenstellung wird dann der natiirliche Ordnungskegel in ) = R"
oder ein anderer Kegel fiir die Priferenzrelation zu Grunde gelegt.

Der Raum R"™ mit dem natiirlichen Ordnungskegel besitzt weitestgehend ,, gute* Rechen-
eigenschaften fiir die Optimierungstheorie, dariiber hinaus erleichtert der Riickgriff auf
die Komponenten eines Vektors y € R" die Behandlung der Probleme.

e Dem Streben nach Abstraktion folgend werden aber auch Aufgaben untersucht, bei denen
) ein linearer topologischer Raum ist und seine Halbordnung durch einen spitzen, nicht-
leeren Kegel definiert wird. Konkrete Anwendungsbeispiele hierfiir findet man in der Si-
multanen Optimalen Steuerung, vgl. etwa Lions, [52] und [53], oder auch in der Okonomie
(Marktgleichgewichte in unendlich-dimensionalen Giiterrdumen), vgl. z. B. Bewley, [3],
und Majumdar, [58].
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Waéhrend man bei Untersuchungen in ) = R" in vielen Fillen noch seiner Intuition folgen
kann, bleiben in abstrakten Rd&umen nur wenige ,,natiirliche“ Rechen- und Ordnungsgeset-
ze erhalten: So miissen etwa fiir beschrénkte Mengen keinesfalls mehr das Infimum bzw.
Supremum existieren. ,Natiirlich vorhandene* Recheneigenschaften miissen als abstrakte
Eigenschaften formuliert und fiir jeden Raum einzeln gepriift werden.

Mit der vorliegenden Arbeit wagen wir eine Gratwanderung zwischen den beiden Linien: Wir
untersuchen mehrkriterielle Optimierungsprobleme im Raum ) = C(T) der stetigen Funktio-
nen iiber einer kompakten Menge T'. Wegen seiner weniger freundlichen ordnungstheoretischen
Eigenschaften miissen fiir die Untersuchung solcher Probleme oft duflerst abstrakte Ergebnisse
herangezogen werden. Andererseits erlaubt C(7") durch seine Struktur aber auch komponen-
tenweises Rechnen (wenn man y(t) fiir ¢ € T als Komponente von y betrachtet). So behilt
manches Resultat, das fiir Optimierungsprobleme in R"™ bekannt ist, in C(7") seine anschauliche
geometrische Form, obgleich zum Teil fiir die Beweise ein ldngerer Weg gegangen werden muss.

Anliegen dieser Arbeit ist insbesondere die Untersuchung, ob und wie sich

e fiir 2) = R™ bekannte Resultate auf den Raum @C(7') verallgemeinern lassen;

o fiir abstrakte Riume %) bekannte Ergebnisse unter Ausnutzung der speziellen Struktur
des C(T) verfeinern bzw. spezialisieren lassen.

Wir bereiten Ergebnisse neu auf, die fiir Vektoroptimierungsprobleme in R™ oder in allgemeinen
Vektorrdumen bekannt sind, kombinieren sie mit anderen Resultaten und extrahieren jene
Aussagen, die zur Losung Mehrkriterieller Optimierungsprobleme in C(7") beitragen kénnen.
Auf diese Weise gewinnen wir Erkenntnisse, die speziell fiir den Raum C(T") zugeschnitten sind
und tiber das Bekannte hinausgehen.

Ein besonders markantes Beispiel fiir diese Arbeitsweise stellt Kapitel (eigentliche Effizienz
im Sinne von Geoffrion) dar: Die dort verwendete Definition der Geoffrion-eigentlich minima-
len Elemente ist in dieser Form nur fiir den Raum R™ bekannt, im Raum C(T") hingegen vollig
neu. Anders als Borwein, der ebenfalls eine Verallgemeinerung der Geoffrionschen Definition
auf unendlichdimensionale Rdume vorlegte, orientieren wir uns aber streng an der Definition
von Geoffrion. Auch die Resultate zur Darstellung der Geoffrion-eigentlichen Minimalitit als
Minimalitét bzgl. Kegel findet man bisher nur fiir den Fall R™ — nicht jedoch fiir unendlichdi-
mensionale Raume.

Die Ergebnisse zu Effizienzkriterien in Subdifferentialform (vgl. Kapitel |5 sind ebenfalls aus
dieser Arbeitsweise entstanden. Stellen die Skalarisierungsergebnisse noch eine direkte Anwen-
dung der Arbeiten von Tammer und Weidner dar, so ist die Idee der nachfolgenden Anwendung
des Subdifferentialkalkiils vo6llig neu.

Wir moéchten dieses einfithrende Kapitel nicht génzlich ohne ein Anwendungsbeispiel lassen,
dessen Modellierung auf natiirlichem Wege zu einem Mehrkriteriellen Optimierungsproblem
mit C(7T')-wertigen Abbildungen fiihrt: In der Standortoptimierung betrachtet man die Aufgabe,
zu einer gewissen Zahl gegebener Lokalitdten (Wohnhéduser, Einkaufsmérkte der Konkurrenz
etc.) einen weiteren derart hinzuzufiigen, dass der Abstand — wie auch immer gemessen — zu
allen vorhandenen Einrichtungen , gleichzeitig® minimal wird. Man kann sich leicht vorstellen,
dass diese Gleichzeitigkeit im eigentlichen Sinne nicht erfiillbar ist: Néhert man sich einem
Standort, so entfernt man sich méglicherweise von einem anderen. Daher modelliert man den



Abstand des neuen Standortes zu jeder vorhandenen Einrichtungen als eine Komponente der
Zielfunktion und erhélt ein Mehrkriterielles Optimierungsproblem. Nun ist ein Standort genau
dann optimal (effizient), wenn die Annéherung an eine gegebene Einrichtung die Entfernung von
einer anderen impliziert — es also keinen anderen Standort gibt, der ndher zu allen vorhandenen
Einrichtungen liegt.

Handelt es sich bei den vorhandenen Lokalititen z. B. um den Aufenthaltspunkt von Ein-
wohnern bzw. um eine Verteilung von deren Aufenthaltsdauern an einem bestimmten Ort,
konnen die vorhandenen Lokalitdten kaum mehr diskret modelliert werden. In solchen Féllen
gelangt man direkt zu Mehrkriteriellen Optimierungsproblemen mit C(7")-wertigen Abbildun-
gen. Hierbei ist T das Gebiet, in dem sich die Menschen aufhalten, ein y € C(T') gibt z. B.
die Bevolkerungsverteilung bzw. die durchschnittliche Verweildauer an einem Ort an. Man fin-
det in der Literatur kaum Arbeiten, die sich mit solchen Standortproblemen beschéftigen. Wir
werden in Kapitel 8 darauf zuriick kommen.

Die vorliegende Arbeit gliedert sich wie folgt: In Kapitel 2 werden wichtige Definitionen und
Resultate der Theorie halbgeordneter topologischer Raume zusammengetragen. Ein besonde-
rer Augenmerk liegt dabei auf der Herausstellung von Eigenschaften, die den Raum €(T") als
halbgeordneten Raum pragen. Im Kapitel 3 widmen wir uns mehrkriteriellen Optimierungspro-
blemen im Raum C(7). Im Vordergrund stehen die Definition der Effizienzbegriffe und Aussa-
gen zur Existenz minimaler Elemente. Nachfolgend beschéftigen wir uns mit der Skalarisierung
der Optimierungsprobleme. In Kapitel 4 werden die Skalarisierungsmethode von Tammer und
Weidner auf den Raum C(7") bzw. die betrachteten Kegel zugeschnitten und entsprechende
Skalarisierungsaussagen abgeleitet. Diese Resultate entwickeln wir dann in Kapitel 5 zu Ef-
fizienzkriterien mittels (verallgemeinerter) Ableitungen weiter. In Kapitel 6 widmen wir uns
allgemeinen skalaren Ersatzaufgaben, die ebenfalls auf die genannte Skalarisierungsmethode
zuriickfithrbar sind. Insbesondere untersuchen wir aus der Literatur bekannte Ersatzprobleme
und verallgemeinern diese auf den Fall des unendlichdimensionalen Raumes C(7'). In Kapitel 7
schlieBlich kehren wir zu den oben genannten Anwendungsfillen zuriick und untersuchen diese
mittels der gewonnenen Ergebnisse.

Sofern nicht explizit weitere Voraussetzungen an die Menge T getroffen werden, sei T die
gesamte Arbeit iiber eine kompakte Teilmenge eines beliebigen separablen normierten Rau-
mes. Weiter sei T nichttrivial, d. h. enthalte mindestens zwei verschiedene Punkte ¢y, to. Viele
Aussagen mogen unter allgemeineren Voraussetzungen an T gelten — eine Differenzierung der
Resultate nach Eigenschaften der Menge T war allerdings von Anfang an nicht Anliegen der
Untersuchungen. Wir haben daher den Grundraum der Menge T derart gew#hlt, dass wir unser
gesamtes Augenmerk uneingeschriankt auf die Funktionen iiber 1" richten koénnen.
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2. Theorie halbgeordneter topologischer Raume
am Beispiel C(T)

Im Folgenden tragen wir wesentliche ordnungstheoretische Eigenschaften des Raumes C(T") der
stetigen Funktionen zusammen. Immer wieder kehren wir hierzu in allgemeinere Rdume zuriick:
Viele Definitionen kénnen so in einheitlicher Weise getroffen werden, aulerdem erméglicht dies
eine deutliche Abgrenzung des betrachteten Raumes von anderen abstrakten Rdumen.

Wir erheben keinen Anspruch auf vollsténdige Behandlung der Theorie halbgeordneter Raume.
Vielmehr versuchen wir, die fiir das Verstdndnis der nachfolgenden Kapitel notwendigen Aus-
sagen herauszugreifen, moglichst kurz darzustellen und mit Beispielen zu belegen.

Die meisten Resultate sind weitestgehend bekannt und in einschlégiger Literatur zu finden. In
diesem Zusammenhang sei vor allem auf die Monographien von Dunford und Schwartz, [16],
Gopfert, Riahi, Tammer und Zalinescu, [25], Hirsch und Lacombe, [33], Jahn, [42], Peressini,
[66], sowie Schaefer, [72] und [73], verwiesen.

2.1 Kegelhalbordnungen

Sei ) ein topologischer linearer Raum.

Eine nichtleere Menge A C 9 heifit konvex, falls Aa; + (1 — N)ag € A fiir alle a1,a2 € A und
0 < A < 1. Der Durchschnitt aller konvexen Teilmengen von 2), die A enthalten, heifit konvexe
Hiille von A, in Symbolen: conv A.

Eine nichtleere Menge K C ) mit Ak € K fiir alle A > 0, k € K wird Kegel genannt. K heifit
spitz, falls K N (—K) = {0}, und konvexer Kegel, falls K als Menge konvex nach obiger
Definition ist. Ein Kegel ist konvex genau dann, wenn K + K C K gilt. Ein Kegel K wird echt
genannt, wenn er mindestens zwei Elemente enthélt und K # Q) gilt.

Ist K eine beliebige Menge in ), so wird durch
Y1 = y2 = y2—yre K

eine bindre Relation =< definiert. Diese Relation erweist sich als

o reflexiv, d. h. y Ky Vy e, falls 0 € K;

o transitiv, d. h. y1 Sy, yo [ ys = y1 Jy3 fiiry; € Y, i = 1,2, 3, falls K ein konvexer
Kegel ist;

e antisymmetrisch, d. h. y1 < y9, yo X y1 = y1 =y fiir y; € P, i = 1,2, , falls K spitz ist.
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Eine reflexive, transitive, antisymmetrische binére Relation wird Halbordnung genannt. Im
Gegensatz zu einer totalen Ordnung gilt allerdings fiir zwei Elemente y,y2 moglicherweise
weder y1 =< ys noch ys < y1. Erzeugt ein konvexer Kegel K eine Halbordnung <y, so heifit K
auch Ordnungskegel. Es gilt dann K = {y € 9 : 0 <k y}.

Man sagt, die Halbordnung ist mit der linearen Struktur des Raumes vertriglich, falls

Y=y Ty 2y +ys  VyLy,y3 €Y
Y1 2 Y2 = Ay1 2 Ay VyL,y2€9, A =>0

gilt. Ein linearer Raum %) mit einer vertréglichen Halbordnung <x wird (halb-) geordneter
Vektorraum genannt und mit (), K) bezeichnet. Ist ein halbgeordneter Vektorraum dariiber
hinaus mit einer Topologie versehen, so spricht man von einem halbgeordneten topologi-
schen Vektorraum.

Eine gewisse Vertréglichkeit zwischen Halbordnung und Topologie wird durch die so genannte
Normalitéit des Ordnungskegels gesichert: Sei hierzu A C ) eine nichtleere Teilmenge von ).
Dann heif3t

[A] = {yEQJ: Y1 2K Y K Y2 fiiryl,yQEA}:(A—i—K)ﬂ(A—K)

totale Hiille (engl. full hull) von A. Gilt A = [A], so heifit A total (engl. full). Der Ordnungs-
kegel K heifit bzgl. der Topologie 7 normal, falls 7 eine Nullumgebungsbasis aus totalen
Mengen besitzt. Normalitat impliziert u. a. das Dominanzkriterium bei der Untersuchung von
Konvergenz (vgl. etwa Peressini, [66], Theorem 1.1.7):

Fiir zwei Folgen {y, tnen, {Un}neny C 2 folgt aus 0 =i vy, <k T fiir alle n € N
und g, — 0 die Konvergenz von y, — 0 (in der zu Grunde gelegten Topologie).

Sei T eine kompakte Teilmenge eines vollstdndigen normierten Raumes. Wir bezeichnen mit
C(T) den Raum der auf T stetigen reellwertigen Funktionen y : T — R. Der Raum C(7),
versehen mit der Norm

= )| = t)|,
lyll ilelig‘y()’ I;g\y()\

und der durch diese Norm erzeugten Topologie ist ein vollstédndiger normierter Raum, also ein
Banach-Raum. Die Vektorraumoperationen Addition und Produkt mit Skalaren sind durch

(y1+y2)(t) = wn(t)+y(t), VEeT, yi,y2 € C(T)
Ay) (&) = Ay(t), VteT, yeCT), Ne R

erklart. Der Raum C(T") ist separabel, die Konstruktion einer abzdhlbaren dichten Teilmenge
findet man etwa als Proposition 1.1 bei Hirsch und Lacombe, [33]. C(T') ist i. a. nicht reflexiv.

Die Funktionen im Raum €(7') sind durch die Relation <,
ey = nl)<pl)VieT,

auf natiirliche Weise (halb-)geordnet. Die Relation < ist mit der linearen Struktur von C(7')
vertraglich. Der zugehorige Ordnungskegel ist durch

C(MT:={yeCT):ylt)>0VteT}
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gegeben. Man verifiziert leicht, dass (7)™ tatsichlich ein spitzer konvexer Kegel ist. C(T)* ist
bzgl. der Normtopologie normal. Auflerdem ist C(7T)* abgeschlossen, und es gilt

int @(T)" = {y € C(T) : y(t) >0V t € T} # 0.

Sofern wir mit der natiirlichen Ordnung auf C(7T) arbeiten, werden wir nachfolgend meist
einfach vom (halb-)geordneten Raum C(7") sprechen und auf die explizite Nennung des Kegels
verzichten.

Bemerkung 2.1. Natiirlich konnen in C(7") auch andere Ordnungskegel betrachtet werden,
wie etwa der folgende:

Ist T' = [a,b] C R ein Intervall, so kann der Raum C(7") auch durch den spitzen konvexen Kegel
C(T)} :=={yeCT):y(t) >0V teT, ymonoton wachsend}

halbgeordnet werden. Die durch €(7');} induzierte Halbordnung ist ebenfalls mit der linearen

Struktur des Raumes vertriglich. Allerdings existieren keine innere Punkte von C(T);", da zu
jedem gy € C(T);} und jedem € > 0 ein y. € C(T) mit ||y — y|| < e derart konstruiert werden

m
kann, dass y. auf einer Umgebung eines beliebigen ¢ € [a, b] monoton fallend ist.

2.2 Ordnungsvollstindigkeit und Daniell-Eigenschaft

Sei wiederum (), K) ein beliebiger halbgeordneter Raum. Eine Menge A C ) heifit von oben
(bzw. von unten) beschrinkt, wenn ein a € 9) existiert, so dassa—a € K (bzw. a —a € K)
fiir alle a € A gilt; a ist dann eine Majorante oder obere Schranke (bzw. Minorante oder
untere Schranke) von A. Minorisiert eine Majorante a alle anderen Majoranten von A, so
heifit @ Supremum von A, a = sup A. Analog erfolgt die Definition eines Infimums inf A.
Sofern sup A (bzw. inf A) existiert, ist es eindeutig.

Es bezeichne |y| := sup{y, —y} den Betrag des Elements y.

Ein halbgeordneter Raum (), K') heifit Verband, wenn fiir jede zweielementige Menge {y1, 2}
das Supremum bzw. das Infimum in ) existieren. Ist (2), ||.||) ein Banach-Raum und impliziert
lyi| < |y2] stets [Jy1]| < |ly2]|, so heifit (), K) Banach-Verband.

Der Raum (C(T),C(T)™"), ausgestattet mit der Maximumnorm, ist ein Banach-Verband: Pro-
blemlos verifiziert man

y =sup{y,y2} <= y(t) = max{yi(t),y2(1)}, t € T}
y=inf{y;, 32} <= y(t) = min{yi(t),2(t)}, t € T.

(max und min bezeichnen das Maximum bzw. Minimum im Sinne der reellen Zahlen). Es gilt
ly|(t) = max{y(t), =y(1)}, t €T,
die Vertraglichkeit zwischen Betrag und Norm ergibt sich durch einfaches Nachrechnen.

Definition 2.1. Ein Verband (9), K) heifit (abz&hlbar) ordnungsvollstindig, falls fiir jede
nach unten beschrénkte (abzéhlbare) Teilmenge A von ) ein Infimum existiert.

Wir untersuchen wir zunéchst ein Beispiel:
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Beispiel 2.1. Wir betrachten die Menge der Funktionen y, : [-1,1] = R, a € [1, +00),

1 fir —1<t<0
Yat)=¢ 1—at fir0<t<1l/a ;. u
0 fiir 1/a <t <1 Yo |

Die Menge A = {y, € C[-1,1] : a € [1,400)}
ist beschréankt: y; = 0 ist eine untere Schranke,
yo = 1 eine obere Schranke. A besitzt aber kein i | -
Infimum: Sei y eine beliebige untere Schranke -1 lja 1

von A. Dann gilt y(t) <0 fiir t € [0,1], y(t) <1

fiir t € [—1,0) und wegen der Stetigkeit von y auch y(0) < 0 < 1. Die Funktion g, definiert

durch
(t) = { max{y(t),0} — (1 — max{y(t),0}) fiir —1<t<0 }

v y(t) — (1— by(t) fiir 0<t<1

ist ebenfalls eine untere Schranke fiir A in C[—1,1], und es gilt y € y+ K, § # y.

Die Uberlegungen des Beispiels gelten in gleicher Weise fiir die abzidhlbare Menge Ag =
{¥a € C[—1,1] : @ € N}. Zumindest C[—1, 1] ist somit weder ordnungsvollstéindig noch abz#hl-
bar ordnungsvollsténdig.

Die Ordnungsvollstindigkeit von C(7') mit einer beliebigen kompakten Menge T ist vielfach
untersucht worden. Das bekannteste Resultat stammt von Nakano, [61], der diese iiber topo-
logische Eigenschaften der Trigermenge T  charakterisierte. Hiernach heiflt ein topologischer
Raum bzw. eine Teilmenge extrem nichtzusammenhingend (Stone’sch), falls die Ab-
schlieBung jeder offenen Teilmenge offen ist.

Satz 2.1. Sei T eine kompakte Teilmenge eines Hausdorff-Raumes. Dann gilt: C(T') ist ord-
nungsvollstindig genau dann, wenn T extrem nichtzusammenhdngend ist.

Fiir den Beweis sei auf die Originalarbeit von Nakano, [61], oder die Version von Peressini, [66],
Proposition 1.7, verwiesen. Beide Autoren fithren den Beweis ohne Kompaktheit der Menge T'
unter der Voraussetzung der so genannten vollstindigen Regularitit. Gem#fl dem Lemma von
Urysohn iiber die Konstruktion stetiger separierender Funktionen auf normalen Mengen, vgl.
Dunford und Schwartz, [16, 1.5.2], in Verbindung mit [16] 1.5.9], sind aber kompakte Mengen
stets vollstandig regulér. Ersetzt man vollstdndige Regularitdt durch o-vollstindige Regularitét
(d. h. die AbschlieBung jeder offenen Vereinigung hochstens abzihlbar vieler abgeschlossenen
Mengen ist offen), so findet man bei Nakano in [61] auch eine analoge Charakterisierung der
abzahlbaren Ordnungsvollstédndigkeit.

Aus dem Satz wird klar, dass C(T") im allgemeinen nicht ordnungsvollstindig ist, auch nicht
abzéhlbar ordnungsvollstindig. Nur etwa im Falle der diskreten Topologie auf einer abzahlbaren
Menge T sind die Voraussetzungen des Satzes erfiillt und damit C(T") (abzéhlbar) ordnungs-
vollstdndig. Dann aber kann C(7') mit dem Raum R™ bzw. dem Raum der reellen Folgen
identifiziert werden und verliert an Bedeutung fiir die vorliegende Arbeit.

Wir betrachten nun anstatt allgemeiner Mengen A speziell monotone Netze bzw. Folgen.

Definition 2.2. Man sagt, ein halbgeordneter Raum (%), K) besitze die Daniell-Eigenschaft,
wenn jedes monoton fallende und von unten beschridnkte Netz in ) ein Infimum besitzt und
gegen dieses Infimum konvergiert.

Die Daniell-Eigenschaft zerfillt in zwei unabhéngige Eigenschaften:



2.2. Ordnungsvollstindigkeit und Daniell-Eigenschaft 9

e Ein halbgeordneter Raum (), K) besitze die Monotone-Netze-Eigenschaft (engl. mo-
notone net property, MNP), wenn jedes monoton fallende und von unten beschrénkte
Netz in ) ein Infimum besitzt.

e Ein halbgeordneter Raum (), K') besitze die Dini-Eigenschaft, wenn jedes monoton
fallende Netz, das ein Infimum besitzt, zu diesem Infimum konvergiert.

Arbeitet man mit Folgen statt Netzen, so spricht man von der abzihlbaren Daniell-Eigen-
schaft, der Monotone-Folgen-Eigenschaft bzw. der abzihlbaren Dini-Eigenschaft.

Bemerkung 2.2. Der Begriff , Dini-Eigenschaft“ in obiger Form geht auf Borwein, Penot
und Théra, vgl. etwa [5] und [64], zuriick. In der Literatur weiter verbreitet ist allerdings die
Konvention, die Giiltigkeit des Dini-Theorems (iiber die Aquivalenz schwacher und starker
Konvergenz bei monoton fallenden Folgen, vgl. Theorem als Dini-Eigenschaft des Raumes
zu bezeichnen.

In Beispiel kann die Menge A bereits als Netz bzw. Folge dargestellt werden; auch fiir
monoton fallende Netze oder Folgen kann also die Existenz eines Infimums nicht gesichert
werden. Andererseits muf} ein Infimum in C(7'), sofern existent, nicht Grenzwert des Netzes
oder der Folge sein, wie das folgende Beispiel zeigt.

Beispiel 2.2. Wir wandeln Beispiel etwas ab und betrachten Funktionen y, : [0,2] — R,
a € [1,400), definiert durch

l—at fir0<t<2/a
ya(t):max{l—at,—l}:{ 1 Fiip 2/a<t</2 }, te€0,2].

Die Menge A = {yo € €C[0,2] : a € [1,400)} besitzt mit der Funktion y(t) = —1 zwar ein
Infimum, doch ist dieses Infimum wegen y,(0) = 1 fiir alle o € [1,400) kein Beriihrungspunkt
der Menge A.

Somit zeigen beide Beispiele die Giiltigkeit von:

Satz 2.2. Der Raum (C(T),C(T)™") besitzt weder die Monotone-Netze-Eigenschaft (bzw. Mono-
tone-Folgen-FEigenschaft), noch die (abzihlbare) Dini-Eigenschaft. (C(T),C(T)") besitzt damit
insbesondere nicht die (abzihlbare) Daniell-Eigenschaft.

Bemerkung 2.3. Ist T eine endliche Menge, so kann C(7') mit dem endlichdimensionalen
Euklidischen Raum identifiziert werden, der die Daniell-Eigenschaft natiirlich besitzt. Dieser
Fall ist fiir unsere Betrachtungen allerdings uninteressant und daher bei obigen Betrachtungen
vernachléssigt worden.

Das Fehlen der Ordnungsvollstindigkeit und der Daniell-Eigenschaft erweist sich als gravieren-
des Handicap in der Arbeit mit dem Raum C(7"). In der Tat entfillt die wichtigste Grundlage
fiir Existenzaussagen in der Optimierungstheorie: Beschriankte Mengen und selbst monotone
Folgen miissen nunmehr kein Infimum (bzw. Supremum) und damit auch kein Minimum und
keinen Grenzwert besitzen.

Einen ,,Hoffnungsschimmer“ in Sachen Existenz von Minima bietet lediglich der Satz von Di-
ni, der die Aquivalenz von schwacher und starker Konvergenz bei monoton fallenden Folgen
postuliert:
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Satz 2.3 (Dini). Ist {y,} eine monotone Folge reellwertiger stetiger Funktionen iiber einem
kompakten Hausdorff-Raum T, und gibt es eine stetige Funktion yo, gegen die die Folge {y,}
punktweise konvergiert, dann konvergiert {y,} auf T gleichmdflig gegen yq.

Den Beweis findet man etwa bei Hirsch und Lacombe, [33], Proposition 1.2. Die Monotonie der
Folge ist dabei von besonderer Bedeutung, wie man leicht an Beispielen nachvollziehen kann.

2.3 Dualkegel und Kegelbasen

Sei (2), K) ein halbgeordneter topologischer Raum, und sei £(9)) der Raum der Linearformen
auf 9), d. h. der algebraische Dualraum zu ). Wir bezeichnen mit

K :={uel®):uly) >0 Vyec K}
den zu K dualen Kegel. Offenbar ist K’ konvex. Weiter bezeichne
qint K" :={u € £(9) : u(y) >0 Vye K\{0}}

das Quasi-Innere von K’. Die Menge qint K’ darf nicht mit dem Inneren des Dualkegels
verwechselt werden, gleichwohl ist jeder innerer Punkt von K’ auch quasi-innerer Punkt von
K’ (vgl. etwa Lemma 1.25 gemeinsam mit Lemma 1.32 bei Jahn, [42]). Die Elemente des Quasi-
Inneren von K’ werden hiufig auch als strikt positive Funktionale auf K bezeichnet. Uber
deren Existenz gibt die folgende Aussage Aufschlufi:

Lemma 2.1 (Krein/Rutman). Ist K ein nichttrivialer, abgeschlossener, konvezer, spitzer
Kegel in einem separablen normierten Raum %), so gilt qint K' # ().

Einen Beweis findet man etwa bei Borwein, [5].

Lemma 2.2. Ist ) ein normierter Raum und K C %) ein nichttrivialer, konvezer, spitzer
Kegel mit nichtleerem Quasi-Inneren, so gilt clgint K’ = K.

Fiir den Beweis siehe etwa Jahn, [44], Lemma 2.1.

Die Existenz positiver Funktionale auf K steht im engen Zusammenhang mit der Existenz von
Basen fiir den Ursprungskegel K.

Definition 2.3. Eine konvexe Menge B C K heifit Basis des Kegels K, wenn es fiir jedes
Element k£ € K\{0} eine eindeutige Darstellung £k = Ay mit A € R, A > 0, und y € B gibt.

Offenbar gilt 0 ¢ B fiir jede Basis B eines Kegels, da andernfalls die Eindeutigkeit der Dar-
stellung verloren geht. Ist dariiber hinaus ) ein vollstdndiger, metrisierbarer topologischer
Vektorraum und K ein abgeschlossener Kegel, der 9) generiert (d. h. Q) = K — K), so ist jede
Basis von K abgeschlossen, vgl. Satz 3.8.1 bei Jameson, [47].

Weiter gilt:
Lemma 2.3. Sei ) ein Banach-Raum und K C %) ein nichtirivialer konvezer Kegel. Dann
gilt:

qint K/ #0 <= K besitzt eine Basis B;
int K’ #0 <= K besitzt eine abgeschlossene und beschrinkte Basis B.
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Fiir die Beweise vgl. etwa Peressini, [66], Proposition 1.3.6, oder Jameson, [47], Kapitel 1.9 und
Theorem 3.8.4. Als zentrale Aussage wird gezeigt, dass fiir ein v € gint K’ durch

B={ye:uly) =1} (2.1)

eine Kegelbasis fiir K gegeben ist; umgekehrt gibt es wegen der Eindeutigkeit der Basisdarstel-
lung eine eindeutige Abbildung v : Q) — R, definiert durch y € v(y)- B, die zu einer linearen
Abbildung erweitert werden kann.

Bemerkung 2.4. Die in der Definition einer Basis geforderte Eindeutigkeit wird nur dafiir
benétigt, um fiir eine gegebene Basis B ein Funktional u wie in zu konstruieren. Ist
umgekehrt eine Basis iiber die Darstellung gegeben, so existiert fiir jedes Element des
Kegels auf natiirliche Weise nur eine einzige Darstellung als Vielfaches eines Basiselements.
Viele Autoren benutzen daher den folgenden Begriff als Definition einer Basis:

Definition 2.4. Sei K C %) ein Kegel. Wir nennen K konvex erzeugt, falls es eine konvexe
Menge B C K mit 0 ¢ bd B und K = cone B gibt. K heifit beschrinkt konvex erzeugt,
falls diese Menge B als beschrankt gewéihlt werden kann.

Besitzt ein abgeschlossener Kegel K in einem vollstédndigen metrisierbaren topologischen Vek-
torraum eine Basis B, so wird K durch B konvex erzeugt. Umkehrt muss allerdings eine Menge
B, die den Kegel K konvex erzeugt, wegen der moglicherweise fehlenden Eindeutigkeit keine
Basis von K sein.

Geméif dem Riesz’schen Darstellungssatz (vgl. etwa Theorem IV.6.3 bei Dunford und Schwartz,
[16]), kann der Dualraum C(T")" von C(T") mit dem Raum M(T") der endlichen signierten Radon-
Mafle identifiziert werden: Fiir jedes u € C(T') existiert eine (reguliire) o-additive reellwertige
Mengenfunktion p auf der o-Algebra der Borel-Mengen von T, so dass

u(y) = /Tydu, vy e C(T),
Jull = [ul(T)

gilt. |p| bezeichnet hierbei die Totalvariation von p. Fiir detailierte Ausfiihrungen zu Defi-
nition und Eigenschaften von Maflen sei auf Lehrbiicher der Maf3- und Integrationstheorie,
etwa Elstrodt, [17], verwiesen. Zum Versténdnis der hier bendtigten Aussagen, insbesondere
der funktionalanalytischen Zusammenhénge, eignet sich die Monographie von Dunford und
Schwartz, [I6]. Wir beschrinken uns im Weiteren auf die ordnungstheoretisch relevanten Aus-
sagen.

Der Raum M(T") ist ebenfalls ein separabler Banach-Raum und ist mit der durch den natiirli-
chen Ordnungskegel,

M) = {uedD): [ yduzovycen?)
T
= {peMT): u(S) >0 fir alle Borel-Mengen S C T'},

induzierten Ordnung ein Banach-Verband. Alle positiven Linearformen auf C(7") sind stetig,
der Beweis erfolgt analog dem von Heuser in [32], Kapitel 56, fir T = [a, b] angegebenen Beweis.
Daher stimmt M (7)™ mit dem zu €(T")* dualen Kegel iiberein. Das Innere von M(T')* ist leer,
das Quasi-Innere ist gegeben durch

Gt M(T)* = {ueM(T): /Ty di> 0V y € C(T)M\{0})
= {peM(T): u(S) >0 fir alle offenen Borel-Mengen () # S C T'}.
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Nun kann gem#f Lemma [2.3] eine Basis fiir den Kegel (7)™ angegeben werden:

B:{yEG(T)+:/ydu:1}, p € qint M(T)T.
T

Diese Basis ist geméfi dem Kommentar unter Definition [2.3] abgeschlossen. Speziell im Falle

T = [a,b] C R ist durch b
{y e )+ [ u) di - 1}

Lemma 2.4. Der Kegel C([0,1])" ist nicht beschrinkt konvex erzeugt, er besitzt insbesondere
keine beschrdnkte Basis.

eine solche Basis gegeben.

Beweis. Sei T' = [0,1] C R. Angenommen, es géibe eine beschrinkte konvexe Teilmenge
B C €([0,1])* mit 0 ¢ bd B und €(T)* = cone B. Ohne Einschriinkung kénnen wir ||b]| < 1 fiir
alle b € B annehmen. Wir betrachten fiir ¢ € IN, ¢ > 2 die Funktionen y; : [0,1] — R, gegeben
durch

7

y;i(t) = max {O,—2i|t _2 2: 3] + 1} :
Das nebenstehende Bild zeigt exemplarisch die Funk-
tionen 9, y3 und y4 (,,Buckel* von links nach rechts).
Fiir alle ¢ > 2 gilt y; € €([0,1])" und ||y;|| = 1. Folg-
lich gibt es zu jedem i ein Skalar A\; C (0, 1], so dass
i = Nyi € B. Wegen der Konvexitiat der Basis gilt
dann auch

1 1 1 1 _ _
Zn ;:7)\2y2+7)\3y3+...+7)\nyn:7(y2+.--+yn)63-

Da die Funktionen \;y; untereinander paarweise deckungsfremde Supports besitzen, d. h.
{tET!Aiyi(t)>O}ﬂ{t€T:)\jyj(7f)>O}:®, e

gilt ||g2 + ... + ¥n|| = 1 und daher ||z,|| = (n — 1)~ — 0 fiir n — oo. Wir erhalten 0 € bd B, im
Widerspruch zur Annahme. [ |

Bemerkung 2.5. Dieser Beweis kann natiirlich auf allgemeinere kompakte Mengen T iibertra-
gen werden. Man beachte aber: Wahlt man etwa T = {t1, ..., t,,} endlich, so kann C(7") mit dem
Raum R™ und €(7)" mit R identifiziert werden, und RY}. besitzt sehr wohl eine beschrénkte
Basis.

Fiir Teilkegel von C(T')" kénnen jedoch beschriinkte Basen angegeben werden:

Bemerkung 2.6 (vgl. Bemerkung [2.1)). Ist 7' = [a,b] C R ein Intervall, so kann der Raum
C(T) auch durch den spitzen konvexen Kegel

(D)t ={yeCT):y(t) >0V teT, ymonoton wachsend}

halbgeordnet werden. Die Menge B := {y € C([a,b]);) : y(b) = 1} bildet eine beschrinkte
Basis fiir den Kegel €([a, b]);": Fiir alle y € B gilt ||y|| = 1, es folgt 0 ¢ cl B. B ist auch konvex.
Sei weiter y € C(T');}\{0} beliebig. Dann gilt wegen der Monotonie y(b) > 0, und die Funktion
g, gegeben durch y(t) := y(t)/y(b), gehort zu B. Wir erhalten also eine Darstellung y = Ay
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mit A := y(b) > 0 und y € B. Diese Darstellung ist dariiber hinaus eindeutig: Angenommen, es
giibe zu y € C(T),}, voneinander verschiedene 31,92 € B und A1, A2 > 0 mit y = A\jy1 = Aoyo.
Dann gilt y1(¢) # yo(t) fiir wenigstens ein ¢ € [a,b]. Wegen y(t) = My1(t) = laya(t) folgt
A1 # A2. Wir erhalten nun A1y;(b) = A1 # Aay2(b) = A2, im Widerspruch zu y = Ajy; = \ayo.

Eng im Zusammenhang mit der Frage, ob ein Kegel beschrinkt konvex erzeugt wird, steht auch
der Begriff der Supernormalitidt bzw. Nuklearitdt von Kegeln:

Definition 2.5. Ein Kegel K C %) heifit supernormal (bzw. nuklear), wenn

KC{yeD: |yl <uly)}

fiir ein u € 9’ erfiillt ist.

Diese Definition geht auf den Arbeitskreis um Krasnoselskij in den 1950er Jahren zuriick; Isac
verallgemeinerte sie auf Hausdorffsche topologische Rédume (vgl. etwa [37]); Isac und Postolica
untersuchten zahlreiche klassische Funktional-Rdume auf diese Eigenschaft und stellten die
Bedeutung der Supernormalitéit fiir die Existenz minimaler Elemente heraus (vgl. etwa [3§]
und [67]).

Lemma 2.5. Sei Y ein Banach-Raum und K C ), K # ) ein konvezer Kegel. Dann ist K
supernormal genau dann, wenn K beschrinkt konvex erzeugt wird.

Beweis. Ist K supernormal, so gibt es ein u € 9’ mit 0 < |ly|| < u(y) fiir alley € K\{0}. Dann
ist B={y € K :u(y) = 1} eine beschrinkte, konvexe Menge mit 0 ¢ bd B und K = cone B.

Es gelte umgekehrt 0 ¢ bd B und K = cone B fiir eine beschrinkte, konvexe Menge B. Wegen
K # 9 gilt auch 0 ¢ int B, mit 0 ¢ bd B folgt sofort 0 < ||y|| fiir alle y € B. Weiter existiert
gemifl dem Hahn-Banach’schen Trennungssatz ein lineares stetiges Funktional u € %), so dass
1 < u(y) fiir y € B gilt. B ist beschrinkt, also gilt ||y| < A fiir alle y € B und ein A > 0. Es
folgt fiir y € B die Abschitzung |ly|| < |lyllu(y) < Mu(y) = (Au)(y). Wir setzen @ := Au. Sei
nun y € K beliebig. Dann gibt es ein Skalar A und ein b € B mit y = Ab. Aus K = cone B folgt
nun

0 < [lyll = Alpll < Au(b) = u(ib) = u(y),
also die Supernormalitit des Kegels K. |

Den Beweis findet man etwa im Buch von Gopfert, Riahi, Tammer und Zalinescu, [25].

Bemerkung 2.7. Die Menge B im Beweis von Lemma kann so gewdhlt werden, dass B
eine Basis des Kegels K ist, vgl. hierzu auch Bemerkung

Folgerung 2.1. Der Kegel €([0,1])" ist nicht supernormal: In Lemma wurde bereits ge-
zeigt, dass er nicht beschrinkt konvex erzeugt werden kann. Gleiches gilt fiir die Kegel C(T')"
mit allgemeinen kompakten Teilmengen 7' eines Banach-Raumes.

Besteht T hingegen aus endlich vielen Elementen t1, ..., %, so ist €(T)* supernormal.

Folgerung 2.2. Gemfl Bemerkung[2.6|besitzt der Kegel C([a, b]);, der nichtnegativen monoton
wachsenden Funktionen eine beschrankte Basis, er ist also supernormal.
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3. Mehrkriterielle Optimierungsprobleme in C(T)

Im Hauptteil dieser Arbeit beschéftigen wir uns nun mit Aspekten der mehrkriteriellen Opti-
mierung unter Abbildungen, die ihre Werte im Raum C(7') der stetigen reellwertigen Funktio-
nen auf 7' annehmen. Zunéchst diskutieren wir die vorliegende Aufgabenstellung und arbeiten
einen auf unser Problem zugeschnittenen Minimalitétsbegriff heraus. Anschlieflend stellen wir
die wichtigsten Aussagen zur Existenz solcher minimaler Elemente zusammen und priifen an-
hand von Beispielen die Schérfe der Resultate.

3.1 Die Aufgabenstellung in der mehrkriteriellen
Optimierung, Effizienzbegriffe

Den Mittelpunkt der reellwertigen Optimierung bilden Aufgaben der Form
f(z) — min, reX CX

Hierbei bildet das Zielfunktional f : X — R von einem topologischen Vektorraum X in die
Menge der reellen Zahlen ab, gesucht werden minimale Elemente im Bild f(X) der sogenannten
Restriktionenmenge X . Die Minimalitéit eines Elementes y = f(Z) ist gekennzeichnet durch die
zweil dquivalenten Definitionen

a) firalley e f(X) gilt y >y bzw.

b) es gibt kein y € f(X), so dass y < ¥.

Die Restriktionenmenge X kann sowohl durch explizite Nebenbedingungen etwa in Gleichungs-
oder Ungleichungsform, als auch in der allgemeinen Form einer Inklusion gegeben sein.

Von mehrkriterieller bzw. vektorwertiger Optimierung spricht man, wenn die Zielabbildung
f: X — 2 nicht mehr in die Menge der reellen Zahlen, sondern in einen beliebigen linearen
halbgeordneten Raum (), <) abbildet:

f(x) — min, re X CX.

Die im Bildraum vorliegende Halbordnung =< sei wie in Kapitel [2 definiert und im allgemeinen
durch den Kegel K der positiven Elemente charaktierisiert. Die Restriktionenmenge X kann
hier wieder in verschiedenster Form gegeben sein — wesentlich fiir diesen Typ Aufgaben ist die
Veranderung des Minimalitdtbegriffes: In allgemeinen halbgeordneten Réumen fallen die beiden
Charakterisierungen a) und b) der Minimalitét auseinander, da y = ¥ nicht mehr dquivalent zu
y # g ist. Offenbar stellt dann a) eine weit hértere Bedingung als b) dar. Ein § geméf Variante
a) wird meist als striktes Minimum bezeichnet, diese Definition ist aber in der Praxis ohne
Bedeutung. Als passende Modellierung einer minimalen Lésung im mehrkriteriellen Fall erweist
sich die Variante b): Wir fordern lediglich die Nichtexistenz eines Elementes y € f(X) mit y < 7,
y # y, libertragen dies aber in die bekannte Schreibweise mit dem (Ordnungs-)Kegel K.
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Definition 3.1. Sei ) ein topologischer linearer Raum, K C %) ein Kegel, und sei Y C ). Ein
y € Y heiit minimales Element von Y bzgl. K, falls

Yy - K\{0}) = 0.
Sei int K # (). Dann heifit y € Y schwach minimal, falls
YN(y—intK)=0.

Die Menge aller bzgl. Y und K (schwach) minimalen Punkte wird mit £(Y, K) bzw. &, (Y, K)
bezeichnet.

Offenbar gilt £(Y, K) C £, (Y, K) = £(Y, int KU{0}); allgemein kénnen wir E(Y, K1) C E(Y, K2)
fiir Kegel Ko C K7 festhalten.

Fiir 9 = €(T) mit K = €(T)* kann eine zu obiger Definition dquivalente punktweise Charak-
terisierung angegeben werden:

Lemma 3.1. Es gilt:

yeEY,C(T)") = AyecC): yit)<yt)VteT, ylty) < y(to) fiir ein ¢y € T;
TE€&ELY,CT)T) — AycCl): yit)<ylt)VteT.
Beweis. Direkte (punktweise) Anwendung der Definition von €(T)™". |

In Lemma zeigt sich eine Analogie unserer Effizienzdefinition zum vor allem in der Okono-
mie weit verbreiteten Begriff der Pareto-Effizienz fiir ) = R™, nur eben auf einen unendlich-
dimensionalen Raum verallgemeinert.

Kehren wir kurz zu Definition zuriick: In vielen Féllen liegt Y als Bildmenge f(X) einer
Restriktionenmenge X C X unter einer Zielabbildung f : X — 2) vor (X sei ein topologischer
Raum). Dann ist man neben den Minimalwerten von f(X) auch an den Punkten x € X inte-
ressiert, in denen die Werte angenommen werden. Wir fithren daher auch fiir diese Punkte eine
Bezeichnung ein:

Definition 3.2. Seien X C X und eine Zielabbildung f : X — ) gegeben. Ein Element x € X
heifit effizient (bzgl. X, f und K), falls f(x) € E(f(X), K). Sei int K # (); dann heiit z
schwach effizient, falls f(z) € &,(f(X), K).

Die Menge aller bzgl. f, X und K effizienten Punkte bzw. schwach effizienten Elemente wird
mit Eff (f(X), K) bzw. Eff,(f(X), K) bezeichnet.

Es gilt £(f(X), K) = f(Eff (f(X), K)) und &,(f(X), K) = f(Eff,(f(X), K)). Wir unterscheiden
also mit dieser Begriffsbildung zwischen Punkten im Urbildraum X (,effizient*) und Punkten
im Bildraum 9) (,,minimal®).

In der Literatur gibt es keine einheitliche Handhabung, ob die minimalen Elemente oder ihre
Urbilder als effizient bezeichnet werden. Oftmals ist es hilfreich, in ersten Untersuchungen die
Bildmenge f(X) zunichst einfach als Menge mit gewissen topologischen oder geometrischen
Eigenschaften zu betrachten, in dieser Menge die minimalen Elemente zu charakterisieren und
erst dann auf die effizienten Elemente zu schlieffen. Da wir genau diesen Weg gehen werden, ha-
ben wir Notationen fiir die entsprechenden Mengen im Bild- und im Urbildraum zur Verfiigung
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gestellt. In den Erlauterungen im Text sprechen wir trotz allem gelegentlich einfach von ,, Effi-
zienz“. Sofern klar ist, ob im Urbild- oder Bildraum gearbeitet wird, umfasse dieses Wort beide
Notationen.

Neben den Begriffen der Effizienz und schwachen Effizienz gibt es noch eine Reihe so genannter
eigentlicher Effizienzen. Wir beginnen mit den Begriffen von Borwein, [4], und Benson, [2].

Fiir eine Menge Y und ein Element y € Y bezeichnen wir mit

Tp(YViy) = {deP: 3{n} CRy, 3{yi} C Y, ys — 9, d= lim 7i(yi —7)}
coneY = {Ay: A>0,yeY}

den Borweinschen Tangentialkegel an Y in § bzw. den Projektionskegel (d. h. den durch
Y aufgespannten Kegel). Fiir Eigenschaften dieser Kegel sei z. B. auf die Monographien von
Clarke, [9], und Jahn, [42], bzw. den Artikel von Borwein, [4], verwiesen.

Definition 3.3. Sei 9) ein topologischer linearer Raum, geordnet durch den Kegel K C %),
und sei Y C ). Ein § € Y heifit Borwein-eigentlich minimales Element von Y bzgl. K,
falls 4 minimal ist und

Tu(Y + K;5) N —K = {0}

gilt. Ein § € Y heiit Benson-eigentlich minimales Element von Y bzgl. K, falls g
minimal ist und
clecone (Y + K —y) N —K = {0}

gilt. Die Menge der eigentlich minimalen Elemente im Sinne von Borwein bzw. Benson werden
mit Ep,(Y, K) baw. Ep.(Y, K) bezeichnet.

Borwein fiihrte seinen Effizienzbegriff fiir lokalkonvexe topologische Vektorrdume ) ein, Benson
nur fiir P = R". Wegen T5(Y;y) C clcone (Y —y) ist jedes Benson-eigentlich minimale Element
auch Borwein-eigentlich minimal.

Die nachfolgende Definition eigentlicher Effizienz geht auf Henig zuriick, [31]. Er zeigte, dass
seine Definition jene von Borwein und Benson (in ) = R") verallgemeinert bzw. unter gewissen
Voraussetzungen zu diesen dquivalent ist.

Definition 3.4. Sei 9) ein topologischer linearer Raum, geordnet durch den Kegel K C %),
und sei Y C ). Ein y € Y heifit eigentlich minimales Element von Y bzgl. K, falls es
einen Kegel C' C P mit K\{0} C int C' und

Y Ay —C\{o}) =0

gibt. Die Menge der eigentlich minimalen Elemente wird mit &,(Y, K) bezeichnet.

Seien X C X und eine Zielabbildung f : X — Q) gegeben. Ein Element x € X heifit eigentlich
effizient (bzgl. X, f und K), falls f(z) € £ (f(X), K). Die Menge der eigentlich effizienten
Elemente wird mit Eff,(f(X), K) bezeichnet.

Ein &hnliches Konzept betrachteten Gerstewitz (Tammer) und Iwanow in [23], sie fordern von
dem Kegel C' in Definition lediglich Offenheit und Konvexitét, nicht jedoch die Kegeleigen-
schaften. In [24] wird dieses Konzept von Gerth (Tammer) und Weidner wieder aufgegriffen
und die Verwendung der Menge C fiir die Skalarisierung mehrkriterieller Optimierungsprobleme
verstéirkt herausgearbeitet.
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Die eigentliche Effizienz ist von besonderer numerischer Relevanz, da die entsprechenden Kegel
C streng monotone Funktionale fiir die Skalarisierung liefern. Dariiber hinaus ist jedes eigentlich
minimale bzw. eigentlich effiziente Element auch minimal bzw. effizient.

Wir betrachten im Wesentlichen zwei Typen eigentlicher Effizienz: jene, die sich durch lineare
Skalarisierung ergibt, und die eigentliche Effizienz im Sinne von Geoffrion. Da in beide Begriffe
die Raumstruktur direkt einfliefit, {ibergehen wir bei der Definition den allgemeinen Fall und
beschrénken uns sofort auf den Raum ) = C(7"). Wir erinnern kurz daran, dass wir in Kapi-
tel die Bezeichnung M(T") fiir den Raum der (reguléiren) endlichen signierten Radon-Mafle
(topologischer Dualraum von C(7')) eingefiihrt hatten.

Definition 3.5. Sei Y C C(T) gegeben. Ein Element § € Y heifit eigentlich minimal im
Sinne der linearen Skalarisierung, falls es ein Element u € qint M(7T)* gibt mit

/ydué/ydﬂ Vyery.
T T

Die Menge dieser Elemente wird mit &(Y) bezeichnet.

Seien X C X und eine Zielabbildung § : X — ) gegeben. Ein Element z € X wird eigentlich
effizient im Sinne der linearen Skalarisierung genannt, falls {(z) € &(f(X)); die Menge
aller dieser  wird mit Eff;(f(X)) bezeichnet.

Wir betrachten zu einem beliebigen p € qint M(T')* die Menge

D, = {y e - /TydM > o}. (3.1)

Offenbar ist D,, ein konvexer Kegel, sogar ein Halbraum. Ebenso sieht man

int D), := {y e e(T): / ydp > 0}
T

und daher C(T)*\{0} C int D,, fiir jedes p € qint M (7). Ohne Miihe verifiziert man:

Satz 3.1. Sei Y C Q) eine nichtleere Menge. Dann gilt y € £(Y) genau dann, wenn es ein
p € gint M(T)" gibt, so dass § € E,(Y,D,,).

Beweis. Esgilt j € §(Y) <= 3 pecqntM(T)*: [(j—y)du <0<=j—y¢intD,VyeY
<= YN({y—intD,) =0 <= gec&Y,D,). [

Folgerung 3.1. Sei Y C ) eine nichtleere Menge. Dann gilt &(Y) C E(Y, €(T)™).

Beweis. Folgt aus €(T)"\{0} C int D,,. [

Borwein untersuchte Beziehungen zwischen seiner Definition eigentlich minimaler Elemente
und der eigentlichen Minimalitét im Sinne der linearen Skalarisierung. Da er seine Resultate
fiir allgemeine Réume bewies, konnen wir diese problemlos auf §) = C(T) iibertragen. Das
folgende Resultat findet man z. B. als Theoreme 1 und 2 in [4].

Lemma 3.2. Jedes Element y € &(Y) ist eigentlich minimal im Sinne von Borwein. Falls
dariiber hinaus Y + K konvex ist, gilt auch die Umkehrung.
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3.2 Eigentliche Effizienz im Sinne von Geoffrion

Geoffrion stellte in [22] fiir den Fall ) = R™ eine weitere Art eigentlicher Effizienz vor. Wir
verallgemeinern nachfolgend diese Definition auf den unendlich-dimensionalen Raum ) = C(7T')
und untersuchen Eigenschaften der so definierten Minimalitdtsmenge.

Wir erinnern kurz daran, dass die Menge 1" als kompakt vorausgesetzt ist — auch wenn dies in
den Voraussetzungen nachfolgend nicht immer explizit erwdhnt wird.

Definition 3.6. Sei Y eine nichtleere Teilmenge von C(T'). Ein Element 3 € Y heifit eigentlich
minimal im Sinne von Geoffrion, wenn eine Konstante § > 0 existiert, so dass es fiir alle
y € Y und jedes t € T mit y(t) < y(t) ein top € T mit y(ty) > y(tp) und

00 -t _;
y(to) — y(to)
gibt. Die Menge aller eigentlich minimalen Elemente in diesem Sinne wird mit 5 (Y") bezeichnet.

Seien X C X eine nichtleere Menge und f : X — C(7') eine Abbildung. Ein Element z € X wird
eigentlich effizient im Sinne von Geoffrion genannt, falls () € E5(f(X)); die Menge aller
dieser z wird mit Eff ¢ (f(X)) bezeichnet.

Wir moéchten nun auch diese Art eigentlicher Effizienz in das Konzept von Henig einbetten.
Hierfiir benutzen wir einen Ansatz, wie wir ihn bei Weidner, [89], dort fiir 9 = R", gefunden
haben. Es zeigt sich schnell, dass die wichtigsten Aussagen beim Ubergang von R™ auf C(T)
nicht verloren gehen.

Wir betrachten fiir ein § > 0 die Mengen

D% = {yeCT): y(s) >0, y(s)+dy(t) >0V teT\{s}}, seT,
D’ = D
seT
Dann gilt:

Lemma 3.3. Sei 6 > 0. Dann sind die Mengen D>, D° offen und die Mengen D*° U {0}
konvexe, nichttriviale Kegel. Auch die Mengen D?U{0} sind Kegel, und es gilt C(T)T\{0} C D°.
Beweis. C(T)™\{0} C D° gilt offensichtlich.

Wir zeigen zunichst die behauptete Offenheit. Es seien hierzu § > 0, s € T fixiert und § € D%°.
Aus der Stetigkeit von § und der Kompaktheit von T erhalten wir

e 1= Smin {506), pip (56) +950)), ip 6) + 950} } >0

Bezeichne ||.|| wieder die Supremumnorm in €(7"). Dann gelten fiir alle y € €(T") mit ||[g—y|| < e
und alle t € T'\{s} unter Beachtung von 3 € D*9 die Abschiitzungen

y(s) +0y(t) = y(s) —e+0-(yt) —¢)

> gls) — 5 (5() +09(0)) + G5(t) — d= (5(s) + 53(0)
= 5 @) +85(0) >0,
y(s) = g(s)—e
_ 1 _ 2 _
2 yls) =5 9(s) =5 4(s) >0
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Daher gilt y € D*° fiir alle y € C(T), |7 — y|| <&, d. h. D*? ist offen. Als Vereinigung offener
Mengen ist dann auch D? offen.

Die Mengen D enthalten z. B. das Element 7 € C(T), §(t) := 1V t € T, sind also nichttrivial.
Sei nun y € D% und X\ > 0 beliebig. Dann gilt mit y(s) > 0 auch Ay(s) > 0, und aus
y(s) + dy(t) > 0 folgt Ay(s) + dAy(t) > 0. Somit sind die Mengen D*° U {0} Kegel. Als
Vereinigung von Kegeln ist auch D ein Kegel.

Seien nun § > 0, s € T fixiert und y;,y2 € D*? beliebig. Dann folgt aus y1(s) > 0, y2(s) > 0
stets y1(s) + y2(s) > 0, und y1(s) + oy1(t) > 0, y2(s) + dya2(t) > 0 impliziert

y1(s) +y2(s) +6 - (y1(t) + ya2(t)) > 0.
Der Fall y; = 0 oder y» = 0 ist trivial. Folglich sind die Mengen D®% sogar konvexe Kegel. m
D% U {0} ist i. a. nicht konvex, wie das folgende Beispiel zeigt:

Beispiel 3.1. Wir wihlen zwei beliebige Punkte ¢1,to € T, t; # t2, und einen Radius r > 0
so, dass [[t1 — t2|| > 2r und dass ein t3 € T mit ||t; — t3]| > 7, [[ta — t3]] > r existiert. Weiter
fixieren wir ein beliebiges § > 0. Wir definieren

3(5 beit:tl
y(t) = 30— (30 +2)a beil|t—ti]|=ar, 0<a<1, teT
-2 sonst
—4 beit:tl
—4 -2« bei [t —ti]| =ar, 0<a <1, teT
yg(t) = 70 bei t = t2
70— (70 +6)a bei|t—ta] =ar, 0<a<1,teT
—6 sonst

Die nachfolgende Abbildung zeigt die Funktionen y;, y2 und y; 4+ y2 (von links nach rechts) fiir
T=[-22?t=(-1,1),ta=(1,-1),r=1und § = 1.

Man findet y; € D9 und yo € D9, Andererseits erhiilt man mit dem oben gewiihlten ¢3

(yi+y2)(ts) = —8 < 0,
(y1 +y2)(t) +6(y1 +92)(t3) < max{36 —4,76 -2} —85 < 0  VteT\{ts},

also y1 + y2 ¢ D°.

Weidner gab in [9], Beweis zu Lemma 5.2.1, ein dhnliches Beispiel fiir den Fall ) = R™ an.
In spiiteren Betrachtungen werden wir meist eine andere Darstellung fiir D° benutzen:

Lemma 3.4. Die Menge D° kann auch in der Form

D’ = {y e C(T): r%ajgcy(t) +6- {tréli%ly(t) > 0} . (3.2)

geschrieben werden.
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Beweis. Unter Verwendung der Kompaktheit von T und der Stetigkeit der betrachteten
Funktionen erhalten wir fiir beliebige y € D9 die folgenden #quivalenten Aussagen:

dseT: y(s) >0, y(s)+oy(t) >0Vt eT\{s}
< dseT: y(s)>0, y(s)+oylt) >0vteT
= 356T:y(s)+5-1;1&ijgy(t)>0

S t 4 - mi t) > 0.
rgleaqz<y(>+ Igg;ly()

Es folgt die Behauptung. [ |

Der Kegel D U {0} charakterisiert die Geoffrion-eigentlich minimalen Elemente:

Satz 3.2. Es gilt Ec(Y) = Uso E(Y, D? U{0}).

Beweis. Seiy € Y eigentlich minimal im Sinne von Geoffrion. Per Definition ist dies dquivalent
zur Existenz eines § > 0, so dass fiir jedes y € Y und jedes t € T mit y(t) < y(t) ein tg € T
mit y(to) > y(top) und

y(t) —y(t) <6+ (y(to) — y(to))

existiert. Diese Ungleichung bedeutet 7 — y ¢ D°, was dquivalent zu g € £(Y, D? U {0}) ist. m

Folgerung 3.2. Es gilt £5(Y) C E(Y,C(T)T).

Beweis. Dies folgt aus Satz (3.2 und €(T)* € D U {0} (vgl. Lemma. [ |

Diese Inklusion ist im allgemeinen scharf, wie das folgende Beispiel zeigt:

Beispiel 3.2. Wir betrachten die Funktionen y, : [—1,1] — R, definiert durch
Yo(t) = a— (a+1) |t \

und die Menge
Y172
Y =y 0 € (0.1]) U {0}, ‘ N

T T

Offenbar gilt £(Y, €([~1,1))*) = {0}: allerdings -1 L
Ea(Y) = 0. Yy1/3

0 ¢ Eq(Y) heit 0 ¢ £(Y, D°U{0}) fiir alle § > 0. T
Es geniigt also zu zeigen, dass zu jedem § > 0
ein o € (0,1] mit —y, € D%, d. h. mit

PG T 0 iy et = 0

existiert. Diese Ungleichung wird in der Tat fiir o := 1/(d + 1) erfiillt:

1
—yo(t)+ 6+ min —ya(t)=1—68- —— >0,
DX ~Ya(t) +0- min —ya(t) 5317

folglich gilt 0 ¢ Eq(Y).

Bemerkung 3.1. Fiir 0 < §; < d gilt D% ¢ D% und damit £(Y, D' U{0}) C £(Y, D*>U{0}).
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Die eigentlich minimalen Elemente im Sinne von Geoffrion lassen sich auch als minimale Punkte
bzgl. des konvexen Kegels

Cum = {yEG(T): y(t)—i—nll/TydMZO VtET} (3.3)

mit g € qint M(T)" und m > 0 darstellen. Helbig fiihrte diesen Kegel im Raum %) = R" ein,
vgl. etwa [30]. Mit (3.3)) legen wir eine mégliche Verallgemeinerung von Helbigs Kegel auf den
unendlichdimensionalen Fall ) = C(T') vor, die wir nun untersuchen werden.

Wir stellen zunéchst Eigenschaften von C), ,, zusammen:

Lemma 3.5. Sei € qint M(T)*. Dann ist C,,,, fiir alle m > 0 ein konvezer Kegel mit

1
intC’Mvm:{yEG(T): y(t)+m/ydu>0 VtET}.
T

Weiter gilt €(T)" C Cpm, Cum\{0} C int D,, und Cpm,\{0} C int Cyy 1, fiir mq > mg > 0.
Hierbei ist D, der durch gegebene Kegel.

Beweis. Die Kegeleigenschaften und die Konvexitéit von C), ,,, sowie die Formel fiir das Innere
und ¢(T)* C C,,,, konnen durch Nachrechnen leicht verifiziert werden.

Seiy € Cyym, \{0}. Dann gilt y(¢)+m;* Jrydp > 0. Wire [ydu <0, sofolgte y € C(T)T\{0},
im Widerspruch zu fT ydu < 0. Somit gilt fT ydp > 0, also y € int D,,. Weiter folgt

1 1
y(t) + — ydu>y(t)+/ydu20, teT,
ma Jr miy Jr

also y € int C; -

Aus dem obigen Lemma erhalten wir fiir Mengen Y C C(T") sofort £(Y) € U,,50 (Y, Cum) C
E(Y,C(T)"). Ebenso gilt:

Satz 3.3. Sei p € qint M(T)* und Y C C(T') nichtleer. Dann gilt Ec(Y) C U, EY Crum)-

Beweis. Wir zeigen Cy,,,\{0} € D° fiir die Wahl § = /([ 1du), 0 < 1 < m. Sei hierzu
y € Cum\{0}. GemisB Lemma gilt dann y € int Cyy s, d. h. y(¢) + ([pydu)/m > 0 fiir alle

t € T. Wegen
1 t
~/ydugm><te~w(>/]ldu
mJr m T

t 1
y(t)+1rm}(tfhw()/]ld/$2y(t)+~/ydu>0.
T m Jr

erhalten wir fiir allet € T

Daher gilt B
t —y(t) = t dy(t teT
rpeajzcy()ﬂLfT]lduy() maxy(t) +0y(t) >0 VteT,
also y € D°. Es folgt C),,,\{0} C D? und daher £(Y, D°U{0}) C E(Y, Cy,n). Mit Satz folgt
die Behauptung. n

Satz findet man bei Weidner, [89], Satz 5.2.4, fiir den Fall ) = R" als Gleichheit beider
Mengen. Die im Gegensatz zu Satz noch fehlende Inklusion fithrt Weidner auf das allge-
meinere Resultat zuriick, dass fiir einen konvexen Kegel K C R™ mit R"\{0} C int K ein
§ > 0 existiert, so dass D° C int K gilt, vgl. [89], Satz 5.2.3, insbesondere Beweisteil (ii). Diese
Aussage ldsst sich fiir ) = C(7T') allerdings widerlegen, wie das nachfolgende Beispiel zeigt.
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Beispiel 3.3. Wir setzen T' = [0,1] C R, benutzen fiir die Integration das reelle Lebesgue-
MaB auf [0,1] (klar: g € qint M(T)*) und betrachten den konvexen Kegel K = C, ,,. Es gilt
C(T)"\{0} C int C)p, fiir alle m > 0: Aus g € €(T)*", § # 0 und

_ minger §(t) + m~t [ ydp .
1+m=! [ 1du

folgt y € Oy, fiir alle y € C(T) T, |ly — gl < r/2.

0

Wir zeigen, dass fiir jedes § > 0 ein ys € D?® mit ys ¢ C,m fiir alle m > 0 existiert. Hierzu
fixieren wir § > 0, wihlen wir ein ¢ mit

2
0<t inq——;,1
< 5<m1n{1+25, }

[ 1—t-(1426)/(26ts5) fir0<t<t
ya(t) ‘_{ —1/(26) " t5<t§(15 }

und setzen

Es gilt max;er ys(t) 4+ 6 - minger ys(t) = 1/2 > 0, also ys € D°. Weiter erhalten wir

1 ts 1426 L |
5 d =/ s(t)dt = / (1— t) dt—‘r/ ——dt
/Ty n=/ ys(t) ; 551 .20

1426 Qr [ 1 T
= |t- 2+ |-t
[ 40ts 0 20 ts

1426 1
= to— st — 55 (1= 1y)
_ te ts 1
2 46 26
_ ts(26+1)—2
- 46
< 0.

Damit folgt ys(1) + m™ [ ysdp <0, d. h. ys & Cppn, fiir alle m > 0.

Der néchste Satz greift ein Resultat von Borwein auf, der zeigte, dass im Falle ) = R" jedes
Geoffrion-eigentlich minimale Element auch minimal im Sinne von Borwein ist.

Satz 3.4. Ist §y € Y ein eigentlich minimales Element von Y im Sinne von Geoffrion, so gilt
Tp(Y + €(T)*;9) N —€(T)* = {0}.

Beweis. Angenommen, es existiert ein k € Tp(Y + C(T)";4) N —C(T)™, k # 0. Dann kénnen
wir k() < —1 fiir ein ¢ € T und k(t) < 0 fiir alle ¢ € T annehmen. Des Weiteren existieren
Folgen {7,} C Ry, {yn} € Y und {c,} C C(T)" mit y,, + ¢, — 7, so dass 7, (yn +cn —y) — k
gilt. Sei § > 0 beliebig. Dann gibt es ein 7 € N, so dass fiir n > 7 gilt:

1
Tn (Yn(t) +en(t) —y(t)) < D)
1
Tn (Yn(t) +en(t) —4(t)) < 25 teT.
Geeignete Umstellung liefert
_ 1
yn(t) —y(t) < o
1
yn(t) —y(t) < teT
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Wegen der Minimalitéit von § und y,(t) < §(¢) sind die Mengen
T,:={teT: y,(t) > y(t)}, n e N,

fiir hinreichend grofle n nichtleer. Fiir alle ¢ € T;,, n > n erhalten wir nun

1
0 <yn(t) —y(t) <
lt) = 9(0) < 75—

und daher .

y(t) — t

yn(t) — g(t) 27,
Damit kann ¢ nicht eigentlich minimal im Sinne von Geoffrion sein, im Widerspruch zur Vor-
aussetzung. ]

Eine analoge Aussage gilt fiir eigentlich effiziente Elemente im Sinne von Benson:

Satz 3.5. Ist y € Y ein eigentlich minimales Element von Y im Sinne von Geoffrion, so gilt
cleone (Y + C(T)" —y)n—C(T)" = {0}.

Beweis. Angenommen, es existiert ein k € clcone (Y + C(T)* — g) N —C(T)*, k # 0. Dann
konnen wir k(t) < —1 fiir ein ¢ € T und k(t) < 0 fiir alle ¢t € T annehmen. Des Weiteren
existieren Folgen {\,} C Ry, {yn} € Y und {c,} C C(T)*, so dass A\, (yn + cn — 7) — k gilt.
Sei § > 0 beliebig. Nun kénnen wir wie im Beweis zu Satz fortfahren und erhalten den
erwiinschten Widerspruch zur Voraussetzung. [

Im Raum 2 = R" ist fiir lineare Vektoroptimierungsprobleme die eigentliche Minimalitét im
Sinne von Geoffrion dquivalent zur eigentlichen Minimalitdt im Sinne der linearen Skalarisie-
rung, vgl. Geoffrion, [22], oder auch Jahn, [45]. Ein entsprechendes Resultat fiir ) = C(T)
konnte nicht bewiesen werden.

3.3 Dichtheit der Menge eigentlich minimaler Elemente in der
Menge der minimalen Elemente

Interessant ist die Frage, welche minimalen Elemente nicht durch die lineare (oder eine an-
dere) Skalarisierung ermittelt werden koénnen. Die wohl wichtigsten Resultate betreffen den
Fall konvexer Mengen Y'; diese Aussagen nennen zusétzlich notwendige Bedingungen an Y
und den Kegel K, unter denen £(Y, K) dicht in &(Y') liegt. Erste Ergebnisse hierzu wurden
von Arrow, Barankin und Blackwell vorgelegt, allerdings nur fiir den Raum ) = R", geordnet
durch R’} . Spéter erfolgte unter dem Namen ,, ABB-Theoreme® eine sukzessive Erweiterung und
Verallgemeinerung der Aussagen, zunichst stets mit dem Ziel der Charakterisierung von Ei-
genschaften des Ordnungskegels, unter denen moglichst allgemeine Dichtheitsaussagen gelten.
Resultate hierzu findet man z. B. bei Ferro, [20], Jahn, [44] und Wantao, [85]. Auf die meisten
unendlichdimensionalen Folgen- und Funktionenrdume — so auch ) = C(7") — konnen diese Re-
sultate nicht angewendet werden, da die Ordnungskegel Voraussetzungen wie beschrinkte bzw.
schwach kompakte Basis oder die Bishop-Phelps-Eigenschaft nicht erfiillen. Erste Ansétze, auch
diese Réume zu erfassen, findet man etwa bei Dauer und Gallagher, [I3], Ferro, [19], Gallagher
und Saleh, [21], und Henig, [31]. Einen Uberblick iiber den derzeitigen Stand der Ergebnisse
und einen allgemeinen Beweis fiir die Dichtheitsaussagen auf Basis der sogenannten , dilating
cones“ gibt die Arbeit von Daniilidis, [12], aus der auch die nachfolgende Aussage stammt.
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Satz 3.6 (ABB-Theorem). Sei 7 eine Topologie des Dualsystems (C(T),M(T)), und sei
weiter Y eine nichtleere, konvexe, T-kompakte Teilmenge des Raumes C(T'). Dann gilt

E(Y,C(T)T) Ccl, &(Y).

Beweis. Wir hatten bereits festgestellt, dass C(T') ein Banach-Raum ist und dass C(7T')" einen
spitzen, abgeschlossenen, konvexen Kegel darstellt, fiir den eine Basis existiert. Somit kann das
Theorem 2 von Daniilidis, [12], angewendet werden. |

Es fallt auf, dass dieses Resultat fiir Dichtheit bzgl. einer bestimmten Topologie die Kompakt-
heit von Y in derselben Topologie verlangt. Diese Kopplung der Topologien kann nur aufgel6st
werden, indem stirkere Bedingungen an den Ordnungskegel, etwa das Vorliegen der Daniell-
Eigenschaft oder die Existenz einer schwach kompakten Basis, gestellt werden. Wie wir in
Kapitel [2| festgestellt haben, erfiillt der Kegel C(T)* keine dieser Bedingungen. Daher bleibt
Satz das einzige hier genannte ABB-Theorem.

Sowohl Daniilidis, [12], als auch Ferro, [20], formulieren die Frage nach der Entkopplung der
Topologien im Falle ) = C(T') als offenes Problem. Bisher ist weder ein entsprechendes Resultat
noch ein Gegenbeispiel bekannt. Das Problem liegt bereits darin, iiberhaupt konvexe, schwach
kompakte Mengen zu finden, die nicht kompakt sind — solche Mengen kénnten dann auf ihre
minimalen Punkte untersucht werden.

3.4 Existenz minimaler Elemente

Wir beschéftigen uns nun mit Bedingungen, welche die Existenz minimaler Elemente in einer
Menge Y C 9(= €(T)), geordnet durch den Kegel K(= €(T)™), sichern. Da minimale Elemen-
te auch schwach minimal sind, garantieren jene Kriterien auch die Existenz schwach minimaler
Elemente — wir beschrinken uns allerdings bei den Untersuchungen auf die Existenz minimaler
Elemente. Umgekehrt kann unter einem Teil der Voraussetzungen bzw. unter starkeren Bedin-
gungen die Existenz eigentlich minimaler Elemente gesichert werden — auch darauf gehen wir
nicht weiter ein.

Die Untersuchung von Existenzkriterien wurde in der Vergangenheit im Wesentlichen in zwei
Richtungen vorangetrieben: Der iiberwiegende Anteil der Autoren versuchte, auf Basis ord-
nungstheoretischer Eigenschaften der Kegel (bzw. der entsprechend geordneten Raume) auf die
Existenz minimaler Elemente in beschrinkten, abgeschlossenen und gegebenenfalls vollsténdi-
gen Mengen Y zu schlielen. So liegen zahlreiche Resultate vor, die verschiedene Abwandlun-
gen der Daniell-Eigenschaft, der Ordnungsvollstindigkeit, der Ordnungsbeschranktheit oder
der Nuklearitiit voraussetzen — als Uberblick seien der Artikel von Sonntag und Zalinescu, [75],
oder der Band von Gopfert, Riahi, Tammer und Zalinescu, [25], empfohlen. Da der Raum C(7'),
halbgeordnet durch C(T")*, nicht ordnungsvollstéindig oder nuklear ist und nicht die Daniell-
Eigenschaft besitzt, ist keines dieser Theoreme im Falle 9) = C(T") anwendbar. Nur wenige
Autoren beschéftigten sich hingegen mit Existenzaussagen, die an bestimmte Eigenschaften
der Menge Y gekoppelt werden; als Beispiel seien hier Borwein, [6], Corley, [10], Jahn, [41], und
Sterna-Karwat, [78], genannt.

Luc stellte in [55] ein Konzept vor, in welches sich beide genannten Ansétze einbetten lassen.
Sein Begriff der Kegel-Vollstindigkeit verbindet die Eigenschaften der Menge Y mit denen
des Ordnungskegels K und kann sowohl durch ordnungstheoretischen Eigenschaften von K als
auch durch stérkere Forderungen an die Menge Y erfiillt werden. Wir nutzen daher anschliefend
seine Ergebnisse.



26 3. Mehrkriterielle Optimierungsprobleme in C(T)

Lucs Ergebnisse gelten in topologischen Vektorrdumen g). Wir bleiben zunéchst in diesen all-
gemeinen Rdumen und spezialisieren die Aussagen anschliefiend fiir den Raum ) = C(T').

Fiir die meisten Existenzaussagen ist es nicht notwendig, Voraussetzungen an die gesamte
Menge Y zu treffen. Dann reicht die Betrachtung eines Ausschnittes bzgl. des Kegels K,

Y. =YnN((z-K), z€9.
Fiir z € Y und einen beliebigen Kegel K ist Y, stets nichtleer.

Definition 3.7. Sei K C %) ein nichtleerer Kegel. Eine Menge Y C ) heifit K-vollsténdig
(bzw. strikt K-vollstindig), wenn sie keine Uberdeckung der Art {)\(y; —clK) : i € I}
(bzw. {D\(y; — K) : i € I}) mit einem fallenden Netz {y; }ier C Y besitzt.

Fiir einen abgeschlossenen Kegel K stimmen K-Vollstdndigkeit und strikte K-Vollstdndigkeit
iiberein.

K-Vollstandigkeit heifit, dass fiir jedes monoton fallende Netz {y;}ic;r C Y ein § € Y existiert,
so dass y € y; — cl K fiir alle ¢ € I gilt. § ist somit ein minimales Element der vollstéindig
geordneten Teilmenge {y;}icr C Y. Bei Vorliegen von K-Vollstandigkeit kann also durch das
Lemma von Zorn direkt auf die Existenz minimaler Elemente geschlossenen werden. Daraus
erhélt Luc das folgende Resultat, vgl. [55]:

Satz 3.7. Sei K ein konvexer Kegel in ) und Y C Q) eine nichtleere Teilmenge.

(i) EY,K) # 0 < Y hat einen nichtleeren strikt K -vollstindigen Ausschnitt.
(ii) Sei K ein spitzer Kegel mit cl K + K\{0} C K. Dann gilt:

EY,K)#0 <Y hat einen nichtleeren K -vollstindigen Ausschnitt.

Die Beweise fiir diese Aussagen findet man etwa bei Luc, [55], Theoreme 3.3 und 3.4.

Fiir unsere spezielle Aufgabenstellung erhalten wir also:

Folgerung 3.3. £(Y,C(T)") # 0 <= Y besitzt einen nichtleeren €(7)*-vollstéindigen Aus-
schnitt Y.

Da sich die K-Vollstdndigkeit nur schwer priifen 1&8t, untersuchen wir nun Bedingungen, unter
denen eine Menge K-vollstindig ist. Die folgende Definition geht auf Corley (vgl. [10]) zuriick:

Definition 3.8. Sei K C %) ein nichtleerer Kegel. Eine Teilmenge Y C ) heifit K-halb-
kompakt, wenn jede Uberdeckung von 9) der Form (J;c; D\(yi — K), v; € Y, eine endliche
Teiliiberdeckung besitzt.

Weiter erinnern wir daran, dass eine Teilmenge eines linearen Raumes Polyeder genannt wird,
falls sie die konvexe Hiille endlich vieler Punkte ist.

Lemma 3.6. Jede der folgenden Bedingungen impliziert die (strikte) C(T)™-Vollstindigkeit
einer nichtleeren Menge Y C C(T):

a) Y ist C(T)"-halbkompakt;
b) Y ist schwach kompakt;

¢) Y ist ein Polyeder.
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Die Aussagen findet man bei Luc, [55], Kapitel 2, Lemma 3.5 und Folgerung 3.14.

Luc gibt weitere Kriterien an, welche die K-Vollstandigkeit implizieren. Allerdings stiitzen sich
diese auf die Daniell-Eigenschaft oder Ordnungsvollstdndigkeit von K, bleiben also fiir den Fall
K = @(T)* ohne Bedeutung, vgl. Satz

Aus Folgerung [3.3| und Lemma [3.6] erhalten wir direkt die folgenden Existenzkriterien:
Satz 3.8. Die nichtleere Menge Y C C(T) erfiille wenigstens eine der folgenden Bedingungen:

a) Y besitze einen K -halbkompakten Ausschnitt Y, fiir einen Kegel K D C(T)*;
b) Y besitze einen schwach kompakten Ausschnitt Y, ;

c) Y ist ein Polyeder.

Dann gilt E(Y,C(T)™) # 0.

Bemerkung 3.2. Teil b) umfafit auch das Existenzkriterien von Borwein (vgl. Theorem 1 in
[6]) und Jahn (vgl. Folgerung 2.1 in [41]), wonach jede Menge mit kompaktem bzw. schwach
kompaktem Ausschnitt minimale Elemente enthlt.

Das folgende Beispiel zeigt, dass eine Menge Y C C(T") sehr wohl einen kompakten (und damit
C(T)T-vollstéindigen) Ausschnitt haben kann, ohne selbst kompakt zu sein:
Beispiel 3.4. Sei T' = [-1,1].

a) Sei Y = {ya : ya(t) = at,a € R}. Dann ist Y unbeschrinkt und daher nicht kompakt.

Wir betrachten den Ausschnitt Y, mit z = 0: Ohne Miihe verifiziert man Y, = {z}, d. h.
Y, ist kompakt, und E(Y, C(T)*) # 0.

b) SeiY ={y € C(T) : |lyll < 1}. Dann ist Y zwar beschréinkt, aber weder kompakt noch
schwach kompakt. Wir betrachten den Ausschnitt Y, mit z = —1: Ohne Miihe verifiziert
man Y, = {z}, d. h. Y, ist kompakt, und (Y, C(T)*) # 0.
Andererseits gilt:
Satz 3.9. Fir jede kompakte Menge Y C C(T) gilt £(Y) # 0.

Beweis. Wir wihlen ein beliebiges Funktional u € qint M (7). Dann beschreibt u insbeson-
dere ein auf C(T') stetiges Funktional y — [,ydu. Die Menge Y C C(T) ist kompakt, also

besitzt die Menge
{/ ydu: y € Y}
T

geméfl dem Weierstrass-Theorem (fiir allgemeine Rédume vgl. etwa Zeidler, [94], Theorem 38.B
und Folgerung 38.10) eine Minimalstelle yo € Y. Es gilt yo € &/(Y). [ |

Aus Satz ebenso wie aus Theorem 1 von Borwein, [6], folgt

Folgerung 3.4. £(Y,C(T)") # 0 fiir kompakte Mengen Y C C(T).

Man beachte, dass diese Aussage nicht fiir beliebige Kegel K C C(T') gelten muss, vgl. etwa
Bemerkung 3.12 und Beispiel 3.13 bei Luc, [55], bzw. Beispiel 2.1 bei Sterna-Karwat, [78].

Weitere Existenzbedingungen fiir minimale Elemente findet man in Kapitel
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4. Skalarisierung gemifl Tammer und Weidner

In diesem Kapitel stellen wir ein allgemeines Skalarisierungskonzept fiir vektorwertige Optimie-
rungsaufgaben vor. Als Skalarisierung bezeichnet man die Charakterisierung minimaler bzw. ef-
fizienter Elemente als Losung reeller (,,skalarer*) Optimierungsprobleme. Man betrachtet dann
meist eine ganze Schar so genannter skalarer Ersatzaufgaben, deren Losungen wesentlich von
der Wahl gewisser Skalarisierungsparameter abhéngen.

Das nachfolgend vorgestellte Skalarisierungskonzept beruht im Wesentlichen auf der Konstruk-
tion trennender Funktionale auf dem Rand geeigneter Mengen. Weidner stellte in ihrer Ha-
bilitation [89] sehr detailliert die Eigenschaften der Funktionale und die sich ergebenenden
Optimalitdtskriterien zusammen — wir stiitzen uns daher nachfolgend meist auf diese Arbeit,
obwohl viele Ergebnisse bereits in fritheren Arbeiten veréffentlicht wurden, siehe etwa Gerste-
witz (Tammer) und Iwanow, [23], Gerth (Tammer) und Weidner, [24] bzw. die bei Weidner,
[89], genannten Quellen.

Die Wahl geeigneter Skalarisierungsverfahren hat in der Literatur zu einer Vielzahl verschiede-
ner Typen eigentlicher Effizienz gefiihrt. Die Stérke des hier genannten Verfahrens liegt darin,
dass es viele dieser Skalarisierungsverfahren als Spezialfall enthélt.

Wir wiederholen zunéchst kurz die wesentlichen Aspekte des Konzeptes in allgemeiner Fassung
und spezialisieren anschlieBend die Aussagen auf den von uns betrachteten Fall des Raumes
C(T') der stetigen Funktionen. Hierbei bereiten wir insbesondere Kriterien fiir die in Kapitel
genannten verschiedenen Typen der Minimalitéit vor.

4.1 Konstruktion trennender Funktionale

Die Konstruktion trennender Funktionale ist traditionell eine Methode der Linearen Funktional-
analysis, wo gemé&fl dem Satz von Hahn und Banach konvexe Mengen durch lineare Funktionale
getrennt werden. Sind A, B C ) z. B. abgeschlossene konvexe Mengen, so kann die Relation
AN B =0 in ein (skalares) Ungleichungssystem z(A) < o < z(B) umgewandelt werden, wobei
z €% und a € R gelten. Dieser Ansatz konnte auch in der mehrkriteriellen Optimierung be-
nutzt werden, etwa um die laut Effizienzdefinition elementfremden Mengen Y und {y} — K\{0}
zu trennen (vgl. etwa Definition [3.1]). Da hierfiir allerdings sowohl Y als auch {y} — K\{0} kon-
vex sein miissen, kann dieser Ansatz in vielen allgemeinen Problemstellungen nicht verwendet
werden. Wir benutzen daher das Trennungskonzept von Tammer und Weidner. Dieses Konzept
kann auf die Konvexitéit der zu trennenden Mengen verzichten, als Konsequenz erweisen sich
die trennenden Funktionale allerdings i. a. nicht mehr als linear, bleiben aber meist positiv
homogen oder sogar sublinear.

Sei ) ein linearer topologischer Raum. Wir nennen ein Funktional z : ) — R konvex, falls fiir
alle y1,y2 € Y und A € [0, 1] die Ungleichung z(Ay1 + (1 — A)y2) < Az(y1) + (1 — A) 2(y2) gilt. z
heifit positiv homogen, falls z(A\y) = Az(y) fiir alle y € 9, A > 0 erfiillt ist. Das Funktional
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z wird sublinear genannt, wenn es positiv homogen ist und z(y1 + y2) < z(y1) + 2(y2) fiir
Y1,Y2 € @ gllt

Sei ) ein linearer topologischer Raum. Weiter seien eine nichtleere Menge C C 9), C # 9),
sowie ein Vektor k € ) gegeben. Wir nehmen an, dass C' und k die Voraussetzung

(V1) 0#£mtC= |J (bdC+ak) wd Y= |]J((bdC - ak)

acR, a>0 aclR

erfiillen. Hinreichende Bedingungen fiir die Giiltigkeit von (V1) werden in Lemma [4.2] gegeben.
Dann definieren wir ein Funktional z&F : ) — R durch

2Ok (y) :=min{r eR:y €7k —clC}. (4.1)

Ein Funktional dieser Art wurde von Gerth (Tammer) und Weidner in [24] und spéter von

Weidner in [89] (vgl. auch [88]) eingehend untersucht. Sie zeigten u. a. folgende Eigenschaften
Ck

von z&8:

Satz 4.1. Sei Q) ein linearer topologischer Raum. Weiter seien C C ), C # ), und k € Q)
derart, dass Voraussetzung (V1) erfillt ist. Dann gilt fir z = 29F:

(i) z ist ein wohldefiniertes, stetiges Funktional von 2 auf (—oo,+00);

=r <= yerk—hbd(C,
2(y) <r < yerk—itC,
<r

z(y) — yerk—clC;
(i) z ist konvex < clC ist konvez,
z ist positiv homogen <= bdC ist ein Kegel,
z 15t sublinear < clC ist ein konvexer Kegel,
z st linear <= bdC ist ein linearer Unterraum von 2).

(iv) SeiY eine nichtleere Teilmenge von ). Dann gilt:

YN(-intC)=0 < z(Y)>0.

Wir haben den Beweis — weil iiberwiegend technischer Natur und fiir unsere Arbeit von nur
untergeordneter Bedeutung — in den Anhang ausgelagert. Die Kernaussagen des Satzes sind
den Theoremen 2.1 und 2.2. aus Tammer und Weidner, [24], mit —C anstelle C' entnommen.
Dort finden allerdings hértere Voraussetzungen als (V1) Anwendung, etwa k € int K fiir einen
Kegel K anstelle k € ), vgl. hierzu auch Lemma |4.2

Bemerkung 4.1. Die Stetigkeit von z = 2&F liefert fiir eine Teilmenge Y von ) mit int Y # ()
die Beziehung
YN(-intC)=0 = z(intY) > 0.

Bemerkung 4.2. Im Gegensatz zu den klassischen Trennungssidtzen muss die Menge Y in
unseren Aussagen nicht konvex sein.

Die meisten Resultate zum hier vorgestellten Funktional z sind zuerst von Gerth (Tammer)
und Iwanow, [23], sowie Gerth (Tammer) und Weidner, [24], vertffentlicht worden. Weidner
hat in ihrer Habilitationsschrift, [89], alle relevanten Eigenschaften des Funktionals z und seine
Verwendbarkeit fiir die Skalarisierung mehrkriterieller Optimierungsprobleme in Abhéngigkeit
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von den Eigenschaften von C und k zusammengetragen. Dariiber hinaus findet man dort einen
Vergleich mit den Konzepten von Dauer und Saleh, [14], sowie Luc, [55], die &hnliche Skalari-
sierungsfunktionale wéhlten.

Die nachfolgenden Abbildungen sollen die Idee illustrieren, die hinter der Konstruktion der
Funktionale 2©F steht. Wir stellen dabei die Riume 9 = R? mit C = R2, k = (1,1) und
2 = €([0,1]) mit C = €([0,1])", k(t) = 1 fiir alle t € T gegeniiber. In beiden Fillen ist
offensichtlich Voraussetzung (V1) erfiillt. Die punktierten Flidchen stellen jeweils die Mengen
z(y)k — clC dar.

! Y =R 9 = ¢([0,1])

Wir halten weiter fest:

Satz 4.2. Sei ) ein linearer topologischer Raum. Weiter seien C C 9, C # ), und k € )
derart, dass Voraussetzung (V1) erfiillt ist, sei a € ) beliebig. Dann ist auch das Funktional

267k wohldefiniert, und es gilt
2Oy —a) = 27k (y).
Beweis. Wir verifizieren
OFy—a) = min{r€R: y—acrtk—clC}
= min{reR: yetk—cl(C—a)}
= 0ok(y)
und erhalten damit die Behauptung. |

Neben den in den Sétzen [4.1] und [4.2] genannten Eigenschaften interessiert auch, inwieweit ein
skalarisierendes Funktional die Halbordnung abbildet bzw. erhélt. Hierzu dient der Begriff der
Monotonie:

Definition 4.1. Sei B eine nichtleere Teilmenge von ). Ein Funktional z : 9 — R heifit
B-monoton, wenn

Y2 €Y, y1 €2 — B = z(y1) < 2(y2).

z heifit strikt B-monoton, wenn

y1,92 €9, y1 € ya — B\{0} = z(y1) < 2(y2)-

Sofern klar ist, bzgl. welcher Menge B Monotonie vorliegt, sprechen wir auch kurz von Mono-
tonie anstatt von B-Monotonie.

Fiir das Funktional 2¢* kénnen gewisse Monotonie-Eigenschaften festgehalten werden:
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Satz 4.3. Sei Q) ein linearer topologischer Raum. Weiter seien C' C ), C # ), und k € Q)
derart, dass (V1) erfillt ist. Sei B eine nichtleere Teilmenge des Raumes Q). Dann gilt fir das
Funktional z = 2%

z ist B-monoton <~ bdC+BCclC,
z ist strikt B-monoton <= bdC+ B\{0} CintC.

Beweis. Sei z B-monoton, seien y; € bd C und y, € B beliebig. Dann gilt z(—y;) = 0 und

y1 +y2 € y1 + B bzw. —y; —y2 € —y1 — B, also z(—y1 — y2) < z(—y1) = 0. Aus Satz (ii)
folgt nun —y; —yo € —clC bzw. y; +y2 € clC.

Gelte umgekehrt bd C+ B C cl C. Dann folgt fiir y1,y2 € 2 und yo € y1 — B die Inklusionskette
y2 €y1 — B C z(y1)k —bd C — B C z(y1)k — clC, also mit Satz (ii) 2(y2) < z(y1).

Der Beweis der Aussage fiir die strenge Monotonie erfolgt analog. ]

Der Beweis von Satz ist der Arbeit von Weidner, [89], entnommen. Die dort bewiesene
Aussage ist stérker als die entsprechende Aussage bei Gerth (Tammer) und Weidner, [24], wo
jeweils nur die Hinlénglichkeit der Monotoniebedingungen bewiesen wurde.

Die rechte Seite der zweiten Aquivalenz in Satz kann oft durch eine einfachere Inklusion
gepriift werden:

Lemma 4.1. Sei Q) ein linearer topologischer Raum. Weiter seien C' C ), C' # ), ein ab-
geschlossener, konvexer Kegel mit nichtleerem Inneren und B C %) eine Menge. Dann gilt
clC + B\{0} C int C' genau dann, wenn B\{0} C int C.

Beweis. Wir wéhlen ¢ € c1C = C und b € B\{0} beliebig. Dann gibt es wegen B\{0} C int C
eine offene Umgebung U von b mit U C C. Folglich ist {c} + U eine offene Umgebung von c+b
mit {c} + U C clC + C C C. Wir erhalten ¢+ b € int C.

Die Umkehrung folgt sofort aus 0 € clC. |

Zum Schluss geben wir hinreichende Bedingungen an, unter denen C' und k die Voraussetzung
(V1) erfiillen. Das folgende Resultat findet man bei Weidner, [89], als Lemma 3.2.2.

Lemma 4.2. Jede der folgenden Bedingungen impliziert die Giiltigkeit der Voraussetzung (V1):

a) C C 9 ist eine Menge mit nichtleerem Inneren, fiir die ein Kegel K C ) mit int K # ()
und clC +int K C int C existiert, und es gilt k € int K;
b) C =a+ K C 9, wobei a € Y ein beliebiges Element, K U {0} ein konvezer Kegel mit
int K # 0 und k € int K ist.
Den Beweis findet man wiederum im Anhang, siche Lemma

Bemerkung 4.3. Fall a) in Lemma gemeinsam mit Lemma umfasst auch die Moglich-
keit, dass C selbst ein konvexer Kegel mit int C' # () ist und % € int C gilt.

Das Lemma 3.2.2 bei Weidner, [89], liefert bedeutend mehr Ergebnisse als oben angegeben. Wir
haben uns hier auf die fiir die nachfolgenden Untersuchungen essentiellen Aussagen beschrankt.
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4.2 Eigenschaften der Funktionale bei spezieller Wahl der
erzeugenden Kegel

Im diesem Kapitel untersuchen wir die Funktionale z* fiir spezielle Mengen C' und Vekto-
ren k im Raum ) = C(T'), wobei T eine kompakte Teilmenge eines Banach-Raumes ist. Im
Vordergrund sollen dabei als Mengen C' genau die Kegel stehen, die wir schon beim Vergleich
verschiedener Effizienzbegriffe ndher betrachtet hatten.

4.2.1 Der natiirliche Ordnungskegel

In diesem Abschnitt sei C' = C(T)™".
Satz 4.4. Sei k € int (T)". Dann ist das Funktional z = 2Dk wohldefiniert, stetig, subli-
near, C(T) T -monoton und strikt (int €(T)*)-monoton.
Beweis. C(T)7 ist ein abgeschlossener, konvexer Kegel mit nichtleerem Inneren. Geméf Lem-
ma [4.1 mit C = €(T)" und B = int &(T) " gilt

c C(T)" +int ©(T)* Cint €(T)™. (4.2)

Also ist Bedingung a) in Lemma mit C = K = G(T)7" erfiillt, d. h. €(T)*" und k erfiillen
die Voraussetzung (V1). Die Inklusion bd €(T)" + C(T)" C cl@(T)* folgt direkt aus den
Kegeleigenschaften von €(7')", Inklusion liefert bd @(T)* + int €(T)* C int @(T)*. Die
angegebenen Eigenschaften von PALCOARL folgen nun aus den Sdtzen und ]

Der Wert ze(T)+’k(y) fiir ein beliebiges Elementes y € ) kann wie folgt berechnet werden:

CDT () = min {reR: yerhk—CT)"}
= min{reR: yt) <7k(t) VteT}

z

= min{TER:zEgST VtET}

= su M

B te? k(t)

_ y(t)

= max Ok (4.3)

Die Quotientenbildung in den letzten drei Zeilen ist moglich, da k € int €(T)", also k(t) > 0
fiir alle t € T, angenommen wurde. Als Quotient stetiger Funktionen mit k(¢) > 0 fiir alle
t € T ist auch y/k stetig, wegen der Kompaktheit von 7" kann somit das Supremum durch das
Maximum ersetzt werden.

Bemerkung 4.4. Das Funktional z aus Satz ist i. a. nicht strikt C(7)*-monoton. Dies
kann etwa am Beispiel T' = [0,1], k() = 1, y1(¢) = 1 und ya(t) = ¢ fiir ¢ € [0, 1] nachvollzogen
werden: y; € yo2 — C[0,1]7\{0}, aber z(y1) = z(y2).

Das Funktional z ist nach Satz allerdings strikt (int €(7')*)-monoton.
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4.2.2 Der Kegel der linearen Skalarisierung

In Kapitel [3] hatten wir den Kegel

Duz{yee(T):/ydum}, [ € qint M(T)F,
T

eingefiihrt und durch ihn die eigentliche Effizienz im Sinne der linearen Skalarisierung charak-
terisiert. M(T')" bezeichnet hierbei den Kegel der positiven Radon-Mafe auf T

Satz 4.5. Sei k € int €(T)* und p € qint M(T)*. Dann ist das Funktional z = zPw* wohlde-
finiert, stetig, linear und strikt C(T)" -monoton.

Beweis. D, ist ein abgeschlossener, konvexer Kegel mit nichtleerem Inneren, und es gilt

e(T)"\{0} Ccint D, = {y € C(T) : /Tyd,u > 0} .

Laut Lemma [4.1] gilt also c1 D, + C(T)*\{0} C int D,,. Es folgt ¢l D,, +int (7)™ C int D), und
bd Dy, + €(T)"\{0} C int D,. Gemif Lemma [4.2]a) erfiillen damit C'= D, und k € int €(T")"
die Voraussetzung (V1). Die Aussagen des obigen Satzes sind nun direkte Folgerungen aus den

S&tzen und n
Der Wert 2P (y) fiir ein beliebiges Element y € @(T') kann wie folgt berechnet werden:

Pwk(y) = min {reR: yetk—D,}
— min {TGR: /T(y—Tk)du§0}
— min {TER: /Tyd,uﬁT/Tk‘d,u}
— min {Ten{; (/Tydu)/</de,u>§r}

1
= Tk dn /Tydu. (4.4)

Wegen p € qint M(T)* und k € int C(T)*, d. h. k(t) > 0 fiir alle t € T, gilt [ kdp > 0, die
Quotientenbildung ist also wiederum mdglich.

4.2.3 Der Kegel der Geoffrion-eigentlichen Effizienz
Als drittes Beispiel setzen wir C' = D%, § > 0, wobei D? als

D' = [ J {yeC®): y(s) >0, y(s)+dy(t) >0V teT\{s}}
seT
= {y e C(T): maxy(t)+6-miny(t) > 0},

gegeben ist. In Kapitel |3| hatten wir festgestellt, dass diese Mengen die eigentliche Effizienz im
Sinne von Geoffrion charakterisieren. Im Gegensatz zu €(T)* und D, ist der Kegel D° U {0}
nicht abgeschlossen, daher muB zunichst cl (D° U {0}) bestimmt werden:
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Lemma 4.3. Sei § > 0. Es gilt

D’ = {y€CT): y(s) >0, y(s) +dy(t) >0V t € T\{s}}.
seT
D% mit

Beweis. Laut Definition gilt D° = J

D% ={y e C(T): y(s) >0, y(s)+dy(t) >0Vt e T\{s}}.
Wir erhalten als Abschlieung
D% = {y e CT): y(s) >0, y(s)+dy(t) >0V teT\{s}}.

Die Behauptung kann folglich als cl (J D% = sercl D?%# geschrieben werden. Die Inklusion
cl Uger D%* 2 Uyer el D% ist klar, ebenso Jyeqpr D C U eq 1 D%, Es geniigt also zu zeigen,
dass (J,cq ¢l D> abgeschlossen ist.

Sei also § & Uzeq 1 D%, Dann gilt fiir alle s € T: g(s) < 0, oder es gibt ein t, € T\{s} mit
g(8) + dy(ts) < 0. Zu jedem s € T gibt es eine abgeschlossene Umgebung B, von s, so dass
g(t) <0V te BsNT oder y(t) + dy(ts) <0Vt e BsNT gilt. Da T kompakt ist, sind die
Umgebungen B, sogar kompakt. Daher existiert zu jedem By eine offene Umgebung Vs von
gy, so dass fiir alle y € V5 gilt: y(t) < 0V t € BsNT oder y(t) + dy(ts) <0V te BsNT.
Diese Aussage bleibt erhalten, wenn wir von den abgeschlossenen Umgebungen By auf offene
Umgebungen U von s mit Us C By iibergehen. Mit {Us}ser liegt nun eine offene Uberdeckung
von T vor, die wegen der Kompaktheit von 7T eine endliche Teiliiberdeckung {Us,,...,Us, }
enthélt. Wir wahlen die zu diesen Ug,, ..., U, gehorigen offenen Umgebungen Vi , ..., Vs, und
bilden V := (', Vs,. Offenbar ist V eine offene Umgebung von 3. Es gilt dann fiir alle y € V'
und alle s € T: y(s) < 0 oder y(s) + 6y(t;) < 0. Somit erhalten wir y & (J,cpc1 D% fiir alle
yeV. [

Bemerkung 4.5. Als Vereinigung unendlich vieler abgeschlossener Mengen ist |J o cl Do
keinesfalls ,,automatisch* abgeschlossen. Der hier angegebene Beweis beruht auf einem Resultat
von Nachbin, der in [60] zeigte, dass die Vereinigung einer Familie {F)} ea (unendlich vieler)
abgeschlossener Mengen abgeschlossen ist, wenn A kompakt und der sogenannte Graph der
Familie, ndmlich {(x,\) : € F\}, abgeschlossen ist.

Bemerkung 4.6. In Analogie zu Lemma erhilt man

1D = T) - £) 4+ 6 - miny(t) >
c {y e &(T) r?gy(H 1%13/()_0}

und wegen bd D? = (cl1 D%)\ (int D?) schlieBlich

5 _ . o _
bdD° ={y € C(T) : I?Eajg(y(t) +0 Itrél%ly(t) 0}.

. . . 13
Wir konnen nun das Funktional zP°* untersuchen:

Satz 4.6. Sei k € int C(T)" und 6 > 0. Dann ist das Funktional z = 2Dk wohldefiniert, stetig,
positiv homogen, C(T)*-monoton und strikt (int C(T)™)-monoton.

Beweis. Seien § > 0 und k € int @(T)*" gegeben. Gelte y; € c1 D? und y, € int @(T)*. Dann
gilt
. mi . mi >
max(y1(t) +y2(t)) + 6 - min(y () + 42(t)) > maxyi(t) + 6 - miny(t) 2 0,
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d. h. el D? 4int C(T) T C int D°. Weiter ist D? eine offene Menge. Geméif Lemma a) erfiillen
also C = D und k € int C(T)* die Voraussetzung (V1). Man erhilt weiter die Inklusionen
bd D? + @(T)* C c1 D% und bd D? + int @(T)T C int D°. Die Aussagen des Satzes folgen nun
aus den Sitzen und n

Der Wert 2P a’k(y) fiir ein beliebiges Element y € ) kann wie folgt berechnet werden:

zDs’k(y) = min {r €R: yerk—clD’}
= min{reR: IseT: y(s)—1k(s) <0,
y(s) — 7k(s) +6(y(t) — Tk(t)) <0 Vi€ T\{s}}

= min{reR: IseT: y(s)—7k(s) +d(yt) —7k(t)) <0 VteT}
= rsréljr} min {7 € R: y(s) — 7k(s) + d(y(t) — 7k(t)) <0 VteT}
. y(s) +dy(0)
= Imin min {reR: k() T+ k(D)
= min max 7@/(5) +oy(t)

seT teT k(s)+ 0k(t)

Wegen k € int C(T)" gilt k(s) > 0 und k(s)+ dk(t) > 0 fiir alle s, ¢ € T; die Quotientenbildung
ist folglich moglich. Wir haben statt Infimum gleich Minimum und statt Supremum gleich
Maximum geschrieben — dies ist wegen der Kompaktheit von 7" und der Stetigkeit der jeweiligen
Funktionen moglich.

Bemerkung 4.7. Wir hatten in Beispiel bereits festgestellt, dass D? i. a. nicht konvex ist.
AuBerdem gilt bd D 4 €(T)*\{0} € int D°. Das Funktional 2" *k ist daher weder konvex noch
strikt €(7T)T-monoton. Die nachfolgenden zwei Beispiele sollen dies veranschaulichen.

Beispiel 4.1 (vgl. Beispiel fehlende Konvexitét). Sei k(t) =1 firallet € T, 6 =1
und 7" = [—2, 2]. Wir betrachten die Funktionen

—3+5t—1| firt>0
yi(t) = { | | -

<t VteT}

(4.5)

2 furt <0

{4+2u—u fiir £ > 0

vell) = Z7L18)e41] fiirt<0

Die nachfolgende Abbildung zeigt die Funktionen y;, y2 und y3 := (y1 + y2)/2 (von links nach
rechts).

\
\

Fiir die Berechnung der Funktionswerte z” 1’1(yi) wenden wir Gleichung 1) an und erhalten

D1 . y1(s) + y1(t)
Sl = Ty
yi(s) +2

= min
seT

= —1/2,



4.2. Eigenschaften der Funktionale bei spezieller Wahl der erzeugenden Kegel 37

. ya(s) + ya(t)
v2) = minomax T

. ya(s)+6

= mm ———
seT

= —1/2,

le,l( D1,1(yl +y2)

y3) = =z 5

= min max y1(s) + y2(s) +y1(8) + 2(t)

seT teT 4
o () () +8
seT 4
= 3/4,

Man erkennt nun leicht

_l_
ZDl,l(yl Y2

3
= > _
2 ) 4~

N | =
[\

. . 11 .
also ist zum Beispiel zP ! nicht konvex.

Beispiel 4.2 (fehlende strikte C(7')*-Monotonie). Sei k(t) =1 fiir alle t € T, § = 1 und
T = [-2,2]. Wir betrachten die Funktionen

O = —345|t—1| firt>0
yilt) = 9 fiir ¢ < 0

0 = —345)t—1| firt>1
v2t) = 1 3 fiir £ < 1

Die nachfolgende Abbildung zeigt die Funktionen y; und yo (von links nach rechts).

Offenbar gilt y5 € y1 — C(T)T, aber 2Pk (yy) = 2Pk (yy) = —1/2.

4.2.4 Oberkegel des natiirlichen Ordnungskegels

Nun betrachten wir beliebige Oberkegel C' D C(T)™.

Satz 4.7. Es sei C D C(T)" ein Oberkegel von C(T)* mit c1C + int (T)* C int C, weiter
sei k € int @(T)". Dann ist das Funktional z = 2CF wohldefiniert, stetig, positiv homogen,
C(T) " -monoton und strikt (int C(T)*)-monoton.
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Beweis. C ist ein Kegel mit nichtleerem Inneren (da er insbesondere int €(7')* enthilt), und
es gilt ¢l C +int C(T)* C int C. Gemif Lemma[d.2] a) erfiillen C und k also die Voraussetzung
(V1). Weiter erhalten wir bd C+int €(T)* C int C sowie bd C+€(T)" C ¢l C. Die angegebenen
Eigenschaften von 2Tk gind nun direkte Folgerungen aus den Sdtzen und ]

Bemerkung 4.8. Ist C ein abgeschlossener konvexer Kegel, und gilt zusétzlich zu den Vor-
aussetzungen des Satzes |4.7| die Beziehung C(T")*\{0} C int C, so ist das Funktional 2°* sogar
strikt C(T")T-monoton. Dies folgt direkt aus Lemma

4.3 Skalarisierungsaussagen

Wir verwenden nun die Trennungsaussage (iv) aus Satz um mittels der beschriebenen
Funktionale &% mehrkriterielle Optimierungsprobleme zu skalarisieren.

Von Beginn an war die Losung mehrkriterieller Optimierungsprobleme an die Idee der Skalari-
sierung gebunden. Hierbei wird dem urspriinglichen Problem ein skalares Problem (bzw. eine
Schar solcher Probleme) zugeordnet, dessen optimale Losungen sich umgekehrt als optimale
Losungen des Ausgangsproblems erweisen. Die Zuordnung selbst wird durch sogenannte Skala-
risierungsfunktionale z realisiert, welche die Ordnungsstruktur aus dem urspriinglichen Raum
geeignet in die reellen Zahlen iibersetzen.

Sei 9 zunéchst ein linearer topologischer Raum. Der folgende Satz gibt die enge Verbindung
zwischen minimalen Elementen und den Lésungen von skalaren Ersatzaufgaben wieder. Er geht
im Kern auf Jahn, [40], Theorem 2.2, zuriick, Teile davon finden sich auch bei Weidner, [89],
Theorem 4.3.2 und Satz 4.3.5, und vielen anderen Autoren.

Lemma 4.4. Sei ) ein linearer topologischer Raum, K C %) ein abgeschlossener konvexer
Kegel mit nichtleerem Inneren. Es gelte K\{0} C int C fiir einen konvexen Kegel C' C ). Sei
weiter Y eine nichtleere Teilmenge von ). Dann sind dquivalent:

a) ye &Y, K)
b) Es gibt ein strikt K-monotones Funktional z : ) — R, so das z(g) < z(y) Vy € Y gilt.

c) Es gibt ein K-monotones Funktional z : Q) — R, so das z(y) < z(y) V y € Y\{y} gilt.

Auflerdem ist §j € £, (Y, K) dquivalent zur Existenz eines strikt (int K)-monotonen Funktionals
z:9Y — R mit 2(y) < z2(y) fir alley €Y.

Wir zeigen nun, dass die Funktionale z in Lemma [£.4] gemifl der Konstruktionsvorschrift aus
Kapitel gewihlt werden konnen. Hierzu kehren wir in den Raum ) = C(7') der stetigen
Funktionen zuriick. Alle in Kapitel betrachteten Kegel erfiillen die Bedingung a) in Lem-
ma

Satz 4.8. Sei Y C C(T) eine nichtleere Teilmenge, K C C(T)) ein spitzer Kegel mit nichtleerem
Inneren und cl K +int C(T)" Cint K, sei k € int C(T)" beliebig. Dann gilt:

Je&u(V,K) = ZFy—g) > g-g) =0 vyey,
= VR > KRG =0 vy ey

JEEY,K) = ZHMy—p) >k G-y =0 Vyev\{z},
= Ry >R =0 VyeY\{g}
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Beweis. Gemif Lemmal[d.2]a) erfiillen K und k die Voraussetzung (V1) aus Abschnitt das
Funktional z/* ist also wohldefiniert, stetig und positiv homogen. Ebenso ist wegen Satz
das Funktional zX~%* wohldefiniert und stetig, und es gilt 2 (y — ) = 259 *(y).

g € Eu(Y,K) ist gleichbedeutend mit Y N (g — int K) = 0 bzw. (Y — g) N (—=int K) = 0.
GemaB Teil (iv) des Satzes ist dies dquivalent zu 25 (y — g) > 2Kk (g — g) = 0 fiir alle
yeY.ye&Y,clK) heift (Y —y)N —clK = {y} bzw. y — gy ¢ —cl K fiir alle y € Y\{y}.
Wiederum laut Satz (ii) ist dies dquivalent zu 25F(y — ) > 0 fiir alle y € Y\{y}. Aus
Kk (y — 5) = 2579k (y) erhalten wir die beiden verbleibenden Aquivalenzen. |

Bemerkung 4.9. Mit g € £(Y, cl K) gilt insbesondere y € £(Y, K).

Wir setzen zunéchst K = C(T)™.

Satz 4.9. Sei Y C C(T) eine nichtleere Teilmenge und k € int C(T)T beliebig.

= Iy —g) 2T G —g) =0 VyeY,

= DT y) > TG =0 Yy e

= TRy —g) > D gy =0 VyeY\{g),
= HITTR) S CDTRR g = 0 vV oy e Y\ {g).

y e &Y, e(T)7)

geEN.e(T)")

Beweis. Der Kegel C(T)" ist abgeschlossen, und es gilt (7)™ + int C(T)* C int G(T)™. Die
Aussagen folgen nun direkt aus Satz [ |

Wir wenden nun die Formel 1’ fiir das Funktional z = 28T "% an und erhalten:

Satz 4.10. Sei Y C C(T) eine nichtleere Teilmenge und k € int C(T)" beliebig. Dann gilt
7€ Eu(Y,C(T)T) genau dann, wenn jj Lésung des Problems
- u(t) — 51

%%(W — min bei yeY

ist. Weiter gilt y € E(Y,C(T)") genau dann, wenn j einzige Losung von (P1) ist.

Beweis. GemiB Satz [4.9|gilt § € £,(Y, €(T)") genau dann, wenn
+ _ k- -
ATy —g) > kG —g) =0 Vyev
erfiillt ist. Mit Formel (4.3]) ist dies dquivalent zu

o MO =T (1) = (1)

=0 A Y.
o k(D) k(D) yet

d. h. g 16st Problem (P1). Die schirfere Aussage bei eindeutiger Losung folgt analog ebenfalls
aus Satz -

In Kapitel [5| werden wir die Aussagen des Satzes nochmals aufgreifen und daraus Effizi-
enzkriterien in Subdifferentialform entwickeln. In der Tat liegt mit den Aussagen aus dem Satz
ein skalares Optimierungsproblem vor, dessen Zielfunktion eine Maximumfunktion iiber
unendlich viele stetige Funktionen ist. Fiir solche Funktionen existieren Formeln fiir das Subdif-
ferential (z. B. nach Clarke), so dass die Effizienzkriterien die gewohnte Form ,,Null enthalten
im Subdifferential“ annehmen.



40 4. Skalarisierung gemifl Tammer und Weidner

Auch fiir die in Kapitel untersuchten Typen eigentlicher Effizienz lassen sich entsprechende
Skalarisierungsaussagen treffen. Wir untersuchen zuerst

K:DM:{yGG(T):/yd,uZO}, p € qint M(T)™,
T

(Kegel der linearen Skalarisierung, vgl. Satz .
Satz 4.11. Sei Y C C(T) eine nichtleere Teilmenge und k € int C(T)" beliebig. Dann gilt:

ge&Y) = IpeqntM(T)T: 2Pk —g) > Pk G—g) =0 Yyev,

— FpeqntMD)t: PRy > PR (g =0 VyeY.

Jede dieser Bedingungen ist hinreichend fiir y € E(Y,C(T)™).
Beweis. Laut Satz ist zPwF wohldefiniert und stetig, und es gelten die Aussagen des
Satzes GeméB Satz ist y € &(Y) dquivalent zur Existenz eines p € qint M(T')™ mit
YN(y—intD,) =0 bzw. (Y —g) N (—int D) = 0. Aus der letzten Gleichung folgt mit Teil
(iv) des Satzes die erste Aquivalenz des obigen Satzes. Satz liefert schliefllich die zweite

Aquivalenz. Die Hinlinglichkeit der angegebenen Bedingungen fiir die Minimalitit folgt aus
der Inklusion &(Y) C E(Y,C(T)T). [

Wir wenden nun die Formel (4.4)) fiir das Funktional z = 2”+* an und erhalten:

Satz 4.12. Sei Y C C(T) eine nichtleere Teilmenge und k € int C(T)T beliebig. Dann gilt
g € E(Y) genau dann, wenn es ein p € qint M(T)" gibt, so dass y Lisung des Problems

(P2) / (y —y) dg — min bei y €Y
T
ist. Fiir jede Lésung § des Problems (P2) gilt j € E(Y,C(T)™).
Beweis. Gemif Satz [{.11] bedeutet 7 € &(Y) die Ex1stenz eines p € qint M(T)™", so dass

2Puk(y — ) > 2Pwk(5 — ) =0V y € Y gilt. Mit Formel ( ist dies dquivalent zu

1 1
S ) dy > —— 7—7) du = Y.
[ kdu /T(y ) u_kadu /T(y g)du=0 Vyec

Multipliziert man diese Ungleichung mit [, k dyu, erhélt man, dass § Problem (P2) lést. Der
letzte Teil der Aussage folgt wieder aus &(Y) C E(Y,C(T)™T). |

Als weiteres Beispiel setzen wir K = D?, § > 0, wobei D? als

D = (J{yeCT): y(s) >0, y(s)+6y(t) >0Vt € T\{s}}
seT
= {y € &(I): maxy(t) +4-miny(t) > 0},
gegeben ist (vgl. Satz[3.2)).
Satz 4.13. Sei Y C C(T) eine nichtleere Teilmenge und k € int C(T)" beliebig. Dann gilt:
ge&aY) < 35>0: Lk g)z Dk (g 7)=0 Yyev,
= 35>0:2D7yk(y)2 PEG) =0 VyeY.

Jede dieser Bedingungen ist hinreichend fiir y € E(Y,C(T)™).
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Beweis. Gemif Satz ist 2P’k wohldefiniert und stetig, und es gelten die Aussagen des
Satzes Laut Satz[3.2]ist 7 € £g(Y) dquivalent zur Existenz eines 6 > 0 mit Y N (7—D?) = )
bzw. (Y — ) N (=D°) = B, wobei D? offen ist. Aus der letzten Gleichung folgt nun mit Teil
(iv) des Satzes die erste Aquivalenz des obigen Satzes. Satz liefert schliellich die zweite

Aquivalenz. Die Hinldnglichkeit der angegebenen Bedingungen fiir die Minimalitdt folgt aus
der Inklusion E;(Y) C E(Y,C(T)T). [

Wir wenden nun die Formel 1' fiir das Funktional z = zP°* an und erhalten:

Satz 4.14. Sei Y C C(T) eine nichtleere Teilmenge und k € int C(T)*t beliebig. Dann gilt
g € Eg(Y) genau dann, wenn es ein § > 0 gibt, so dass § Lisung des Problems

. y(s) —y(s) +(y(t) —u(t))
(P3) p e k(s) + ok (D)

— min bei yeY
ist. Fiir jede Lésung ij des Problems (P3) gilt y € E(Y,C(T)™).

Beweis. Geméf Satz bedeutet § € E¢(Y) die Existenz eines Skalars § > 0, so dass
2Pk (y — ) > 2Pk — ) =0V y € Y gilt. Mit Formel (4.5) ist dies dquivalent zu

i Y& — )+ —g(1) o §(s) = §(s) + 0(5(E) — §(1)
s€T teT k(s) + 0k(t) T seT teT k(s) + 0k(t)

=0

fir alle y € Y, d. h. g 16st das Problem (P3). Der letzte Teil der Aussage folgt wieder aus
Ea(Y) C E(Y,C(T)H). .

Bemerkung 4.10. In den Sitzen kann k € int C(T) " jeweils frei gewiihlt werden. In
der Tat sind die betrachteten Ungleichungen z(y — ) > 0 unabhéngig von der Wahl von & fiir
die gleichen y € Y giiltig oder nicht.
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5. Effizienzkriterien mittels verallgemeinerter
Ableitungen

Es gibt mehrere Moglichkeiten, Effizienzkriterien fiir mehrkriterielle Optimierungsprobleme
auf Basis (verallgemeinerter) Ableitungen zu zeigen. In der Literatur findet man hierzu im
Wesentlichen zwei Konzepte:

a) Am weitesten verbreitet ist der Ansatz, nach erfolgter Skalarisierung fiir das skalare Er-
satzproblem Optimalitétsbedingungen mittels (verallgemeinerter) Ableitungen anzuge-
ben. Im Mittelpunkt steht dabei oftmals der Nachweis einer geeigneten Kettenregel, so
dass die Skalarisierung formal nicht ausgefiithrt werden muss, sondern im Effizienzkriteri-
um direkt enthalten ist.

b) Seltener und bisher kaum entwickelt sind Effizienzkriterien, bei denen das Subdifferential-
kalkiil auf die Abbildungen mit Werten in halbgeordneten Rdumen zugeschnitten wird.
Man erhélt dann eine Variationsungleichung der verallgemeinerten Richtungsableitung
auf Basis der zu Grunde liegenden Kegelhalbordnung.

FEinen Vergleich beider Konzepte bzw. Zusammenhénge zwischen beiden findet man etwa bei
Staib, [76] und [77].

Wir wollen nun beide Ansétze in Hinblick auf C(7")-wertige Abbildungen etwas néher beleuch-
ten. Beim Weg a) beschrinken wir uns allerdings auf die Skalarisierung durch das Funktional
2Dk (vgl. Kapitel . In diesem Fall erhalten die Effizienzbedingungen eine sehr klassi-
sche geometrische Form.

Fiir dieses Kapitel kehren wir zur Betrachtung unseres mehrkriteriellen Ausgangsproblems
f(x) — min reXCX

mit f : X — C(T) zurtick. X sei hierbei ein reeller Banach-Raum, X eine Teilmenge von X.
D. h., wir untersuchen nun die Effizienzmenge Eff (f(X), C(T)") anstatt wie bisher die Mini-
malstellen (Y, C(T)") (vgl. Definition bzw. ff.). Wir erinnern dabei insbesondere an
f(Efw (F(X), C(T) 7)) = Ew(f(X), E(T)") und f(Ef (f(X), E(T)")) = E(f(X), E(T)"), was eine
problemlose Ubertragung aller bisherigen Minimalitdtsbedingungen ermoglicht.

Wir halten uns nachfolgend im Wesentlichen an die Schreibweisen und Begriffsbildungen in
Clarke, [9], bzw. Rockafellar, [71]. Von Bedeutung sind dabei insbesondere der Tangential-

bzw. Beriihrungskegel, die eine lokale Approximation einer Menge in einem gegebenen Punkt
darstellen. So bezeichnet fiir eine nichtleere Menge X C X

T(X;z) = {deX: V{z,} X, z;—z, V71 |0 3{di} CX, di—d, v; +7d; € X}
B(X;i’) = {dEf: d7 10 H{di}C%, di—>d,§3—|—7'¢di€X}
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den Tangentialkegel bzw. den Beriihrungskegel an X in Z und
N(X;z):={ue X' : u(d) <0 VdeT(X;z)}

den Normalenkegel an X in Zz.

Eine Funktion f : X — R heiflt von oben halbstetig in z, falls limsup,_.; f(z) < f(Z) gilt,
oder — dquivalent — die Mengen {z € X : f(z) > a} fiir alle a € R abgeschlossen sind. Die
Funktion f heift von unten halbstetig in z, falls liminf, .z f(x) > f(Z) gilt, bzw. falls die
Mengen {z € X: f(z) < a} fur alle « € R abgeschlossen sind.

Man sagt, eine mengenwertige Abbildung F : ¥ — 29 ist oberhalbstetig in Z, falls fiir alle
e > 0ein 0 > 0 existiert, so dass F(z) C F(Z)+{y € 9 : |ylly < ¢} fiir alle xz € X,
lx — Z||lx < d gilt. Es sei angemerkt, dass Halbstetigkeit von oben und Oberhalbstetigkeit —
obwohl beide Begriffe dhnlich klingen — nicht zusammenhéngen.

5.1 Zwei Wege — Unterschiede und Gemeinsamkeiten

Sei y € C(T), bezeichne (Py) das Problem

(Py) max (y(t) — g(t)) — min bei y €Y.

Den Ausgangspunkt unserer Untersuchungen bildet das folgende Effizienzkriterium:

Lemma 5.1. Es gilt:

P € B ((X),CF(T) = g=f(z) lost ().
T e Bf(f(X),€T(T)) <= §=1() lost (Py) eindeutig.

Beweis. Direkte Folgerung aus Satz mit k = 1. ]

Auf das skalare Problem (Pj;) wird nun das Subdifferentialkalkiil von Clarke, vgl. etwa [9],
angewendet. Im Mittelpunkt stehen dabei Formeln fiir die verallgemeinerten Ableitungen von
Funktionen, die sich als punktweises Maximum unendlich vieler Funktionen berechnen. Man
findet solche Formeln etwa bei Clarke, [9], Kapitel 2.8. Allerdings geht bei Clarkes Resulta-
ten im Subdifferential die komponentenweise Struktur der betrachteten Abbildung verloren.
Wir nutzen daher Resultate von Luu und Oettli, die in [56] ebenfalls notwendige Kriterien
fiir die Optimalitdt punktweiser Maxima angegeben haben. Diese verlangen zwar hértere Vor-
aussetzungen als dies bei Clarke der Fall ist, besitzen aber eine weit praktikablere und vor
allem anschauliche geometrische Form. Eine genauere Untersuchung des Spezialfalles konvexer
Funktionen findet man auch bei Solovev, [74].

Luu und Oettli prisentieren ihre Optimalitédtsbedingungen fiir Funktionen der Form g(z) :=
maxier ge(r), x € X, zunéichst in abstrakter Form und spezialisieren diese im Nachhinein fiir
verschiedene Typen von verallgemeinerter Differenzierbarkeit. Hierbei tibernimmt eine konvexe
Funktion ¢ : X — R die Rolle der verallgemeinerten Richtungsableitung, deren Subdifferential
im Nullpunkt,

0p(0) :=={ue X' : u(z) <p(x) Vzei},

genau dem verallgemeinerten Subdifferential der Ausgangsfunktion g im betrachteten Punkt z
entspricht. Man erhélt:
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Satz 5.1. Sei X ein reeller Banach-Raum, X C X eine abgeschlossene, konvere Menge, T € X ;
sei f: X — C(T). Weiter sei eine Familie {¢t}rer von Funktionen ¢ : X — R U {+o0} mit
folgenden Figenschaften gegeben:

(i) Die Funktionen ¢ sind sublinear und stetig.

(ii) Die Abbildungen t — @i(d) sind fir jedes d € B(X;Z) von oben halbstetig auf T.

(iii) Fir alle Richtungen d € B(X;Z) und fir alle Folgen {r,} C R, {d,} C X mit 7, | 0,
dn — d, T+ Thd, € X gelten die Ungleichungen
T+ Tndn)(t) — F(Z)(t
oy HEH 7)) = FD@) _

n—o0 Tn

gleichmaf$ig auf T — d. h. fiir alle e > 0 existiert ein n € N (unabhdngig von t), so dass

f(Z 4 Tndy) () — 1(2) (1) <od)+e VYa>n VieT

Dann ist folgendes Kriterium notwendig fir & € Eff,(f(X), C(T)1):

sup ¢¢(d) >0 Vde B(X;x). (5.1)
teT

Beweis. Sei 7 € Eff,,(f(X), €(T)"). Aus Lemma [5.1] folgt, dass  Minimalstelle der Funktion
g(x) = maxeer (f(z)(t) — §(Z)(t)) ist. Insbesondere gilt

9(z) =f(z)(t) —f(2)(t) VieT,

d. h. der Wert von g wird im Punkt Z in jedem ¢ € T angenommen. Wir kénnen nun Theo-
rem 2.2 von Luu und Oettli, [56], vgl. auch Satz anwenden und erhalten die behauptete

Abschétzung (5.1)). |

Bemerkung 5.1. Satz[5.1] benutzt stirkere Voraussetzungen an ¢ als von Luu und Oettli ge-
fordert werden: Dort wird statt (i) verlangt, dass ¢; konvex entlang Strahlen ist und ¢:(0) < 0
fir alle ¢ € T gilt. In den von uns nachher betrachteten Féllen sind diese stidrkeren Voraus-
setzungen stets erfiillt. Dariiber hinaus vereinfachen sie die Voraussetzungen im nachfolgenden
Satz.

Satz 5.2. Sei X ein reeller Banach-Raum, X C X eine abgeschlossene, konvexre Menge, T € X ;
sei f: X — C(T). Weiter sei eine Familie {¢t}ier von Funktionen ¢ : X — R U {400} mit
den Figenschaften (i)-(iii) aus Satz[5.1] gegeben. Ferner gelte

(iv) Die Abbildung t — 0p:(0) sei oberhalbstetig.

Dann ist folgendes Kriterium notwendig fir © € Eff,(f(X), C(T)"):

0 € clconv U 01 (0) + N(X; ), (5.2)
teT

wobei der Abschluss in der schwach*-Topologie des Dualraumes X von X gebildet wird.
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Beweis. Wir verfahren wie im Beweis zu Satz wenden nun aber Folgerung 3.4 von Luu
und Oettli, [56], vgl. auch Satz an. Dabei setzen wir M := T'(X;Z), was tatséchlich
ein konvexer, abgeschlossener Teilkegel von B(X;Z) ist, vgl. Kapitel 2.4 bei Clarke, [9], und
erhalten M* = —N(X;z). Das behauptete Kriterium ergibt sich nun direkt. ]

Versucht man, die Sétze und auf konkrete Funktionen anzuwenden, so erweisen sich
die Voraussetzungen als sehr hart. Die Untersuchung einiger klassischer Funktionentypen im
nichsten Kapitel zeigt, dass sich Bedingung (iii) zwar noch relativ gut in eine Art gleichméBige
Differenzierbarkeit iibersetzen ldsst, dass jedoch Bedingung (iv) nur selten erfiillbar ist.

In beschreiben wir einen Ansatz, wie die eben beschriebenen Ergebnisse direkt erhalten
werden konnen. ,,Direkt®“ heifit in diesem Fall, dass die Subdifferentialform der Effizienzkritieri-
en sofort aus dem Maximumkriterium hergeleitet werden. Auf diese Weise erhalten wir zu den
bisher nur notwendigen Optimalitdtsbedingungen auch hinreichende Bedingungen.

Verallgemeinerungen des reellwertigen Clarke’schen Subdifferentialkalkiils auf Abbildungen mit
Werten in halbgeordneten Rdumen und entsprechende Effizienzkriterien sind in der Literatur
eher selten behandelt worden. Arbeiten zur Subdifferenzierbarkeit konvexer Abbildungen mit
Werten in in beliebigen halbgeordneten Rdumen bzw. speziell im Raum C(7') findet man bei
Penot und Théra, [65], Raffin sowie Valadier, [83]. Konzepte fiir die Definition einer verallge-
meinerten Ableitung Lipschitz-stetiger Abbildungen sind Gegenstand von Arbeiten etwa von
Borwein, [5], Papageorgiou, [62], Penot, [64], Reiland, [69] und [70], Staib, [77], sowie Thi-
bault, [81] und [82]. Die Ansétze im nichtkonvexen Fall variieren vor allem in der verschiedenen
Interpretation von Lipschitz-Stetigkeit, die zu unterschiedlichen Existenzkriterien fiir die Rich-
tungsableitungen fithren. Alle hier genannten Autoren legen ihren Untersuchungen allerdings
die Ordnungsvollstandigkeit, die Monotone-Folgen-Eigenschaft oder die Daniell-Eigenschaft des
Zielraumes der Abbildungen zu Grunde.

Was kénnen wir als Effizienzkriterien erwarten? Bei Pithl und Tammer, [68], Penot, [64], sowie
Staib, [76] und [77], findet man ein notwendiges Kriterium fiir schwache Effizienz auf Basis der
Richtungsableitung, wenn f in einen halbgeordneten (ordnungsvollstéindigen und Daniell’schen)
Raum (9, K') abbildet:

°(z;d) ¢ —int K VdeT(X;x). (5.3)

Ublicherweise fithrt man den Beweis indirekt, nimmt also zuniichst {°(Z;d) € —int K fiir eine
Richtung d € T(X;z) an. Dann kann auf 77 [f(z + 7d) — f(z)] € —int K fiir alle 2 aus einer
Umgebung U von Z geschlossen werden, was zu einer Verletzung der Effizienz fiihrt.

Es bleibt also das Problem, einen Ersatz fiir die Daniell-Eigenschaft bzw. die Ordnungs-
vollstandigkeit zu finden. Erste Ansétze hierzu, allerdings nur fiir den Fall konvexer Abbil-
dungen, findet man bei Penot und Théra, [65], sowie Valadier, [83]. Sie erhalten bei ihren
Untersuchungen unter der Vorraussetzung einer gewissen gleichméfligen Stetigkeit Aussagen
zur Existenz von Subgradienten und damit von Richtungsableitungen. Satz enthilt eben-
falls Voraussetzungen dieser Art, und in der Tat lésst sich ein entsprechendes Effizienzkriterium
leicht ableiten:

Satz 5.3. Sei X ein reeller Banach-Raum, X C X eine abgeschlossene, konvere Menge, sei
f: X — C(T), z € X. Weiter sei eine Familie {¢: }1er von Funktionen ¢ : X — RU{+o0} mit
den Eigenschaften (i) und (i) aus Satz[5.1] gegeben. Sei auferdem ®(d) : t — ¢¢(d) fir alle
d € B(X;z) stetig auf T. Dann ist folgendes Kriterium notwendig fiir z € Eff,(f(X), C(T)"):

®(d) ¢ —intC(T)* V de€ B(X;7).
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Beweis. Sei 7 € Eff,,(f(X),C(T)"). Aus Satz erhalten wir sup,cp ¢¢(d) > 0 fiir alle
d € B(X;Z). Wegen der Stetigkeit von ®(d) kann das Supremum durch das Maximum ersetzt
werden, d. h. zu jedem d gibt es ein t € T, so dass ¢(d) > 0 gilt. Da ®(d) € C(T) gilt, heifit
dies ®(d) ¢ int €(T)™" fiir alle d € B(X; ). [

Die Stetigkeit von ¢ — ¢;(d) kann fiir bestimmte Funktionentypen unter den Voraussetzungen
des Satzes [5.1] verifiziert werden. Somit gelingt in diesen Féllen der Briickenschlag zwischen
dem Weg ohne Skalarisierung und jenem mit Skalarisierung: Ohne die in Bedingung (iii) von
Satz beschriebene gleichméflige Abschitzung kann oft iberhaupt kein Effizienzkriterium in
Subdifferentialform angegeben werden, mit Bedingung (iii) kénnen sowohl die skalaren als auch
die C(T)-wertigen Kriterien auf gleichem Wege erhalten werden.

Wir untersuchen nun, wie sich die Sétze 5.1 auf spezielle Funktionenklassen anwenden las-
sen. Wir beschrinken uns im Rahmen der vorliegenden Arbeit auf drei Typen von Funktionen:
differenzierbare, Lipschitz-stetige bzw. konvexe Funktionen.

5.2 Notwendige Effizienzkriterien

5.2.1 Differenzierbare Abbildungen

Definition 5.1. Sei X ein reeller Banach-Raum. Eine Abbildung f : X — C€(T") heifle gleich-
miBig differenzierbar in z, falls fiir alle Folgen {7,,} C R, {d,,} C X mit 7, | 0, d, — d die

Grenzwerte ) o -
F(@)(d) = lim TEFTndn)(t) ~ HE)

n—oo Tn

existieren und gleichméfig auf T angenommen werden — d. h. falls fiir jede Wahl der Folgen
{m} C R, {d,} C X mit 7, | 0, d, — d und fiir jedes € > 0 ein 7 € IN (unabhéingig von t)
existiert, so dass gilt:

f(Z 4 mndn) (t) — £(2) (1)

Tn

—f@)pd)|<e  Vn>na, Vtel.
Die Terme f'(Z)}; bilden hierbei die Ableitungen in z der Funktionen x +— f(z)(t), t € T.

Um die Séatze anwenden zu konnen, untersuchen wir die Funktionen ¢y, definiert durch
pi(d) = §(2)(d). (5.4)
Lemma 5.2. Ist f gleichmdfig differenzierbar in T und p; gemdf definiert, so gilt:

(i) Die Funktionen ¢, sind linear und stetig fir alle t € T. Sie erfiillen Voraussetzung (iii)
in Satz[5 1l

(i) Die Abbildung t — @i(d) ist stetig fir jedes d € B(X;Z).

Beweis. Die Definition der Ableitung liefert die Linearitét und Stetigkeit der Funktionen ;.
Zudem sind die Konvergenzforderungen in der Definition der gleichmé&figen Differenzierbarkeit
stérker als Bedingung (iii) in Satz Es bleibt also, (ii) zu zeigen. Hierzu wéhlen wir Folgen
{m} CR, {d,} C X gemiB Voraussetzung. Wegen § € C(T') sind die Differenzenquotienten

f(Z + Tndn)(-) — §(T)()

Tn
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auf T' stetige Funktionen. Wegen der gleichméfligen Differenzierbarkeit von § konvergiert die
Folge der Differenzenquotienten gleichméfig gegen die Funktion ¢ +— §'(Z).(d). Die Funktion
t — §'(Z)4(d) ist demnach stetig. [ |

Fiir die Anwendung von Satz [5.2] bendtigen wir noch die Oberhalbstetigkeit der Abbildung
t — 0p1(0). Wegen 0y (0) = (7)), ist diese gleichbedeutend mit der Stetigkeit von ¢ — f'(Z)};.
Diese Eigenschaft kann allerdings nicht aus der gleichméfligen Differenzierbarkeit abgeleitet
werden und muss daher im nachfolgenden Effizienzkriterium explizit vorausgesetzt werden.

Satz 5.4. Sei X ein reeller Banach-Raum, X C X nichtleer, abgeschlossen und konvex, sei
T € Eff ,(f(X),C(T)"). Die Abbildung f sei in T gleichmdfig differenzierbar. Dann gilt

max f’(£)|t(d) >0 Vde B(X;x). (5.5)
€
Ist dariiber hinaus die Abbildung t — f’(:i)‘t stetig, so gilt
0 € cleonv | (@), + N(X;2), (5.6)
tel
wobei der Abschluss tiber die konvexe Hiille in (@ in der schwach*-Topologie des Dualraumes

X', also in (X', 0(X', %)) gebildet wird.

Beweis. Folgt mit der Definition der gleichméfligen Differenzierbarkeit und Lemma [5.2| aus
den Sétzen und Da die Abbildung t — ¢:(d) stetig ist, kann das Supremum in (5.1))
durch das Maximum ersetzt werden. ]

Das nachfolgende Beispiel demonstriert, dass die gleichméfige Differenzierbarkeit fiir obigen
Satz von grundlegender Bedeutung ist.

Beispiel 5.1. Sei X =T = [—1,1] C R. Wir betrachten f: R — C(7'), definiert durch
fx)(t) = max{—z, —|z -1}

B —lx—t fur0<z, 0<t<2r
o —x sonst '

Die nebenstehende Abbildung zeigt den Graph der Ab-
bildung f fiir x € X. Ohne Miihe verifiziert man

Eﬁw(f(X)7 €<T)+) = Eﬁ(f(X)7 G(T)+) = [07 1]'

Die Funktionen z +— f(z)(t), t € T, sind in £ = 0 dif-
ferenzierbar: Fiir ¢ < 0 erhalten wir §'(0), = —1. Fiir
t >0, 7d < t/2 gilt f(z 4+ 7d)(t) = —z — 7d, es folgt
f(0)p = —1. Die Konvergenz der Differentialquotienten
erfolgt fiir ¢ > 0 aber nicht gleichméflig: Fiir die Wahl
ty = Tpd, > 0 erhélt man f(z + 7,d,,)(t,) = 0 und somit

f(i' + Tndn)(tn) _ f(i')(tn)
Tn
Satz ist daher nicht anwendbar. In der Tat gilt maxier §'(0)(d) = —d < 0 fiir d > 0 und
trotz Stetigkeit der Abbildung ¢ + §'(0); = —1 schliefllich 0 ¢ clconv (J,cp f'(0);. (Wegen
0 € int X gilt T(X;0) = R und N(X;0) = {0}.)

(@), (d)|=-1 VYnel.
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Da im Falle gleichméBiger Differenzierbarkeit die Abbildung ¢ — ¢(d) stetig ist, kann auch
Satz [5.3] angewendet werden:

Satz 5.5. Sei X ein reeller Banach-Raum, X C X nichtleer, abgeschlossen und konvex, sei
T € Eff,(f(X),C(T)"). Die Abbildung f sei in T gleichmdfig differenzierbar. Dann ist fiir
beliebige d € B(X;x) durch

#(2)(d) = Tim LEF Tndn) = §(@)

n—00 Tn
eine Abbildung f (z)(d) € C(T) wohldefiniert, und es gilt

f(z)(d) ¢ —intC(T)*  Vde B(X;z).

Beweis. Folgt wegen Lemma [5.2] direkt aus Satz n

Bemerkung 5.2. Die gleichmiiflige Konvergenz in Definition bedeutet, dass die Folge
stetiger Funktionen, gegeben durch

ffernd @), ),

Tn

in der €(7')-Norm gegen die stetige Funktion f'(Z)(d), gegeben durch t — §'(z)};(d), konvergiert.
Da f(Z)}; zudem eine lineare Funktion von X nach R ist, stellt f'(Z) eine lineare Abbildung von X
in C(7T") dar. Somit stimmt f'(Z) mit der Ableitung von f : X — C(T') iiberein (fiir die Definition
vgl. Toffe und Tichomirov, [36], Abschnitt 0.2.1).

5.2.2 Lipschitz-stetige Abbildungen

Definition 5.2. Sei (X, ||.||x) ein reeller Banach-Raum, z € X. Eine Abbildung f : X — C(7T)
heifle in z Lipschitz-stetig, falls eine Umgebung U von Z in X und eine Konstante [ > 0
existieren, so dass

1f(z) = 1(@)llecr) < e — )2

fiir alle x € U erfiillt ist. { heifle lokal Lipschitz-stetig, falls { in jedem Punkt € X Lipschitz-
stetig ist.

Offenbar ist f in & Lipschitz-stetig genau dann, wenn die Abbildungen z +— f(x)(t) fiir jedes
t € T mit der gleichen Konstante [ Lipschitz-stetig (im klassischen Sinne) sind.

Bemerkung 5.3. Man findet in der Literatur verschiedene Definitionen fiir die Lipschitz-
Stetigkeit von Abbildungen, die ihre Werte in halbgeordneten Rdumen annehmen. Exemplarisch
seien die Intervall-Lipschitz-Stetigkeit von Reiland, [69], die o-Lipschitz-Stetigkeit, vgl. Papa-
georgiou, [62], und Reiland, [69], die U-Lipschitz-Stetigkeit von Staib, [77], sowie die Kompakt-
Lipschitz-Stetigkeit von Thibault, [81] und [82], genannt. In den genannten Arbeiten findet
man auch Hinweise auf Beziehungen zwischen den einzelnen Stetigkeitsbegriffen.

Definition 5.3. Sei X ein reeller Banach-Raum, z € X. Eine Abbildung f : X — C(T') heifle
gleichmiflig verallgemeinert richtungsdifferenzierbar in z, falls die Haufungspunkte

©(z: d)(8) = limsup (& FTDO = Ho)®)

r—Z, 7]0 T
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existieren und falls fiir jedes € > 0 Schranken d1,d2 > 0 (unabhéngig von t) existieren, so dass

f(z + 7d)(t) — () (1)

T

<f(z;d)(t)+e VaxeX:||lr—z <o, VT <, VteT

erfiillt ist.

°(z; d)(t) entspricht der punktweisen verallgemeinerten Richtungsableitung im Sinne von Clar-
ke, das zugehorige Subdifferential ist gegeben durch

O5(z)(t) == {u € X'+ u(d) < °(#;d)(t) Vde B(X;z)}

Wir untersuchen die Funktionen ¢, definiert durch

Die Lipschitz-Stetigkeit sichert deren Wohldefiniertheit. Weiter erhalten wir:

Lemma 5.3. Ist | gleichmdfsig verallgemeinert richtungsdifferenzierbar in &, so sind die Funk-
tionen py sublinear und stetig fir alle t € T und erfiillen Bedingung (iii) aus Satz .

Beweis. Die Sublinearitéit und Stetigkeit der Funktionen ¢, folgt direkt aus der Definition
der verallgemeinerten Richtungsableitungen fiir Lipschitz-stetige Funktionen, vgl. etwa Clarke,
[9], Proposition 2.1.1. Dass auch die Forderung (iii) aus Satz gilt, verifiziert man durch
einfaches Nachrechnen, vgl. etwa Luu und Oettli, [56], Beispiel 3 in Kapitel 2. [

Satz 5.6. Sei X ein reeller Banach-Raum, X C X nichtleer, abgeschlossen und konvex, sei
T € Eff ,(f(X), C(T)T). Die Abbildung § sei in T gleichmdfig verallgemeinert richtungsdifferen-
zierbar, wobei t — §°(Z)(t) von oben halbstetig sei. Dann gilt

sup f°(z;d)(t) >0 Vde B(X;x). (5.7)
teT

Ist dariiber hinaus die Abbildung t — Of(Z)(t) oberhalbstetig, so gilt

0 € cleonv | 0f(Z)(t) + N(X; ), (5.8)
teT

wobei der Abschluss tiber die konvexe Hiille in (@ in der schwach*-Topologie des Dualraumes

X', also in (X', 0(X', X)) gebildet wird.

Beweis. Folgt mit der Definition der gleichméfiigen verallgemeinerten Richtungsdifferenzier-
barkeit und Lemma [5.3] aus den Sétzen und m

Auch fiir Satz ist die GleichméafBigkeit der verallgemeinerten Richtungsdifferenzierbarkeit
von entscheidender Bedeutung. Zur Verdeutlichung konnte erneut Beispiel herangezogen
werden (Differenzierbarkeit als Spezialfall verallgemeinerter Differenzierbarkeit).

Anders als bei differenzierbaren Abbildungen koénnen wir nicht die Halbstetigkeit von oben
der Abbildung ¢ — ¢(d) fiir beliebige d € B(X;z) folgern. Auch die Oberhalbstetigkeit von
t — O0p;(0) muss explizit vorausgesetzt werden.
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5.2.3 Konvexe Abbildungen

Eine Funktion f: X — €(T') heifie €(T')"-konvex (oder kurz konvex), falls fiir alle 21,z € X
und alle A € [0, 1]

s+ (1= Ajaa) € A1) + (1 N)i(aa) — €(T)*
gilt. Die Funktion f ist genau dann C(7T")"-konvex, wenn x +— f(z)(t) konvex fiir alle t € T ist.

Wir setzen weiter voraus, dass die Funktionen f(.)(¢) fiir alle t € T" in einem Punkt z; € X
stetig sind. Es sei angemerkt, dass solche konvexe Funktionen im Inneren ihres effektiven Defi-
nitionsbereiches sogar Lipschitz-stetig sind. Daher lassen sich die Ergebnisse aus Kapitel
auf diese Funktionen direkt anwenden. Aufgrund der besonderen Struktur der Funktionen bzw.
Abbildungen erhalten die verallgemeinerten Ableitungen allerdings eine spezielle Form, die es
lohnt, gesondert betrachtet zu werden.

Definition 5.4. Sei X ein reeller Banach-Raum, # € X. Eine C(T)"-konvexe Abbildung
f: X — C(T) heile gleichméBig richtungsdifferenzierbar in z, falls die Grenzwerte

o) 1)tz T 7DD~ FE D)

710 T

(5.9)

existieren und gleichméflig auf T angenommen werden — d. h. falls fiir jede Wahl der Folge
{m} C R mit 7, | 0 und fiir jedes € > 0 ein 7 € IN (unabhiingig von t) existiert, so dass

f(@ + mnd)(t) - f(2) (1)

Tn

—f°(z;d)(t)| <e Vn>n, VteT
erfiillt ist.

f°(z; d)(t) entspricht der punktweisen (rechtsseitigen) Richtungsableitung im Sinne der konve-
xen Analysis. Das zugehorige Subdifferential ist gegeben durch

of(z)(t) == {u € X': u(d) <f°(z;d)(t) Vde B(X;:i")} . (5.10)
Wir untersuchen die Funktionen ¢, definiert durch

pi(d) = 1°(z; d) (). (5.11)
Die Konvexitéit und Stetigkeit sichert deren Wohldefiniertheit. Weiter erhalten wir:

Lemma 5.4. Ist f gleichmdfig richtungsdifferenzierbar in &, so gilt:

(i) Die Funktionen p, definiert durch , sind sublinear und stetig fiir alle t € T. Sie
erfillen Bedingung (i) aus Satz[5.1]

(ii) Die Abbildung t — ¢(d) ist stetig fiir jedes d € B(X; T).

Beweis. Die Sublinearitéit und Stetigkeit der Funktionen ¢, folgt direkt aus der Definition
der verallgemeinerten Richtungsableitungen fiir konvexe Funktionen. Zudem sind die Konver-
genzforderungen in der Definition der gleichméfigen Richtungsdifferenzierbarkeit stérker als
Bedingung (iii) in Satz Aussage (ii) beweist man wie bei Lemma ]

Erneut kann die Oberhalbstetigkeit der Abbildung ¢ — 0¢;(0) nicht aus der gleichméBigen
Richtungsdifferenzierbarkeit abgeleitet werden.
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Satz 5.7. Sei X ein reeller Banach-Raum, X C X nichtleer, abgeschlossen und konvex, sei
T € Eff,(f(X),C(T)"). Die Abbildung | sei in T gleichmdifig richtungsdifferenzierbar. Dann
gilt

max °(#d)() 20V de B(X;). (5.12)

Ist dariiber hinaus die Abbildung t — Of(Z)(t) oberhalbstetig, so gilt

0 € cleonv ] 9§(2)(t) + N(X; Z), (5.13)
teT

wobei der Abschluss tiber die konvexe Hiille in in der schwach™-Topologie des Dualraumes
X', also in (X',0(X', X)) gebildet wird.

Beweis. Folgt mit der Definition der gleichméfBigen Richtungsdifferenzierbarkeit und Lem-
ma aus den Sitzen und Wegen Lemma (ii) kann das Supremum in Satz
durch das Maximum ersetzt werden. ]

Aus dem Teil (ii) des Lemmas folgt nun, dass {°(z;d) € C(T) existiert. AuBlerdem gilt:

Satz 5.8. Sei X ein reeller Banach-Raum, X C X nichtleer, abgeschlossen und konvezx, sei
T € Eff ,(f(X),C(T)"). Die Abbildung | sei in T gleichmdfSig richtungsdifferenzierbar. Dann
gilt

i°(7;d) ¢ —int C(T)*  Vd e B(X;z).

Beweis. Folgt wegen Lemma, [5.4] aus Satz [ |

Bemerkung 5.4. Bei den in den Abschnitten [5.2.1}5.2.3] angegebenen Kritierien handelt es
sich lediglich um notwendige Optimalititsbedingungen. Aufler im Fall konvexer Funktionen ist
bisher kein Beweis fiir die Hinldnglichkeit dieser Kriterien fiir Effizienz bekannt.

5.3 Hinreichende Effizienzbedingungen im Falle konvexer
Abbildungen

In Winkler, [92], haben wir eine Charakterisierung schwach effizienter Elemente auf Basis des
Subdifferentialkalkiils der konvexen Analysis angegeben, die den Ergebnissen des vorigen Ab-
schnittes dhneln. Diese sollen nun diskutiert und erweitert werden. Wir erhalten notwendige
und hinreichende Kriterien fiir schwache Effizienz sowie hinreichende Kriterien fiir Effizienz.

Satz 5.9. Sei X ein reeller Banach-Raum, X C X konvex undT eine kompakte Teilmenge eines
vollstindigen topologischen Vektorraumes. Sei f : X — C(T) eine C(T)"-konvexe Abbildung,
seien die Funktionen §(.)(t) fir jedes t € T auf einer offenen Umgebung von einem x; € X
beschrinkt von oben. Dann gilt fiir z € X

sup f°(Z;z —2)(t) >0 Vo e X <= 7 cEff,(J(X),C(T)"),

teT
wobei §°(z;d)(t) die in Formel (5.9) definierte Richtungsableitung der Funktion z +— §(z)(t) in
Z in Richtung d ist.

Bemerkung 5.5. Gemifl den Voraussetzungen von Satz gilt domf(.)(t) = X, t € T. Da
die Funktionen = — f(x)(t), t € T, konvex sind, ist die Beschrianktheit von oben auf einer
Umgebung eines x; € X daher dquivalent zur Stetigkeit auf einer offenen Umgebung von X,
vgl. etwa Ioffe und Tichomirov, [36], Abschnitt 3.2.3.
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Beweis von Satz Der Beweis erfolgt fiir beide Richtungen der Aquivalenz getrennt:

a)

Wir zeigen zunéchst
z ¢ Bffy (f(X),8(T)") =
JdrzeX, IM<0: flx)t)—f(z)t) <M VteT. (5.14)

Sei hierfiir z ¢ Eff,,(f(X), €(T)"). Dann existiert ein € X, so dass f(z)(t) — {(z)(t) < 0
fir alle t € T'. Aus f(z) € C(7T) fiir alle z und der Kompaktheit von T" folgt

sup {f(x)(t) — () (1)} = max {f(z)(t) — §(Z)(t)} = M <0.
teT teT
Existieren umgekehrt ein z € X und ein M < 0 mit f(z)(t) — f(2)(t) < M Vit e T, so
kann Z offensichtlich nicht schwach minimal sein. Folglich gilt ((5.14)).
Die Aquivalenz (5.14)) kann auch in der Form
z ¢ Bffy (f(X),8(T)") =
JzeX, IM<0: f(Z+(x—2)Ft)—f(Z)t) <M VteT.
geschrieben werden. Den zweiten Teil der Aquivalenz erweitern wir zu einem Differenzen-
quotienten: Mit 7 =1 gilt
z ¢ Bff,((X),C(1)") <+
f(z + 7(x — 7)) () = {(2)(t)

T

JreX, AIM<O0: <M VteT

Aus der Konvexitét von X folgt z+ 7(z — z) € X fiir 0 < 7 < 1. Da die Differenzenquo-
tienten als Funktion von 7 fiir 7 | 0 mononton fallend sind (man beachte die Konvexitét
von f(.)(t)), folgt schlieBlich

T ¢ Eff,(F(X),C(T)") = 3JzcX, IM<0: °(@T,z—2)t)<M VteT
= JzxeX: sup f°(Z;z —T)(t) <O.
teT

Die Negation liefert schliefllich

T € Bff,(F(X),C(T)") «= sup f°(2—7) >0 VzeX,
teT

und damit die erste Aussage des Satzes.
Angenommen, es gilt sup,cr {°(Z;2 — %) < 0 fiir ein z € X. Dann folgt fiir dieses x € X
f(z;x —z)(t) <0  Viel.
Damit gibt es zu jedem ¢ € T ein &(t) > 0, so dass
f(x+71(x—x))(t) < f(Z)(t) V7, 0<71<e(t),VteT
gilt. Wir betrachten fiir jedes 7 > 0 mit z + 7(x — Z) € X die Mengen
Urpi={teT: f(z+7(x—))(t) <))}

Wegen der Stetigkeit der Abbildungen sind die Mengen U, offen in der relativen To-
pologie. Des Weiteren folgt aus t € U, stets t € U, fir alle 0 < o < 7. Somit ist
U (>0 F4r(z—7)EX) U, eine offene Uberdeckung von 7. Da T kompakt ist, existieren end-
lich viele 71,...,7, >0, T+ 7i(x — %) € X, so dass T = |J;_; Ur,. Sei 7 := min {71, ..., 7 }.
Es folgt # + 7(z — ) € X und f(z + 7(x — z))(¢t) < f(z)(t) fur alle ¢t € T. Somit gilt
7 ¢ Eff, (f(X), C(T)*). .
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Die Idee zum Beweisteil b) stammt aus der Arbeit von Carrizosa und Plastria, [7]. Fiir eine
Diskussion dort angegebenen Resultate vgl. Bemerkung [5.7]

Satz 5.10. Unter den Voraussetzungen von Satz[5.9 gilt

sup P —2)(t) >0 Yo eX, f(z) #1(z) = z€Ef(f(X) C(T)7),

wobei §°(z; d)(t) die in Formel (5.9) definierte Richtungsableitung der Funktion z — f(z)(t) in
Z in Richtung d ist.

Beweis. Laut den Definitionen [3.1] und [3.2] gilt

T ¢ Eff(j(X),C(T)") =
JzeX, f(z) #1(@): §@)(t)—§@) () <0 VteT (5.15)

Diese Aquivalenz kann auch in der Form

z ¢ Eff(j(X),C(T)") <
JreX, f() #1(T): T+ (x—3)t)—f@) ) <0 VteT.

geschrieben werden. Wir fahren nun wie im Teil a) des Beweises von Satz fort und erhalten

¢ EF(F(X),Q(T)") = FzecX, flx) #§x): °(@,2—-2)(t)<0 VteT
= JreX, fz) #(2): Sup f°(z;2 —z)(t) < 0.

Ist also £ € X und gilt fiir alle € X entweder f(z) = f(Z) oder sup;cp f°(Z;2 —Z) > 0, so
folgt 7 € Eff ((X), C(T)™). |

Bemerkung 5.6. Im Gegensatz zu Satz ist die angegebene Bedingung fiir schwach effizien-
te Elemente sowohl hinreichend als auch notwendig. Dies entspricht in der Tat der Struktur von
Optimalitdtsbedingungen mit Richtungsableitungen, wie wir sie aus der reellwertigen konvexen
Analysis kennen. Die strikte Ungleichung aus Satz kann hingegen nicht notwendig fiir
Effizienz sein — man betrachte etwa das Beispiel f(z)(t) = 22, t € T.

Analog kann eine Aussage auf Basis der Subdifferentiale bewiesen werden. Wir erinnern daran,
dass das algebraisch Innere einer Menge M C X gegeben ist durch

coreM:={zeM: VyeX IAN>0, 2+ y € M}.

Satz 5.11. Sei X ein reeller Banach-Raum, X C X offen und konvex, T eine kompakte Teil-
menge eines vollstindigen topologischen Vektorraumes. Sei § : X — C(T) eine C(T)*-konvexe
Abbildung, seien die Funktionen f(.)(t) fiir jedes t € T auf einer offenen Umgebung von einem
x¢ € X beschrinkt von oben. Dann gilt fiir x € X

0 € cly(x,x)conv (U 8’}(:%)(15)) <« =z c Eff,(J(X),C(T)"),

teT
0 € corecl 5z x)conv (U 6f(a‘c)(t)> = T c Eff(f(X),e(T)").
teT

Hierbei entspricht 0f(Z)(t) dem Subdifferential der Funktion x — f(x)(t) in T fir festest € T,

vgl. Formel .
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Beweis. Wir nutzen die Definition des Subdifferentials 0f(Z)(¢) in Z fiir die konvexen Funk-
tionen x +— f(z)(t), t € T. So gelten fiir jedes Element p; € 0f(Z)(t) die Abschitzungen

IN

pi(x —T) f(x)(t) — f(z)(¢) VeeX, teT; (5.16)
P@e—2)(t) = max{p(e—7): p €MD)} (5.17)

a) Aus Satz[5.9|und Gleichung (5.17)) erhalten wir
z ¢ Bff,((X),C(1)") <=
JzeX, IM: plx—3)<M<0 ¥Ype|Jofz) ). (5.18)
teT

Wegen der Linearitit des Funktionals p bleibt die Aquivalenz in erhalten, wenn
die Ungleichung auf der rechten Seite fiir alle p im (X', X)-Abschluss der konvexen Hiille
von |, OF(Z)(t) gelten muss. Da X auferdem offen ist, konnen wir X statt X schreiben.
Mit der Transformation z — Z +— x erhalten wir schliellich

z ¢ Effy(f(X),&(T)") =

JrzeX: plx) <M <0 Vpecl,axconv (U 8f(;1‘c)(t)> .
teT

Nun wenden wir in (X/,0(X’, X)) mit Dualraum X den Trennungssatz fiir einen Punkt
und eine abgeschlossene konvexe Menge an (vgl. etwa Jahn, [42], Theorem 3.18) und
erhalten

T ¢ BE,((X),C(T)) < 0¢ ey xconv (U af(f)(t)>

teT

und nach Negation die zu beweisende Aussage.

b) Eingesetzt in ((5.15) liefert die Abschétzung (5.16))
7 ¢ Eff(f(X),C(T)") =

JzeXx\{z}: pla—2)<0 Vpe | o)) (5.19)
teT

Wegen der Linearitit des Funktionals p bleibt die Implikation in (5.19)) erhalten, wenn
die Ungleichung auf der rechten Seite fiir alle p aus der schwach*-abgeschlossenen kon-
vexen Hiille von (J,c., 0f(Z)(t) gilt. Beschréinken wir uns auf das algebraisch Innere von
cl gz, xyconv Uyer Of(7)(t), falls nichtleer, so kann die Ungleichung sogar zu einer strikten
Ungleichung verschérft werden:

z ¢ BE(f(X),(T)") =
Jz e X\{7}: p(r—7) <0 Vpe corecl,x xconv (U 8f(a‘c)(t)> .
teT

Da X auflerdem offen ist, konnen wir X statt X schreiben; mit der Transformation z—Z —
z erhalten wir schliefllich

7 ¢ B (f(X),e(1)") =

Jz e X\{0}: p(z) <0 Vp € corecl,(z xconv <U 8f(a;)(t)> .

teT
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Damit kann die Null nicht in der zuletzt genannten konvexen Hiille der Subdifferentiale
enthalten sein. Nach Negation erhélt man schliefSlich mit

0 € corecl 53 x)conv (U 8f(x)(t)> = 7 € Bff(j(X),C(T)").
teT

die gewiinschte Aussage. [ ]

Allgemeiner gilt:

Satz 5.12. Unter den Voraussetzungen des vorigen Satzes gilt fiir jede konveze (nicht notwendig
offene) Menge X C X und x € X

0 € cly(z,x)conv (U 8)‘(:?)(75)) + N(X;z) <= z€Ef,(J(X), M),
teT

0 € core (cla(ﬂx)con\f (U 3)‘(:?)(75)) + N(X;i‘)) — 7 € Eff(f(X),C(T)"),

teT

wobei 0f(Z)(t) das in definierte Subdifferential der Funktion x w— f(x)(t) in T fir festes
t € T ist und N(X;Z) den Normalenkegel an X in T bezeichnet.

Fiir den Beweis dieses Satzes benotigen wir zwei technische Resultate.

Lemma 5.5. Unter den Voraussetzungen von Satz|5.11|ist die Menge | J,c1 Of(x)(t) beschrdnkt
in X' fiir alle x € X.

Beweis. Fiir jedes h € X mit x + h € X erhalten wir

sup{p(h) : p e JOf(x)(1)} = sup {p(h): p € f(z)(t)}

teT

teT
< sup [fl@ +h)() = H(z)(0)
= max [f(z+h)(t) - §(2)(2)]
< oo

Wegen [, Of(x)(t) C X’ ist die Funktion

g:h—sup {p(h): pe|Jofx)(t)}

teT

endlich fiir ~ € X und konvex (da Supremum von linearen Funktionalen, vgl. Clarke, [9],
Korollar 1 in Kapitel 2.8), daher ist p stetig. Folglich existiert eine Konstante L € R mit

sup {q(h) : [|hllx <1} < L.
Nun erhalten wir fiir alle p € ([, Of()(t)
Ipllz = sup {p(h) : [|hllx <1} <sup {q(h) : |h]lx <1} < L,

also Beschranktheit. []

Die Idee fiir diesen Beweis stammt aus einem Artikel von Carrizosa und Plastria, vgl. [7].
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Lemma 5.6. Seien My, My zwei Teilmengen des Dualraumes X' eines Banach-Raumes X, sei
Ml beschrankt. Dann gllt cl o(X,%) (Ml + MQ) =l O’(%’,.’{)Ml +cl U(:{l?x)Mg.

Beweis. Es geniigt, cl,x x) (M1 + Ma) C clyz x)Mi + cl g %) Mo zu zeigen. Sei hierfiir
{ci}ier € My + Mj ein Netz mit ¢; —o(xx) C € Clo‘(%’,%)(Ml + M>). Dann existieren Netze
{a;}ier in M7 und {b;}icr in My mit a; + b; = ¢; Vi € I. Wegen der Beschrénktheit von M
enthilt {a; }ier ein o (X', X)-konvergentes Teilnetz {a;}jer, aj —,(x x) @, wobeia € cl gz x) M.
Deshalb konvergiert b; = ¢; — a; schwach* gegen b = ¢ — a, und b liegt in cl o(x, %) M. ]

Beweis von Satz Wir zeigen Hinldnglichkeit und Notwendigkeit der Kriterien getrennt.

a) Fiir die Hinlénglichkeit wenden wir den Beweis von Satz auf die erweitert reellwer-
tigen Funktionen

J(2)(t) = f(2)(t) + xx(2),  teT,
an, wobei xx(.) die charakteristische Funktion der Menge X bezeichnet,

0 beiz € X
400 sonst,

xx(x) = {
Es gilt )
Of(z)(t) = 0f(z)(t) + N(Xsz),  teT,

vgl. etwa loffe und Tichomirov, [36], Abschnitte 0.3.2 und 0.3.3. Mit den selben Ansétzen
wie im Beweis von Satz kénnen wir zeigen:

T ¢ Effy(f(X), &(T)") = 0 ¢ cly(a xyconv (U éﬁ(z)(t)) :

teT
T ¢ Eff(f(X),C(T)T) = 0¢ core cl 5z, x)conv (U 8}(:)‘:)@)) :
teT

Mit den zwei obigen Lemmata folgt

& ¢ EE,((X),€(T)Y) — 0¢ cl o xcony (U 8f(w>(t)> + N(X;a),

teT
T ¢ Eff(f(X),C(T)T) = 0¢ core (clg(x/’x)conv (U (9]‘(3:)(75)) + N(X;ac)) :
teT

Die Negation dieser Implikationen liefert die zu beweisenden Aussagen.

b) Gelte 0 ¢ cl,x xyconv (Uyer Of(2)(t)) + N(X;x). Dann existiert nach dem Satz zur
starken Trennung einer konvexen abgeschlossenen Menge von einem Punkt (vgl. Jahn,
[42], Theorem 3.18) ein d € X und ein M < 0, so dass

(pl —I—pg)(d) <M<0 Vp € clo(xfyx)conv U af(l')(t), YV po € N(X,i’)
teT
Da N(X;z) ein Kegel ist, folgt
p2(d) < 0 VpyeN(X;T),

pi(d) < M <0 Vp€clyaxconv U of(x)(t).
teT
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Daher gilt d € T'(X;z) = cl U~ 7(X — ), die letzte Gleichung gilt, da X als konvex vor-
aussetzt ist. Die Menge (J,c Of(2)(t) ist gemafl Lemma [5.5) beschréinkt; folglich existiert
fiir jedes de X eine >0, so dass

pi(d+ed) < M/2<0 Vp e |]of)®).
teT

Somit existiert insbesondere ein d € |J,.,7(X — Z), so dass p1(d) < M/2 < 0 fiir alle
p1 € Uper 0f(2)(t). Es folgt f°(z;d)(t) < M/2 < 0 fir allet € T und T + 7d € X fiir
hinreichend kleine 7 > 0. Laut Satz widerspricht dies der schwachen Effizienz von .
Die Negation der Gesamtaussage liefert nun das gewiinschte Resultat. |

Bemerkung 5.7. Carrizosa und Plastria geben in [7] fiir den Fall €(7)*-konvexer Abbildungen
f das Effizienzkriterium

T € Eff,(F(X),C(T)") <= 0€clconv (U 3]‘(:E)(t)> + N(X;z)

teT
an. Sie wihlen einen etwas anderen Ansatz fiir ihren Beweis: Sie skalarisieren das Problem
durch das Funktional
F(x) = sup [f(z)(t) — f(Z)(t)] = max [f(2)(t) — §(2)(?)]

teT teT

(z € X C R" fest) und zeigen

OF (z) = conv | ] 0f()(t).

teT

Teile des Beweises dieser Aussage flossen in unsere Beweise ein. Wir hétten auch auf die Arbeit
von Solovev, [74], zuriickgreifen kénnen, dort findet man die erforderliche Formel fiir das Sub-
differential punktweiser Maxima konvexer Funktionen (unter schwécheren Voraussetzungen).
Diese Wege ermoglichen allerdings im Gegensatz zu unseren Resultaten keine Unterscheidung
zwischen effizienten und schwach effizienten Elementen.

Die Ergebnisse dieses Abschnitts weisen zwei wesentliche Verbesserungen gegeniiber jenen aus
Abschnitt [5.2.3] auf:

e Unter Konvexitidtsvoraussetzungen kann sowohl die Hinldnglichkeit als auch die Notwen-
digkeit eines Teils der Effizienzkriterien bewiesen werden. Die Ergebnisse von Luu und
Oettli geben nur notwendige Kriterien her.

Damit setzt sich das aus der reellen Optimierung bekannte Muster fort, wonach die Opti-
malitédtskriterien (Variationsungleichungen und -inklusionen) fiir konvexe Probleme not-
wendig und hinreichend und fiir nichtkonvexe Probleme nur notwendig sind.

e Es muss keine gleichméflige Konvergenz der verallgemeinerten Differenzenquotienten bzw.
keine Oberhalbstetigkeit der Subdifferentialabbildung gefordert werden.

e Es gelingt, Kriterien zu beweisen, die eine Unterscheidung zwischen effizienten Elementen
und schwach effizienten Elementen ermdoglicht.

Da der Zugang iiber die Skalarisierung im Falle konvexer Abbildungen ohne die gleichméBige
Richtungsdifferenzierbarkeit auskommt, kénnte man auch die Existenz der C(T)-wertigen Rich-
tungsableitung bzw. entsprechende Effizienzkriterien erwarten. Diese Hoffnung wird allerdings
enttduscht.
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Definition 5.5. Sei f: X — C(T) eine C(T)"-konvexe, stetige Abbildung, = € X.

@ d) s int TEETD )

7>0 T

bezeichnet die (rechtsseitige) Richtungsableitung von f in Z in Richtung d.

Die Abbildung (G + rd) — (@)
z+7d) —f(z

T Ad7frf(f) = -

ist auf (0,00)N{7 : Z+7d € dom f} monoton wachsend. In der Tat ist die behauptete Monotonie
dquivalent zur Monotonie der Funktionen 7 +— Ay f(Z)(t) fiir alle t € T', was wiederum aus der
reellen Optimierung bekannt ist, man vergleiche etwa Rockafellar, [71], Theorem 23.1. Wie in
der reellwertigen konvexen Analysis wird daher bei der Definition der Richtungsableitung mit
dem Infimum statt mit dem Grenzwert gearbeitet. Trotz der ebenfalls geltenden Monotonie
stimmen Infimum und Grenzwert in diesem Falle aber moglicherweise nicht {iberein:

Beispiel 5.2. Wir betrachten die Abbildung f: [-1,1] — €([—1, 1]), gegeben durch
f(x)(t) := max {x, t}, teT=[-1,1].

Die Abbildung zeigt den Graphen von f fiir z € X := [—1, 1]. Die Abbildung f ist €(T)"-konvex,
da f(.)(¢) fur festes ¢t € T konvex ist. Uns interessiert die Richtungsableitung von f im Punkt
Z = 0 in Richtung d = 1.

Die Richtungsdifferentialquotienten Ay -f(Z) berechnen sich punktweise als

max {Z + 7d, t} —max {z,t}

Ad,‘rf(i‘)(t) = T
~ max {7, t} —max{0,t}
N T
1 fiur —1<t<0
= 1—t/7 fir0<t<r
0 furr<t<1

Mit « := 1/7 ergibt sich die gleiche Struktur der Funktionen wie in Beispiel Dort hatten
wir bereits gezeigt, dass die Menge {Ag-f(Z)(t) : 7 > 0} kein Infimum besitzt.

Priifen wir noch die eben bewiesenen Effizienzkriterien. Es gilt Eff (f(X), C(T)") = {—1} und
Eff (f(X),€(T)") = [—1,1], also 0 ¢ Eff (f(X), C(T)™"), aber 0 € Eff,,(f(X),C(T)"). In der Tat
erhalten wir

sup f°(0;z)(t) >0 VoelX,
teT

und damit die Bestétigung der schwachen Effizienz.

Selbst wenn das Infimum existiert, muss es kein Haufungspunkt des Netzes der Richtungsdif-
ferentialquotienten sein:

Beispiel 5.3. Wir betrachten nun die Abbildung f: [—1,1] — €([0, 2]), gegeben durch

f(x)(t) = max{2z, t} —«z, teT=]0,2]

_ t—x fir —1<ax<t/2
N x firt/2<x <1 '
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Das nebenstehende Bild zeigt den Graphen von f§ fiir
r € [—1,1]. Die Abbildung f ist C(T)"-konvex, da
f(.)(¢) fiir festes ¢ € T konvex ist.
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Uns interessiert wiederum die verallgemeinerte Rich-
tungsableitung von f im Punkt £ = 0 in Richtung
d = 1. Die Richtungsdifferentialquotienten Ay, (Z)
berechnen sich punktweise als
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max {2% + 27d, t} — T — 7d — max {2z, t} + T

Ad,Tf(j:)(t) = T
_ max {27, t} — 7 — max{0,t}
- T
_ 1—t/7 fir0<t<2r
N -1 fir2r<t<2 |~

Mit « := 1/7 ergibt sich die gleiche Struktur der Funktionen wie in Beispiel Somit existiert
zwar die verallgemeinerte Richtungsableitung in Z = 0 in Richtung d = 1, {°(z;d) = —1, aber
das Netz der Richtungsdifferentialquotienten konvergiert nicht gegen sein Infimum.

5.4 Verbleibende Probleme und mogliche Auswege

Die Ergebnisse aus dem Kapitel [5.2] werfen verschiedene Fragen auf:

e Die Oberhalbstetigkeit der Abbildung t — J¢(0) konnte fiir keine der betrachteten Ab-
bildungstypen (differenzierbar, Lipschitz-stetig bzw. konvex) nachgewiesen werden. Al-
lerdings ist uns auch kein Beispiel dafiir bekannt, dass diese verletzt ist.

e Der direkte Weg (Abschnitt liefert fiir konvexe Funktionen bessere Ergebnisse als
der Ansatz iiber Luu und Oettli, allerdings gelang bisher keine Verallgemeinerung auf
nichtkonvexe Abbildungen.

Ein Weg, die Voraussetzungen der Satze [5.1}5.3] zu umgehen, kénnte in der Verwendung ver-
allgemeinerter Richtungsableitungen liegen, die ohne die sonst {iblichen Grenzwerte oder Héu-
fungspunkte definiert werden. Solche Konzepte findet man etwa bei Craven und Glover, [11],
die sich an den Derivative Container von Warga (siche etwa [86]) anlehnen, oder bei Reiland,
[69], der am Rande seiner Untersuchungen ein Beispiel einer Abbildung f : €(T) — C(T') auf
Basis sogenannter Fans (Ioffe, siche etwa [34] oder [35]) rechnet. Eine detaillierte Untersuchung
dieser Ansitze, insbesondere in Hinblick auf Abbildungen mit Werten in C(7'), wére sicher
lohnenswert, wiirde aber den Rahmen dieser Arbeit sprengen.

Es gibt eine Reihe von Arbeiten, in denen Effizienzkriterien mittels verallgemeinerter Ableitun-
gen ausschlielich auf Basis von Kettenregeln untersucht werden. Diese Autoren skalarisieren
formal die Zielabbildung f mittels linearer stetiger Funktionale z und wenden anschlieend die
aus der reellen Analyis bekannten Optimalitdtskriterien in Subdifferentialform auf das skala-
risierte Zielfunktional z(f(.)) an. Geeignete Kettenregeln erméglichen schlieBlich eine weitere
Aufspaltung des Terms 0 z(f(.)).
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Die in Kapitel |4| betrachtete Skalarisierung fiihrt zu skalaren Ersatzproblemen, in die allerdings
noch das auf Minimalitédt zu untersuchende Element y € ) einflieffit. Die bisherigen Resultate
wirken daher ein wenig, als wiirden wir bei unseren Berechnungen bereits beim Ergebnis (dem
minimalen Element) starten, um nachher wieder dort zu landen: als wiirden wir uns im Kreise
drehen. Wiinschenswert wire ein Ersatzproblem oder eine Schar von Ersatzproblemen, dessen
Parameter ohne Kenntnis des zu bestimmenden minimalen Elementes gewéhlt werden kénnen
— diesem Ziel widmen wir dieses Kapitel.

Zunichst untersuchen wir eine Klasse skalarer Ersatzprobleme auf Losbarkeit und Verhalten
bzgl. der Parameter. Hierfiir kehren wir wieder in den Bildraum, zunéchst einen allgemeinen to-
pologischen linearen Raum 9), spéter speziell in den Raum C(7") der stetigen Funktionen zuriick.
Anschlieflend zeigen wir, wie sich bekannte Effizienzkriterien als Spezialfall der betrachteten
Ersatzprobleme ergeben.

Wir folgen in diesem Kapitel erneut der Herangehensweise von Weidner, vgl. [87], [90], [91],
fiir eine Ubersicht siche [89], und iibertragen einige ihrer Ergebnisse vom R" auf den Raum
C(T'). Bei der Stabilitdtsanalyse stiitzen wir uns auf Ergebnisse von Sterna-Karwat, [79], die
spezialisiert werden kénnen.

6.1 Die Ersatzaufgabe, Existenz von Lésungen

Sei Q) ein topologischer linearer Raum. Wir betrachten das skalare Problem

(Pc ka) T — min
beiy€a+71k—clC, (1,y) eRXY

mit einer nichtleeren Menge C' C ) und Vektoren a, k € ) als Parameter, Y C ) nichtleer.
Prinzipiell kénnten sowohl 7 als auch y als Variablen des Problems angesehen werden; wir
sprechen daher fortan gelegentlich von einer optimalen Losung (7, y) anstatt einer optimalen
Losung y (mit Zielfunktionswert 7).

Probleme wie (Pc o) als Zugang zur Vektoroptimierung wurden bereits von Pascoletti und
Serafini, [63], und — weitaus detaillierter — von Weidner in ihrer Habilitationsschrift, [89], vgl.
auch die Referenzen darin, behandelt. Das Problem (Pg . ,) wurde von Weidner zunéchst fiir
allgemeine topologische Rdume %) untersucht; anschliefend widmete sie ein ganzes Kapitel ihrer
Habilitationsschrift einem Uberblick, wie sich die meisten der bekannten Skalarisierungsmetho-
den (in R") als Spezialfélle von Problem (Pg ) darstellen lassen.

Wir diskutieren zunéchst die Existenz von Losungen des Ersatzproblems (Pc o). Sei hierzu
Dc ko = U (a+7k—clC).
TER

Das folgende Lemma ist ein Spezialfall von Satz Satz 6.1.1 bei Weidner, [89].
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Lemma 6.1. Das Problem (Pc ) hat eine optimale Losung genau dann, wenn das Funktional

200k gemfs ,

267k () =min{r e R:y € a+ 7k —clC},

auf Y N D¢y q wohldefiniert ist und min{zC*a’k(y) : y €Y NDepa} existiert. In diesem Fall
stimmen die Mengen der zuldssigen Vektoren y, die Mengen der optimalen Vektoren y sowie
die Optimalwerte T der Probleme (Pc o) und min{z¢=%*(y) :y € Y N Dc i} Uberein.

Beweis. Offenbar ist Y N Dc i, genau die Menge der zuldssigen Vektoren y von (Pcq)-
Daraus folgt unmittelbar eine Richtung der zu zeigenden Aquivalenz.

Besitzt umgekehrt (Pc o) eine Optimallésung, so gibt es ein Paar (7,7) € R x ), so dass

gyea+Tk—clC,
yd¢a+7k—clC VyeY, Vr<T.
Somit ist die Menge {r € R: y € a+ 7k —clC} fiir alle y € Y N D¢, von unten beschrankt

und abgeschlossen, d. h. 2¢~%%(y) existiert auf Y N D¢, o. Weiter nimmt die Funktion 2~k
iiber Y N Dg i q in ¢ ihr Minimum an.

Die Gleichheit der zulédssigen Vektoren sowie der Optimallésung der Probleme (Pcy,) und
min{z¢~%*(y) : y € Y N D kq} ist offensichtlich. |

In Kapitel haben wir mit Bedingung (V1),
(V1) 0#£imtC= |J (bdC+ak) wd Y= |]J(bAC - ak)

a€R, a>0 acR

eine allgemeine Voraussetzung fiir D¢y, o = C(T) angegeben. Geméf Lemma (4.2 ist (V1) z. B.
dann erfiillt, wenn eine der beiden folgenden Bedingungen gilt:

(V1a) C C 9 ist eine Menge mit nichtleerem Inneren, fiir die ein Kegel K C ) mit int K # ()
und cl C' + int K C int C existiert, und es gilt k € int K;

(V1b) C=b+ K C %), wobei b € 9 ein beliebiges Element, K U {0} ein konvexer Kegel mit
int K # () und k € int K ist.

Gilt eine dieser Bedingungen, so sagen wir fortan, dass der Kegel K bzw. der Kegel K U {0}
zu C, k und (V1a) bzw. (V1b) gehort.

Da (V1) in den meisten Anwendungen gilt, beschrinken wir uns auf diesen Fall. Fiir viele
Aussagen greifen wir sogar direkt auf die Bedingungen a) und b) zuriick. Es bleibt dann, die
Existenz von Losungen von min{z¢~%*(y) : y € Y NDc x4} zu untersuchen. Ein erstes solches
Kriterium ergibt sich direkt aus den Resultaten des Kapitels

Satz 6.1. Angenommen, C und k erfiillen die Voraussetzung (V1), es gelte 0 € bd C, int C' # ()
und § € E,(Y,C). Dann besitzt (Pcy y) eine optimale Lisung.

Beweis. Die Funktionale z¢* und z¢~%* sind gemiB Satz bzw. wohldefiniert und
stetig; wegen Voraussetzung (V1) gilt Dc .y = 2. Es geniigt also zu zeigen, dass das Minimum
von 2079 iiber y € Y existiert. In der Tat gilt

je&(Y,0) = (Y —-pn-intC=0 = 220Fy—-g5)>0VyeY.

Wegen 0 € bd C folgt aus Satz [1.1] (i) 2% (7 — 7) = 29*(0) = 0 und mit Satz [4.2] schlieBlich
2C70k (y) > 27Uk (g) fiir alle y € Y. Somit liegt in 7 ein Minimum von z¢~%* iiber Y vor. m
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Fiir ein allgemeineres Existenzkriterium untersuchen wir die mengenwertige Abbildung
T(a,k)=Tc(a,k):={r€R: a+71keY +clC}.

Die 7 (a, k) sind Teilmengen der reellen Zahlen, fiir deren Infima inf 7 (a, k) = inf {zC~%F(y) :
y €Y NDc ot gilt. Zunéchst zeigen wir:

Lemma 6.2. Seien C und k derart, dass eine der Bedingungen (Vl1a), (V1b) erfillt ist, sei
K bzw. K U {0} der zugehirige Kegel und a € Q) beliebig. Dann sind die Werte T (a, k) von
T nichtleere, konvere Mengen; sie sind abgeschlossen, wenn Y + clC abgeschlossen ist und
beschrdinkt von unten, wenn Y C a + int K fiir ein a € ) gilt.

Beweis. Seien C, k geméf den Voraussetzungen, a € 2). Die Voraussetzungen (V1a) und (V1b)
implizieren jeweils die Bedingung (V1), folglich iiberdeckt die Menge {7k —clC : 7 € R} den
Raum 2), somit sind die Mengen 7 (a, k) nichtleer.

(1) Konvexitét: Sind 7 € 7 (a, k) und € > 0, so gilt mit Teil (i) aus Lemma [A.2]

a+(T+e)keY +clC+ekCY +intC CY +clC,

also 7+ ¢ € 7 (a, k) fiir beliebige 7 € 7 (a, k), € > 0. Damit umfasst 7 (a, k) entweder alle
reellen Zahlen, oder 7 (a, k) ist ein nach +o0o offenes Intervall. Folglich ist 7 (a, k) konvex.

(2) Abgeschlossenheit: 7 (a, k) ist das Urbild der Menge Y +cl C bzgl. der stetigen Abbildung
T — a + Tk, also abgeschlossen, falls Y 4 ¢l C' abgeschlossen ist.

(3) Beschrinktheit von unten: Wir zeigen, dass es ein 7 € R gibt, so dass a+ 7k ¢ Y +clC.
a) Angenommen, es gilt a + 7k € Y + clC fiir alle 7 € R. Dann folgt
a+tkea+int K +clCCa+intC Vr7el. (6.1)

Wir fixieren 7. Dann gibt es wegen der Giiltigkeit von (V1) ein aw > 0 und ¢ € bd C
derart, dass a + 7k — a = ¢ + ak. Somit gilt wegen (6.1))

c=a+(T—a)k—acintC+a—a=intC,

im Widerspruch zu ¢ € bd C.

b) Im Falle der Giiltigkeit der Bedingung b) kann analog argumentiert werden, denn
Y+cCea+int K+b+clK Ca+ b+ int K, und der Kegel (C'=)K U {0} erfiillt
Voraussetzung a).

Aus a+7k ¢ Y +clC folgt a+ (1 —e)k ¢ Y + clC fiir alle ¢ > 0, also ist 7 (a,k)
beschrénkt von unten. ]

Es folgt:

Satz 6.2. Seien C und k derart, dass eine der Bedingungen (Vl1a), (V1b) erfillt ist, sei K
bzw. K U {0} der zugehirige Kegel und a € ) beliebig. Sei weiter Y + c1C' abgeschlossen und
Y Ca+int K fir ein a € Y. Dann besitzt das Problem (Pc o) eine optimale Lisung.

Die Voraussetzung der Abgeschlossenheit von Y + clC' ist schwécher als jene bei Weidner,
Satz 6.1.3 (i) in [89]: Weidner fordert Kompaktheit von Y, die in der Tat Abgeschlossenheit
von Y + clC impliziert. Bzgl. Bedingungen fiir die Abgeschlossenheit von Y + clC vgl. auch
Bemerkung [6.2]
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Beweis von Satz Gemif} Satz ist das Funktional 2&F wohldefiniert und stetig; wegen
Voraussetzung (V1) gilt Doy, = 2. Es geniigt also zu zeigen, dass das Minimum von z¢~%F
iiber y € Y existiert.

Geméfl Lemma ist die Menge 7 (a,k) = {7 : a+ 7k € Y + clC} abgeschlossen und

beschrénkt von unten. Somit existiert min 7 (a, k), d. h. ein Paar (7,y) € R x Y, so dass

a+Tkey+clC
a+7tk¢y+cC Vr<7,Vyey.

Gemeinsam mit Satz (ii) erhalten wir daraus z¢~%%(3) < 7 bzw. 2°~%F(y) > 7 fiir alle
7 < 7und y € Y. Die letzte Ungleichung liefert 2¢=%F(y) > 7 fiir alle y € Y. Zusammenfassend

erhalten wir
LCTk(g) <7 <200k (y) vy e,

d. h. eine optimale Losung fiir (Pc k.q)- [ ]

Der Beweis von Satz basiert auf einer Idee von Sterna-Karwat, [79].

Folgerung 6.1. Sei K C C(T) ein Kegel mit int K # () und cl K + int @(T)" C int K, seien
keintC(T)" und a € €(T), Y C a+int K fiir ein a € C(T), sei Y + cl K abgeschlossen. Dann
besitzt (Pg k) eine optimale Losung.

Beweis. Die Aussage folgt direkt aus Satz da K die Bedingung (V1a) erfiillt. ]

Bemerkung 6.1. Gilt Y C a + int K fiir ein a € C(T') und ist Y 4 cl K abgeschlossen, so ist
(Pk k,q) insbesondere fiir jeden in Kapitel betrachteten Kegel K l6sbar.

Bemerkung 6.2. Die wohl hirteste Voraussetzung in Satz ist die Abgeschlossenheit von
Y + clC. Sie ist etwa erfiillt, falls ¥ kompakt und C' abgeschlossen ist.

Allgemeinere Bedingungen anzugeben, unter denen (in nichtreflexiven Rdumen) die Summe
zweier abgeschlossener Mengen selbst abgeschlossen ist, entpuppt sich als &uflerst schwierig. In
der Literatur sind eine Reihe von Resultaten dazu bekannt, vgl. etwa Beaulieu und Zhou, [1],
Dieudonne, [15], Fan, [18], Gwinner, [28] und [27], Jameson, [48], Luc, [54], sowie Majchrzak und
Walczak, [57]. Bei allen Autoren wird allerdings gefordert, dass eine der beiden Mengen lokal-
kompakt oder Teilmenge eines endlichdimensionalen Unterraumes ist — beide Voraussetzungen
konnen in unseren Féllen a priori nicht garantiert werden.

Dass die Aussagen von Satz nicht gelten miissen, wenn zwar Y, nicht aber Y + C(T)"
abgeschlossen ist, zeigt das folgende Beispiel.

Beispiel 6.1. Wir betrachten die Menge Y := {y; € C([0,1]) : ¢ > 2} mit Funktionen

1 1

wilt) = 0= g)alt) + on —
Lo 203

zi(t) = max{O,—QZ\t— 5 H—l},

vgl. Beispiel aus Beweis zu Lemma 2.4} Die nebenste-
hende Abbildung zeigt y2, y3 und ys4 (,Kerbe“ von
links nach rechts wandernd). Offenbar ist Y abge-
schlossen.




6.2. Minimalitidtsbedingungen 65

Y + C(T)" ist nicht abgeschlossen: Hierzu betrachten wir die Folge der Funktionen y; + z;,

1 1
gzl(t) + 9i+1 .

)+ 2(0) = (1= 2)z0) + gy + () =

Da die z; beschréinkt sind, folgt y; + 2; — 0 fiir i« — oo und wegen 2; € C(T)" schlieBlich
0ecl(Y+C(T)"). Aber 0 ¢ Y + C(T)*, denn fiir alle i > 2 gilt —y; ¢ C(T)*.

Das Problem (Pc ) mit C = C(T)*, k(¢t) = 1 und a(t) = 0 fiir alle ¢ € [0, 1] hat keine Losung:
Es gilt
{r: yi€a+1h—C(T)"} =12 +o0),

das Minimum iiber diese Mengen fiir ¢ > 2 wird also nicht angenommen. Jedes der Probleme
(Po ko) mit C = C(T)", k(t) =1 und a = y; ist hingegen lésbar. Es gilt ndmlich

{7: yi€yi+7k—C(T)"} =0, +00),

folglich ist (0,y;) eine Optimalldsung von (Pe(r)+ gy, )-

6.2 Minimalitdtsbedingungen
Den nachfolgenden Satz findet man bei Weidner, [89], Satz 6.2.2, fiir den Fall topologischer
Vektorrdume ).

Satz 6.3. Angenommen, C und k erfillen die Voraussetzung (V1), 0 € bdC, int C' # () und
y €Y. Dann gilt

ge &Y, 0)
yeEY,cC)

— (Oag) lost (PC,k,ﬂ)v
< (0,7) lost (Pcy) eindeutig.

Beweis. Der Teil ,,=* der ersten Aussage wurde bereits bei Satz gezeigt. Die Riickrichtung

folgt aus Lemma [6.1| und Satz [4.1] (iv).

g € E(Y,clC) bedeutet (Y — 7) N —clC = () und ist daher gemifl Satz (ii) dquivalent zu
2070k (y) = 20F(y — 7)) > 0 = 29F(5 — g) = 2979k(g) fiir alle y € Y\{g}. Diese Ungleichung
bestimmt aber gerade die eindeutigen Losungen des Problems (P ).

Der Optimalwert 7 = 0 ergibt sich aus 0 € bd C' und Satz (ii). ]

Wir erhalten als direkte Folgerung:

Satz 6.4. Seien K C C(T) ein Kegel mit nichtleerem Inneren, cl K + int C(T)* C int K und
keintC(T)*. Sei Y C C(T) nichtleer und § € Y. Dann gilt:

ge&u(Y,K) <= (0,9) lost (Prig),
ge&(Y,cdlK) <+ (0,9) lost (P y) eindeutig.
Beweis. Folgt aus Satz [6.3] [ |

Bemerkung 6.3. Die Aussagen des obigen Satzes gelten fiir alle in Kapitel betrachteten
Kegel K.
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Es gilt Eff (Y, cl K) C Eff (Y, K) C Eff,,(Y, K). Dass es sich hierbei durchaus um echte Inklusio-
nen handeln kann und wie in solchen Fillen die Eindeutigkeit der Losung des Problems (Pc 1 5)
wirkt, zeigt das nachfolgende Beispiel.

Beispiel 6.2. Sei T'=[—1,1] und Y C C(T) gegeben durch Y := {yo,y1,y2} mit
yo(t) =0,  wi(t)=—t,  wo(t) =min{—¢t,-2t},  te[-11]
Wir untersuchen £(Y, cl K), (Y, K) und &,(Y, K) bzgl.
K:={yeCT): y(t) >0fir —1<¢t<0, y(t)>—tfir0<t<1}.

Es gilt ¢l K + int @(T)* C int K, wir wihlen auerdem k(t) = 1, t € T. Wir stellen fest:

a) y1,y2 & yo — cl K, also yg € E(Y,clK). In der Tat ist yp einzige Losung des Problems
(PK,k‘,yo)'

b) vo,y1 ¢ y2 — K, aber y; € yo — cl K, also y2 € E(Y,K), y2 ¢ E(Y,cl K). Sowohl y, als
auch y; 16sen das Problem (P .y, ).

c) Yo,y2 ¢ y1 —int K, aber y2 € y; — K, also y1 € EW(Y, K), y1 ¢ E(Y, K). Sowohl y; als
auch y» 16sen das Problem (Pg .y, ).

Somit erhalten wir £(Y,cl K) C £(Y, K) C Eu(Y, K).

Fiir eigentlich minimale Elemente im Sinne von Geoffrion kann folgende Charakterisierung
bewiesen werden:

Satz 6.5. Fiir jedes Element j € Eq(Y) existieren ein konvexer Kegel C C C(T) mit int C # ()
und ©(T)™\{0} C int C sowie ein k € int C(T)*, so dass (0,y) eindeutige Lésung von (Pc . 5)
181.

Beweis. Sei y € £¢(Y). Wegen Satz existieren dann ein p € int M(T)" und ein m > 0,
so dass § € E(Y,Cpm). Wegen C(T)"\{0} C C,m und Lemma erfillen C' = C),,, und
k die Voraussetzung (V1), auBerdem ist C,, ,, abgeschlossen. Satz liefert schliefflich die zu
beweisende Aussage. [ ]

Die Aussage von Satz findet man bei Weidner fiir §) = R® als Aquivalenz und mit ,,freiem*
Parameter a, vgl. [89], Satz 6.2.13. Da Weidner im Beweis explizit a = y wéhlt und wir
die Aussage nur fiir a = ¢ verifizieren kénnen, haben wir uns fiir obige Form der Aussage
entschieden. Der Beweis selbst stiitzt sich bei Weidner auf die Darstellung Geoffrion-eigentlich
minimaler Elemente via Effizienz bzgl. konvexer Oberkegel von RY, vgl. [89], Satz 5.2.3, die
wir bereits bei Satz|3.3| diskutiert haben. Die Aquivalenz gilt im Raum ) = €(T') nicht, ebenso
wie alle Folgeaussagen.

Die Sétze [6.3| und geben bereits die Struktur wieder, die wir erwarten, enthalten allerdings
noch das auf Minimalitét zu priifende Element . Mit dem néchsten Resultat 16sen wir uns von
y als Parameter.

Satz 6.6. Sei K C C(T) ein Kegel mit nichtleerem Inneren und cl K + int C(T)* C int K,
keintC(T)*,Y C C(T) nichtleer, a € C(T)" beliebig und y € Y. Dann gilt:
ye &Y, 6" = (7,9) lost (Pk ),
yeEY,C(T)") = (7,9) lost (Pkra) eindeutig.
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Ist K dariiber hinaus konvex, so gilt

j € Eu(Y, K)
ye &Y, K)

— (7,9) lost (Pk k.a),
< (7,9) lost (Pkq) eindeutig.
Beweis. (7,7) lost das Problem (P ) genau dann, wenn

y€a+ 7k —clK,
T<min{r€R: yc€a+7k—clK} VyeY.

Dies heifit wegen Satz
Sy =y —a) 272 (g - a) = TN (g) Yy ey

Lost (7,y) das Problem (P ,) eindeutig, so gilt diese Ungleichung strikt. Das Funktional
2KF (und damit auch 25~%*) ist gem#f Lemma, a) und Satz wohldefiniert und stetig;
auBerdem ist es €(T")"-monoton und strikt (int €(7")™)-monoton, bei Konvexitéit von K sogar
K-monoton und strikt (int K)-monoton, vgl. auch Lemma Aus Lemma folgt somit fiir
jede Losung (7,9) von (P rq) ¥ € Eff, (Y, C(T)T) bzw. y € Eff,,(Y, K) und fiir jede eindeutige
Losung (7,y) von (Pkkq) § € EE(Y,C(T)") bzw. y € Eff (Y, K). |

Bemerkung 6.4. Die Aussagen des Satzes[6.6)sind Spezialisierungen der Sétze 6.2.1 und 6.2.6
von Weidner, [89], bzw. eine Ubertragung der Ergebnisse des Satzes 6.2.5 von Weidner, [89], in
den Raum C(T).

Weidner formuliert die Effizienzkriterien des Satzes als Aquivalenz:
geEf,(YK)<=37€eR, 3acCT): (7,9) 16st (Pxa)

vgl. etwa [89], Satz 6.2.5. Fiir den Beweis der Aussage ,,=“ verweist Weidner auf die Effizienz-
kriterien wie in Satz lediglich fiir die Aussage ,,<=“ wird der Beweis tatséchlich ausgefiihrt.
Weitere Untersuchungen haben gezeigt, dass sich in der Tat a priori kein a # 3 angeben 148t,
fur das (Pk q) minimale bzw. schwach minimale Elemente liefert. Wir haben daher Satz
nur als hinreichendes Minimalitéitskriterium formuliert.

Das nachfolgende Beispiel zeigt, dass ohne Konvexitéit von K die Aussagen des zweiten Teils
des Satzes [6.6] verloren gehen.

Beispiel 6.3. Wir untersuchen die Menge Y = conv {y1,y2} C C([—2,2]) mit

@ = [ Bl fire=0
b= 2 fiir t < 0
@ = {Ar2l-al >0
YW= U =7+ 18t +1] fiirt <0

(vgl. Beispiel [4.1)). D.h., wir betrachten die Menge ¥ = {yx = Ay1 + (1 = A)yo: 0 < A < 1},

(1) = 4—TA+BAX+2) [t —1] fiir ¢ >0
ITZU =7+ 00+ (13— 13\ [t+ 1] fiirt <0

Fiir 0 <A <p<1undy=y\—y, folgt

iy = { TA=m+3A—mft=1] firt>0
Ll 9N —p) —1BA—p)|t+1] firt<0 7
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d. h. ya(—1) < yu(=1), ya(1) > yu(1) und yx(t) # yu(t) fur allet € [-2,2) und 0 < A < p < 1.
Somit gilt £,(Y,C(T)") = E(Y,C(T)T) =Y. Weiter gilt fiir § = 1

glga%zy(t) +4- 79%1%21/@) =9A—p) =T6 (A —p) =2(A—p) <0,
also y\ € y, — D! fiir alle 0 < A < g < 1 mit D% als Kegel zur Geoffrion-eigentlichen Effizienz

(vgl. etwa Kapitel 4.2.3). Wir erhalten &,(Y, D') = £(Y, D') = {yo}. Wir erinnern daran, dass
D! i.a. nicht konvex und D'\{0} offen ist.

Wir wihlen & = 1 und a = 0. § 16st (Pp1  ,) gemif Lemmagenau dann, wenn 2P ~ak(g) <
ZP'=ak(y) fiir alle y € Y gilt. Laut Formel (4.5) gilt

t
Dl_a’k( ZDl’k(yA) = min max 73/)‘(8)4_%‘()

s€[—1,1] te[-1,1] 2
. ya(s) +6—4X
= min —F——
s€[—1,1] 2
min{4 — 7T\, =7+ 9A} + 6 — 4\
2 )

man erhélt le_“’k(yo) = le_“’k(yl) =-1/2< le_“’k(yA) fiir alle 0 < A < 1. Sowohl yq als
auch y; 16sen also (Pp1y,,), aber yi ¢ &, (Y, D).

z Yr) =

Schliefllich geben wir eine Charakterisierung minimaler Elemente an, wenn eine untere Schranke
fiir den zuldssigen Bereich bekannt ist. Der nachfolgende Satz ist eine Spezialisierung von
Satz 6.2.3 von Weidner, [89].

Satz 6.7. Sei K C C(T) ein konvezer Kegel mit int C(T)" Cint K # 0, Y C C(T) nichtleer,
a€CT),Y Ca+intC(T)" undy €Y. Dann gilt:

Y€ gw(K K) — (Lg) lost (PK,yfa,a),

gye&(Y,cdlK) < (1,9) lost (Prg—aa) eindeutig.

Beweis. Wegen Y C a +int C(T)" gilt ¥ — a € int @(T")", also erfiillen K und k := § — a die
Bedingung (V1b). Wir verfahren wie im Beweis zu Satz

(=) Die Funktionale 2% und 25=%* sind gem#f8 Satz wohldefiniert und stetig; wegen
Voraussetzung (V1b) gilt Dk 4 = D —qr = C(T). Laut Satz gilt: g € E,(V, K) =
(Y —g)N—int K = ) = 25979y — ) > 0 fiir alle y € Y. Da K C €(T) ein konvexer
Kegel ist, erhalten wir z59=(g — ) = 25972(0) = 0. Des Weiteren gilt
AUy —g) = min{reR: y—ger(j—a)—clK}

= min{reR: y—ge(r—1)(g—a)+y—a—clK—-y+a}

= —1+inf{reR: y—yger(@—a)—cK—-y+a}

= 1 ey )

= -1+ zK*a’g*a(y)

(vgl. auch Satz . Somit folgt
ATy = 142y — ) 2 14 TG - ) = 2N (g) = 1

d. h. g ist Minimalstelle von 2%~%¥=¢ {iber Y mit Optimalwert 7 = 1. Laut Lemma
ist (7,7) damit auch Losung des Problems (Pg g—q,q)-
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Falls § € £(Y,K), so folgt aus Satz die Ungleichung z%¥=%(y — 5) > 0 fiir alle
y € Y\{y} und entsprechend dem eben aufgezeigten Muster schlieBlich, dass (7, y) einzige
Losung des Problems (Pg g—q,q) ist.

(<) (1,7) lost das Problem (Pg g—q,q) genau dann, wenn
geEa+ (g—a)—clK,
l<min{reR: yca+7(y—a)—clK} VyeY.
Dies heifit wegen Satz [£.1] aber genau
AT y) = 2RIy —a) 2 12 207G —a) = 2HTTg) Yy ey

Lost (1,7) das Problem (Pg y—q,) eindeutig, so gilt diese Ungleichung offenbar strikt.
Wir erhalten analog dem Beweis von Satz die bendtigten Monotonie-Eigenschaften
fiir das Funktional z¥=% (und damit z%~%¥=%), um aus Lemma die gewiinschten
Aussagen zu folgern. ]

Die Sétze 6.7] geben nur jene Auswahl der moglichen Effizienzkriterien auf Basis des Pro-
blems (Pc o) wieder, die wir fiir unsere Untersuchungen benétigen. Fiir eine groiere Ubersicht
lese man etwa bei Weidner, [89], nach.

6.3 Stabilitit der Losungen

Wir bleiben im linearen topologischen Raum ). Seien C' C ) eine Teilmenge und a,k €
Vektoren. Sei Y C ) eine nichtleere Menge. Wir assoziieren mit dem Problem (Pcy,) die
mengenwertige Abbildung

T(a,k)=Tc(a,k)={r€R: a+7k €Y +clC}
und untersuchen deren Marginalfunktion m : C(T) — R U {—o0, 400}, gegeben durch
m(a, k) =mg(a, k) = infT7(a,k)

= inf{reR: a+7keY +clC}
= inf{re€R: a+7ke€y+clC, yeY}.

Wir setzen m(a, k) = 400, falls T (a, k) = . Mit domm := {(a,k) : —oco < m(a, k) < +o0}
bezeichnen wir den effektiven Definitionsbereich von m. Weiter definieren wir eine Funktion
g: domm — C(T) durch

9(a, k) = gc(a, k) := m(a, k)k + a.

Aus Lemma erhalten wir, dass m(a, k) endlich ist, falls eine der Bedingungen

(V1a) C C 9 ist eine Menge mit nichtleerem Inneren, fiir die ein Kegel K C ) mit int K # ()
und cl C' + int K C int C' existiert, und es gilt k € int K;

(V1b) C =b+ K C 9, wobei b € 9 ein beliebiges Element, K U {0} ein konvexer Kegel mit
int K # () und k € int K ist;

erfiillt ist und Y C & + int K fiir ein @ € %) und den Kegel K aus diesen Bedingungen gilt.
Die Abgeschlossenheit der Menge Y + clC impliziert g(a,k) € Y + clC, in diesem Fall gilt
g(a, k) € E,(Y,C).
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Die Funktionswerte von ¢ entsprechen genau den minimalen Elementen, die man per Skalari-
sierung mit den Paramentern a und k erhélt, m(a, k) ist der zugehorige Wert des Skalarisie-
rungsfunktionals. Die Ergebnisse des vorigen Kapitels zeigen, dass umgekehrt auch zu jedem
minimalen Element § ein Parameterpaar (a,k) gehort, so dass ¢y per Skalarisierung mittels
2¢=%F gewonnen werden kann. Dieser Zusammenhang begriindet in ) = R™ eine Vielzahl
interaktiver Methoden zur Bestimmung minimaler Elemente oder auch der gesamten Effizienz-
menge. Fiir solche Verfahren ist es oft niitzlich, dass die Funktion g bei kleiner Veréinderung
der Parameter auch nur eine kleine Verdnderung der Funktionswerte aufweist. Wir untersuchen
daher nun die Abbildungen m bzw. g auf Stetigkeit.

Satz 6.8. Seien C und k derart, dass Bedingung (V1) erfillt ist. Dann sind fir jedes solche k
bzw. fir jedes a € Q) die Funktionen m(.,k) bzw. m(a,.) halbstetig von oben. Ist dariiber hinaus
Y + clC abgeschlossen, so sind diese Funktionen stetig.

Beweis. Wir fixieren k gemifl den Voraussetzungen. Die Funktion m(., k) ist halbstetig von
oben, falls die Mengen {a € ) : m(a, k) > r} fir aller € R abgeschlossen, bzw. falls die Mengen
{a €Y : m(a, k) < r} offen sind. Seien also 7 € R und a € Y mit m(a,k) < 7 beliebig. Aus
der Definition des Infimums folgt dann die Existenz eines 7 < ¥ mit a + 7k € Y + cl C. Somit
gilt

ac—-Tk+ ([T —T)k+Y +clCC —rk+Y +intC,

d. h. U := =7k 4+ Y 4 int C ist eine offene Umgebung von a. Fiir jedes a € U existiert daher
ein £ > 0, so dass

a€—rk+eck+Y+itCC—(rF—e)k+Y +intCC —(F—e)k+Y +clC,

was m(a, k) <7 —e < T impliziert.

Um die Halbstetigkeit von unten der Funktion m(., k) zu zeigen, wéhlen wir 7 € R, a € 9
und verifizieren die Offenheit der Menge {a € 9 : m(a,k) > r}. m(a,k) > 7 impliziert in
der Tat a ¢ —7k +Y + clC. Die Abgeschlossenheit von Y + clC liefert die Offenheit von
D\{—7k +Y + clC} und damit die Offenheit von {a € Y : m(a, k) > r}.

Der Beweis der Halbstetigkeit der Funktion m(a,.) fir fixiertes a € 2 lduft analog. |

Es folgt sofort:

Satz 6.9. Seien C' und k derart, dass Bedingung (V1) erfillt ist. Dann sind die Abbildungen
g(., k) bzw. g(a,.), a €, halbstetig von oben. Ist dariber hinaus Y + clC abgeschlossen, so
sind diese Abbildungen stetig.

Beweis. Die Abbildung ¢ hingt linear von der Funktion m ab, die Stetigkeitseigenschaften
iibertragen sich daher. [ |

In Satz haben wir gezeigt, dass die Menge der minimalen Elemente durch eine weitere Para-
metervariation abgetastet wird: Sowohl k£ als auch a variieren, hingen aber linear voneinander
ab. Auch hierfiir erhalten wir entsprechende Stetigkeitsaussagen:

Satz 6.10. Seiy €Y beliebig. Wir nehmen aufierdem an, dass C und k := y—a die Bedingung
(V1) fir alle a € A C Q) erfillen. Dann ist die Funktion a — m(a,y — a) und die Abbildung
a v g(a,y —a) auf A von oben halbstetig. Ist dariiber hinaus Y + clC' abgeschlossen, so sind
diese Abbildungen auf A stetig.
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Beweis. Wir wihlen 7 € R, g € Y und a € 9 derart, dass m(a,y — a) < 7. Dann existiert
ein T € R, 7 <rF, mita+7(y—a) €Y +clC. Wir wihlen weiter ein A € (0,1), so dass
T:=7T+ A7 —7) # 1. Man erhélt dann

a € —-1(y—a)+Y +clC
C —Ty—a)+A\F—-7T)g—a)+Y +clC
C —7g—a)+Y+intC

dhU:=(01-7)"Y-Fg+Y +int O)N (Y —int C) ist eine offene Umgebung von a. Fiir jedes
a € U gilt somit
a€—-T(g—a)+Y +intCC —7(y—a)+Y +clC,

was m(a,y —a) < 7 < T impliziert.

Um die Halbstetigkeit von unten zu zeigen, wihlen wir ¥ € R, a € ) sowie y € Y und
verifizieren die Offenheit von {a € Y —clC : m(a,y —a) > 7}. Aus m(a,y — a) > 7 folgt in
der Tat a ¢ —7(y —a) + Y + cl C. Die Abgeschlossenheit von Y + ¢l C liefert die Offenheit von
D\(—7k +Y + clC) und daher die Offenheit der Menge {a € Y —clC' : m(a,y —a) > 7}.

Die Halbstetigkeit der Abbildung a +— g(a,y — a) folgt direkt aus der Definition von g. ]

Sterna-Karwat untersuchte ebenfalls die Marginalfunktion des Problems (Pc . q), vgl. etwa [79].
Sie bewies Halbstetigkeit der Abbildungen m und g in gleichzeitiger Abhéngigkeit von a und
k unter stirkeren Voraussetzungen. Die Sétze [6.3H6.7] zeigen jedoch, dass eine eingeschrinkte
Variation von a und k zur Charakterisierung der minimalen Elemente geniigt. Unter diesen
Einschrinkungen kénnen — wie oben geschehen — stérkere Stetigkeitsaussagen bewiesen werden.
Einige Resultate hierzu findet man auch in der Monographie von Goépfert, Riahi, Tammer und
Zalinescu, [25].

6.4 Spezielle skalare Ersatzaufgaben

Im letzten Teil dieses Kapitels beschéftigen wir uns mit speziellen skalaren Ersatzaufgaben.
Thnen gemeinsam ist, dass sie durch geeignete Darstellung der Parameter auf das Ersatzproblem
(Pc k,q) zuriickgefiihrt werden konnen.

In den Sektionen greifen wir einige von Weidner in [89], Kapitel 7 analysierte Er-
satzprobleme auf und verallgemeinern diese von ) = R" auf 9 = C(7). Nach unserem Wissen
sind diese Verallgemeinerungen in der Literatur bisher nicht behandelt worden. Abschnitt
behandelt Effizienzkriterien fiir C(T")-wertige Zielfunktionen, die von Zubiri bewiesen wurden.
Auch Zubiri behandelte das Optimierungsproblem zunéchst mit einer Skalarisierung, entwickel-
te erste Resultate dann aber auf eine andere Weise weiter.

Erwartungsgeméif lassen sich keineswegs fiir alle bekannten endlich-dimensionalen Ersatzpro-
bleme unendlich-dimensionale Entsprechungen finden: Bei der Hyperbeleflizienz etwa flieit in
die Nebenbedingungen der Ersatzaufgabe ein Produkt iiber alle Komponenten von gewissen
Vektoren im Bildraum R" ein, fiir welches uns kein sinnvolles Aquivalent in €(7") bekannt
ist. Bei bestimmten Erweiterungen der Tschebyscheff-Norm oder auch der Ersatzaufgabe von
Dubov werden bei der gewichteten Summation iiber die Komponenten gewisse Komponenten
ausgespart bzw. mit anderen Gewichten versehen, auch hier fanden wir keine sinnvolle Ent-
sprechung.
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6.4.1 Die gewichtete Tschebyscheff-Norm

Wir betrachten das Problem

min max w(t) (y(t) — a(t)) (6.2)

mit w € int &(T)" und a € €(T). Bezeichne Ly die Menge der Optimallésungen von (6.2, d. h.
die Menge derjenigen g € C(T'), die (6.2)) fiir eine Parameterkombination (w,a) 16sen.

Das Problem (6.2) entspricht wegen Formel (4.3) dem Problem (Pe(r)+ 1) mit k(2) := 1/w(?),
t € T; offenbar gilt k € int €(7)*. Damit erhalten wir:

Satz 6.11. Sei Y € C(T') nichtleer.

(i) Ist die Zielfunktion maxier w(t) (y(t) —a(t)) des Problems iber' Y nicht nach unten
beschrinkt, so gilt £,(Y,C(T)*) = 0.

(11) Ist Y + C(T)t abgeschlossen und Y C a+ int C(T)" mit einer Funktion a € C(T), so gilt
Ly NEY,C(T)T) # 0.

(iii) Fir jede Lésung § von gilt § € E,(Y,C(T)T). Fiir jede eindeutige Lésung i von
gilt § € E(Y,C(T)*).

(iv) Fiir beliebiges w € int C(T)T gilt:

7€ &Y, C(TT) = (0,7) lost mit a = 7,
ge&Y,Q(T)") < (0,7) lost mit a = eindeutiq.

(v) IstY Ca+int C(T)", so gilt:

g &Y, (M) «—= (1,7) lost mit w(t) = 1/(y(t)
jeEY,C(T)Y) = (1,9) st (6.3) mit w(t) = 1/(5(t)

(1)),
(t)) eindeutig.

<

—a
—a

Beweis. Offenbar erfiillen C' = C(T)" und k mit k(t) = 1/w(t) die Voraussetzung (V1a). Die
Aussage (i) des Satzes folgt mit 2¢~%*(y) = 2*(y — a) und Formel (4.3) aus Lemma Die
Sétze und mit K = C(T)" liefern (ii). Teil (iii) entspricht der Aussage von Satz
Teil (iv) der Aussage von Satz und Teil (v) haben wir bereits bei Satz [6.7| bewiesen.  ®

Satz verallgemeinert Satz 7.7.1 in der Habilitationsschrift von Weidner, [89], und damit
auch Folgerung 3.1 von Jahn, [43], auf den unendlich-dimensionalen Fall.

Fiir w = 1 spezialisiert Satz Resultate von Helbig, vgl. etwa [29], auf den Fall 9 =
C(T). Helbig selbst untersuchte Ersatzaufgaben fiir Vektoroptimierungsprobleme in beliebigen
lokalkonvexen, reellen, halbgeordneten Vektorrdumen.

Bemerkung 6.5. Fir Y C a + int C(T)" gilt

Iy — alleqry = max [y(t) — a(t)] = max (y(2) - a(t))

also stimmen die Lésungen von

min|ly — a
iy ly — allecr)

mit denen des Problems (6.2)) mit w = 1 iiberein. Satz ist somit eine unendlichdimensio-
nale Verallgemeinerung der klassischen Skalarisierung mehrkriterieller Optimierungsprobleme



6.4. Spezielle skalare Ersatzaufgaben 73

in 9 = R"™ mittels der Tschebyscheff-Norm bzw. gewichteten Tschebyscheff-Norm. Fiir die
entsprechenden Aussagen in R" vgl. man etwa Weidner, [89], Satz 7.7.1.

In diesen Kontext miissen auch die Ergebnisse von Zubiri, [95], eingeordnet werden, der fiir
2 = C(T') das Ersatzproblem

i t t) —al(t
min maxw()ly(t) - aft)

mit w € int C(T)*, Y C a+ int @(T)" betrachtet. Die Arbeiten von Zubiri werden in Kapi-
tel diskutiert.

Es existiert ein reicher Fundus numerischer und/oder interaktiver Verfahren zur Bestimmung
minimaler Elemente von Mengen Y C R", die auf der Skalarisierung mittels gewichteter
Tschebyscheff-Normen basieren. Weidner, [89], etwa diskutiert in Kapitel 7.7 eine Reihe der
bis ca. 1990 bekannten Ansétze und Verfahren diesen Typs. Eine Erweiterung dieser Verfahren
auf den unendlichdimensionalen Fall sind bisher kaum untersucht worden, wiirden allerdings
den Rahmen der vorliegenden Arbeit sprengen.

6.4.2 Wichtungsfaktoren
Wir betrachten das Problem

min max ( /T ydm—w) (6.3)

mit Radon-MaBen p; € M(T)*, M := {1, ..., un} derart, dass die Gleichungssysteme

/kd,ulzl, ey /kdunzl
T T

Losungen k € C(T) besitzen, und v; € R.
Lemma 6.3. Das Problem entspricht (Pp,, k.a) mit
Dy =Dy o= {y eC(T): /ydul >0, .., / ydpuy, > 0}
T T

und k, a als Losungen der Integralgleichungen
/kduizl Vi=1,..,n; /ad,ui:vi Vi=1,..,n.
T T

Beweis. Es gilt

yea+7k— Dy /(—y—l—a—l—Tk:)d,uZ->() Vi=1,..,n
T

= /ydui—/ad,uiST/k:dui Vi=1,..,n
T T T

Jrydpi — [padu;
Jrkdp

und damit die behauptete Beziehung zwischen Problem (6.3) und (Pp,, xa)- [

<7t Vi=1,..,n
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Die Bezeichnung des Kegels mit Dj; wurde bewusst gewiihlt, offenbar gilt

DM = D,ul,.“,,un = ﬂ D,Lbia

i=1,...n

wobei D,,; den Kegel aus der Charakterisierung der eigentlichen Effizienz in Sinne der linearen
Skalarisierung (vgl. Definition ff) bezeichnet. Daraus folgt direkt:

Lemma 6.4. D,; ist ein abgeschlossener, konverer Kegel, und es gilt

intDM:{yGG(T): /ydu1>0, ey /ydun>0}.
T T

Weiter gilt ©(T)* C Dy € Dy, Vi=1,....,n, Dy + C(T)T C Dy, sowie
Dy +C(T)"N\{0} Cint Dy, <<= p€intM(T)t Vi=1,..,n.

Wir erhalten:
Satz 6.12. Sei Y C C(T) nichtleer, u; € qint M(T)™" firi=1,...,n.

(i) Friir jede Lésung y von gilt §y € E,(Y,Dyr) und y € E,(Y,C(T)™T).
(ii) Fir jede eindeutige Losung g von gilt y € E(Y, Dyy) und y € E(Y,C(T)T).

Beweis. Die Aussagen (i) und (ii) folgen aus Lemma [6.4] und Satz |
Satz verallgemeinert Satz 7.2.1 in Weidner, [89], auf den Fall 9 = C(T).
Bemerkung 6.6. Mit n =1, u = u; € M(T)", v1 = 0 umfasst Problem den Sonderfall

i du. 6.4
gglgéyu (6.4)

Fir u € qint M(T)" liefert (6.4) die eigentlich minimalen Elemente im Sinne der linearen
Skalarisierung, vgl. Definition [3.5

Einen weiteren Spezielfall erhalten wir mit v; := ;.7 dp;. Das Problem (6.3) hat dann die Form

min - max /T (y —9) dpi (6.5)

mit y € C(T), u; € qint M(T)* fiir alle i = 1,...,n. Es gilt:
Satz 6.13. Sei Y C C(T) nichtleer, u; € qint M(T)" fir i = 1,...,n. Dann gilt

g€ &w(Y,Dy) < (0,9) lost Problem (6.5,
ge&(Y,Dy) < (0,y) lost Problem (6.5)) eindeutig.

Beweis. Folgt direkt aus Satz

SchlieBlich betrachten wir einen dritten Spezialfall: v; := [, ady; mit Y C a +int €(T)". Das
Problem (6.3)) hat dann die Form

min - max /T (y —a)dp; (6.6)

mit p; € qint M(T)™" fiir alle i = 1,...,n. Es gilt:
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Satz 6.14. Sei Y C C(T) nichtleer, Y C a+ int C(T)" und p; € qint M(T)* fiir i = 1,...,n.
Dann gilt

ye 5w(Y7 DM)

y € E(Y, D)

(1,9) lost Problem (6.6)),

<
< (1,7y) lost Problem eindeutig.

Beweis. Folgt direkt aus Satz
Die Aussage des Satzes lésst sich wie folgt weiterentwickeln:

y€&w(Y,Dy) < (1,7) l6st Problem (6.6),
_ > T )
— 11%22% /T(y a)d,ul_lrgi)% /T(y a)du; Vyey
— Vyev3ii<ize: [G-adnzmx [ G-ad
T 1<i<n Jp
— VYyev3i 1<i<n: /<y D= [ -y
T
_ - a)d
— VyeY3i1<i<n v - Jrly—a)dur
(g —a)dy

Folgerung 6.2. g € &,(Y, Dys) impliziert, dass das System

fT dﬂz<1v.
Jr(@ —a)du;

=1,...n
keine Losung in Y besitzt.

Effizienzkriterien dieser Art findet man bei Kaliszewski, vgl. etwa Theorem 3.7 in [49]. Ka-
liszewski beweist dieses Resultat allerdings ausschliellich fiir den Fall polyhedraler Kegel in
endlichdimensionalen Rdumen. Auch der Kegel Dj; kann als polyhedraler Kegel aufgefasst
werden, denn jede seiner Integralungleichungen fT ydp; > 0 charakterisiert einen Halbraum in
C(T), der Durchschnitt der durch pg, ..., u, bestimmten Halbraume bildet Djy.

Bemerkung 6.7. Problem bildet nur ein moégliches Analogon des endlichdimensionalen
Problems
: iNT
min max ((w')"y — i)

mit w’ € RY, v = (v1,...,vm) € R™. Da der endlichdimensionale Raum R™ mit seinem Dual-
raum iibereinstimmt, kénnen die Wichtungsfaktoren w’ zu Funktionen w® € €(T)T (bei glei-
chem Integrationsmaf} ) oder zu Mafien p; € M(T)" (ohne zusitzliche Verwendung von Ge-
wichtsfunktionen unter dem Integral) verallgemeinert werden. Man beachte, dass zwar jeder
Menge {w!,...,w™} € @(T)" und jedem MaB p € M(T)* eine Menge {yu1, ..., i} € M(T)*
mit fT wiydpy = nysz‘ fir alle y € C(T) und ¢ = 1,...,m zugeordnet werden kann, die
Umkehrung allerdings keinesfalls gilt. Hierbei bezeichne w'y die Funktion (w'y)(t) = w"(t)y(t).

6.4.3 Eine Ersatzaufgabe nach Helbig

Wir betrachten das Problem

min max <y(t) + % /T Yy — v(t)) (6.7)

yeY teT

mit p € qint M(T)™, m > 0 und v € C(T).
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Ersatzprobleme diesen Typs wurden von Helbig, vgl. etwa [30], untersucht.

Lemma 6.5. Das Problem entspricht (Pc,, ., k.a) Mit

ey

1
C’u,m::{yEG(T): y(t)—l—/yduZO VtET}
mJr

und k,a als Lésungen der Gleichungen

1 1
—l—/k‘d,u:l, a(t)—l—/ad,u:v(t), teT.
m Jp mJr

Beweis. Es gilt

1
yea+71hk—Cyum = a(t)+7k(t) —y(t) + — /(a—l—Tk: y)du>0 VteT

— ) m/ — a) ,u<7'<k:(t) 1/kd,u> VieT

y(t)+m~t [Lydp—a(t) —m™" [Ladp

<7 VteT
k() + mL [ kdp ST Ve

—

und damit die behauptete Beziehung zwischen Problem (6.7) und Problem (Pg, ,, x.a)- |

In Kapitel haben wir bereits mit dem Kegel C},,, Geoffrion-eigentlich minimale Elemente
charakterisiert. Die Ergebnisse von dort greifen wir nun auf und erhalten:

Satz 6.15. Sei Y C C(T') nichtleer.

(i) Fir jede Lésung y von gilt § € E,(Y,C(T)T). Fiir jede eindeutige Lésung i von

gilt § € E(Y,C(T)1).

(11) Fiir jedes j € Eq(Y') und jedes Mafs p € qint M(T)" existiert ein m > 0 derart, dass i
Optimallosung von Problem mit v(t) = g(t) + m~* Jrydp, t € T, bei beliebigem
m > m st.

Beweis. Die Aussagen folgen aus den Sétzen und sowie Lemma [ |

Bemerkung 6.8. Laut Weidner, [89], Satz 7.3.1 ist im Fall ) = R" jede Losung des Problems
(6.7) Geoffrion-eigentliche minimal. Die Verallgemeinerung dieser Aussage auf ) = C(T") schei-
tert erneut daran, dass die Charakterisierung £q(Y") € UU,,>¢ €(Y; Cpm) lediglich als Inklusion,
nicht aber als Gleichheit gilt, vgl. Abschnitt

6.4.4 Eine Verallgemeinerung der Hurwitz-Regel

Wir betrachten das Problem

min (h - max y(t) + (1 - h) - min y(t)) (6.8)

mit % € [0,1]. Bezeichne Ly die Menge der Optimallssungen von (6.8)), d. h. all jene y € Y, die
das Problem fiir ein h € [0, 1] 16sen.
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Weidner betrachtet in Kapitel 7.8 ihrer Habilitation, [89], ein solches Ersatzproblem (fiir ) =
R") und bezeichnet dies unter Berufung auf Chankong und Haimes, [§], als Hurwitz-Regel. Hier-
nach geht das Ersatzproblem auf eine als Hurwitz-Regel bekannte Strategie bei Entscheidungen
zwischen unsicheren Alternativen zuriick. Diese Strategie ldsst dem Entscheidungstréiger eine
Gewichtung h zwischen einer optimistischen Strategie (h = 1) und pessimistischen Strategie
(h = 0), welche er seinem eigenen Empfinden anpassen kann.

Fiir h = 1 enspricht Problem der Aufgabe (6.2) mit w =1 und a = 0.
Lemma 6.6. Das Problem entspricht (Pc, ka) mit

Beweis. Es gilt
y€a+71k—Cp <= hmin(—y(t))+ (1 —h) max(—y(t))+7>0
teT teT
: — h) - mi <
<~ h max y(t)+ (1 —h) min y(t) <t

und damit die behauptete Beziehung zwischen Problem und (Poy, ka)- [ ]

Offenbar ist C}, ein abgeschlossener Kegel. Fiir h = 1 erhalten wir Cj, = €(T)", fir 0 < h < 1
ergibt sich

h . s
= . —_— > =
Ch {y € C(T) max y(t) + T— 7 in y(t) > 0} clD
mit 6 = h/(1 — h) und D? dem der Geoffrion-eigentlichen Effizienz zugeordneten Kegel (vgl.
Definition ff). Daher ist Cj im Allgemeinen nicht konvex, des Weiteren gilt int C}, = D?

mit 6 = h/(1 — h).
Wir erinnern daran, dass gy genau dann eigentlich minimal im Sinne von Geoffrion ist (d. h.

7 € E6(Y)), wenn ein § > 0 existiert, so dass § € £(Y, D°) gilt. Entsprechend gilt § € £5(Y)
genau dann, wenn ein h € (0, 1) existiert, so dass § € &,(Y, Cy) gilt.

Satz 6.16. Sei 0 < h <1 undY € C(T) nichtleer.

(i) Ist die Zielfunktion des Problems tber Y micht nach unten beschrdinkt, so gilt
Ea(Y) =0.

(ii) Ist Y + C(T)" abgeschlossen und Y C a+ int C(T)" mit einer Funktion a € C(T), so gilt
Ly Nnéq(Y) # 0.

(iii) Fir jede Lésung § von gilt § € E,(Y,C(T)T). Fiir jede eindeutige Lésung ij von
gilt § € E(Y,C(T)*).

Beweis. Offenbar erfiillen C' = C}, und k& = 1 die Voraussetzung (V1a). Die Aussagen (i) und

(ii) des Satzes folgen mit 2¢~%*(y) = 2%*(y — a) und Lemma aus Lemma und Satz
Teil (iii) entspricht exakt der Aussage von Satz |

Bemerkung 6.9. Weidner gibt in [89], Satz 7.8.1 ein Kriterium fiir y € £¢(Y') auf Basis des
Ersatzproblems an, welches allerdings auf ) = R? und gewisse h beschrinkt ist. Diese
Aussage spiegelt die Voraussetzungen wider, unter denen C}, konvex ist. In der Tat bendtigen
alle Resultate aus Kapitel der vorliegenden Arbeit entweder die Konvexitit von C oder die
Festlegung von a (was hier ebenfalls nicht moglich ist). Beispiel behandelt ein Beispiel einer
Losung des Problems mit h = 1/2.
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6.4.5 Einige Bemerkungen zu Effizienzbedingungen von Zubiri

Zubiri prisentiert in [95] und [96] Kriterien fiir schwache Effizienz C(T')-wertige Abbildungen.
Er betrachtet hierzu das Ersatzproblem

min max w(t)|y(t) — a(t)] (6.9)

mit w € int C(T)", Y Ca+int C(T)".
Wie bereits in Bemerkung dargelegt, gilt fir Y C a +int &(T)" und y € Y

w(®)]y(t) —a(t)] = w(t)(y(t) — a(t)),

also stimmt unter diesen Voraussetzungen das Problem mit Problem ([6.2) iiberein. Die
Aussage von [95], Theorem 1, folgt daher direkt aus Satz (v). Theorem 2 in [95] beinhaltet

eine hinreichende Effizienzbedingung, die wir unter schwicheren Voraussetzungen als Zubiri in
Satz (iii) bewiesen haben.

In [96] entwickelt Zubiri seine Ergebnisse weiter:

Satz 6.17. Sei f: X — C(T'), X C X eine nichtleere Menge, f(X) sei C(T')-konvex und erfiille
f(X) Ca+ C(T)* fir ein a € C(T). Sei & € Eff ,(X,C(T)"). Dann gibt es ein Radon-Map p
und eine Funktion w € int C(T)", so dass

@) du = mip /T i) du, (6.10)
[@=i@ndn = mnwe) - i@). (6.11)
T €

ol < masw() (6.12)

gilt, wobei |u| die Totalvariation des Mafes p angibt. Ist X kompakt, so sind diese Kriterien
auch hinreichend fiir schwache Effizienz.

Fiir den Beweis der Notwendigkeit von (6.10))-(6.12)) skalarisiert Zubiri das C(T')-wertige Pro-
blem wieder mittels der Abbildung |[|.[[, : C(T) — R,

1yl = max w®)|y(t)],  y € CT)

und wendet auf das so erhaltene skalare Problem die klassischen Optimalitdtsbedingungen
in Subdifferentialform an. Umgekehrt kann Zubiri die Bedingungen (6.10))-(6.12) direkt zur
Optimaltitdtsbedingung fiir das skalarisierte Problem zusammenfassen.

Gleichung gleicht den Resultaten, die wir mit der linearen Skalarisierung erreicht haben,
vgl. etwa Satz [£.11] mit k¥ = 1. Beim genauen Nachvollziehen der Beweise ergab sich allerdings
ein wesentlicher Unterschied: Zubiri spricht zwar von regulidren Borel-Maflen (was formal die
Positivitit der Mafie bedeuten wiirde), fithrt im Beweis jedoch per Riesz’schem Darstellungs-
satz die verwendeten Mafe als Radon-Mafe ein (deshalb verwenden wir in unserer Darstellung
seiner Resultate das Wort ,Radon-Mafi*). Auch aus den anderen beiden Bedingungen
und konnten wir die Posititvitdt des Mafles nicht folgern. Umgekehrt implizieren unse-
re Ergebnisse, also Gleichung zusammen mit der Positivitdt des Mafles, die Gleichung
(6.11)), und Ungleichung kann durch eine geeignete Normierung erhalten werden. In dieser
Hinsicht sind Zubiris Resultate als stérker als die entsprechenden Resultate in der vorliegenden
Arbeit einzuschitzen. Allerdings diirften Zubiris Kriterien wegen des zusétzlichen Parameters w
und des Systems aus zwei Gleichungen und einer Ungleichung, das erfiillt sein muss, numerisch
schwerer umsetzbar sein als unsere Effizienzkriterien.
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In diesem Kapitel widmen wir uns abschlielend zwei verschiedenen Anwendungsbeispielen. Ei-
nerseits zeigen wir, wie Modellierungen realer Probleme auf Vektoroptimierungsaufgaben mit
C(T)-wertigen Abbildungen fithren, andererseits sollen solche Probleme dann mit den Ergeb-
nissen der vorangegangenen Kapitel untersucht werden.

7.1 Standortoptimierung

Wir haben in der Literatur keine Beispiele gefunden, bei denen die Modellierung von Stand-
ortproblemen auf ein C(7T')-wertiges Optimierungsproblem fiithrt. Denkbar ist dennoch folgende
Fragestellung:

Zu einem gegebenen Gebiet T C R? (Stadtteil, Verwaltungsbezirk o. #.) sei eine Verteilung
w, w(t) > 0 fiir alle t € T, gegeben, welche die durchschnittliche Aufenthaltsdauer von Ein-
wohnern an einem bestimmten Ort ¢ € T" angibt. Wir gehen sinnvollerweise davon aus, dass w
iiber T" von oben beschrénkt ist. Nun soll eine zentrale Versorgungseinrichtung oder etwa ein
Rettungsstiitzpunkt errichtet werden, der fiir alle relevanten Personen gut (schnell) erreichbar
sein soll. Durch duflere Gegebenheiten kann die Einrichtung auflerdem nur an Orten im Gebiet
X C R? gebaut werden.

Fiir die Berechnung des Abstandes zweier Orte voneinander sind verschiedene Abstandsfunk-
tionen vorstellbar. Praktische bzw. numerische Relevanz besitzen besonders:

a) die [,-Norm, ||z —t|, = (327, |zi — t:[P)"/?, 1 < p < oo, mit dem Spezialfall ||. 2, der die
Luftlinie zwischen zwei Punkten x = (x1,x2) und t = (t1,t2) angibt;

b) die Maximum- oder Manhattan-Norm, ||z — t||max = max {|z1 — t1], |x2 — t2|}, die den
maximalen Abstand entlang einer Richtung im Gelénde charakterisiert.

Daneben kénnen iiber die zu Grunde gelegte Norm ein vorhandenes Straflennetz oder auch
Barrieren im Gelidnde (z. B. nicht iiberquerbare Stralenabschnitte) beriicksichtigt werden. In
solchen Fillen verlieren die Abstandsfunktionen dann moglicherweise ihre Konvexitét.

Des Weiteren soll die Verteilung w der Einwohner beriicksichtigt werden, so dass sich als Ziel-
abbildung f: R? — ©(T),
f(@) () == w(t) |z — 1]

mit einer zunichst beliebigen Norm ||.|| auf R? ergibt. Wir betrachten nun das Vektoroptimie-
rungsproblem

f(x) = V —min  z € X C R
mochten also die Effizienzmengen Eff (f(X), €(T)T) bzw. Eff,(§(X), €(T)™") bestimmen. Jeder
Punkt in dieser Menge zeichnet sich dadurch aus, dass eine Anniherung der zu bauenden
Einrichtung an einen Ort die Entfernung von einem anderen relevanten Ort vergrofiert.

Als (ein) Kriterium fiir einen effizienten Standort erhalten wir:
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Satz 7.1. Es seien T, X C R? nichtleere Mengen, T kompakt, k € int C(T)* und
f(@)(t) == w(t) |z — ¢,  zeR?

mit einer beliebigen Norm ||.|| auf R?. Dann gilt & € Eff,(f(X),C(T)*) genau dann, wenn ¥
das Problem

max <7:((;)(Hx—t\| - Hg-c_tn)) Somin,  zeX, (7.1)

lost. Gilt dariiber hinaus fir jede andere Losung T des Problems

i (‘;;((f)) (I —t] — 1z - t|>> —0,

so folgt sogar T € Ef (f(X),C(T)™).

Beweis. Die Aussage folgt direkt aus Satz [

Die Menge der schwach effizienten Orte kann im Falle eines konvexen zuldssigen Bereiches und
der lo-Norm nun néaher spezifiziert werden:

Satz 7.2. Sind T, X C R? nichtleere Mengen, X konvex, T kompakt, w: T — R eine Funktion
mit 0 < wy < w(t) < ws fiir allet € T, und ist f : R? — C(T) gegeben durch

f(2)(t) = w(t) o —tl = w(t) V]er = 1P + o2 — 122, w€R?

so gilt T € Eff,(§(X),C(T)") genau dann, wenn T € X N (convT — N(X;T)).

Satz schafft die Moglichkeit, die Effizienzmenge fiir das betrachtete Standortproblem relativ
leicht geometrisch zu bestimmen: Mit den gegebenen Standorten ¢ € T steht auch conv T fest,
man braucht also nur noch diejenigen Elemente z € X zu bestimmen, die von conv7 in
Richtung des Negativen des Normalenkegels an X in Z liegen.

Fiir den Beweis von Satz benétigen wir folgendes Hilfsresultat:

Lemma 7.1. Seiy : T — R? eine stetige Funktion mit 0 < ||y(t)| < m fiir alle t € T, ein
m > 0 und eine beliebige Norm ||.|| auf R2, sei w € C(T) eine gegebene Gewichtsfunktion mit
0<w <w(t) <ws fiirallet € T. Sei K € R? ein abgeschlossener konvezer Kegel. Dann gilt

y(t)
0 € conv <U w(t) ||y(t)||> + K = 0 € conv (U y(t)) + K.

te’T teT

Beweis. Der Beweis erfolgt per Negation und in zwei Schritten:

(i) Wir zeigen zunéchst die Abgeschlossenheit von conv (J,cr y(t) + K: Wegen der Stetigkeit
von y als Funktion ist | J,cp y(t) abgeschlossen und beschrinkt, geméfl Theorem 17.2 bei
Rockafellar, [7I], damit auch conv J,cr%(t). Insbesondere ist die letztere Menge also
kompakt. Als Summe einer kompakten und einer abgeschlossenen Menge ist schliefflich
conv |, y(t) + K abgeschlossen.

Analog kann man auch die Abgeschlossenheit der Menge conv - w(t) y(t)/[ly(t)| + K

zeigen.

Die Konvexitit von conv | J,cpy(t) + K und conv J,cpw(t) y(t)/[ly(t)|| + K ist offen-
sichtlich.
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(i) Wir nehmen nun an, es gilt 0 ¢ conv J,cry(t) + K. Gemif dem starken Trennungs-
satz zur Separation eines Punktes von einer abgeschlossenen konvexen Menge (vgl. etwa
Theorem 3.18 bei Jahn, [42]) existiert ein Funktional u € R? und ein Skalar a € R, so
dass

u(z) >a>u(0)=0 V z € clconv (U y(t)) + K.
teT

Da dieses Ungleichungssystem insbesondere fiir alle z = y(t) + k mit t € T und k € K
gilt, folgt unter Beachtung der Schranken fiir w(¢) und ||y(¢)|| die Abschitzung

w(t) «
T 0 +R) > wld) poy

Wegen (w(t)/||y(t)]|) k € K impliziert dies

u( >w— >0 VteT, VkekK.

3le

a s wity YO
u(z)>w1m>0 v EtLeJT (t) ”y(t)H—i-K,

und aufgrund der Linearitdt von u folgt

ulz w g z conv w y(t)
(2)>wi—>0 Vze <tLEJT (t) Hy(t)H>+K'

Wegen u(0) = 0 folgt 0 ¢ conv (U,cr w(t)y(t)/llyt)]]) + K.

(iii) Gelte O ¢ conv |J,epw(t)y(t)/|ly(t)||+ K. Wir wenden erneut den starken Trennungssatz
(Theorem 3.18 bei Jahn, [42]) an und erhalten die Existenz eines Funktionals v € R? und
eines Skalars o € R, so dass

= z conv w y(t)
u(z) <a<u0)=0 Vze (g (t) |y(t)”> + K.

Nun kann analog Beweisteil (ii) die Multiplikation mit ||y(¢)||/w(t) und anschlieBend der
Ubergang zur konvexen Hiille vorgenommen werden. Man erhélt die gewiinschte Aussage

0 ¢ conv (Jyer y(t)) + K. ]

Beweis von Satz Ist T C R? nichtleer, so gilt f(z) € €(T) fiir alle z € R?. Aus Satz
folgt
z € Eff,(f(R), &(T)") <= 0 € cleonv | 9f(Z)(t) + N(X; ).
teT
Fiir die Subdifferentiale Of(x)(¢) erhalten wir

m@xwzw@»{{@‘“mx‘W” ﬁ“x¢t}, (7.2)

{U|t cR?: ||u‘tH2 < 1} firz=t

vgl. etwa Rockafellar, [71], Abschnitt 23. Wir unterscheiden nun zwei Fille:
a) Gilt Z € X NT, so gibt es ein ¢t € T mit = ¢. Wir erhalten
0€0f(z)(t) ={z e R": [zlla <w(t)}.

Der Kegel N(X;z) enthilt ebenfalls die Null, also folgt & C Eff,,(f(X), €(T)™).
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b) Fiir z € X N (R2\T) gilt

T € Eff,(F(X),C(T)") <= 0¢&clconv <U w(t) Hx—tH2> + N(X; 7).
tel

Wegen der Kompaktheit der Menge 7" und der Stetigkeit der Funktion w ist die Men-
ge Userw(t)(z — t)/[|Z — t||2 beschrinkt und abgeschlossen. Daher geniigt es, mit der
konvexen Hiille statt der abgeschlossenen konvexen Hiille zu arbeiten, vgl. Theorem 17.2
bei Rockafellar, [71]. Die Abbildung y(t) :=  — ¢ und der Kegel N(X;z) erfiillen des
Weiteren die Voraussetzungen von Lemma [7.1] wir erhalten

Z € Eff,(f(X),€(T)") <= 0€conv | J(z —t) + N(X;z)
teT
< zTeconvl — N(X;7)

Die Zusammenfassung von a) und b) liefert die Behauptung. [ |

Folgerung 7.1 (unrestringiertes Problem). Im Falle X = R? gilt unter den Voraussetzun-
gen von Satz[7.2] die Gleichheit Eff,,(f(R?), C(T)*) = conv T.

Bemerkung 7.1. Die Voraussetzung der Kompaktheit von 7' musste zur mathematischen
Modellierung des Problems kiinstlich hinzu genommen werden, um es mit den hier darge-
stellten Methoden behandeln zu konnen. Betrachtet man reale Problemstellungen, so ist die
Menge T der vorhandenen Stand- bzw. Aufenthaltsorte in der Regel von vornherein beschrénkt
(etwa durch den begrenzten geographischen Horizont), so dass diese Voraussetzung keine Ein-
schriankung darstellt.

Satz[7.2)und Folgerung|[7.1] verallgemeinern das bekannte Resultat von Kuhn aus den spéiten 60er
Jahren fiir endliche Mengen T', vgl. [51], wonach die Menge der schwach effizienten Standorte
genau mit der konvexen Hiille der vorhandenen Standorte iibereinstimmt.

Man erhélt ahnliche Ergebnisse auch aus der Arbeit von Carrizosa und Plastria, [7]. Dort wird
ein Vektoroptimierungsproblem mit unendlich vielen Zielfunktionen betrachtet, welches sich
als Vektoroptimierungsproblem in C(7") iiber X = R" darstellen lisst. Carrizosa und Plastria
geben Effizienzkriterien in der von uns verwendeten Subdifferentialform an.

Bemerkung 7.2. Die Aussagen der Sitze und gelten auch fiir Teilmengen T, X C X
reflexiver Banach-Réume mit einer Norm, fiir deren Subdifferential die Gleichung gilt.
Dann muss allerdings in allen betreffenden Aussagen wieder mit der abgeschlossenen konvexen
Hiille statt nur mit der konvexen Hiille gearbeitet werden.

7.2 Approximationstheorie

Die Aufgabenstellung in der Approximationtheorie lautet, eine gegebene Funktion f € C(T)
durch Funktionen einer bestimmten Funktionenklasse moglichst gut zu approximieren. Die zur
Verfiigung stehende Funktionenklasse ist iiblicherweise durch eine Menge G C C(T') charakte-
risiert. Meist wird G durch so genannte Ansatzfunktionen g; € C(T), i = 1, ..., n, erzeugt:

G={geC): g(t) =) cigi(t), ci € R}.
=1
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In diesem Falle ist G ein linearer Unterraum von C(7'), und viele Autoren sprechen dann von
linearen Approximationsaufgaben. Die Approximation selbst kann bzgl. verschiedener Normen
IIll, etwa der Maximumnorm oder der L;-Norm durchgefiithrt werden. Das Optimierungspro-
blem lautet somit in der allgemeinen Fassung

llg — fIl — min bei g € G. (7.3)

Solche Approximationsprobleme sind sowohl fiir verschiedene Normen als auch fiir verschiedene
Funktionenklassen g eingehend untersucht worden; fiir Details sei auf einschldgige Monogra-
phien verwiesen, etwa Kosmol, [50], oder fiir eine Darstellung aktueller Ergebnisse, Wuytack
und Wimp (Editoren), [93].

Dariiber hinaus gibt es eine Reihe von Ergebnissen zu verschiedenen vektorwertigen Ansétzen
in der Modellierung der Approximationsaufgabe. Exemplarisch seien hier die Arbeiten von
Gopfert und Tammer, [26], zur Beriicksichtigung verschiedener Normen, jene von Jahn, [39],
und Jahn und Krabs, [46], zur simultanen Approximation der Funktion und ihrer Ableitungen
sowie die Arbeit von Wanka, [84], iiber vektorielle Normen genannt. Still, [80], untersuchte die
Approximation von Abbildungen f mit Werten in Banach-Réumen.

Wir wéhlen einen eigenen Zugang zur Approximation: Statt des maximalen Abstandes soll
g die Funktion f punktweise moéglichst gut ndhern, d. h. wir untersuchen die Minimalmenge

E(F(G),C(T)") mit der Abbildung f: C(T) — €(T),

Offenbar ist diese Abbildung €(7')*-konvex.

Die Vorzeichenfunktion sei nachfolgend als

1 fira>0

1 fira<o® CER

sign (@) == {

definiert.

Das folgende Resultat ist eine vektorwertige Version des aus der reellen Approximationstheorie
bekannten Kolmogoroff-Kriteriums.

Satz 7.3. Sei G konvex, f € C(T)\G, T kompakt und f(g)(t) = |f(t) — g(t)|. Dann gilt
(i) g € EE(§(G),C(T)"), falls es kein g € G, §(g) # (g), gibt mit
(9() —g(®) (ft) —g(t)) >0  VieT.
(ii) g € Eff,(§(G), C(T)") genau dann, wenn es kein g € G gibt mit
(9(t) —g(®) (f(t) —g()) =0 ViteT.
Beweis. Wir nutzen die Charakterisierung effizienter Elemente aus den Sétzen [5.9 und

g € Eff(f(G),C(T)") = sup °(3;9—9)(t) >0 Yged, f(9) #§@), (74
g € Eff,(f(G), (1)) = sup °(g;9 —9)(t) >0 VgeQa, (7.5)
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In unserem Fall erhalten wir als (rechtsseitige) Richtungsableitung

o h(t) sign(g(t) — h(t)) bei £(1) £ g(t)
”g””“)‘{ e bei (8) — g(1

Somit gilt sup,cr §°(g;9 — g)(t) > 0 genau dann, wenn

sup ((g(t) — g(t)) sign (g(¢) — (1)) = max ((¢(t) — g(¢)) sign (3(t) — f(?))) > 0.

teT teT

Da die Vorzeichenfunktion das gleiche Vorzeichen wie ihr Argument einbringt, ist diese Unglei-
chung dquivalent zu

max(g(t) — g(t)) (9(t) = f(#)) > 0.

teT

Die Aussage (7.4) bedeutet daher: Hinreichend fiir g € Eff (f(G), C(T)™") ist, dass die letzte
Ungleichung fiir alle g € G, f(g) # f(g) gilt, bzw. dass kein g € G, f(g) # f(g) existiert, so dass

(9(t) = g(t)) (9(t) — (1)) < max(g(t) —g(1)) (g(t) — f(1)) <O VieT.

teT
Die Multiplikation mit —1 liefert die gewiinschte Aussage fiir die effizienten Elemente.

Gilt g(t) = f(¢t) fiir ein t € T, so ist mit h = 0 die Variationsungleichung in (7.5)) trivialerweise
erfiillt, und g ist ein Kandidat fiir die Menge der schwach effizienten Elemente. Gilt g(t) # f(¢)
fiir alle t € T', so muss jedes schwach effiziente Element g die Variationsungleichung

jéﬁg((g(t) —g(t))sign (3(t) — f(1))) = max((g(t) — g(t))sign (5(t) — £(1)))
> 0 VgeG

erfiillen. Analog den obigen Betrachtungen erhilt man nun auch die zu beweisende Aussage fiir
die schwach effizienten Elemente. ]

Bemerkung 7.3. Ist G ein linearer Teilraum von C(7'), so konnen die Effizienzkriterien in
Satz [7.3] ersetzt werden durch

(i) g € Ef(f(Q),C(T)™T), falls es kein g € G, f(g) # f(g), gibt mit
gt) (f(t) —g(t)) >0  VteT.
(i) g € Eff,(§(G),C(T)") genau dann, wenn es kein g € G gibt mit

gt)(ft)—gt) >0 VteT.

Satz ist ein C(7T')-wertiges Pendant zu einem wichtigen Charakterisierungssatz fiir Bestap-
proximationen, vgl. z. B. Kosmol, [50], Abschnitt 4.4.1. In der reellwertigen Approximations-
theorie muss die Ungleichung in jedoch nur fiir jene t € Tj gelten, die |f(t)—g(t)| = || f—7l|
erfiillen. Damit liefert unser Kriterium mehr effiziente Elemente als Bestapproximationen exi-
stieren. Dies entspricht allerdings der Erwartung, da wir ja auch mehr Elemente als (multikri-
teriell) minimal identifizieren als dies im skalarwertigen Rahmen der Fall wére.
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In der vorliegenenden Arbeit haben wir Mehrkriterielle Optimierungsprobleme mit C(7")-wer-
tigen (Ziel-) Abbildungen untersucht. Anwendungen solcher Problemstellungen findet man etwa
in der Standortoptimierung oder Approximationstheorie. Zudem stellt der Raum C(7T") der auf
T stetigen reellwertigen Funktionen ein aus mathematischer Sicht interessanten Zwischenfall
zwischen der endlichdimensionalen Mehrkriteriellen Optimierung und der abstrakten Vektor-
optimierung dar und verdient daher eine eingehende Untersuchung.

Es zeigte sich zunéchst schnell, dass dem Raum C(7'), halbgeordnet durch den Kegel der punkt-
weise positiven Funktionen, wichtige ordnungstheoretische Eigenschaften fehlen. Ein Teil die-
ses Mangels konnte allerdings durch punktweises Rechnen kompensiert werden. So stellen die
klassischen Effizienzbegriffe lediglich eine Erweiterung der Pareto-Effizienz dar, und auch die
Begriffe der eigentlichen Effizienz von Borwein, Benson, Henig und die eigentliche Effizienz auf
Basis der linearen Skalarisierung lassen sich miihelos {ibertragen.

Einen wesentlichen Beitrag stellen die Ausfithrungen zur Geoffrion-eigentlichen Effizienz dar,
vgl. Kapitel Der Begriff der Geoffrion-eigentlichen Effizienz war bisher nur fiir endlich-
dimensionale Vektoroptimierungsprobleme eingehend untersucht worden, obgleich Abstraktio-
nen auf andere Ordnungskegel bzw. fiir topologische Vektorrdume existeren (vgl. Borwein und
Benson). Weidner ordnete diesen Typ Effizienz in das Konzept eigentlicher Effizienz im Sinne
von Henig ein, indem sie einen Kegel einfiihrte, der die Geoffrion-eigentlich minimalen Elemente
charakterisiert. Im Rahmen dieser Arbeit gaben wir eine Verallgemeinerung des Kegels auf den
Fall 9 = C(T) an, fiir welche die wesentlichen Eigenschaften aus R" giiltig bleiben. Dariiber
hinaus wurde mit eine fiir Rechnungen praktikablere Darstellung gefunden.

Fiir die Skalarisierung unserer Optimierungsaufgaben verwendeten wir das Konzept von Tam-
mer und Weidner. Dieses erfasst viele in der Literatur bekannte Skalarisierungsfunktionale
und ermoglicht daher eine geschlossene Darstellung der sich ergebenden Skalarisierungsresul-
tate. Das Konzept wurde fiir die von uns betrachteten Aufgaben adaptiert und anschliefend
mit verschiedenen Kegeln untersucht. Dabei war es uns ein besonderes Anliegen, den sich er-
gebenden Skalarisierungsfunktionalen eine praktikable numerische Form zu geben, was durch
Umwandlung in Maximum- bzw. Minimax-Funktionen erreicht wurde.

Ebenfalls neu ist die Entwicklung von Effizienzbedingungen in Subdifferentialform auf Basis
der Skalarisierung. Die Anwendung der klassischen (verallgemeinerten) Ableitungsbegriffe auf
das urspriingliche Problem bereitet erhebliche Schwierigkeiten, da wegen der fehlenden Ord-
nungsvollsténdigkeit von C(7") an Grenzwertiibergéinge harte Voraussetzungen gekniipft wer-
den miissen. Unsere Ergebnisse basieren auf dem skalarisierten Problem und nutzen explizit
die Struktur der Kegel bzw. des Raumes C(7"). Dadurch gelang es, Effizienzbedingungen zu
beweisen, die in ihrer Struktur entsprechenden Ergebnissen aus der endlichdimensionalen Vek-
toroptimierung gleichen und diese daher verallgemeinern.

Die untersuchte Skalarisierung fiihrt zu einer ganzen Klasse von skalaren Ersatzproblemen, die
wir anschlieffend néher untersuchten. Solche Ersatzprobleme sind in der Literatur bisher vor
allem fiir die endlichdimensionale Vektoroptimierung bekannt. Es gelang, einige dieser Probleme
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auf den Fall der unendlichdimensionalen Vektoroptimierung zu verallgemeinern.

Im letzten Kapitel kehrten wir schliellich zu konkreten Anwendungsbeispielen zuriick. Insbe-
sondere in der Standortoptimierung zeigt sich erneut, dass sich die fiir die endlichdimensionalen
Probleme seit langem bekannten Resultate auf den Fall des Entscheidungsraumes C(T") verall-
gemeinern lassen, d. h. ihre Struktur im Wesentlichen behalten.

Im Laufe unserer Untersuchungen mussten wir einige Fragen unbeantwortet lassen:

e Fiir Aussagen iiber die Dichtheit der Menge eigentlich minimaler Elemente in der Menge
der minimalen Elemente konnten wir nur auf ein relativ allgemeines Resultat zuriick-
greifen. Bereits Daniilidis, [12], formulierte die Frage, ob fiir spezielle Funktionen- und
Folgenrdume genauere Aussagen gelten — eine bis heute offene Frage. Auch uns gelang
es weder, ein spezielleres Dichtheitsresultat zu zeigen, noch, dessen Nichtexistenz durch
ein Gegenbeispiel zu belegen. Das Hauptproblem besteht dabei bereits darin, iiberhaupt
eine konvexe und schwach kompakte Menge Y zu finden, die nicht stark kompakt ist.
Nur solche Mengen miissten auf Unterschiede zwischen cl&(Y') und cl ;e(r) mr)&i(Y)
untersucht werden.

e Die in Abschnitt betrachtete Abbildung ¢ — 9J¢¢(0) muss fiir die Anwendung der
Resultate von Luu und Oettli als oberhalbstetig vorausgesetzt werden. Es ist nicht klar,
ob diese Eigenschaft fiir die untersuchten Funktionenklassen bereits aus der gleichméfligen
(verallgemeinerten) Richtungsdifferenzierbarkeit folgen.

In Hinblick auf eine Weiterentwicklung und Komplettierung der Resultate scheint es erfolgver-
sprechend, sich dariiber hinaus folgenden Ideen bzw. Gebieten zu widmen:

e Es existiert eine Reihe verallgemeinerter Ableitungen, die ohne Grenzwertprozesse in den
Richtungsdifferenzenquotienten definiert werden (etwa der Derivative Container von War-
ga und die sogenannten Fans von Ioffe). Bei Nutzung dieser Ableitungsbegriffe kénnten
die Probleme, welche sich in Kapitel [5| aus der fehlenden Ordnungsvollstindigkeit von
(C(T),C(T)™) ergaben, vermieden werden.

e Unter Verwendung der Struktur der betrachteten Mengen C kénnen wir die Inklusion
y € a + 7k — clC als System unendlich vieler reeller Ungleichungen schreiben; die in
Kapitel [6] betrachteten Ersatzprobleme besitzen daher semi-finite Struktur. Still, vgl.
etwa [80], untersuchte verschiedene Ansitze, spezielle Typen solcher Probleme numerisch
zu losen. Es wire daher lohnenswert zu priifen, inwieweit diese Verfahren auch fiir die
von uns betrachteten Mehrkriteriellen Optimierungsprobleme anwendbar sind.

e Vollig ohne Beriicksichtigung blieben bisher Untersuchungen zur Dualitét. Da es bereits
zahlreiche Untersuchungen zur vektorwertigen Dualitét in abstrakten Rdumen gibt, sind
auch hier analoge Ergebnisse zu erwarten.



Anhang A

Technische Hilfsresultate

A.1 Parametrisierung von Mengen; konvexe Kegel

Die Definitionen fiir Kegel und Konvexitdt wurden bereits in Kapitel 2 gegeben. Wir listen
einige technische Resultate hierzu auf.

Lemma A.1 (vgl. Weidner, [89], Lemma 2.1.1). Sei Y eine beliebige Teilmenge des topo-
logischen linearen Raumes ), seien y1 € Y und yo ¢ clY beliebig gegeben. Dann ezistiert ein
A € (0,1] mit Ady1 + (1 — N)y2 € bd Y.

Beweis. Wir setzen

Ar=inf{AeR: A>0, \y1 + (1 =Ny € Y}.

Wegen y; € Y gilt A < 1. Wire A = 0, so giibe es wegen 2 ¢ Y zu jedem ¢ > 0 ein A > 0, A < ¢,
mit Ay1+(1—=A)y2 = ya+A(y1—y2) € Y. Es folgt y2 € clY, im Widerspruch zur Voraussetzung.
Somit gilt A > 0. Wir betrachten nun y3 := Ay; + (1 — A\)y2 und eine beliebige Umgebung V'

von ys. Da sich A als Infimum berechnet, gibt es ein A > A mit Ay; + (1 — A)y2 € Y NV und
ein A < A mit Ay; + (1 — A)yz € V\Y. Es folgt y3 € bdY. [ |

Lemma A.2 (vgl. Weidner, [89], Satz 3.2.1). Sei Q) ein topologischer linearer Raum, seien
eine Menge C' C %), C #9), und ein Vektor k € ) mit

0#£mtC= () (bdC+ak) (A1)

acR, a>0

(vgl. Voraussetzung (V1), Seite[30) gegeben. Dann gilt:

(i) ak+clC CintC fir alle « > 0;
(ii) intclC' = int C.

Beweis. Seien die Voraussetzungen des Lemmas erfiillt.

(i) Sei @ > 0 und y € ak + clC. Dann existiert ein ¢ € c1C mit y = ak + c. Gilt ¢ € bd C,
so folgt aus der Darstellung (A.1) y € ak + bdC C int C. Falls hingegen ¢ € int C, so

erhalten wir

ak+ceak+ |J (bdC+ak)C |J (bdC+ak)=intC.
a€eR, a>0 acR, a>0

(ii) Folgt aus der Formel (A.1) und cIC' = (bdC) U (int C) = U,er, a0(bd C + ak). [
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Lemma A.3 (vgl. Weidner, [89], Satz 2.1.13 und Folgerung 2.1.1). Sei Q) ein topolo-
gischer linearer Raum, sei C C ), C' # %), eine Menge mit int clC = int C. Dann gilt

(i) clC ist ein Kegel <= bd C ist ein Kegel;

(ii) clC ist ein konvexer Kegel <= bd C' ist ein Kegel und bdC +bdC C clC.

Beweis. Seien die Voraussetzungen des Lemmas erfiillt.

(i) Der Beweis erfolgt in mehreren Schritten:

(1) Angenommen, bd C' ist ein Kegel, nicht aber ¢l C. Dann existieren ein y € c¢1C und
ein A\ > 0 mit A\jy ¢ c1C. Da bd C ein Kegel sein soll, muss y € int C gelten. Wegen
Lemma existiert weiter ein Ao € R, 1 < Ay < Aq, so dass Agy € bd C gilt. Da
bd C ein Kegel ist, folgt ¥y = (A2) "' Aoy € bd C, im Widerspruch zu y € int C. Also
ist ¢l C doch ein Kegel.

(2) Behauptung: Ist clC ein Kegel, so auch (int C') U {0}.

Angenommen, es gibt ein y € int C = intclC' und ein A > 0 mit \y ¢ int C. Sei U
eine Umgebung von y mit U C ¢l C. Da dann AU eine Umgebung von \y ¢ int C' =
int clC ist, existiert ein § € (AU)\(clC). Weiter folgt A™1yj € A™IAU = U, also
A1y € c1C. Dacl C ein Kegel ist, folgt § € cl C, im Widerspruch zu g € (AU)\(cl O).
Daher ist die Annahme falsch, d. h. int C' U {0} ist ein Kegel.

(3) Behauptung: Ist clC ein Kegel, so auch bd C'.

Sei y € bd C. Fiir ein beliebiges A > 0 gilt nun Ay € clC, aber \y ¢ int C: Wegen
Beweisteil (i, 2) ist auch (int C') U {0} ein Kegel, so wiirde A"'(\y) = y € intC
folgen, im Widerspruch zu y € bd C. Somit gilt Ay € bd C.

(ii) Ist clC ein konvexer Kegel, so gilt bdC' +bd C' C clC + clC C ¢l C, und wegen Teil (i)

des Lemmas ist bd C' ein Kegel.

Sei umgekehrt bd C' ein Kegel, und gelte bd C' +bd C C clC. Wegen Teil (i) des Lemmas
ist dann auch clC ein Kegel. Angenommen, es existiert ein y € c1C + clC mit y ¢ clC.
Wegen bdC' 4+ bdC C clC mufl y € clC + int C' gelten, d. h. es gibt eine Darstellung
Yy =y1+y2 mit y1 € int C und yo € c1C. Aus Lemmal[A.|folgt die Existenz eines A € (0, 1]
mit y3 := y1 + My —y1) € bdC. Es folgt \yo = Ay — y1) = y3 — y1. Da y2 € clC und
cl C Kegel ist, folgt weiter y3 — y1 € cl C. Wir erhalten weiter

y=y—Ap—y1+y3=(y1+y2) — A2 —y1 +yz=y3+ (1 — A)yo.

Es folgt yo € int C, da im Falle yo € bdC aus y3 € bdC, bdC + bdC' C clC und der
Kegeleigenschaft von bd C' dann y € clC folgen wiirde, im Widerspruch zu y ¢ clC.
Wegen Beweisteil (i, 2) ist (int C) U {0} ein Kegel, also y4 := (1 — N)y2 € (int C') U {0}
(es gilt immer noch A € (0,1]). y erhélt so die Darstellung y = y3 + y4 mit y3 € bd C' und
ys € (int C)U{0}. y4 = 0 kann wegen y ¢ clC und y3 € bd C ausgeschlossen werden. Wir
wenden nun nochmals Lemma [A.1]an und erhalten ein o € (0, 1] mit y5 := ya+a(y—ys) €
bd C. Es folgt ays = a(y — y4) = y5 — y4 und schlieBllich

Yy=y+ys—ys—ays=(ys+ys) +ys —ya —ayzs =ys + (1 —a)ys € bdC + bd C,

auf Grund bdC'+bd C C clC also y € clC, im Widerspruch zur Annahme. Somit ist die
Annahme falsch und cl C ein konvexer Kegel. |
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Wir erinnern daran, dass fiir konvexe Mengen K mit int K # () stets int K = int cl K gilt, vgl.
etwa Marti, [59], Kapitel II.1, Lemma 3.

Lemma A.4. Sei K C Q) ein konvezer Kegel mit int K # (). Dann gilt cl K 4+ int K C int K.

Beweis. Mit K ist auch cl K ein konvexer Kegel. Somit gilt ¢l K +int K C cl K +cl K C cl K.
Sei nun y; € cl K, yo € int K = intcl K. Dann existiert eine offene Umgebung U von ys2, so
dass U C cl K. Somit gilt y; + U C cl K, wobei y; + U eine offene Umgebung von y; + ys ist;
wir erhalten y; + y2 € intcl K = int K. ]

A.2 Konstruktion trennender Funktionale nach Tammer und
Weidner

Wir wiederholen an dieser Stelle die wichtigsten Eigenschaften der durch Tammer und Weidner
untersuchten Skalarisierungsfunktionale. Wir nutzen in unserer Arbeit nicht die volle Breite
der Resultate von Weidner, [89], bendtigen aber schwiichere Voraussetzungen als Tammer und
Weidner in [24].

Sei 2) ein topologischer linearer Raum. Weiter seien eine nichtleere Menge C' C ), C # 9,
sowie ein Vektor k € 2 gegeben. Wir nehmen an, dass C' und k die Voraussetzung

(V1) 0#£mtC= |J (bdC+ak) wd Y= |]J(bdC - ak)

a€R, a>0 a€R
erfiillen. Weiter definieren wir ein Funktional 2% : 9) — R durch
2Ok () :=min{r e R:y €7k —clC}.
Dann gilt:
Satz A.1 (vgl. Satz [4.1)). Seien C C Y, C #9), und k €Y derart, dass Voraussetzung (V1)
erfiillt ist. Dann gilt fir z = 2k
(i) z ist ein wohldefiniertes, stetiges Funktional von ) auf (—oo,+00);

=r <= yerk—bddC,
2(y) <r <<= yerk—intC,
<r

2(y) — yerk—clC;
(iii) z ist konvex < clC konvez,
z ist positiv homogen <= bdC ist ein Kegel,
z ist sublinear <= clC st ein konvexer Kegel,
z 1ist linear <= bdC ist ein linearer Unterraum von J);

(iv) Sei'Y eine nichtleere Teilmenge von ). Dann gilt:
YN(—intC) =0 < z(Y)>0.

Beim nachfolgend angegebenen Beweis stiitzen wir uns auf Ergebnisse aus der Habilitations-
schrift von Weidner, [89], vgl. Theorem 3.2.1 ff.

Beweis. Seien C' & ) und k € Q) derart, dass (V1) erfiillt ist.
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(1) Wohldefiniertheit von z: Wir betrachten die Mengen S, := 7k — clC, 7 € R. Es gilt:

a) Fiir jedes y € 9 gibt es ein 7 € R mit y € S;. Dies folgt aus dem zweiten Teil der
Voraussetzung (V1).

b) Fir y € S; und o > 7 gilt y € int S,. Dies folgt mit Lemma (i) aus Tk —clC =
ak —(a—71)k—clC C ak —intC.

c) Fiir jedes y € 9 gibt es ein 7 € R, so dass y ¢ S;. Gébe es némlich ein § € 9
mit § € (), e Sr, so gilte nach dem eben Gezeigten § € 7k — int C fiir alle 7 € R
und damit {7k —y : 7 € R} C int C. Wir wéhlen ein beliebiges 7 € R. Wegen
Voraussetzung (V1) gibt es dann ein @ > 0 und ¢ € bdC mit 7k — §y = ¢+ ak. Es
folgt (T — a)k — y = ¢ mit (T — @)k —y € int C, im Widerspruch zu ¢ € bd C.

d) Aus y ¢ S; und o < 7 folgt wegen b) y & S,.

Somit ist fiir jedes y € 2 die Menge {7 € R : y € S;} von unten beschrénkt, und es

existiert das Infimum dieser Menge. Man priift leicht, dass das Infimim mit dem Minimum
dieser Menge iibereinstimmt.

(2) Wertebereich: Sei z(y) < r. Dann gilt y € S, fiir wenigstens ein 7 < r, und aus Teil (1)
des Beweises folgt y € 7k —int C. Aus y € rk — int C' folgt umgekehrt y € (r +e)k — C
fiir hinreichend kleines € > 0, also y € Sy4+. und daher z(y) < r.

Die Aquivalenz z(y) < r <= y € rk — clC folgt analog, z(y) = r <= y € rk — bdC
ergibt sich aus bd C' = cl C\int C.

(3) Stetigkeit: z(y) < r <=y € rk —cl C liefert die Abgeschlossenheit der (Niveau-)Mengen
{y € : z(y) <r} fir beliebiges r € R. Die Abgeschlossenheit von {y € 9 : z(y) > r}
folgt entsprechend aus z(y) £ r <= y ¢ rk —int C.

(4) Konvexitat: Seien y1,y2 € clC und A € [0,1] beliebig. Dann gilt wegen Teil (2) des
Beweises z(—y1) < 0 und z(—y2) < 0. Ist nun z konvex, so folgt

2(=Ayr — (L= Nya) < Az(=y1) + (1 = A)z(=y2) <0
und daher Ay; + (1 — M)y € clC. Folglich ist ¢l C' konvex.

Sei umgekehrt cl C' konvex, und seien y1,y2 € 9, A € [0, 1] beliebig. Dann gilt wegen Teil
(2) des Beweises y; € z(y1)k — clC und y2 € z(y2)k — cl C, also

Ayt + (L= Ny2 € Az(y1)k + (1 = N)z(y2)k — AclC — (1 — N)clC.
Wegen der Konvexitit von cl C gilt AclC'+ (1 —X)clC C clC, also mit Teil (2) schlielich
2(Ayr + (L= A)y2) < Az(y1) + (1 — M)z (y2).

(5) Homogenitét: Sei z positiv homogen, y € bd C' und A > 0 beliebig. Dann gilt z(—y) = 0.
Es folgt A\z(—y) = z(—Ay) =0, also Ay € bd C.
Seien umgekehrt bd C' ein Kegel und y € ) beliebig. Aus Teil (2) des Beweises folgt dann
y € z(y)k —bd C, also Ay € Az(y)k —bd C, d. h. z(Ay) = Az(y).

(6) Wir zeigen: z subadditiv <= bd C' 4+ bd C C clC'. Seien zuniichst y;,y2 € bd C' beliebig.
Dann gilt z(—y1) = 0 und z(—y2) = 0. Ist nun z subadditiv, so folgt z(—y; — y2) < 0
bzw. 11 + yo € clC. Wir erhalten bdC +bd C C clC.

Gelte umgekehrt bd C'+ bd C' C cl C, und seien yp, y2 € ) beliebig. Dann folgt
y1+y2 € 2(y1)k + 2(y2)k —bd C — bd C C z(y1)k + 2(y2)k — cl C,

also z(y1 +y2) < 2(y1) + 2(y2)-
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(7) Sublinearitit: z ist sublinear, wenn es positiv homogen und subadditiv ist, d. h. genau
dann, wenn bd C ein Kegel ist und bd C' + bd C' C ¢l C gilt; wegen Lemma [A.3]ist dies
wiederum #quivalent dazu, dass cl C ein konvexer Kegel ist.

(8) Linearitét: Sei zunéchst z linear. Fiir y1,y2 € bd C gilt dann z(—y1) = 2(—y2) = 0 und
weiter z(—y1 — y2) = 2(—y1) + 2(—y2) = 0. Es folgt y; + y2 € bd C. Ebenso erhalten wir
fir y € bdC und A € R die Gleichung 0 = A\z(—y) = z(—\y), also Ay € bd C. Somit gilt
bdC' +bdC C bdC und AbdC C bdC, d. h. bd C ist ein linearer Unterraum von ).

Sei nun umgekehrt bd C ein linearer Unterraum von %), seien y1,y2 € 2, A1, A2 € R
beliebig. Dann folgt aus Beweisteil (2) y1 € 2(y1)k —bdC, y2 € 2(y2)k —bd C. Da bdC
linearer Unterraum ist, erhalten wir weiter A\ (y1 — z(y1)k) + A2(y2 — 2(y2)k) € bd C und
schlieBlich Adjy1 + Aa2ya € (M12(y1) + Aez(y2))k — bd C, d. h. z(A1y1 + Aaye) = Aiz(y1) +
A2z(y2). Somit ist z linear.

(9) Trennungseigenschaft: Aus Beweisteil (2) folgt z(y) > 0 <= 2(y) £ 0 <= y ¢ —intC
und damit die behauptete Trennungsaussage. |

Die Giiltigkeit von (V1) kann durch folgendes Resultat gepriift werden:

Lemma A.5 (vgl. Lemma . Jede der folgenden Bedingungen impliziert die Giiltigkeit
von (V1):

a) C C 9 ist eine Menge mit nichtleerem Inneren, fiir die ein Kegel K C ) mit int K # ()
und clC' + int K C int C' existiert, und es gilt k € int K ;

b) C =a+ K C 9, wobei a € Y ein beliebiges Element, K U {0} ein konvezer Kegel mit
int K # () und k € int K ist.

Beweis. Wir stiitzen uns auf folgende Aussage: Ist K C ) ein Kegel in 2) mit int K # (), so
gilt fiir jeden Vektor k € int K die Darstellung

= |J (ntK-oak). (A.2)

aeR, a>0

Dies findet man etwa als Lemma 2.1 bei Gerth (Tammer) und Weidner, [24].

a) Essei C C 9 eine Menge mit nichtleerem Inneren, fiir die ein Kegel K C ) mit int K # ()
und clC + int K C int C' existiert, und gelte k € int K.

(1) Wir zeigen zunichst, dass fiir alle y € 9 ein @ € R mit y — ak ¢ clC existiert.
Hierfiir nehmen wir an, dass es ein § € P mit § — ak € clC fiir alle « € R gibt.
Dann folgt mit c1C' + int K C int C' ndmlich

U(gj—ak): U(gj—ak+k)Cch+intK§intC
acR acR

Wegen Gleichung (A.2) gibt es zu jedem y € ) ein k € int K und ein & > 0 mit

y=k—ak=(J—ak)+k—gecintC+intK —yCC — 7,

also Y C C' — g, im Widerspruch zu C' # ). Somit ist die Annahme falsch, d. h. fiir
alle y € 9 existiert ein ap € R mit y — ak ¢ clC.
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(2) Es seien y € P und « € R derart gewihlt, dass y € int C' und y — ak ¢ clC gilt.
Wir verwenden erneut Lemma Hiernach existiert ein @ € R, 0 < & < a mit
y —ak € bd C. Es folgt

y=y—ak+akebdC+ ak.

(3) Da k im Inneren des Kegels K liegt, gilt fir « > 0 die Inklusion bd C + ak C
bd C + int K C int C'. Gemeinsam mit Teil (2) folgt

intC= | J (bdC+ak).

acR, a>0

(4) Aus (A.2) folgt

= |J (mtK-ok) = [J U (dC+rk) —ak

acR, a>0 a€R, a>0 \7€R, >0
= |J(bdC +ak)
aceR

b) Aus Teil a) folgt mit C' = K U {0} und Lemma
intK= |J) (dK+ak) ud 9= |]J((bdK - ak)
acR, a>0 aceR

Es sei nun C' = {a} + K C 9, wobei a € ) als ein beliebiges Element, K U {0} als
ein konvexer Kegel mit int K # () und k € int K angenommen wird. Dann gilt int C' =
{a} +int K und bdC = {a} + bd K. Es folgt

intC = {a}+ |J (dK+ak)= |J ({a}+bdK +ak),

acR, a>0 acR, a>0
Y = {a}+ |JMdK —ak) = | J({a} +bd K — ak),
acR acR
und damit die Giiltigkeit der Voraussetzung (V1). ]

A.3 Optimalitiatsbedingungen nach Luu und Oettli

Wir stellen nachfolgend kurz die notwendigen Optimalitédtsbedingungen fiir Minimax-Probleme
von Luu und Oettli, [56] zusammen. Im Sinne der Konsistenz der vorliegenden Arbeit nutzen
wir weitestgehend unsere Notationen. Fiir die Beweise sei auf die Originalarbeit verwiesen.

Luu und Oettli betrachten das Problem
min {g(x) := I{lajgcgt(x) cxe X}, (A.3)
€
wobei T' eine kompakte Menge und X C X nichtleere Teilmenge eines normierten Raumes X
seien. Sie definieren Ty = Ty(z) := {t € T : gi(x) = g(z)}. Weiter sei fiir jedes t € T eine

erweitert reellwertige Funktion ¢, : X — R U {—00,00} gegeben, die folgende Bedingungen
erfiillt:

(i) Jede der Funktionen ¢; ist konvex entlang Strahlen vom Nullpunkt aus, und ¢.(0) < 0.

(ii) Fiir jede Richtung d € B(X;Z) ist t — ¢¢(d) von oben halbstetig auf 7" und endlich auf
T\T.
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(iii) Fiir jede Richtung d € B(X;Z), alle Folgen {d,} C X, {7} € R mit d,, — d, 7, | 0 und
T + md, € X und fiir alle n € IN gilt

o1(d) > lim sup SLE T Tndn) = 9:(7)

n—o0 Tn

gleichmafig auf 7'

Die Funktion ¢; heifit eigentlich, falls {x € X : ¢y(x) < oo} # 0.

Satz A.2 (Luu und Oettli, [56], Theorem 2.2). Seien die Voraussetzungen (i)-(iii) erfillt.
Ist x € X eine lokale Minimalstelle von Problem , so gilt

sup ¢¢(d) > 0 Vde B(X;z) (A4)
teTo

Sei X’ der topologische Dualraum zu X. Weiter sei
Op(0) :={ue X' : u(d) < ¢i(d) Vde X}

Satz A.3 (Luu und Oettli, [56], Theorem 3.1). Seien die Voraussetzungen (i)-(iii) erfillt,
gelte 9pi(0) # 0 und pi(d) = sup,epy, o) u(d). Ist T € X eine lokale Minimalstelle von Problem

, so gilt

0€cl | conv( U 0¢:(0)) + N(X;2) |, (A.5)

teTy

wobei der Abschluss in der schwachen® Topologie (X', X) gebildet wird.

Es folgt direkt:

Satz A.4 (Luu und Oettli, [56], Folgerung 3.4). Seien die Voraussetzungen (i)-(iii) erfillt,
fir alle t € Ty seien die Funktionen ¢; von unten halbstetig, eigentlich und in einer Umge-
bung von Null beschrinkt von oben, die Abbildung t — Op(0) sei oberhalbstetig von T nach
(X',0(X',X)). Ist T € X eine lokale Minimalstelle von Problem (A.3), so gilt

0 €cl [ conv( U 0¢:(0)) | + N(X; ), (A.6)

teTy

wobei der Abschluss wieder in der schwachen™® Topologie o(X', X) gebildet wird.
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Thesen

zur Dissertation von Dipl.-Math. Kristin Winkler

1. In der vorliegenden Arbeit beschiftigen wir uns mit Aufgabenstellungen der Mehrkri-
teriellen Optimierung, wobei die Zielabbildungen Werte im Raum C(T') der auf einer
kompakten Menge T stetigen reellwertigen Funktionen annehmen.

2. Anwendungen C(T")-wertiger Mehrkriterieller Optimierungsprobleme findet man etwa in
der Mehrkriteriellen Standortoptimierung, der Approximationstheorie und in der Preis-
theorie.

3. Der Raum C(T) stellt bei Fragestellungen der mehrkriteriellen Optimierung eine wichti-
ge Markierung zwischen dem endlichdimensionen Euklidischen Raum R"™ und abstrakten
topologischen halbgeordneten Vektorrdumen dar. €(7), halbgeordnet durch den natiirli-
chen Ordnungskegel C(7)" ist nicht ordnungsvollstéindig, C(T')* besitzt nicht die Daniell-
Eigenschaft und ist nicht nuklear. Damit fehlen dem Raum €(7") wesentliche funktional-
analytische und ordnungstheoretische Eigenschaften. Andererseits ermdoglicht punktweises
Rechnen mit den Realisierungen y(t), t € T, einer Funktion y € (T) die Ubertragung
vieler Definitionen und Ansétze vom R".

4. Anliegen der vorliegenden Arbeit ist insbesondere die Untersuchung, ob und wie sich

o fiir P = R™ bekannte Resultate auf den Raum C(7T') verallgemeinern lassen;

o fiir abstrakte Radume ) bekannte Ergebnisse unter Ausnutzung der speziellen Struk-
tur des C(T') verfeinern bzw. spezialisieren lassen.

Wir bereiten Ergebnisse neu auf, die fiir Vektoroptimierungsprobleme in R" oder in all-
gemeinen Vektorrdumen bekannt sind, kombinieren sie mit anderen Resultaten und ex-
trahieren jene Aussagen, die zur Losung Mehrkriterieller Optimierungsprobleme in C(7")
beitragen koénnen.

5. Die in der vorliegenden Arbeit verallgemeinerte Definition der Geoffrion-eigentlich mini-
malen Elemente (Definition ist in der hier betrachteten Struktur bisher nur fiir den
Raum R" bekannt, im Raum €(T") hingegen véllig neu. Es gelingt zu zeigen, dass die Aus-
sagen von Borwein und Benson bzgl. ihrer Verallgemeinerungen der Geoffrion-Definition
vom Raum R" auf den Raum C(7T') iibertragen werden kénnen (Sitze und [3.5).

Im Mittelpunkt steht die Untersuchung des Kegels D%, § > 0, gegeben durch

D = {y e CT): y(s) >0, y(s)+dy(t) >0Vt cT\{s}}, seT,
D’ = D
seT

Dieser charakterisiert die Geoffrion-eigentliche Minimalitidt als Minimalitét bzgl. Kegel
(Satz . Daraus ergeben sich wiederum notwendige und hinreichende Minimalitétsbe-
dingungen (z. B. Satz [4.14).



6. In Anlehnung an das Konzept von Tammer und Weidner nutzen wir zur Skalarisierung

das Funktional
2OF(y) =min{r €R: y € 7k —clC}

mit einem Kegel C' C €(T) und einem k € C(T)". Setzen wir z. B. C = C(T)™", erhalten
wir daraus Minimalitdtbedingung der Art

>4k —g) =0 Vyey,
= =z ze(T)JLg’k(g) =0 VyeY.
JEEY,CI)Y) = LTk —g) > LD G_g) =0 VyeY\{7},
= DT y) S AN G) = 0 vy e Y\ {5}

§eEu(Y,C(T)T) = DTk g
DT =0k (y) >

Explizites Ausrechnen des Funktionals 2SOk Lefert:

k € int Q(T)* beliebig. ¥ € E,(Y,C(T)") genau dann, wenn y Losung des
Problems

(P1) r?ea%W —min  bei yey

ist. Es gilt g € £(Y,C(T)*") genau dann, wenn 3 einzige Loésung von (P1) ist.

7. Eine weiterfithrende Untersuchung der Skalarisierungsergebnisse ermoglicht es, Bedingun-
gen fiir Effizienz in Subdifferentialform zu beweisen (Sétze[5.4} [5.6|und[5.7). Hierzu werden
ausgewéhlte Skalarisierungsaussagen in Optimierungsprobleme mit Maximumfunktionen
als Zielfunktionen umformuliert. Auf diese Optimierungsprobleme wenden wir notwendige
Optimalitatskriterien in Subdifferentialform von Luu und Oettli an. Die vorgelegten Er-
gebnisse besitzen dieselbe geometrische Struktur, wie sie bereits von den entsprechenden
Resultaten in R™ bekannt sind.

Ein direkter Beweis fiihrt schliellich zu stérkeren Minimalitéitsbedingungen im Falle kon-

vexer Abbildungen (Sétze und |5.11)). Diese besitzen die Form

T € BEff ,(§(X),C(T)") < 0ed o (%, %)CONV (U ﬁf(:f)(t)) + N(X;7),
teT

T € BF(f(X),Q(T)") <= 0 € core (cla(x@x)corw (U 8f(:f)(t)) + N(X;j:)) ,

teT

wobei 0f(Z)(t) das Subdifferential von f(.)(¢) in Z im Sinne der konvexen Analysis und
N(X;z) den Normalenkegel an X in Z bezeichnet. Bemerkenswert ist, dass man sowohl
Kriterien fiir effiziente Elemente als auch Kriterien fiir schwach effiziente Elemente erhalt.
In der Literatur findet man bisher i. a. nur Kriterien fiir schwach effiziente Elemente.

8. Die erhaltenen Effizienzkriterien werden schliefilich auf Probleme aus der Mehrkriteriel-
len Standortoptimierung und der Approximationstheorie angewendet. Hier gelingt die
Ubertragung einiger bekannter Kriterien — z. B. das Resultat von Kuhn zum optimalen
Standort bei n bereits existierenden Einrichtungen und das Kolmogoroff-Kriterium der
Approximationstheorie — auf den Raum €(7") unter Beibehaltung der geometrischen und
analytischen Struktur dieser Resultate (Satz mit Folgerung sowie Satz .



Selbstindigkeitserklidrung

Hiermit erkldre ich an Eides Statt, die vorliegende Dissertation selbstdndig und ohne uner-
laubte fremde Hilfe angefertigt zu haben. Ich habe keine anderen als die im Schriftenverzeich-
nis angefithrten Quellen benutzt und sdmtliche Textstellen, die wortlich oder sinngeméfl aus
vertffentlichten oder unverdffentlichten Schriften entnommen wurden, und alle Angaben, die
auf miindlichen Auskiinften beruhen, als solche kenntlich gemacht. Alle von anderen Personen
bereitgestellten Materialien oder erbrachten Dienstleistungen sind als solche gekennzeichnet.

Halle (Saale), 30. April 2003






Lebenslauf

Kristin Winkler

geb. am 23. April 1975 in Zittau

09/1981-07/1989  Polytechnische Oberschule Grofischénau

09/1989-06/1993  Spezialschule math.-naturwiss.-techn. Richtungen Riesa
bzw. Werner-Heisenberg-Gymnasium Riesa

06/1993 Abitur
10/1993-01/1999 Studium der Mathematik an der TU Dresden

09/1997-02/1998 Gaststudium an der Université Paris IX Dauphine
unter Betreuung von Frau H. Frankowska

01/1999 Diplom in Mathematik
seit 04/1999 Promotionsstudium der Mathematik an der MLU Halle-Wittenberg
04/1999-12/2001 Graduiertenstipendium des Landes Sachsen-Anhalt

seit 01,/2002 Wissenschaftliche Mitarbeiterin am Institut fiir Optimierung
und Stochastik der ML U Halle-Wittenberg






Liste der Publikationen

WINKLER, K.: Characterizations of efficient points in convex vector optimization problems.
Math. Meth. Oper. Res. 53, 205-214, 2001.

WINKLER, K.: Skalarisierung mehrkriterieller Optimierungsprobleme mittels schiefer Normen.
In: Habenicht, W., Scheubrein, B. und Scheubrein, R., Multi-Criteria- und Fuzzy-Systeme
in Theorie und Praxis. Gabler Edition Wissenschaft, 2003.

TAMMER, CHR., WINKLER, K.: A new scalarization approach and applications in multicrite-
ria d.c. optimization. Erscheint in: Nonlinear Analysis and Convex Analysis.



	Inhaltsverzeichnis
	Verwendete Notationen
	1. Einführung
	2. Theorie halbgeordneter topologischer Räume am Beispiel C(T)
	2.1 Kegelhalbordnungen
	2.2 Ordnungsvollständigkeit und Daniell-Eigenschaft
	2.3 Dualkegel und Kegelbasen

	3. Mehrkriterielle Optimierungsprobleme in C(T)
	3.1 Die Aufgabenstellung in der mehrkriteriellen Optimierung, Effizienzbegriffe
	3.2 Eigentliche Effizienz im Sinne von Geoffrion
	3.3 Dichtheit der Menge eigentlich minimaler Elemente in der Menge der minimalen Elemente
	3.4 Existenz minimaler Elemente

	4. Skalarisierung gemäß Tammer und Weidner
	4.1 Konstruktion trennender Funktionale
	4.2 Eigenschaften der Funktionale bei spezieller Wahl der erzeugenden Kegel
	4.2.1 Der natürliche Ordnungskegel
	4.2.2 Der Kegel der linearen Skalarisierung
	4.2.3 Der Kegel der Geoffrion-eigentlichen Effizienz
	4.2.4 Oberkegel des natürlichen Ordnungskegels

	4.3 Skalarisierungsaussagen

	5. Effizienzkriterien mittels verallgemeinerter Ableitungen
	5.1 Zwei Wege – Unterschiede und Gemeinsamkeiten
	5.2 Notwendige Effizienzkriterien
	5.2.1 Differenzierbare Abbildungen
	5.2.2 Lipschitz-stetige Abbildungen
	5.2.3 Konvexe Abbildungen

	5.3 Hinreichende Effizienzbedingungen im Falle konvexer Abbildungen
	5.4 Verbleibende Probleme und mögliche Auswege

	6. Verwendung allgemeiner skalarer Ersatzaufgaben
	6.1 Die Ersatzaufgabe, Existenz von Lösungen
	6.2 Minimalitätsbedingungen
	6.3 Stabilität der Lösungen
	6.4 Spezielle skalare Ersatzaufgaben
	6.4.1 Die gewichtete Tschebysche-Norm
	6.4.2 Wichtungsfaktoren
	6.4.3 Eine Ersatzaufgabe nach Helbig
	6.4.4 Eine Verallgemeinerung der Hurwitz-Regel
	6.4.5 Einige Bemerkungen zu Effizienzbedingungen von Zubiri


	7. Anwendungsbeispiele
	7.1 Standortoptimierung
	7.2 Approximationstheorie

	8. Zusammenfassung und Ausblick
	Anhang A: Technische Hilfsresultate
	A.1 Parametrisierung von Mengen; konvexe Kegel
	A.2 Konstruktion trennender Funktionale nach Tammer und Weidner
	A.3 Optimalitätsbedingungen nach Luu und Oettli

	Literaturverzeichnis
	Thesen
	Liste der Publikationen



