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1 Einleitung

Die Fahigkeit, kristalline Substanz zu erzeugen und aufzubauen, kann in der Natur vielfach
beobachtet werden. Vergleichsweise einfache Lebewesen wie Korallenpolypen sind in der
Lage, eine aul3erordentlich kontrollierte Kristallisation durchzufuhren (Abb. 1-1). Bei Mu-
scheln kann man die virtuose Beherrschung der Keimbildung und des Kristallwachstums
studieren [Man 88]. Auch die Urspriinge der Massenkristallisation lassen sich direkt auf
Naturbeobachtungen zurtckfliihren. So werden durch natirliche Verdunstung infolge star-
ker Sonneneinstrahlung seit Jahrtau-
senden Salze aus Meerwasser gewon-
nen. Das Anlegen von Salzgarten,
kombiniert mit einer systematischen
Meerwasserzufuhr, stellt eine Urform

der heutigen Massenkristallisations-
technik dar.

Aus verfahrenstechnischer Sicht ist
Kristallisation eine thermische Grund-
operationen und ein haufig ange-
wandtes Trennverfahren zur Reindar-
Abb. 1-1 Kalkskelette einévladrepora pulchraKo- stellung oder Aufkonzentrierung so-
rallenkolonie in unterschiedlighen. Str6- wohl von organischen als auch von
mungsumgebungen [Jon 07]: Links im Kla- 5 rganischen Stoffen. Kristallisation
ren Wasser, rechts in einer Zone mit einem . Lo "
hohen Schwebstoffgehalt, umfaBt. ganz allgemein dlg Uberfuh-
rung eines Stoffes aus einer fluiden
Phase in den kristallinen Zustand. Der
kristalline Zustand in Form idealer Kristalle stellt - analog zum idealen Gas - einen Grenz-
zustand der Materie dar. Ideale Kristalle reprasentieren den Zustand hochster Ordnung der
Materie. Dies ist fur die Einzelkristallzichtung von grof3er Bedeutung. Bei der technischen
Massenkristallisation sind jedoch starke Abweichungen von den Eigenschaften idealer
Kristalle die Regel.

Von der Vielzahl der Kristalleigenschaften sind bei der technischen Massenkristallisation
chemische Reinheit, Kristallform und KorngroRenverteilung von besonderem Interesse, da
von diesen wesentliche Gebrauchseigenschaften abh&ngen. Die Kristallform kann durch
Zusatzstoffe beeinflul3t werden und hangt von der mechanischen Beanspruchung im Kri-
stallisator ab. Die GrolRenverteilung der Kristalle wird von der Keimbildung sowie der
Wachstumsgeschwindigkeit bestimmt und ist weitgehend stoffspezifisch und prozef3ab-
hangig. Die kinetischen Mechanismen von Keimbildung und Kristallwachstum sind we-
sentlicher Gegenstand der verfahrenstechnischen Modellierung. Damit befindet sich die
technische Massenkristallisation im Spannungsfeld zwischen der Physik kristalliner Stoffe
und den fluiddynamischen Vorgangen der Verfahrenstechnik, wie Impuls-, Stoff- und
Warmetransport. Das gleichzeitige Wirken dieser Mechanismen ergibt das komplexe Bild
der technischen Massenkristallisation.

Fir eine Reihe von Stoffsystemen weisen die Kristalle eines Haufwerkes trotz gleicher
experimenteller Bedingungen - Ubersattigung, Temperatur und Fluiddynamik - unter-
schiedliche Wachstumsgeschwindigkeiten auf (Abb. 1-2). Diese Verteilung der Wachs-
tumsgeschwindigkeit innerhalb des Haufwerkes - die Wachstumsdispersion - kann sta-
tistisch als eine Verteilung um eine mittlere Wachstumsgeschwindigkeit aufgefal3t werden.
Experimentelle Untersuchungen an Keimkristallen [Zik 96] zeigen, dal} die Wachs-
tumsdispersion mit Hilfe einer Haufigkeitsverteilung beschrieben werden kann. Das indi-
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Abb. 1-2 Technische MassenkristallisationiSs-Kristalle in einer Gbersattigten walrigen Lésung. Un-
ter gleichen experimentellen Bedingungen besitzen Kristalle unterschiedliche Wachstumsge-
schwindigkeiten. Es bilden sich verschiedenartige Kristallformen heraus, u.a. dentritische Aus-
wachsungen im Bild rechts.

viduelle Wachstumsverhalten der Kristalle wird weitestgehend im Prozel3 ihrer Entstehung
gepragt und verandert sich wahrend der Wachstumsphase kaum. Das bedeutet, dal3 grof3e
Kristalle immer auch schnell wachsende Kristalle sind. Als augenscheinlichstes Merkmal
der Wachstumsdispersion weitet sich die KristallgroRenverteilung auf.

Aus der besonderen Bedeutung der Kristallisationskinetik fur die Modellierung resultiert
der Bedarf, kinetische Parameter eines Stoffsystems schnell und zuverlassig gewinnen zu
kénnen. Dazu werden sowohl diskontinuierliche als auch kontinuierliche Experimente
durchgefuhrt. Die Parametergewinnung aus diskontinuierlichen Experimenten - oder auch
als Chargenexperimente bezeichnet - ist mit wesentlich kiirzeren Versuchszeiten und ei-
nem geringeren Materialaufwand verbunden. Demgegeniber steht die Komplexitat der
zeitabhéngigen Modellierung sowie der ebenfalls zeitabhangigen experimentellen Messun-
gen. Im Fall der Chargenkristallisation kann der Effekt der Wachstumsdispersion aller-
dings besonders gut isoliert werden, da es nicht zu einer Uberlagerung des Kristallwachs-
tums mit dem Verweilzeitverhalten der Kristalle in der Suspension kommt. In kontinuierli-
chen Prozessen hingegen dominiert das Verweilzeitverhalten die Kristallgrof3enverteilung.

Gegenstand dieser Arbeit ist die Gewinnung kinetischer Parameter aus Chargenexperi-
menten auf der Grundlage eines erweiterten Modellansatzes fir die Populationsbilanz. Da-
bei sind die Einbindung der Wachstumsgeschwindigkeit in das Modell sowie die Vor-
schlage zur Gestaltung von Experimenten zur Gewinnung kinetischer Daten von originérer
Bedeutung. Prozesse wie Agglomeration und Kornzerstérung bleiben zunéchst unbertck-
sichtigt. Die verwendete Modellstruktur ist die Fortfihrung des von Janse und de Jong
[Jan 75] eingeflihrten ,,Constant-Crystal-Growth“-Modells. Das urspringliche Modell wird
durch die Einfihrung einer individuellen Wachstumsgeschwindigkeit der Kristalle um eine
zusatzliche unabhangige Variable erweitert. Auf diese Weise ist es moglich, dem Einfluf
der Wachstumsdispersion und damit einer sich &ndernden Wachstumsgeschwindigkeit auf
die Kornzahlverteilung Rechnung zu tragen. In dieser Arbeit werden die erweiterte Mo-
dellstruktur auf die Chargenkristallisation angewendet, die zeitliche Entwicklung der
KorngréRenverteilung simuliert sowie die aus dem Modellansatz abgeleiteten Parameter

fur das Stoffsystem $§SO4-Wasser ermittelt.



2 Grundlagen
2.1 Kristallisationskinetik

2.1.1 Thermodynamische Grundlagen

Fur die Modellierung der technischen Massenkristallisation ist das Losungsgleichgewicht
von besonderer Bedeutung. Das Phasengleichgewicht fest-flissig kann zweckmé&Rig in
einem Loslichkeits-Temperatur-Diagramm darstellt werden. Die verwendeten Stoffsyste-
me lassen sich in bindre Systeme und Mehrkomponentensysteme unterteilen, wobei letzte-
re sehr komplizierte Losungsgleichgewichte ausbilden kdnnen. Binare Stoffsysteme teilt
man in eutektische Systeme (z.B. Kaliumsulfat-Wasser) und in solche mit einer lickenlo-
sen Mischkristallbildung ein. Wirtschaftlich bedeutsam sind insbesondere die eutektischen
Stoffsysteme. Hier wird die reine Komponente in einem Schritt durch Abkihlung gewon-
nen. Bei Systemen mit lickenloser Mischkristallbildung ist die Aufkonzentrierung der
Komponenten nur stufenweise méglich.

Definition der Uberséttigung

Eine Losung, welche mit der festen Phase im thermodynamischen Gleichgewicht steht,
wird als gesattigt bezeichnet. Im thermodynamischen Gleichgewicht ist das chemische
Potential beider Phasen gleich. Eine Uberséattigte Losung besitzt eine gegenuber der gesat-
tigten Losung hohere Konzentration der gelosten Substanz. Die Ubersattigung kann durch
Temperaturanderung, die Entfernung des Losungsmittels oder durch die Verschiebung des
chemischen Gleichgewichtes erreicht werden. Dabei wirkt die Differenz des chemischen
Potentials des auskristallisierenden Stoffes in der Losung und in der kristallinenARhase
als thermodynamische Triebkraft der Phasen&nderung flussig-fest. Auf die Verwendung
der Aktivitdten a und a* kann man zugunsten der Konzentrationen ¢ und c* verzichten,
wenn man die Aktivitatskoeffizientgnundy* gleichsetzt.

—Ap a cC vy

—=v|n—=v|n——zv|n£ (2-1)
RT a* C* ,Y* C*

Im Fall der in dieser Arbeit benutzten Modellsubstanz Kaliumsulfat ist der mit dieser
Vereinfachung Ubernommene Fehler kleiner als 4 % [Jon 86]. Mit der Definition fur die
dimensionslose relative Ubersattigung=s(c — c*)/c* undv =1 gilt fur kleine relative
Ubersattigungen mites0.1: In(c/c*xs.. Neben der relativen Ubersattigung wird aber
auch die Ubersattigung.S ¢ —c* verwendet. In der Literatur findet man sehr unter-
schiedliche Angaben fiir die Berechnung der Ubersattigung. Die Wahl des Konzentrati-
onsmafes bei der Definition der Ubersattigung beeinflult deren Temperaturabhangigkeit
[Bau 96, S.693]. In dieser Arbeit wird mit der Massenkonzentration x in [kg Salz
kg'1 Losung] gearbeitet. Die meisten Autoren, die das System Kaliumsulfat-Wasser unter-
sucht haben und deren Ergebnisse als Vergleichsbasis dieser Arbeit genutzt werden, ver-
wendeten dieses Konzentrationsmal [Jon 86][Jon 74]. Die relative Uberséttigung s wird
auf dieser Basis definiert.

_X—X*

S= (2-2)
X *
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Metastabiler Bereich

Fur Obersattigte Losungen ist ein Konzentrationsbereich beobachtbar, in dem vorhandene
Kristalle wachsen, aber keine neuen Keime bzw. nur sehr wenige gebildet werden. Dieser
Bereich wird im Temperatur-Loslichkeits-Diagramm (Abb. 2-1) nach unten durch die
Loslichkeitskurve und nach oben durch die Uberloslichkeitskurve begrenzt und als meta-
stabiler Bereich bezeichnet. Beim Uberschreiten der Uberlgslichkeitskurve tritt spontan
Keimbildung, sogenannte homogene Keimbildung, auf. Die Uberloslichkeitskurve ist
thermodynamisch nicht eindeutig be-

o | Labile tbersétigte ) schreibbar und wird durch die Ab-
© | Lésung kihlgeschwindigkeit und Verunreini-
-(% /,/4\ gungen beeinflut. Tabelle 2-1 zeigt
= Ay die Breite des metastabilen Bereiches
N A fir Ko.SOu-Wasser und 30 °C in Ab-
N N < .g}g hangigkeit von der Abkihlgeschwin-
T K Uberlsslichkeitskurve digkeit. Der metastabile Bereich un-
LA S SKUr ) e )

cal—"e\2 Egﬁg%%%nﬁggmm%ng terteilt das Temperatur-Loslichkeits-

¢ ~ stabile unterséttigte Losung diggramm (ABD. 2-1) in zwei Teilbe-
reiche. Der Bereich unterhalb der

TA 7" Temperatur T Sattigungskurve ist thermodynamisch
_ __ stabil, wahrend sich der oberhalb
Abb. 2-1 Schematische Darstellung des metastabilen i de th d isch labil

halt.

Tab. 2-1 Breite des metastabilen Bereich@sir KoSOs-Wasser und T = 30 °C [Bau 96, S. 692]

Abkuhlgeschwindigkeit [K/h] 2 5 20

AT [K] 10.27 11.08 12.42

Um ein grobes kristallines Produkt zu erreichen, ist in der Technik oft ein kontrollierter
Wachstumsprozel3 innerhalb des metastabilen Bereiches erforderlich. In Abbildung 2-1 ist
ein Arbeitspunkt A(a,Ta) eingetragen. Der Arbeitspunkt ist durch die Gleichgewichts-
konzentration c* und die Gleichgewichtstemperatur T* gekennzeichnet.

2.1.2 Keimbildung

Die Voraussetzungen fur die Bildung stabiler und wachstumsfahiger Kristalle sind das
Vorhandensein von Kristallisationskeimen sowie einer Ubersattigten Lésung. Grundsatz-
lich wird zunéchst zwischen primérer und sekundarer Keimbildung unterschieden. Die
primére Keimbildung umfal3t alle Mechanismen der Kristallkeimentstehung in einer klaren
Losung. Sekundare Keimbildung setzt das Vorhandensein eigener Kristalle voraus, welche
durch die Einwirkung fluiddynamischer und mechanischer Krafte neue Partikel generieren.
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Primére Keimbildung

Ausgangspunkt zur Betrachtung der homogenen Keimbildung ist die klassische Keimbil-
dungstheorie [Vol 26]. In einer Ubersattigten Losung werden dabei infolge stochastischer
ZusammenstoRRe einzelner Molekule Molekllverbande gebildet. Haben diese eine kritische,
minimale GréRe erreicht, so sind sie thermodynamisch stabil. Mit zunehmender Ubersitti-
gung sinkt die kritische KeimgréRe und die Bildung entsprechend groR3er Molekilverbande
wird wahrscheinlicher. Diese homogene Keimbildung ist stoffspezifisch und setzt in Ab-
hangigkeit von Temperatur und Ubersattigung ein. Bei der technischen Kristallisation gut
I6slicher Stoffe ist jedoch nicht mit einer homogenen Keimbildung zu rechnen, da sich in
technischen Umgebungen immer eine grof3e Anzahl von Fremdstoffpartikeln befindet.
Diese Fremdstoffpartikel dienen als heterogene Keime fir die aufwachsende Kristallsub-
stanz.

Analog zur homogenen Keimbildung kann die zur heterogenen Keimbildung notwendige
Ubersattigung mit einer Uberloslichkeitskurve beschrieben werden (siehe Abb. 2-1). Die
zur heterogenen Keimbildung notwendige Ubersattigung ist jedoch geringer als im Fall der
primaren Keimbildung, da die notwendige Keimbildungsarbeit durch die vorhandene
Fremdstoffoberflache erniedrigt wird. Die Fremdstoffoberflache kann durch Rostteilchen
oder auch durch rauhe Oberflachen von Rihrereinbauten bereitgestellt werden. Insgesamt
ist die primare Keimbildung bei schlecht I6slichen Stoffsystemen und hohen Uberséttigun-
gen dominant. Dies kann zum Beispiel bei Fallungs- oder Reaktionskristallisation der Fall
sein. Die Folge sind sehr feinkérnige Produkte.

Sekundére Keimbildung

Uberall dort, wo Kristallsuspensionen bewegt werden, tritt neben primarer Keimbildung
auch sekundare Keimbildung auf. Die sekundare Keimbildung setzt bereits innerhalb des
metastabilen Bereiches ein. Hauptmechanismen sind Kollisionen zwischen den Kristallen
sowie zwischen Kristallen und Kristallisatoreinbauten. Sekundarkeimbildung kann zu-
nachst in eine scheinbare und in eine echte sekundare Keimbildung unterteilt werden
[Bau 96, S. 713]. Zur scheinbaren Sekundarkeimbildung zahlt der Kristallkeimeintrag mit
der Impfkristallzugabe durch den den Kristallen anhaftenden Kristallstaub (“Initial
breeding” in Abb. 2-2). Auch dentritische Auswachsungen kénnen durch fluiddynamische
Scherkrafte abgebrochen werden und als Sekundarkeimquelle zur Verfigung stehen
(,Needle breeding").

Bei der echten Sekundarkeimbildung werden Mechanismen ohne und Mechanismen mit
Bertcksichtigung von Kollisionen unterschieden. Zur ersten Gruppe gehort das Abscheren
vorgeordneter Strukturen (“Fluid shear”), welche von der Oberflache wachsender Kristalle
in die Losung gelangen [Bot 76] [Tai 92]. Bei Kollisionen zwischen Kristallen oder zwi-
schen Kristallen und Kristallisatoreinbauten (,Attrition breeding bzw. ,Contact nucleati-
on“) kdnnen Bruchstiicke entstehen, die als Abrieb bezeichnet werden. Die dafur notwen-
digen mechanischen Krafte sind oft sehr gering und kénnen auch in inerten Medien (keine
Loslichkeit der kristallisierenden Substanz) nachgewiesen werden [Aya 90]. Man unter-
scheidet weiter zwischen Abriebsbildung an einer Oberflache sowie an Kanten oder Ecken
von Kristallen. Insbesondere mechanische Kontake an Kristallecken flihren zu einem star-
ken Abrieb. In letzter Zeit wird mit Hilfe bruchmechanischer Uberlegungen versucht, Ab-
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riebsvolumina und Abriebsgeschwindig-

Inltlal breedin : keiten zu modellieren und eine spezifi-
g, ® o sche Kinetik der Abriebsfragmente zu
° a formulieren [Mer 90][Gah 95] [Chi 96].

“Needle breedmg i I] / Modellierung der Keimbildung
— Die Voraussetzung flr heterogene

Keimbildung - das Vorhandensein von

= - Fremdpartikeln - ist in technischen Kiri-
[ stallisationsprozessen praktisch immer
g vorhanden. Insbesondere bei Prozessen
o] ohne Impfkristallzugabe spielt dieser

E> Mechanismus in der Anfangsphase die
dominierende Rolle. Die heterogene

Keimbildungsgeschwindigkeit B[# st

Abb. 2-2 Ausgewéhlte Mechanismen dersekundare‘r}n Ist proportlonal der Anzahl der
Keimbildung remdpartikel.

Wand . pttrition breeding” = O

Bo=Ks" (2-3)

Der EinfluR der Ubersattigung wird in einem Exponentialterm modelliert. Der Anteil der
einzelnen Mechanismen der Sekundéarkeimbildung an der gesamten Keimbildung ist Ge-
genstand aktueller Untersuchungen. Beispielsweise ermittelten Mayer und Lacmann
[May 97] mit Hilfe asymmetrischer Kristallisatibreine Proportionalitit der Sekundar-
keimbildung zur vierten Potenz der KristallgroR3e. Qian und Botsaris [Qia 98] konnten mit
dem gleichen Verfahren zwei unterschiedliche Mechanismen der Sekundéarkeimbildung
isolieren. In Gleichung 2-4 sind Sekundarkeimbildung und primar heterogene Keimbildung
zusammengefaldt. Die Kollisionswahrscheinlichkeit der Kristalle findet in Form der Sus-
pensionsdichteps Berlcksichtigung, wobei die Suspensionsdichte gleichzeitig ein spe-
zielles Moment der Kornzahlverteilung représentiert.

Bo=Kg (st s (2-4)

Der Einflu3 der Fluiddynamik auf die Sekundarkeimbildung wird im allgemeinen mit der
spezifischen Energiedissipation korreliert. In Ruhrbehéltern ist diese lokal sehr unter-
schiedlich verteilt und weist in Ruhrerndhe ein Maximum auf. Fur die Modellierung ver-
wendet man einen exponentiellen Ansatz fir die mittlere spezifische Energiedissipation.
Im Ansatz 2-4 wird der Einflul3 der mittleren spezifischen Energiedissipation nicht explizit
modelliert und ist in der Konstanteslenthalten.

! Das Verfahren beruht auf dem Vorhandensein von Stereoisomeren (Enantiomere) einer Substanz. Enantio-
mere besitzen identische chemischen Eigenschaften. Aufgrund ihrer verschiedenartigen optischen Aktivitat
kénnen sie jedoch voneinander unterschieden und ihr Mengenanteil gemessen werden.
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2.1.3 Kiristallwachstum

Aus makroskopischer Sicht verandert sich infolge Wachstum die GroRenverteilung eines
Kristallhaufwerkes. Zu einer detaillierten Untersuchung der Vorgange mufd auf die mikro-
skopische Ebene zurtickgegriffen werden. Kristallwachstum vollzieht sich an der Oberfla-
che der Kristalle. Aus der Lésung gelangen Gitterbausteine - einzelne Atome aber auch
vorgeordnete Molekllverbande - durch konvektiven Transport, Volumen- und Oberfla-
chendiffusion an den Einbauort auf der Kristalloberflache. Im Gegensatz zur flissigen
Phase ist die Transportgeschwindigkeit innerhalb der festen Phase vernachlassigbar klein.
Die Elemente an der Phasengrenze kdnnen nicht mit dem Phaseninneren korrespondieren
und lokale Unterschiede ausgleichen. Aus dieser Tatsache resultieren eine Anzahl von Be-
sonderheiten hinsichtlich der Verteilung der Eigenschaften in der kristallinen Phase.

Definition der Wachstumsgeschwindigkeit

Die Wachstumsgeschwindigkeit wird auf verschiedene Weise charakterisiert:

e als lineare Verschiebung einer Kristallflache, beobachtet an einer Kristallflache eines
Einzelkristalls v [m 'sl],

e als lineare Wachstumsgeschwindigkeit, basierend auf der Messung der Volumenande-
rung einzelner Kristalle G [m'1$ und

e als Massenwachstumsgeschwindigkeit[Rg s ! m'2].

Im allgemeinen sind die Kristallflachen die gréRten Strukturen mit einer einheitlichen
Wachstumsgeschwindigkeit. Kristallographisch verschiedene Flachen kénnen unterschied-
lich schnell wachsen und bestimmen die Form eines perfekten Kristalls. Aufgrund der un-
regelméanigen Form realer Kristalle ist die Wachstumsgeschwindigkeit bestimmter Kristall-
flachen nur bedingt in einer Massenbilanz darstellbar. Die lineare Wachstumsgeschwin-
digkeit G eines Kristalls bezieht sich auf den Durchmesserzuwachs einer volumengleichen
Kugel. Sie reprasentiert die Wachstumsgeschwindigkeiten der einzelnen Kristallflachen.
Far ein kugelférmiges Teilchen mit einer einheitlichen Flachenwachstumsgeschwindigkeit
v gilt

G=2v. (2-5)

Fur den Massenstrom der kristallinen Phase mit N Kristallen ergibt sich

N N N
: dV: L2 dL; nl?
My = bl I Ko B R i, 2-6
K ;PK i pKZ > dt pKiZ;, 5 (2-6)

wobei die Kristallgrof3e L der Durchmesser der volumengleichen Kugel ist. Fir den Fall,
dald die individuelle, lineare Wachstumsgeschwindigkeik@stant ist, kann auch die
Massenwachstumsgeschwindigkeig i [kg st m‘2] eines Kristallhaufwerks der Masse
Mg angegeben werden.

_ 1 dM
Ao dt

G (2-7)
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Ao ist die Gesamtoberflache des Kristallhaufwerks. Durch die Einfihrung von Volumen-
bzw. Oberflachenformfaktores undp kdnnen Abweichungen von der Kugelform bertck-
sichtigt werden. Volumen und Oberflache der Kristalle sind als Funktionen einer charakte-
ristischen Lange {.definiert.

V=al2undAg =pL,? (2-8)

Besitzen alle Kristalle eine &hnliche Form, d.h. gleiche Formfaktoren, sowie eine gleiche
Wachstumsgeschwindigkeit G, so gilt folgender Zusammenhang:

RG = 3%pK G . (2'9)

Konvektiver Stofftransport und Einbaureaktion

Zur Formulierung der Wachstumsgeschwindigkeit werden zwei Wachstumsschritte unter-
schieden (Abb. 2-3). Der erste Schritt umfal3t den Stoffiilbergang und die Adsorption auf
der Kristalloberflache. Dabei werden die Gitterbausteine zunachst durch konvektiven und
diffusiven Stofftransport an die Kristalloberflache herantransportiert. Man geht davon aus,
dal3 der Kristall von einer Diffusionsgrenzschicht umgeben ist, welche von der Stromungs-
situation der umgebenden Lésung beeinflu®t wird. Damit wirkt das Konzentrationsgefélle
c—Cy als Triebkraft flr den Diffusionsschritt. Im zweiten Schritt kommt es zu einer Ober-
flachendiffusion der Wachstumseinheit, die durch den Einbau an einer energetisch glnsti-
gen Stelle oder durch die Desorption in die Loésung beendet wird. Im thermodynamischen
Gleichgewicht findet kein Wachstum statt, Adsorption und Desorption sind gleich. Fir die

Einbaureaktion gilt die Triebkraftyec*.

Neben der Ubersattigung ist der Stoff-

Kristall ubergang im ersten Schritt von den Ei-

Adsorptionsgrenzschicht genschaften der Losung abhangig (Vis-
Diffusionsgrenzschicht kositat, Diffusionskoeffizient,  Stro-

{ Lssung mungsgeschwindigkeit). Hingegen ist

! die Geschwindigkeit der Einbaureaktion
! neben Uberséattigung und Temperatur
vor allem an die Kristallstruktur gebun-
den. Der Stoffibergang und die Einbau-
reaktion sind Uber die Konzentratiog ¢

C
° miteinander gekoppelt.

Der Stoffibergang des ersten Wachs-
tumsschrittes kann fur die Diffusions-
grenzschicht einer Kugel analytisch be-
schrieben werden. Fir Kristalle mul3

N

Abb. 2-3 Schematische Darstellung der Konzen-

trationsverhaltnisse [Bau 96, S. 697] man jedoch die stark von der Kugelform
¢ Konzentration in der tberséttigen ~ @oweichende Gestalt sowie die Vielzahl
Lésung der Teilchen mit ihren Wechselwirkun-

co: Konzentration an der Phasengrenze gen bertcksichtigen. Eine vereinfachte
Kristall-Losung Beschreibung des Stoffilbergangs kann

c*: Gleichgewichtskonzentration . R
g mit dem Ansatz R=p(c-cg) gewahlt
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werden, wobe der Stoffibergangskoeffizient ist. Mit Gleichung 2-9 wird der Zusam-
menhang zur Wachstumsgeschwindigkeit G hergestellt.

Der Einbau von Elementen in die Kristallstruktur erfordert ein gewisses Angebot an ener-
getisch gunstigen Einbauplatzen in die Gitterstruktur. Ausgangspunkt der Modellierung der
Einbaureaktion ist die Vorstellung von Flachenkeimen als Ausgangspunkt der Bildung
einer neuen Lage von Gitterbausteinen auf der Kristalloberflache. Reale Kristalle besitzen
eine Vielzahl von Storstellen, die zu Versetzungen im Gitteraufbau fuhren. Die Austritts-
stellen dieser Versetzungen an der Kristalloberflache stellen energetisch gunstige Flachen-
keime dar. Burton, Cabera und Frank [Bur 51, S. 299-322] haben fur das Wachstum einer
mit Schraubenversetzungen bedeckten Kristalloberflache ein Modell abgeleitet (BCF-
Modell).

SZ

G=A; S tanh23 (2-10)
A2 S

Die Konstanten in Gleichung 2-11 reprasentieren Funktionen verschiedener Parameter des
Stoffsystems, welche meist nicht direkt ermittelbar sind. Eine Weiterentwicklung des BCF-
Modells ist das ,Birth-and-Spread-Model“. Hier werden die Bildung und die Ausbreitung
zweidimensionaler Flachenkeime bei maRigen Ubersattigungen und einer versetzungs-
freien Kristalloberflache untersucht. Es gilt vereinfacht folgender Zusammenhang:

5 _As
G=A,se s (2-11)

Ahnlich wie beim BCF-Modell miissen die Parameter in Gleichung 2-11 an experimentelle
Ergebnisse angepalit werden. Da reale Kristalle eine Vielzahl von Versetzungen aufweisen,
findet Kristallwachstum bei geringen Ubersattigungen jedoch nur an Schraubenversetzun-
gen statt. Bei hoheren Uberséttigungen ist eine Kopplung beider Mechanismen denkbar.

Modellierung des Kristallwachstums

In Abhéngigkeit vom geschwindigkeitsbestimmenden Teilschritt wird das Wachstum eines
Stoffsystems als einbau- oder diffusionslimitiert betrachtet. Auf die Einbaulimitierung des
Kristallwachstums eines Stoffsystems kann durch die Untersuchung von perfekten sowie
von oberflachlich beschadigten Kristallen geschlossen werden. Der Ausheilvorgang der
beschadigten Kristalle fuhrt hier zu einem kurzzeitigen Anstieg der Wachstumsgeschwin-
digkeit. Umgekehrt weisen Unterschiede der mel3baren Wachstumsgeschwindigkeit in be-
wegten und unbewegten Suspensionen auf ein diffusionslimitiertes Wachstum hin. Eine
gleichberechtigte Behandlung beider Teilschritte fihrt zur Gleichsetzung der Geschwin-
digkeiten von Diffusions- und Einbauschritt. Der Stofftransport des ersten Wachstums-
schrittes hangt stark von der Bauart und GroRe des Kristallisators ab. Er kann tiber Ahn-
lichkeitskennzahlen berechnet werden [Mer 86]. Die Temperaturabhangigkeit der Einbau-
reaktion wird mit einem Arrhenius-Ansatz beschrieben.

Trotz der vielfaltigen Bemihungen, weiterfihrende theoretische Konzepte fur die Wachs-
tumsgeschwindigkeit zu entwickeln (gegenwartig z.B. [Kub 96][Liu 96]), hat sich in der
Massenkristallisation ein in weiten Teilen empirisches Gesetz behauptet. Analog zur Se-
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kundarkeimbildung sind Potenzproduktansatze zur Beschreibung der mittleren Wachs-
tumsgeschwindigkeit eines Kristallhaufwerkes ublich [Mer 95][Tav 93][Bau 96]. Tavare
[Tav 93, S. 108] gibt dafir eine generalisierte Form des kinetischen Ansatzes fir die
Wachstumsgeschwindigkeit als Funktion von TeilchengréRe L, Ubersattigung s, Tempe-
ratur T, Teilchenzahl N und Verunreinigung | an.

_Ag
G=Ag L7 M8 ¢ RT NAWL Audl (2-12)

In Anlehnung an die theoretisch begrindeten Modelle (Gl. 2-10 und 2-11) wird hier ein
exponentieller Ansatz fur die Ubersattigung s gewahlt. Der Exponent der Triebkraft s ist
im allgemeinen kleiner als 2.5 [Tav 93]. Die in Gleichung 2-12 ebenfalls postulierte Gro-
Renabhangigkeit der Wachstumsgeschwindigkeit kann auf Wachstumsdispersion zuriickge-
fuhrt werden und ist Gegenstand der Diskussion des nachsten Abschnitts. Eine Untersu-
chung des Einflusses von Verunreinigung und Teilchenzahl erfolgt in dieser Arbeit nicht.
Die Wachstumsgeschwindigkeit wird mit dem Ansatz

m Ec
G=Kgs ex;{ RTJ (2-13)
beschrieben. Aus Gleichung 2-13 ist ersichtlich, da’ der Einflu3 der Fluiddynamik in der
Konstanten Ig bericksichtigt und nicht in einem weiteren Ansatz modelliert wird. Die
Fluiddynamik besitzt besonders dann grofR3en EinfluR auf die Wachstumsgeschwindigkeit,
wenn die Kristalle ein diffusionslimitiertes Wachstum aufweisen. Da die Wachstumsge-
schwindigkeit von KSOy-Kristalle jedoch von der Einbaureaktion dominiert wird
[Ulr 91][LGh 93], erfolgt auch innerhalb des experimentellen Teils dieser Arbeit keine Va-
riation der hydrodynamischen Randbedingungen.

Eine weitere Mdglichkeit zur Untersuchung der Teilschritte des Kristallwachstums ist die
Beobachtung der Auflésung eines Kristalls, da die Auflésungsgeschwindigkeit annahernd
dem ersten Wachstumsschritt entspricht. Damit ist die Auflésungsgeschwindigkeit G direkt
proportional zur Untersattigung s [Bau 96, S. 715].

G=Kps (2-14)

2.1.4 Wachstumsdispersion

Kristalle gleicher Grof3e kénnen unter identischen Bedingungen unterschiedlich schnell
wachsen. Diese Erscheinung, die Wachstumsdispersion, ist seit langem bekannt [Kuc 22].
Wachstumsdispersion wird in unterschiedlichen Ausmalf3en sowohl bei Kristallen mit ein-
bau- als auch bei Kristallen mit diffusionslimitierter (z.B. Zucker [Lia 87]) Wachstumsge-
schwindigkeit beobachtet. Aus der Sicht der Massenkristallisation begann die systemati-
sche Untersuchung mit den Veroéffentlichungen von White und Wright [Whi 71] sowie
Janse und de Jong [Jan 75]. Allgemein wird angenommen, dal3 Wachstumsdispersion meh-
rere Ursachen haben kann.

Wachstumsdispersion wurde an Einzelkristallen und kleinen Kristallkollektiven experi-
mentell untersucht. Insbesondere Bruchstlicke gleicher Herkunft aus angeschlagenen oder
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an einer Wand geriebenen Kristallen wachsen unterschiedlich schnell. Zacher gibt eine
Literaturtbersicht Gber das disperse Wachstumsverhalten kleiner und grol3er Kristalle
[Zac 95, S. 34]. Die Wachstumsdispersion wurde bei wechselnden Uberséattigungen sowie
unter mechanischer Belastung des Kristallgitters untersucht. Dabei konnten Unterschiede
um das 25-fache bei kleinen (40 um) und das 2,5-fache bei gréReren (550 um) Kristallen
beobachtet werden [Wan 92][Zac 95]. Dies bedeutet, daf3 nur schnell wachsende Kristalle
merklich Uber ihre EntstehungsgréfRe hinauswachsen kdnnen. Nach einiger Zeit des
Wachstums ist somit die Kristallgrofie Ausdruck der individuellen Wachstums-
geschwindigkeit. Gleichzeitig verringert sich mit zunehmender KristallgroRe die Streuung
der Verteilung der Wachstumsgeschwindigkeit.

Die eindeutige Charakterisierung der Wachstumsdispersion in realen Prozessen erweist
sich aufgrund der vielféaltigen Ursachen als schwierig. In einem realen Kristallisator kann
man von raumlichen Konzentrations- und Temperaturprofilen ausgehen. Aufgrund der
hydrodynamischen Verhaltnisse und der Schwerkraft stellt sich au3erdem eine relative
Separierung der Kiristalle entsprechend ihrer GroRe und Form ein. Demzufolge sind die
Kristalle wahrend ihrer Verweilzeit im Kristallisator unterschiedlichen Uberséttigungen
ausgesetzt, was primar zu individuellen und um einen Mittelwert schwankenden Wachs-
tumsgeschwindigkeiten fihrt. Auch zusatzliche Stoffe, die sich in der Losung befinden
kénnen, beeinflussen die Wachstumsgeschwindigkeit. Diese Stoffe konnen sowohl eine
lokale Veranderung der Ldslichkeit bewirken als auch direkt in das Kristallgitter eingebaut
werden. Hinzu kommen Probleme mef3technischer Natur. Agglomeration, Kristallzersto-
rung und Unregelmaliigkeiten in der Kristallform werden durch Korngrof3enanalysen nicht
oder falsch erfal3t und als Wachstumsdispersion interpretiert.

Wachstumsdispersion und Uberséttigung

Um den EinfluR der Ubersattigung auf die Wachstumsdispersion zu ermitteln, wurden Kri-
stalle wechselnden Ubersattigungen ausgesetzt. Zacher [Zac 95] fiihrte beispielsweise Un-
tersuchungen an {111}- und {100}-Flachen von 47 Kalialaunkristallen durch. Dabei wurde
die Ubersattigung nach einem Zeitintervall von 90 min fiir die gleiche Zeitspanne erhoht
oder erniedrigt und danach wieder auf das Anfangsniveau zurtckgefuhrt. Im Durchschnitt
verminderte sich nach dem zweiten Wechsel der Uberséattigung die Wachstumsge-
schwindigkeit um 15 %. {111}-Flachen wurden durch den Ubersattigungssprung weniger
beeinflul3t als {100}-Flachen. Wahrend Kalialaun gleichméaRig wachst, zeigen die {010}-
Flachen von Kaliumnitrat standig um einen Mittelwert schwankende Wachstumsge-
schwindigkeiten. Die Fluktuation der Wachstumsgeschwindigkeit einer Kristallflache kann
sich Uber eine Zehnerpotenz erstrecken. Die Wechsel vom relativ langsamen zum relativ
schnellen Wachstum liegen bei Zacher [Zac 95] fur Kaliumnitrat im Zeitrahmen von
15 min. Tulke und Offermann [Tul 93] finden derartige Fluktuationen auch bei Kalialaun
mit Zeitkonstanten von 5 bis 6 min.

Jones und Larson [Jon 96] untersuchten die Wachstumsgeschwindigkeit einzelner Kristall-
flachen von Natriumnitrat- und Kaliumsulfatkristallen in einer Kristallisationszelle unter
dem Mikroskop. Die Wachstumsgeschwindigkeiten der Kristalle sind individuell verschie-
den. Der Anstieg der Wachstumsgeschwindigkeit folgt in den meisten Fallen der Erhéhung
der Ubersattigung (siehe Abb. 2-4). Eine Besonderheit stellt der Kristall #10 dar, welcher
seine Wachstumsgeschwindigkeit sprunghaft nach etwa 12 min andert. Abbildung 2-4
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Abb. 2-4 Untersuchungen an80,-Bruchstiicken [Jon 96, Abb. 5]

Die Einzelkristalle wurden durch Reibung eines wachsenden Kristalls an einer

Glasplatte in einer Wachstumszelle hergestellt. Die Ubersattigung, angegeben in der
Temperaturdifferenz der Unterkihlung der Suspension, betrégt bei t=0 3.6 K, ab
t =5 min 7.1 K (bezogen auf eine Ausgangstemperatur von 26.6 °C).

zeigt deutlich den Zusammenhang zwischen der Anderung der Verteilung der Wachstums-
geschwindigkeit und der Ubersattigung.

Wachstumsdispersion und Kristallperfektion

Auch der Einflu? von Spannungen und Versetzungen im Kristallgitter sowie von maogli-
chen Verformungen an der Kristalloberflache auf das Wachstumsverhalten wurde unter-
sucht. Die Summe dieser Kristalleigenschaften kann als Abweichung von der Kristallper-
fektion beschrieben werden. Einen besonders hohen Grad der Imperfektion weisen Bruch-
stuicke von Kristallen aufgrund ihrer Entstehungsgeschichte auf. Untersuchungen [Wan 92]
zeigen, dafd ein grofRer Teil dieser Bruchstiicke nur sehr langsam wachsen kann. Relativ
wenige Kristalle besitzen eine so grof3e Wachstumsgeschwindigkeit, dal3 sie als effektive
Kristallkeime angesehen werden kénnen. Die Beurteilung der inneren Perfektion eines
einzelnen Kristalls ist mit dem réntgenographischen Laue-Verfahren moglich. Dazu hat
Zacher [Zac 95] an Kalialaunkristallen Lauespektren aufgenommen. Zuvor waren die Kri-
stalle einem Ruhrkristallisator entnommen worden und wiesen Abmessungen zwischen 40
und 500 um auf. Es konnte festgestellt werden, dal3 der Mosaikausbreitungswinkel - als
MaR fir den Stérungszustand eines Kristalls - mit der Ubersattigung wachst und mit der
KristallgroRe sinkt. Die Streuungen sind bei kleinen Kristallen groRer als bei groRen und
wachsen mit der Ubersattigung und dem Ruhrerleistungseintrag.

Herden und Tanneberger [Her 95][Tan 96] haben Einzelkristalle unter dem Mikroskop
untersucht, deren Wachstumsflachen zuvor mechanisch verandert wurden. (Die Verspan-
nungen im Kristallgitter wurden dabei mit einem Werkzeug ahnlich einer Schraubzwinge
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erzeugt.) Tanneberger [Tan 96] fand an {111}-Facetten von Kaliumaluminiumalaun, daf3
aufgerauhte Oberflachen etwa 60 % schneller wachsen als unverletzte. Dies korrespondiert
auch mit Ergebnissen von Ulrich [Ulr 85][UIr 91] sowie von Tulke und Offermann
[Tul 93], die an Kaliumsulfat und Kaliumaluminiumalaun gefunden wurden. Tanneberger
weist besonders darauf hin, dal’ verletzte Kristalle eine Ausheilphase durchlaufen, die bis
zu einer Stunde andauert und in der die {111}-Flachen sehr schnell wachsen. Danach sinkt
die Wachstumsgeschwindigkeit auf einen niedrigeren Wert. Nach mehreren Stunden hat
sich der Kristall erholt und wachst mit einer neuen Geschwindigkeit weiter, die grol3er oder
kleiner sein kann, als die urspringliche. Bei starken Verspannungen treten Facetten-
bildungen auf. Positive und negative Abweichungen gleichen sich aus [Tan 96].

Ein Zusammenhang zwischen Wachstumsdispersion, Versetzungsdichte und Mikroharte
konnte nicht eindeutig hergestellt werden [Her 95][Tan 96]. (Die Versetzungsdichte an
Kristalloberflachen wurde tiber die Bestimmung der Atzgrubendichten und die Mikrohéarte
mittels des Prufverfahrens nach Vickers ermittelt.) Die Korrelation zwischen Wachstums-
geschwindigkeiten und Versetzungsdichte wird von den Autoren als nicht hinreichend si-
gnifikant ermittelt. Insbesondere stellte Tanneberger [Tan 95, S. 88] fest, dal3 die Dichte
der Versetzungen nicht als Parameter der unterschiedlichen Wachstumsgeschwindigkeiten
der Kristalle geeignet ist, sobald nicht mit Kristallen hoher Perfektion gearbeitet wird.

Das Wachstumsverhalten von Einzelkristallen, die in einer Wirbelschicht von Quarzkdr-
nern oder arteigenen Teilchen bombardiert werden, wurde von Tulke und Offermann
[Tul 93] untersucht. Die Wirkung der Wirbelschicht fihrte immer zu einem Anstieg der

Streuung um die mittlere Wachstumsgeschwindigkeit. Die Varianz der Korngro3envertei-
lung stieg mit der Versuchszeit fur Kalialaun starker an als fur Kochsalz. Ulrich kam bei
seinen Untersuchungen zu &hnlichen Ergebnissen[Ulr 93].

Statistische Analyse der Wachstumsdispersion

Insgesamt zeigt sich die Wachstumsdispersion unter technischen Bedingungen vor allem
als spezifische Eigenschaft des Kristalls. Aufgrund der Vielzahl der Individuen wird sie zu
einer stochastischen Erscheinung. Wachstumsdispersion kann als eine statistische Vertei-
lung der Wachstumsgeschwindigkeit einzelner Kristalle um einen haufigsten Wert be-
trachtet werden. Zur Zeit gelingt es jedoch noch nicht, einen Zusammenhang zwischen den
Ursachen der Wachstumsdispersion und dem Charakter der Geschwindigkeitsverteilung
herzustellen.

Die Wachstumsdispersion wird verursacht durch innere Spannungen im Kristallgitter und
Gitterverformungen an der Oberflache. Dabei gilt:

e Versetzungszahl und Oberflachenkeimzahl sind an grof3en Flachen meist so grofl3, daf3
immer genugend Wachstumszentren vorhanden sind. Es ist jedoch mdglich, daf3 diese
Zentren unterschiedlich aktiv sind. Werden die aktivsten blockiert, miissen andere we-
niger aktive deren Rolle tibernehmen, und es stellen sich neue Wachstumsgeschwindig-
keiten ein. Die Aktivitatsverteilung der Wachstumszentren andert sich wahrend des
Wachstums in Zeitraumen, die meist l&anger sind als die Aufenthaltszeiten in Kristalli-
satoren [Tan 96, S. 107].

e Innere Spannungen fuhren an Kristalloberflachen, an denen sie wirksam werden, zu
einer Erhdhung des chemischen Potentials. Damit vermindert sich die wirksame Trieb-
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kraft fur den Einbauschritt und die Wachstumsgeschwindigkeit verringert sich
[Zac 95][Ris 91].

¢ Wachstumsdispersion kann auch durch lokale Temperatur- und Konzentrationsgradien-
ten sowie Formveranderungen geférdert werden.

Zur Beschreibung der Geschwindigkeitsverteilung sind eine Reihe von mathematischen
Verteilungsfunktionen verwendet wurden, die auf experimentellen Ergebnissen basieren
[Myd 95]. So analysierte u.a. Mitrovic die Haufigkeitsverteilung der Wachstumsgeschwin-
digkeiten der Kristallflachen [Mit 95][Mit 97]. Dabei wurden bekannte Wahrscheinlich-
keitsverteilungen wie Gamma-, Normal- oder logarithmische Normalverteilung verwendet.
Zikic und Mitrovic [Zik 96] stellten fest, dal3 eine dreiparametrige Gammauverteilung ihre
experimentellen Ergebnisse besser widerspiegelt als eine zweiparametrige.
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2.2 Modellierung

Kristallisationsprozesse sind meist Bestandteil umfassender Prozesse der Stofftrennung
und -wandlung. Zur detaillierten Untersuchung wird die Kristallisation als thermische
Grundoperation separat betrachtet. Klassische Arbeiten auf dem Gebiet der Modellierung
der Chargenkistallisation stammen von Larson und Garside [Lar 73], Nyvit [Nyv 73]
[Nyv 76] sowie von Jones und Mullin [Jon 74a]. Eine Ubersicht Giber den gegenwartigen
Stand der Modellentwicklung gibt Tavare [Tav 93]. Die Grundlagen jeder Kristallisa-
torauslegung bilden die Stoff-, Energie- und Impulsbilanzen fiir jede beteiligte Phase oder
fur das Phasengemisch sowie die Populationsbilanz - oder auch Kornzahlbilanz - fir die
kristalline Phase. Daneben existieren die kinetischen Gleichungen fur den Transport von
Stoff, Energie und Impuls in einer Phase oder zwischen den Phasen, sowie die das Pha-
sengleichgewicht beschreibenden Lésungsgleichgewichte. Bei der Kristallisatormodellie-
rung wird im allgemeinen von einem ideal durchmischten Volumen ausgegangen. Tempe-
raturen und Konzentrationen werden als gleichverteilt angesehen. Anderungen im Bilanz-
raum werden ausschliel3lich Gber Stréme an den Bilanz- oder Phasengrenzen bewirkt. Die
Stoff- und Energiebilanzen sind nur unter vereinfachenden Annahmen analytisch |6sbar, da
ihre Kopplung mit den kinetischen Gleichungen zu stark nichtlinearen Verknipfungen
fihren [Bau 96].

Im Mittelpunkt des Interesses bei der Kristallisation stehen die physikalischen und chemi-
schen Eigenschaften der kristallinen Phase. Ein wichtiges Hilfsmittel zu deren Charakteri-
sierung ist die Bilanzierung der Kristallzahl, die Kornzahl- oder auch Populationsbilanz.

Mit Hilfe der Anzahlverteilung der Kristalle kann die Haufigkeit einer interessierenden

Eigenschaft im Haufwerk beschrieben werden. Die wichtigste und am besten zugangliche
Eigenschatft ist die Partikelgro3e. Die Bilanzierung von Kristallzahl und Masse sind eng
miteinander verknipft. Abbildung 2-5 zeigt den vereinfachten Zusammenhang. Anderun-
gen der Konzentration der kristallisierenden Substanz in der Losung bewirken Anderungen
in der Massenbilanz und damit in der Ubersattigung der Lésung (links). Die Ubersattigung

) Sﬁﬁ'ﬂ?}g Keimbil-
Ubersattigung dungsrate
Anderung der Anzahlver-
Konzentration teilung
Massen- Kornzahl-
bilanz bilanz
Uberséattigung Kristall- Wachstums-

wachstum geschwindigkeit

VergréRerung der
Kristalloberflache

Abb. 2-5 Schematischer Zusammenhang zwischen Massen- und Anzahlbilanz [Ran 71, S. 77]
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wirkt auf die Generierung neuer Kristallkeime sowie auf das Wachstum vorhandener Kri-
stalle. Keimbildung und Keimwachstum werden in der Kornzahlbilanz berticksichtigt und
modifizieren die Anzahlverteilung (rechts). Eine veranderte Anzahlverteilung bedingt
schlieRlich eine Anderung der fiir das weitere Wachstum zur Verfligung stehenden Kri-
stalloberflache (unten) und wirkt somit auf die Massenbilanz zurlck.

2.2.1 Kiristallisation als thermische Grundoperation

Bei der Gestaltung von Kristallisationsprozessen missen vor allem die Forderungen nach
gleichbleibender Reinheit und physikalischer Qualitat des Kristallisates erfullt werden. Um
diesen Forderungen angesichts der Vielfalt der Stoffsysteme gerecht zu werden, existieren
eine Reihe unterschiedlicher Kristallisatorbauformen. Sie unterscheiden sich hinsichtlich
der Art und Weise der Erzeugung der Uberséttigung sowie der hydrodynamischen Gestal-
tung. Die Kristallisation kann dabei aus einer Loésung oder aus einer Schmelze heraus er-
folgen. Bei einer starken Temperaturabhangigkeit der Lo6slichkeit des kristallisierenden
Stoffes wird die Erzeugung der Uberséttigung meist durch Abkuhlung realisiert.

Massen- und Energiebilanz

Fur die Auswahl und Auslegung von Kristallisatoren sind Informationen tber Stoff- und
Warmestrome sowie Uber physikalische Eigenschaften wie Loéslichkeit, Hydrodynamik
und Kristallisationskinetik unerlaf3lich. Analog zur allgemeinen Vorgehensweise in der
Verfahrenstechnik werden fiir die Kristallisation Bilanzen zur Berechnung unbekannter
Teilstrome, Konzentrationen und Temperaturen aufgestellt. Im folgenden wird die in dieser
Arbeit betrachtete Kuhlungskristallisation untersucht. Da nur eine Komponente ohne Hy-
dratisierung kristallisiert, kann eine vereinfachte Betrachtung erfolgen. Eine allgemeine
Vorgehensweise zur Formulierung der Bilanzgleichungen wird beispielsweise von Bau-
mann und Gramlich [Bau 96] angegeben.

Die Gesamtmassenbilanz sowie die Massenbilanz der kristallisierenden Komponente fur
einen kontinuierlich betriebenen Kristallisator mit ideal durchmischter Suspension lauten

ME=MA+MK und (2'15)
MEXE=MAXA+MK. (2'16)

Hierbei sindM gund M 5 die Eintritts- bzw. Austrittsstréme einer Lésung mit der Mas-
senkonzentrationgxbzw. x. M ist der austretende Kristallstrom. Ein wichtige GroRe
zur Beschreibung des Kristallisationsprozesses ist die Suspensiona@(thmn'g']. Sie
beschreibt den Anteil der kristallinen Phase in der Suspension und ist als Verhaltnis der
Masse der Kristalle im Kristallisator ppro Suspensionsvolumerg\definiert.

_ Mg

e (2-17)

¢s

Unter Verwendung der Dichte der kristallfreien Losyngetzt sich der Austrittsvolumen-
stromV, aus dem Losungstroml o /p und dem KristallstronM ¢ /px zusammen. Mit
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den Gleichungen 2-15 bis 2-17 erhalt man fur die Suspensionsdichte eines kontinuierlich
betriebenen Kristallisators im stationaren Zustand

_1 1—XE + 1

. (2-18)
P XE=XA PK

¢s

Im Fall eines diskontinuierlich betriebenen Chargenkristallisators ohne ein- oder austre-
tende Stoffstrome kann man die Massenbilanz fur die Anderung der Masse der geldsten
bzw. der auskristallisierenden Substanz aufstellen. Es ergibt sich

dMs x(®], dMk _ g (2-19)
dt dt '

Zum Zeitpunkt t=0 liegt die Losung mit einer Gesamtmasgesd®lvie der Ausgangskon-
zentration x(t:O):Q vor. Fur den Zeitpunkt t kann man die geloste Substanz im Kristalli-
sator mit Ms x(t) und die kristalline Phase mit § @g(t) V(t) beschreiben. Das Sus-
pensionsvolumen |4t sich als Funktion der Massenkonzentration x(t) und der Dichte der
Losungp(t) (Gl. 2-20 und 2-21) darstellen:

M (t)
PK

Vs(t) =V, (1) + mit (2-20)

Mim +MgX(t)
p(t)

VL (t) = und M (1) =Mgx® —Mgx(t) (2-21)

Die Masse des Losungsmittels fyI- meist Wasser - bleibt wahrend des Kuhlungsprozes-
ses konstant. In einem diskontinuierlich betriebenen Kiihlungskristallisator sind Ubersétti-
gung s(t), Loésungsdichtg(t) und Massenkonzentration x(t) von der Suspensionstempera-
tur T(t) abhangig. Die Suspensionstemperatur kann durch die Steuerung der Kiihlung des
Kristallisators direkt beeinflult werden. Der Abbau der Ubersattigung wird jedoch von der
Kristallisationskinetik bestimmt, so dal} eine analytische Beschreibung des zeitlichen Ver-
laufs im allgemeinen nicht moglich ist. Bei Kenntnis der Werte fur x(t)aft)dsowie un-

ter Verwendung der Gleichungen 2-20 und 2-21 ist jedoch eine Berechnung der Suspen-
sionsdichte

M (t)
Vs(t)

es(t) = (2-22)

zum Zeitpunkt t moglich.

Die Energiebilanz ist durch den Warmestrom, welcher dem Kiristallisator durch Kihlung
entzogen wird, die durch den Rihrer eingebrachte Arbeit sowie durch den Enthalpiestrom
der Phasenanderung gekennzeichnet. Im kontinuierlichen Fall treten die Enthalpiestrome
der eintretenden LOsung und der austretenden Suspension hinzu. Betrachtet man die L6-
sungskristallisation, so ist der Enthalpiestrom, der durch die Kristallisationswarme in den
Kristallisator eingebracht wird, sehr gering. Aus diesem Grund kann die Kristallisations-
warme zur Bilanzierung des Kristallisationserfolges vernachlassigt werden.
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Betriebsarten von Kuihlungskristallisatoren

Von der Betriebsweise eines Kristallisators wird u.a. die physikalische Qualitat des Kri-
stallisates (z.B. Korngréf3e und Reinheit) maf3geblich beeinflu3t. Wichtigste Regelgrol3e ist
die Ubersattigung. Zur Charakterisierung des Verlaufes der Ubersattigung in einem Kiih-
lungskristallisator verwendet man zweckmalflig ein Temperatur-Loslichkeits-Diagramm.
Um eine enge Korngréf3enverteilung mit einem definierten mittleren Korndurchmesser zu
erreichen, ist es oft ginstig, die Ubersattigung im metastabilen Bereich konstant einzu-
stellen und primére Keimbildung zu vermeiden [Mer 92]. Im Fall der instationaren Prozes-
se von diskontinuierlichen Kuhlungskristallisatoren ist dazu eine Regelung der Ubersatti-
gung notwendig. Man un-
terscheidet zwischen natur-
licher Abkuhlung mit einer
konstanten Wandtempera-
tur, einer linearen Abkih-

lung bezogen auf den zeitli-
chen Verlauf der Suspensi-
onstemperatur und schliel3-

lich der kontrollierten Ab-
kiihlung. In Abb. 2-6 sind

die Verldufe der unter-
schiedlichen Kuhlungsarten

fur einen diskontinuierlich
betriebenen  Kristallisator

0.2

labiler Bereich
0.18 -

0.16

Konzentration [kg K SO, kg™! Wasser]

0.14 eingetragen.
stabiler Bereich Im Fall der natirlichen
v/ Kihlung wird aufgrund der

natirliche Abkuhlung

0.12 - lineare Kithlung

grol3en Temperaturdifferenz

geregelte Kihlung

|
25 30 35 40 45
Temperatur [°C]

Abb. 2-6 Diskontinuierliche Kiihlungskristallisation im metastabi-

len Bereich:

50 55

60

zur kuhlenden Wand zu
Beginn der groRte Warme-
strom abgefuhrt. Es kommt
zu einem starken Anstieg
der Ubersattigung, der nicht
durch das Wachstum der

Darstellung verschiedener Betriebsarten aus [Jon 74] Kristalle abgefangen wer-

den kann. Die Ubersatti-

gung erreicht die Grenze
des metastabilen Bereiches und eine starke Keimbildung setzt ein. Diese Keime wachsen
und reduzieren die Ubersattigung weiter, bis sich ein Gleichgewicht zwischen Ubersatti-
gungsaufbau durch Abkiihlung und Abbau der Uberséttigung infolge Wachstum einstellt.
Aufgrund der starken Keimbildung ist mit einer geringen mittleren Kristallgré3e zu rech-
nen. Im Gegensatz zur naturlichen Abkihlung bleibt die abgefiihrte Warmemenge fir den
linearen Abkuhlungsverlauf konstant. Der anfangliche Sprung der Ubersattigung bei der
naturlichen Kihlung wird etwas gemildert, aber nicht prinzipiell vermieden. Die resultie-
rende mittlere Kristallgrof3e ist groRRer.



2.2 MODELLIERUNG 19

Im Fall einer geregelten Kilhlung kann man wahrend des Prozesses eine konstante Uber-
sattigung einstellen. Voraussetzung ist, dald die Suspensionstemperatur bei Versuchsbeginn
sehr sensibel auf die Uberséttigung reagiert. Je kleiner die Ubersattigung gestaltet wird, um
so weniger Kristalle werden gebildet und um so groRRer ist die mittlere Kristallgrof3e des
Endproduktes. Verschiedene Autoren haben sich mit der Realisierung der Ubersattigungs-
regelung befal3t. Mit Hilfe eines mathematischen Modells konnte Jones [Jon 74] den Tem-
peraturverlauf einer kontrollierten Kihlung berechnen und eine Steuerung der Ubersatti-
gung realisieren. Eine Regelung der Ubersattigung basierend auf einer Messung der Uber-
sattigung wurde von Gutwald [Gut 90] und Kihberger [Kih 97] untersucht.

2.2.2 Bilanzierung der Kristallanzahl

Die Bildung und das Wachstum von Kristallen ermdglicht eine weitere Diversifizierung

der festen Phase. Mit Hilfe der Kornzahlbilanz kénnen bestimmte Eigenschaften von Kiri-
stallpopulationen bilanziert werden. Im Rahmen dieser Arbeit ist die Modellierung der Kri-

stalleigenschaften auf die KorngroRe sowie auf die Wachstumsgeschwindigkeit be-
schréankt.

Formulierung der Populationsbilanz

Verteilungsfunktionen zur Beschreibung der Kristallzahl haben sich als sehr nitzlich bei
der empirischen Beschreibung der Massenkristallisation erwiesen. Eine einfache Verbin-
dung der relevanten Verteilungsparameter mit den Parametern des Prozesses ist jedoch
nicht ohne weiteres moéglich. Auf verschiedenen Gebieten wurden deshalb Anstrengungen
unternommen, Teilchenbilanzgleichungen fir die ProzeRbeschreibung zu nutzen. Eine
fundierte Darstellung der Bilanzierung der Teilchenzahl haben Hulbert und Katz [Hul 64]
formuliert. Die Massenkristallisation auf der Grundlage der Teilchenzahlbilanz wird aus-
fuhrlich von Randolph und Larson [Ran 71] behandelt.

Die allgemeine Bilanzierung der Kristallzahl erfolgt in einem n-dimensionalen Raum R,
der die 3 Raumkoordinateq, &, und &; sowie weitere Eigenschaftskoordinatanés, ...

besitzt. Die Eigenschaftskoordinaten oder auch interne Koordinaten sind dabei die fiir den
Prozel3 interessanten Charakteristika der Partikel, z.B. Grol3e, Fremdstoffanteil oder Farbe
von Teilchen. Die Anzahlverteilung (&) beschreibt die Haufigkeit des Auftretens ver-
schiedener Teilchen.

N= [o()dR (2-23)
R

Im weiteren wird die zeitliche Anderung der Kristallzahl durch Teilchenstrome Uber die
Grenzen des Bilanzraumes eingefiihrt. Die Gleichung, die dabei entwickelt wird, ist formal
analog zur Kontinuitatsgleichung der Hydrodynamik. Um mechanische und kinetische
Prozesse (z.B. Zerstérung oder Keimbildung) erfassen zu kénnen, werden zwei Funktionen
D und B (Death und Birth) eingefiihrt. Die so entstandene Populationsbilanz in differen-
tieller Form lautet

28D ¢ divfy; o(e)]+D(&) - B(&) =, (2-24
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wobei v; die Anderungsgeschwindigkeit der Eigenscliaftiarstellt. Fir die Betrachtung

eines realen Systems mufd man sich auf eine Anzahl von wesentlichen und experimentell
zuganglichen Eigenschaften beschranken. Entsprechend der dargestellten Phanomene der
technischen Kristallisationskinetik sind KristallgroRe und Kristallwachstumsgeschwindig-
keit individuelle Eigenschaftef;.

Im folgenden wird eine ideal durchmischte Suspension betrachtet. Die Teilchen sind
gleichmafiig im Volumen verteilt. Temperatur, Konzentration und Stromungsgeschwindig-
keit sind nicht ortsabhangig. Unter diesen Umstanden ist die Divergenz in Gleichung 2-24
gleich Null. Weiterhin werden ein konstantes Suspensionsvolumgrsowie ein- und
austretende Suspensionsstrbﬁ]@ j/ Vs berlcksichtigt.

5q’(@)+d.v[v. ®()]+ D(&) - B(&)+Z =0,i=45. (2-25)

Betrachtet man nun nur eine Eigenschaft der Kristallpopulation, die KristallgroR3e, so ergibt
sich mit®(&,) = n(L) eine eindimensionale Populationsbilanz.

on
— —[G n]+D(L) - B(L)+Z = (2-26)

va(L,t)=dL/dt ist die Anderung entlang der Eigenschaft L und wird als Wachstums-
geschwindigkeitv4,=G definiert. Damit gilt fir die Wachstumsgeschwindigkeit G=const
bzw. G=G(L,t). Fur einen kontinuierlich ablaufenden Prozel3 mit einem austretenden
Strom ergibt sictV; ®;/V =@/t und 0d(&;)/ot = 0

n(L) ist eine Anzahlverteilungsdichte, die auch als Oberflachen- oder Massenverteilung der
Kristalle ausgedriickt werden kann. Gleichung 2-26 beschreibt die zeitliche Anderung die-
ser Populationsdichte, d.h. die zeitliche Anderung der Kristallanzahl pro Langenklasse in
einem bestimmten Suspensionsvolumen [%#rm?'] Die Anderung der Kristallzahl ist
durch die Kristallisationskinetik und die Prozef3fihrung bedingt. Im einzelnen werden fol-
gende Terme bericksichtigt:

o(n(L)G(L))/oL: Hinein- oder Herauswachsen einer bestimmten Anzahl von Kristal-
len in oder aus einer Langenklasse

D(L) und B(L): Death- und Birth-Rate - Kristalle, die durch Keimbildung, Agglome-
ration und Zerstérung bzw. ahnliche Prozesse aus einer Langenklas-
se herausfallen oder in eine Langenklasse hineingelangen

Zvj nj(L)/Vs: In den Bilanzraum ein- und austretende Kristallstrome

Eindimensionale Populationsbilanz der kontinierlichen Kristallisation

Fur kontinuierlich betriebenen Kristallisator werden meist weiter, vereinfachende Annah-
men getroffen, die sogenannten ,Mixed Suspension Mixed Product Removal“-Bedingun-
gen (MSMPR).
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e Kontinuierlich betriebener Kristallisator im stationaren Betriebszustand mit einer mitt-
leren Verweilzeit der Suspension

e Ideale Durchmischung im Kristallisator sowie ein nicht klassierender Produktabzug

o Konstantes Kristallisatorfullvolumen und kristallfreier Zulauf

AulRerdem werden Abrieb, Zerstorung und Agglomeration im Modell nicht beriicksichtigt.
Es wird weiterhin angenommen, daf3 die Wachstumsgeschwindigkeit keine Funktion der
Kristallgro3e ist. Diese Annahme wird in der Literatur auch als Gesetz von McCabe be-
zeichnet [McC 29]. Gleichung 2-26 vereinfacht sich zu:

dn(L) n(L) B ]
m +T—B(L)—O (2-27)

G

Gleichung 2-27 ist eine lineare inhomogene Differentialgleichung, die durch Variation der
Konstanten B(L) gelost werden kann. Definitionsgemald beriicksichtigt der Term B(L)
[# mtm?> s'l] alle Kristalle, die in eine GroRenklasse L gelangen - in diesem Fall durch
Keimbildung in die GréR3enklasse L LDie Funktion B(L) ergibt sich aus der Keimbil-
dungsrateBg=dNg/d t[# m3 s'l] multipliziert mit der Grél3enverteilung der Keim-
kristalle o(L). Die GrofRenverteilung wird mit einer Dirac-Delta-FunktiofL) = 5(L-Ly)
beschrieben. pist die Anzahl der Kristallisationskeime. Die Losung der zugeordneten
homogenen Differentialgleichung ergibt zunéachst einen exponentiellen Verlauf der An-
zahlverteilung in Abhangigkeit von der Kristallgrof3e:

_L
n(L)=Cy e © fir L>Ly (2-28)
Durch ,Variation der Konstanten“ erhalt man die allgemeine Losung der Gleichung 2-27:

B _ L
n(L) = EO e ¢ 4+C (2-29)

Da fur die Verteilung n(L<Ik)=0 gilt, ergibt sich die Konstante zu C = 0. In halbloga-
rithmischer Darstellung ist n(L) eine Gerade mit dem Anstieg —I) (&8d dem Achsen-
abschnitt B/ G. Die Anzahlverteilungsdichte der Kristallkeime betragt n(N3Bo/G.

In realen Kristallisatoren weisen KorngroRenverteilungen meist starke Abweichungen vom
idealen Verlauf einer MSMPR-Gerade auf (siehe Abb. 2-7). Besonders im Feinkornbereich
werden gréf3ere Anzahldichten beobachtet. Als Ursache kommen neben den prozef3techni-
schen Gegebenheiten die vielfaltigen Erscheinungen der Wachstumskinetik, die zu einem
individuell unterschiedlichen Wachstum der Kristalle fuhren, in Frage.

MSMPR-Versuche besitzen grol3e Bedeutung als Standardversuch zur Gewinnung kristal-
lisationskinetischer Daten. Im stationaren Betriebszustand konnen die kinetischen Para-
meter aus einer Korngrof3enverteilung bestimmt werden. Die Nachteile gegenlber Batch-
Experimenten liegen vor allem in dem hohen Material- und Zeitaufwand zur Einstellung
des stationdren Zustandes. Von Vorteil sind insbesondere die Konstanz von Temperatur
und Ubersattigung, wenn diese durch die ProzeRfiihrung garantiert werden kénnen. Gene-
rell wird die Zeitabhangigkeit der Kristallisationskinetik jedoch nicht aufgehoben, sondern
durch ein Verweilzeitverhalten ersetzt.
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Abb. 2-7 Halblogarithmische Darstellung der Anzahlverteilung n(L)

Die experimentelle Ergebnisse wurden von Jones [Jon 86] mit dem System
K,SO,-Wasser in einem kontinuierlichen Kristallisator gewonnen. Die eingetrage-

nen Kurven In n(L) = Kexp (Ko LOS+ Kz L) sind empirische Ausgleichkurven
und verdeutlichen den nicht idealen Verlauf der Anzahldichteverteilung.

Eindimensionale Populationsbilanz der diskontinuierlichen Kristallisation

Fur den Fall einer diskontinuierlichen Versuchsanordnung vereinfacht sich Gleichung 2-26
zu:

0 n(gI;,t) G on(L,t)

—-B(L,t)=0 (2-30)

Voraussetzung fiur diese Vorgehensweise sind die Annahmen ideale Durchmischung im
Kristallisator und konstantes Suspensionsvolumen. Im Modell werden Abrieb, Zerstorung
und Agglomeration nicht bertcksichtigt. Die Wachstumsgeschwindigkeit ist keine Funk-
tion der KristallgroRe. Gleichung 2-30 ist eine lineare inhomogene partielle Diffentialglei-
chung (PDG). Im Fall einer konstanten Wachstumsgeschwindigkeit G kann man fur die
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zugeordnete Rumpfdifferentialgleichung eine charakteristische Kurve angemiang
derer die Losungen der PDG konstant sind. Fur Gleichung 2-30 gilt:

L — G t=const. (2-31)

Gleichung 2-31 besagt, dal3 die Verteilung n(L—G t) fur beliebige Zeiten konstant ist.
Damit wird die Anzahlverteilung nur durch den zeitlichen Verlauf der Keimbildung be-
stimmt und entsprechend der Wachstumsgeschwindigkeit G in Richtung grof3erer Kri-
stallabmessungen verschoben. Durch die Reduzierung der Gleichung 2-30 auf eine ge-
wohnliche DGL und anschlie3ender ,Variation der Konstanten“ erhalt man folgende L6-
sung:

n(L) :% fir t<L/G und =Ly (2-32)

Analog zur kontinuierlichen Betrachtung gilt B(L,t)gB (L) mit ¢(L)=06(L-Ly). Fur

die Rand- bzw. Anfangsbedingung ergeben sich n(L=0,t)=0 sowie n(L,t=0)=0. Im Fall
der zeitlich konstanten KeimbildunBg = f(t grhalt man somit einen konstanten Wert
fur die KorngréRenverteilung in Abhéngigkeit von Kristallgrof3e und Zeit.

Die Ubertragung dieser Ergebnisse auf reale MeRergebnisse bereitet groRere Schwierig-
keiten als im kontinuierlichen Fall. Mit einer Reihe experimenteller Techniken wird ver-
sucht, Keimbildung und Kristallwachstum getrennt bzw. simultan zu erfassen. Die Ver-
wendung von Impfkristallen fihrt zu einer veranderten Anfangsbedingung n(L,t=0). Ta-
vare [Tav 93, S. 123] gibt eine Ubersicht der gebrauchlichen Methoden. Besondere Be-
deutung haben hierbei die kontrollierte Abkiihlung bei konstanter Ubersattigung [Gut 90]
sowie die isotherme differentielle Technik.

! Charakteristikenverfahren zur Lésung linearer PDG [Mey 91, S. 367]
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3 Modellierung der erweiterten Anzahlverteilung

Die im vorhergehenden Abschnitt diskutierten Losungen der Populationsbilanz beschrei-
ben eine Verschiebung der Ausgangsverteilung der Kristalle entlang der Charakteristiken
in Richtung grof3erer Kristallabmessungen. In Abbildung 3-1 (links) ist der Sachverhalt fur
eine konstante sowie eine zeitlich ansteigende Wachstumsgeschwindigkeit G(t) dargestellt.
Die durch die Wachstumsdispersion bewirkte Aufweitung der Verteilung kann zunachst
durch die Einfihrung einer korngrof3enabhangigen Wachstumsgeschwindigkeit G = G(L)
beschrieben werden. In Abbildung 3-1 (rechts) wird hierzu ein linearer Ansatz mit einem
Koeffizienten y verwendet. Fir diesen Modellansatz der eindimensionalen Populationsbi-
lanz ergibt sich eine Aufweitung der Verteilung. Diese Aufweitung wird im Fall einer zeit-
lich ansteigenden Wachstumsgeschwindigkeit G = G(t,L) weiter verstarkt (gestrichelte
Linie in Abb. 3-1 rechts).

Experimentelle Untersuchungen zur Wachstumsdispersion zeigen jedoch, daf die unter-
schiedlichen Wachstumsgeschwindigkeiten von Kristallen unter gleichen auf3eren Bedin-

n#mm? G#G(L), n(t=20 min) G=G(L), n(t=20 min)
1E11 -
G =G, = const —G(L)=G,(1+yL)
n=n,l-Gyt n=e%"n (e %" (L+1ly) - 1ly)
----- G(t) =G, +At —ee--G(t, L) = (G, + At) (1+y L)
— 2 2 2
n=nyl-G,t-05A") n=e &Y (e ISR (Liyy) - 1ly)
1E10 4
n,(L) ny(L)
I T T T 1 I T T T T 1
0 50 100 150 200 O 50 100 150 200 250

Abb. 3-1 Beispielverteilung I: Zeitliche Entwicklung einer Verteilung(ln) fir eine korn-
gréRenunabhéngige bzw. korngrélRenabhangige Wachstumsgeschwindigkeit G(t,L)
als Losung der eindimensionalen Populationsbilanz im Abschnitt 2.2.2 (Lésung
mittels Charakteristikenverfahren).

Beispielrechnung mit =5 108 m/s, A=5 10t mié und y =5000 1/m. Die
Verteilungen n(t=20min,L) sind Losungen der Gleichung 2-26  mit
D(L) =B(L) = V;=0.
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gungen Ausdruck unterschiedlicher Herkunft und Entwicklung sind (vgl. Abschnitt 2.1.3).
Eine GroRRenabhangigkeit der Wachstumsgeschwindigkeit kann demzufolge nicht zur Mo-
dellierung der Wachstumsdispersion herangezogen werden. Um den ursachlichen Eigen-
schaften der Kristalle Rechnung zu tragen, wird im folgenden eine Erweiterung der Popu-
lationsbilanz betrachtet.

3.1 Erweiterung der Populationsbilanz

Ausgangspunkt fur die Modellierung der Wachstumsdispersion ist die Einfuhrung einer
individuellen Wachstumsgeschwindigkeit der Kristalle. Dabei unterscheidet man zwei
Modelle, das ,Random-Fluctuation-Model" (RF-Modell) nach Randolph und White
[Ran 77] sowie das ,Constant-Crystal-Growth-
| [ S=Zeinzelne Kristalle Model" (CCG-Modell) nach \_Janse? und de Jong
[Jan 75]. Betrachtet man ein Kristallhaufwerk
mit einer konstanten mittleren Wachstumsge-
schwindigkeit, so geht das RF-Modell davon
aus, dal3 sich die individuelle Wachstumsge-
schwindigkeit der Kristalle aus der gemittelten
Wachstumsgeschwindigkeit sowie individuellen
Abweichungen einzelner Kiristalle zusam-
mensetzt (Abb. 3-2 links). Das RF-Modell wird
in Anlehnung an das in der Reaktionstechnik
genutzte Dispersionsmodell formuliert.

KristallgroRe L

RF-Model . CCG-Modell . Beim CCG-Modell wird hingegen die Wachs-

tumsgeschwindigkeit der Kristalle als eine wei-
Schematische Darstellung der Mo- tere individuelle Kristalleigenschaft postuliert.
dellansatze fir 4 einzelne Kristalle Diese individuelle Wachstumsgeschwindigkeit

Abb. 3-2 Erweiterte Populationsbilanz:

und eine mittlere KristallgrofRe. . . . . .
Die mittlere Wachstumsgeschwin- liegt im Kristallhaufwerk verteilt vor und ist

digkeit ist konstant. unter gleichbleibenden Bedingungen fir einen
Kristall konstant (Abb. 3-2 rechts).

3.1.1 RF-und CCG-Modell

Sowohl das RF-Modell als auch das CCG-Modell beschreiben eine Aufweitung der Kri-
stallverteilung wahrend des Kristallwachstums. Beide Modelle interpretieren dabei die
Aufweitung der Kristallverteilung als eine Konsequenz der individuellen Wachstumsge-
schwindigkeiten der Kristalle. Im Fall des CCG-Modells zeigte Rojkowski [Roj 93a], dal’
die Anzahlbilanz direkt in ein Modell mit grélienabhangigem Wachstum Uberfihrbar ist.

Anhand der Entwicklung der Aufweitung der Kristallverteilung unter konstanten Wachs-
tumsbedingungen (T, s = const) ist es mdglich, beide Mechanismen gegeneinander abzu-
grenzen. Das RF-Modell beschreibt einen linearen Zusammenhang zwischen der Varianz
der GroRRenverteilung und der Versuchszett._z(t) ~t [Ran 77], wahrend die Anwendung

des CCG-Modells zu einem quadratischen ZusammertkLa%(lg ~ [Ram 84] fuhrt. Bei-

de Beziehungen werden experimentell gefunden (z.B. RF-Modell: Zucker [Whi 71] bzw.
CCG-Modell: Ammoniumdihydrogenphosphat [Ble 87]). Beim derzeitigen Stand der ex-
perimentellen Untersuchungen wird angenommen, daf3 beide Effekte existieren, wobei sie
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jeweils dominieren oder parallel wirken kénnen [UIr 89]. Sowohl das RF-Modell als auch
das CCG-Modell werden derzeit zur Modellierung eingesetzt ([Sal 95] bzw. [Ber 90],
[Roj 90] und [Roj 93]).

Ein Modellansatz, welcher RF- und CCG-Modell vereinigt, wird von Zumstein und
Rousseau [Zum 87] formuliert. Ausgangsgleichung ist die eindimensionale Populationsbi-
lanz (Gl. 2-26), welcher ein wesentliches Element, der sogenannte Wachstumsvektor N
hinzugeflgt wird.

an(L)

N=Gn(L)-Dg
(L)-De—

(3-1)

N entspricht hier dem Ausdruck [G n] in Gleichung 2-26. Das CCG-Modell wird durch
die Einfuhrung einer individuellen Wachstumsgeschwindigkeit G reprasentiert, wahrend
sich das RF-Modell im Term ®on/oL manifestiert. [, ist der Dispersionskoeffizient

oder Wachstumsdiffusionskoeffizient frs ] entsprechend der Analogie zum in der Re-
aktionstechnik genutzten Dispersionsmodell. Weiterhin wird die KristallgréRe L mit der
individuellen Wachstumsgeschwindigkeit G auf L/G reduziert. Die neue Variable L/G
entspricht einer charakteristischen Zeit. Mit der neuen, sogenannten bedingten Anzahl-
verteilungsdichtef (L/G erhalten die Autoren fir die Populationsbilanz (Gl. 2-26)

of L) o - Vifi(g) _
- +8—L[N]+ZV—S—B(G)+D(G)—0 (3-2)

mit dem Wachstumsvektor

of (L)

NGf D
()GaL

(3-3)

Mit diesem Modell wurden sowohl kontinuierliche [Zum 87] als auch diskontinuierliche
[Zum 87a][Tul 94][Hef 91] Kristallisationsprozesse analysiert. Fur einen diskontinu-
ierlichen Prozel} ergibt sich mit D(G) = 0 und B(G) = 0 sowig#[Dg(L,G) folgende Po-
pulationsbilanz:

of(L)  af(L) 02 f(L)
G +G G~ _ DG G =0 (3'4)
ot oL oL?

Mittels einer Momentenbilanz erhalten Zumstein und Rousseau [Zum 87] fiir diesen ver-
einfachten Fall eine Beziehung fiir die zeitliche Anderung der Varianz der KorngréRen-
verteilung

2 2, ]
AGL —GG t +2DGt. (35)

Fur den hier betrachteten Zeitabschnitt t werden eine konstante Temperatur und Ubersatti-
gung und damit eine konstante, mittlere Wachstumsgeschwindigkeit vorausgesetzt. Damit
ist auch die Standardabweichung der Verteilung der Wachstumsgeschwindigfkledn-

stant. Gleichung 3-5 beschreibt sowohl eine lineare als auch einen quadratische Abhangig-
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keit der Varianz der Korngréf3enverteilung von der Versuchszeit und wird damit prinzipiell

beiden Modellansitzen gerecht. Im Fall einer zeitlich veranderlichen Uberséttigung sind
auch G und BB zeitabhangige GrolRen. Zumstein und Rousseau [Zum 87a] geben in Ab-
hangigkeit vom Verlauf der Ubersattigung s(t) eine Ldsung\ﬁl_rz(t) an.

Die Vorstellung der individuellen Schwankungen nach dem RF-Modell basiert auf expe-

rimentellen Beobachtungen, wonach sich die Wachstumsgeschwindigkeit einzelner Kri-

stallflachen bzw. lokaler Zentren auf diesen Flachen andert. Dies konnte experimentell
gezeigt werden (vgl. Abschnitt 2.1.3). Die Ursachen sowie die Grol3e dieser Schwan-
kungen im Verhaltnis zur mittleren Wachstumsgeschwindigkeit sind jedoch weitgehend

unklar. Im Rahmen dieser Arbeit wird davon ausgegangen, daf3 sich die individuellen

Wachstumsschwankungen der Kristalle im Mittel aufheben. Fir einen Zeitabschnitt mit

einer konstanten, mittleren Wachstumsgeschwindigkeit existiert damit auch eine konstante
Verteilung der Wachstumsgeschwindigkeit. Dieser Wachstumsmechanismus entspricht
dem CCG-Modell.

3.1.2 Erweiterung des CCG-Modells

Ausgangspunkt fur die Erweiterung des CCG-Modells ist Gleichung 2-25 mit i =5 und den
Eigenschaften Kristallgrof3e und Wachstumsgeschwindigkeit. Damit entsteht ein Bilanz-
raum mit den unabhéngigen Koordinaten L und G (Abb. 3-3). Aus Gleichung 2-25 erhalt
man mit einer zweidimensionalen, erweiterten Verteilungsdibig &s) = f(L,G)

of o d Vif
T [Gfl+—[Af]+D(L,G)-B(L,G 1 _o. 3-6
5t " arlC Tl GlATI+ DO -BLG)+ D - (3-6)

Die erweiterte Anzahlverteilungsdichte f beschreibt die Anderung der Kristallanzahl pro
Langen- und Wachstumsgeschwindigkeitsklasse in einem bestimmten Suspensions-

f(L,G)

Keimbildung

Kristallstrom infolge
Wachstum

Kristallstrom infolge
G Wachstumsanderung

Abb. 3-3 Charakteristisches Element der zweidimensionalen Anzahlverteilungsdichte f(L,G)
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volumen [# m- (m/s)‘l m‘?’].

0%F(L,G,t)

f=tLGH=""1"

(3-7)

Analog zu den Betrachtungen im Abschnitt 2.2.2 werden Abrieb, Zerstérung und Agglo-
meration in dem hier diskutierten Modell nicht beriicksichtigt (D(L,G)=0). Die Keim-
bildung wird im ,Birth“-Term mit B = Bo* f; modelliert. Fur die experimentell zugangli-
che Anzahldichte n erhalt man durch Integration

n=n(L,t) = [f(L,G,1)dG. (3-8)

Ursprianglich fihrten Janse und de Jong [Jan 75] die zweidimensionale Verteilungsdichte
f(G, L) ein und formulierten damit die Populationsbilanz. Die zweidimensionale Vertei-
lung der Kristallkeime zum Zeitpunkt der Keimbildung wird in Form zweier, voneinander
trennbarer Randverteilungengi(iL,G) = ¢(L) y(G) postuliert.p(L) = d(L) ist dabei

die anfangliche GroRenverteilung, wahrepdG) die Verteilung der Wachstumsge-
schwindigkeit darstellt. Die Funktionen sind nicht direkt mef3bar und missen durch Ar-
beitshypothesen festgelegt werden. In dieser Arbeit wird fir die anfangliche Geschwin-
digkeitsverteilung ein€&-Verteilung der Form

b+1 b
b G bG
ve)= (GH ] b+ 1) ex‘{_ E] &9

verwendet, die den Kristallen bei ihrer Entstehung unterschiedliche Wachstumsgeschwin-
digkeiten zuweist. Diesé-Verteilung ist durch die Parametery@GQnd b - haufigste
Wachstumsgeschwindigkeit sowie Spreizungsparameter - gekennzeichnet (Abb. 3-4). Die
mittlere Wachstumsgeschwindigkeit und die Standardabweichung der Verteilung berech-
nen sich zu

b+1

G= TGH sowie (3-10)
6G = %GH . (3-11)

Der in Gleichung 3-6 prinzipiell neu auftretende Ted#fA f(L,G)]/0G, bericksichtigt

den Kiristallstrom auf der G-Koordinate (siehe Abb. 3-3) und fand im bisher diskutierten
CCG-Modell (Abschnitt 3.1.1) keine Verwendung. Die Einbeziehung dieses zweiten Kri-
stallstromes bestimmt wesentlich die Eigenschaften des erweiterten CCG-Modells. Die
Anderungsgeschwindigkeiten langs der Koordinaten L und G in Gleichung 3-6 ergeben
sich zuvy4(L,G,t)=G und vs(L,G,t)=A(L,G,t). A ist die Wachstumsénderungsge-
schwindigkeit. Gleichung 3-6 vereinfacht sich zu

of _of  of
LAy AR f——B *f 3-12
ot oL oG 0 +Z (3-12)
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V(G) [(m/s)™]

i
i

10

0 2x10°® 4x10° 6x10° 8x10° 1E-9 1E-8 1E-7 1E-6

G [m/s] G [m/s]

Abb. 3-4 T-Verteilung der Wachstumsgeschwindigkeiten bei der Keimbildung (Gl. 3-9): Dar-

stellung des Einflusses der Parameter b updn@t linearer und logarithmischer
Teilung der Abszisse.

Neben der statistischen Betrachtung des Kristallhaufwerkes mit der Frage nach der Ver-
teilung der Eigenschaften L und G, kann die Wachstumsgeschwindigkeit auch fir einen
einzelnen Kristall beschrieben werden. Auf dieser mikroskopischen Ebene wird die indivi-

duelle Wachstumsgeschwindigkeit entsprechend Gleichung 2-13 mit dem zeitlichen Ver-
lauf von Temperatur und Ubersattigung verkniipft.

Ec
RT(t)

G()=Kg eXF{— j [s(t)]™ (3-13)

Da die Wachstumsgeschwindigkeit im Kristallhaufwerk verteilt vorliegt und die Abhan-
gigkeit von Temperatur und Uberséttigung als fir alle Kristalle gleich angesehen wird,
muf3 die Konstante Kfir jeden Kristall einen individuellen Wert annehmen. Das bedeu-
tet, dal’ hier, im Gegensatz zu anderen statistischen Modellen, keine Gleichverteilung der
Teilcheneigenschaften vorliegt. Fur die haufigste Wachstumsgeschwindigkeiit G

Ec
RT()

Gh()=Kg, exr{— j[s(t)]m. (3-14)

Die Wachstumsanderungsgeschwindigkeit A ist durch den kinetischen Ansatz fur die
Wachstumsgeschwindigkeit G (Gl. 3-13) festgelegt. Betrachtet man das Verhdltnis der
Wachstumsgeschwindigkeit eines Kristalls fir die Zeitpunkterntd $ sowie das ent-
sprechende Verhaltnis der haufigsten Wachstumsgeschwindigkeiten, so ergibt sich fol-
gende Beziehung:
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_ Ec m
G(ty) ex;{ RT(tl)j[S(tl)] ~ Gu(ty)

Glt2) ex;{—R_E(?Z)J[S(tz)]m Grtz)

(3-15)

Fur die Wachstumsanderungsgeschwindigkeit A erhdlt man unter Verwendung von
G(t+At)=Gu(t+At)/Gyx(t) G(t) (Gl. 3-15) eine Reduktion auf eine lineare Abhangig-
keit von der Wachstumsgeschwindigkeit.

A= 9C _ jim S+49 -G
Cdt Ats0 At
Gu(t+A)-Gu()  G(1) (3-16)
_ GG(t) lim H H _ AH (t)
H (1) At>0 At Gy (1)

A{=dGy/dt ist die Anderung der haufigsten Wachstumsgeschwindigkeit. Mit Gleichung
3-16 &Rt sich der Terr(L,G) 0A/0G in Gl. 3-12 als f(L,G) A/Gy ausdricken. Erste
Erfahrungen mit dem erweiterten CCG-Modell zeigen, daf’ es die Produktverteilungen der
Chargenkristallisation gut beschreibt [Bau 93][Bau 96a][Bau 97].

3.1.3 Zweidimensionale Populationsbilanz

Analytische Lésungen

Analog zur Betrachtung der einfachen Populationsbilanz kann man auch fur die erweiterte
Populationsbilanz charakteristische Funktionen angeben, entlang derer die Loésung der Dif-
ferentialgleichung konstant bleibt. Betrachtet man zuné&chst einen kontinuierlich betrie-

benen Kristallisator, fur den die sogenannten MSMPR-Bedingungen gelten, so vereinfacht
sich Gleichung 3-12 zu

of f we )
GaL+r Bg *fg =0. (3-17)
Bei stationdaren Prozessen gilt auch fur die Anderung der Wachstumsgeschwindigkeit
A = 0. Die analytische Losung flr einen kontinuierlich betriebenen Kristallisator wird von
Baumann [Bau 83] angegeben und ist im Anhang Al.1 aufgefiihrt (siehe Gl. A-9 und
Abb. A-1). Die analoge Betrachtung der erweiterten Populationsbilanz fir einen diskonti-
nuierlichen Kristallisator mit ideal durchmischter Suspension fuhrt zu

i+Gi+Ai+A—Hf—BO*fO=O. (3-18)
ot oL oG Gy

Aufgrund der zeitlich variablen Betriebsfihrung ergeben sich hier Keimbildung und
Wachstumsgeschwindigkeit als Funktionen der Versuchszeit. Damit besitzt auch die
Wachstumséanderungsgeschwindigkeit Einflu3 auf die zeitliche Entwicklung der Anzahl-
verteilungsdichte. Im Anhang Al.2 wird die analytische Losung der erweiterten Populati-
onsbilanz fur den diskontinuierlichen Kristallisator und den Fa#lff) diskutiert. Fir den
weiter vereinfachten Fall einer konstanten haufigsten Wachstumsgeschwindigkeit erhalt
man (vgl. Gl. A-23 und Abb. A-2)
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log(n [# m'm ™))

log(n [# m'm )

Fur diesen Fall ist das prinzipielle Verhalten der Losungen von f(L,G,t) in Abbildung 3-5
fur eine kontinuierliche bzw. diskontinuierliche Betriebsweise illustriert. Die Losungen
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Abb. 3-5 Analytische Lésung der erweiterten Populationsbilanz fur eine kontinuierliche
(oben) bzw. diskontinuierliche Kristallisation (unten): EinfluR der Parameter b und

Gy. Parameter: b=3 (rechts), y&3e-8 m/s (links), A=0, B= 102 #m3 st
1=t=2000s

f(L,G,1) :%\u(G) fart—L/G > 0. (3-19)

sind als n(L) dargestellt und zeigen den Einflul3 der Parameter b (links)ufrddBts) auf

die Lésung. Diese konvergiert fur sehr grof3e b, d.h. flr eine sehr schmale Verteilung der
Wachstumsgeschwindigkeit (vgl. Abb. 3-4), gegen die Losung der einfachen Populations-
bilanz (Gl. 2-29 und 2-32). Im Fall sehr kleiner b, d.h. fur eine sehr breite Verteilung der

Wachstumsgeschwindigkeit ergeben sich sehr ahnliche Anzahlverteilungen fiir beide Be-
triebsweisen. Betrachtet man den Einflul3 der haufigsten Wachstumsgeschwindjgkeit G

(Abb. 3-5 rechts), so stellt man mit einer sinkenden haufigsten Wachstumsgeschwindigkeit
einen abnehmenden Anteil von grol3en, schnell wachsenden Kristallen fest. Gleichzeitig

erhoht sich der Anteil der kleinen, langsam wachsenden Kristalle.

Zeitliche Entwicklung einer Kristallverteilung

In einem diskontinuierlich betriebenen Kristallisator verandert sich die Wachstumsge-
schwindigkeit in Abhangigkeit von Temperatur und Uberséttigung. Damit sind auch die
haufigste Wachstumsgeschwindigkeity Gund die haufigste Wachstumsanderungsge-

schwindigkeit A4y Funktionen der Versuchszeit. Der zeitliche Verlauf ven(& kann als
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eine Folge lineare Abschnitte approximiert werden. Fir ein solches Zeitintervall ist die
haufigste WachstumsanderungsgeschwindigkejtkAnstant. Damit erhalt man fir den
zeitlichen Verlauf der haufigsten Wachstumsgeschwindigkeit

G () =G +Ayt. (3-20)

Bei dieser Betrachtung wird das Wachstum einer Kristallverteilung zunachst ohne Berlck-
sichtigung der Keimbildung verfolgt. Im Anhang Al1.2 ist diese Vorgehensweise zur L6-
sung der Gleichung 3-18 mitgB- 0 und A, = const ausfihrlich dargestellt. Fir die Aus-
gangsverteilung der KristallgréR3e des Kristallhaufwerkes - sie entspricht der Grolien-
verteilung von Impfkristallen n(L,t=0) - kann eine beliebige Funktion verwendet werden.

Die Entwicklung zweier anfanglich normalverteilter Impftkristallhaufwerke n(L, t = 0) fur
Ay =0 (links) bzw. fur A; <0 (rechts) ist in Abbildung 3-6 anhand der Beispielver-
teilung Il (durchgezogene Linie) dargestellt. Abbildung A-3 im Anhang zeigt den Verlauf
der dazugehdrigen zweidimensionalen Anzahlverteilung f. Betrachtet man zunéchst die
konstante haufigste Wachstumsgeschwindigkejt €b lafit sich einen Verschiebung des
Maximums der Verteilung n(L) proportional zur Zeit feststellen (Abb. 3-6 links). Aufgrund
der verteilt vorliegenden Wachstumsgeschwindigkeit weitet sich die Anzahlverteilung n(L)
auf und die zu Beginn vorliegende symmetrische Verteilung nimmt einen asymmetrischen
Charakter an. Im Fall der zeitlich veranderlichen haufigsten Wachstumsgeschwindigkeit -
in diesem Beispiel flr A < 0 - verschiebt sich das Maximum der Verteilung n(L) unterpro-
portional zur Zeit und die Aufweitung der Verteilung verzogert sich (Abb. 3-6 rechts).

- -8 - _ _ -11
1E17 G,(H=3 10" m/s und A=0 G,=G, () und A, ()=-2 10" m/s

—t=0s
------ t=500s
- t=1000s

1E16 4

n#Emtm?

1E15-

T T T T T 1 T T T T T 1
0 20 40 60 80 100 0 20 40 60 80 100
L [um] L [um]

Abb. 3-6 Beispielverteilung Il (siehe auch Abb. A-3): Entwicklung der erweiterten Po-
pulationsbilanz fur die diskontinuierliche Betriebsweise mit konstanter bzw. ab-
nehmender, haufigster Wachstumsgeschwindigkgit Gie Anfangsverteilung
der Impfkristalle n(L, t = 0) wird durch eine Normalverteilung beschrieben.
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3.2 Ldsungsmethoden und Parameterbestimmung

Die Populationsbilanz ist tGber kinetische Ansatze fiur die haufigste Wachstumsgeschwin-
digkeit und die Keimbildungsrate mit dem experimentellen Verlauf von Ubersattigung und
Temperatur verbunden. Die Ermittlung der in den kinetischen Ansatzen enthaltenen Para-
meter erfolgt mittels Parameterschatzung und Optimierungsverfahren. Grundlage des Op-
timierungsverfahrens ist die Losung der Populationsbilanz.

3.2.1 Methoden zur Lésungen der Populationsbilanz

Im folgenden werden gebrauchliche mathematische Methoden zur Losung der Popula-
tionsbilanz angegeben. Die Methoden werden teilweise am Beispiel der eindimensionalen
Populationsbilanz diskutiert. Mit der Bertcksichtigung weiterer Abhangigkeiten und Pha-
nomene (Erweiterung der Anzahlbilanz, Agglomeration und Kristallzerstorung sowie zu-
und abstrémende Stoffstrome etc.) verkompliziert sich das Gleichungssystem. Zudem wei-
sen die kinetischen Gleichungen eine starke Nichtlinearitat auf. Das zu losende Glei-
chungssystem besteht aus gewohnlichen Gleichungen sowie einer Differentialgleichung.
Durch geeignete Umformungen, z.B. Momentenmethode oder Charakteristikenverfahren
[Haf 92, S. 135], gelingt es, das Gleichungssystem fiur eine numerische Vorgehensweise
aufzubereiten.

Charakteristikenverfahren

Charakteristikenverfahren kénnen zur Losung linearer partieller Differentialgleichungen
1. Ordnung eingesetzt werden. Da im CCG-Modell keine zweite Ableitung auftritt, ist eine
solche Vorgehensweise prinzipiell méglich. Fir die numerischen Umsetzung definiert man
zunéchst ein Berechnungsgebiet der unabhangigen Variablen L, G bzw. t. In diesem Be-
rechnungsgebiet wird eine Anzahl von Wanderpunkten implementiert. Diese Wander-
punkte sind Indikatoren der Anzahlverteilung und werden im gesamten Modellgebiet ein-
gesetzt.

Monte-Carlo-Methode

Analog zum Charakteristikenverfahren werden auch hier Simulationsteilchen verwendet.
Im Unterschied zur Charakteristikenmethode sind die Simulationsteilchen nicht nur Indi-
katoren sondern Trager der Anzahlverteilung. Das bedeutet, daf3 eine grof3e lokale Anzahl-
dichte im Berechnungsgitter durch eine hohe Anzahl von Simulationsteilchen reprasentiert
wird. Ein weiteres Kennzeichen der Monte-Carlo-Methode ist die Implementierung der
Zufallsdnderung wichtiger Eigenschaften, z.B. Verweilzeitverhalten, Anzahl und GrolRRe
der Keime [Dey 93][Gup 90][Peb 96a].

Momentenmethode

Haufigkeitsverteilungen kdnnen auch durch ihre Momente vollstandig charakterisiert wer-
den. Dabei gilt, je mehr Momente einer Verteilung man zur Verfugung hat bzw. berechnen
kann, um so exakter laf3t sich die Verteilung mit Hilfe dieser Momente abbilden. Das i-te
Moment der Verteilung n(L) berechnet sich zu
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Tab. 3-1 Momentengleichungen fir die kontinuierliche und diskontinuierliche Kri-
stallisation (Eindimensionale Populationsbilanz und G(L))

kontinuierlich diskontinuierlich
. . dNg
Partikel pro Suspensionsvolumen Ns=ny TE Bo
Gesamte _Partlkellange pro Sus Le= m S _ NgG
pensionsvolumen dt
Gesamte Kiristalloberflache pro Sus- _ dAs —2B8LG
pensionsvolumen As=pm dt Pls
Gesamte Kristallmasse pro Suspen- des _ 3gp AcG
sionsvolumen (Suspensionsdichte) ?S~ % Pk Ms dt g K"S
oo .
m; = j n(L) L' dL . (3-21)

0

In Tabelle 3-1 sind eine Reihe wichtiger Momente fur die eindimensionalen Populations-
bilanzen (GI. 2-27 und 2-30) im Abschnitt 2.2.2 angegeben. Es gilt G =c@1dt). Fur

einen kontinuierlichen Kristallisator lassen sich die Momente leicht aus der stationaren
Verteilung berechnen. Im diskontinuierlichen Fall sind die Haufigkeitsverteilung und da-
mit auch ihre Momente zeitabhangig. Die zeitliche Anderung des i-ten Moment der Ver-
teilung n(L,t) ergibt sich zu

dm  d
—— =—|L'n(L,t) dL. 3-22
- dtoj (L.1) (3-22)

Die linke Seite der Gleichung 3-22 kann aus zwei zeitlich aufeinander folgenden Vertei-
lungen naherungsweise berechnet werden. Fir die zeitliche Anderung des i-ten Moment
zum Zeitpunkt t-At/2 erhalt man

dmi _m (t+At)—mi(t)
dt At '

(3-23)

Die Gleichungen 3-22 und 2-23 stellen ein Gleichungssystem zur Berechnung von n(L,t)
dar, welches durch die Wahl des gréfiten Momenbestimmt wird. Bei einer solchen
Vorgehensweise, erweist sich die Simulation als sehr sensibel gegeniber der Gute der ex-
perimentellen Verteilungen. Dies trifft insbesondere auf Momente héherer Ordnung zu,
welche man zur Berechnung des zeitlichen Verlaufes der Anzahlverteilung bendtigt
[Tav 86].
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Funktionaltransformation

Zur Vereinfachung der partiellen Differentialgleichung der diskontinuierlichen Kristallisa-
tion (eindimensionale Populationsbilanz, Gl. 2-30) bietet sich eine Transformation der
Gleichung an. Dabei ist es vorteilhaft, die Anzahlbilanz in den Laplace- oder Fourierraum
zu transformieren. Eine Laplace-Transformatius,t) = L{n(L, t)} ergibt:

d ”é‘:" Y, GsAist)—By =0 (3-24)

Die Umwandlung des Differentials in einen Differenzenquotienten fiihrt zu einer Gera-
dengleichung

y- n(s,t+AAt)t— nist) _ _Gsh(s t) + By mit (3-25)

A(st) = L{n(L, 1)} = Ie—SL n(L,t)dL . (3-26)
0

Tragt man die Gerade y Uber s auf, so kann man die Parangated & einfach ermitteln
[Tav 93, S. 142].

3.2.2 Bestimmung der Modellparameter

Die Modellparameter in den kinetischen Ansatzen flir Wachstumsgeschwindigkeit und
Keimbildung (GI. 3-14 und 2-4) sowie in der Randverteilung der Wachstumsgeschwindig-
keit (GI. 3-9) kdnnen im allgemeinen nicht explizit dargestellt werden. Auch eine separate
Modellierung der Teilprozesse ist unter den Bedingungen der Massenkristallisation nicht
sinnvoll, da die Prozesse nicht entkoppelt werden kdnnen. Deshalb werden die Modellpa-
rameter simultan durch Parameterschatzung bestimmt. Als Vergleichskriterium fur die
Gute der Parameterschatzung hat sich die Grof3e der Streuung der Modellparameter etab-
liert.

In einer allgemeinen expliziten Schreibweise kann das Modell zur Beschreibung der An-
zahlverteilung folgendermal3en dargestellt werden:

yi =f(x}.p) (3-27)

Hierbei ist y der Vektor der abhangigen Variablen reprasentiert die unabhangigen Va-
riablen undp stellt den unbekannten Vektor der wahren Modellparameter dar. Als abhan-
gige Modellvariable zur Beschreibung der dispersen Phase kdnnen die Verteilungen der
verschiedenen Mengenarten bzw. deren Momente verwendet werden. Fir die Untersu-
chung der Wachstumsdispersion und damit der verteilt vorliegenden linearen Wachstums-
geschwindigkeit G ist die zeitliche Anderung der Anzahlverteilung besonders gut geeignet.
Die zeitliche Anderung der Anzahlverteilung infolge Wachstum entspricht einer Verschie-
bung der Verteilung auf der L-Koordinate (Gl. 2-31), wobei die Verschiebung proportional
zur Wachstumsgeschwindigkeit ist.
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Anwendung der Methode der kleinsten Fehlerquadrate

Die Maximume-Likelihood-Schatzung ist die Methode, die am haufigsten bei der Parame-
terschatzung Verwendung findet. Es wird davon ausgegangen, dal3 die Mel3werte nor-
malverteilt und statistisch unabhangig voneinander vorliegen. Fir die Berechnung der
Fehlerquadratsumme (FQS) werden die Varianzen und die Kovarianzen aller Mel3punkte
bendtigt. In der Praxis sind jedoch meist weder Varianz noch Kovarianz der Mel3werte
bekannt, so dal3 hier zuséatzliche Vereinfachungen und Annahmen getroffen werden mus-
sen. Unter der Voraussetzung, dal3 die Varianz aller MeRRwerte gleich ist, gelangt man zu:

FQS=D">" (i —f(x}, ) (3-28)

ny nNp

n; und i kennzeichnen die Anzahl der Mel3punkte und die Anzahl der Datensatze. Da die
Anzahlverteilung n(L,t) einen groRen Wertebereich durchlauft, ergibt sich eine starke
Ubergewichtung groRer MeRwerte. Durch die Einfiihrung einer logarithmischen FQS wird
dieser Effekt nivelliert:

FQS= "> (log(y;)-log(f (x;,B)° (3-29)

ny nNp

Wahl des Optimierungsverfahrens

Ziel des Optimierungsverfahrens ist es, die FQSn durch die Wahl eines entsprechenden
Parametervektors zu minimieren. Prinzipiell unterscheidet man gradientenbehaftete und
gradientenfreie Verfahren. Bei gradientenbehafteten Optimierungsverfahren wird der
Funktionswert des alten Punktes und der Gradient an dieser Stelle zur Konstruktion des
neuen Punktes herangezogen. Hingegen nutzen gradientenfreie Verfahren nur die Ziel-
funktionswerte an alteren Punkten. Sie stellen einen geringeren Anspruch an die Zielfunk-
tion bezuglich der Startwerte des Parametervektors und der Stetigkeit der Zielfunktion. In
der Regel ist aber ihre Konvergenzgeschwindigkeit geringer als die von gradientenbehaf-
teten Optimierungsverfahren. Da sich die Zielfunktion durch eine Anzahl von Nebenma-
xima auszeichnet, wurde auf den Einsatz gradientenbehafteter Optimierungsverfahren zu-
gunsten des gradientenfreien Simplex-Verfahrens [Pre 88] verzichtet.

Das Simplex-Verfahren spannt im n-dimensionalen Optimierungsraum eine n+1-dimen-
sionale Figur - den Simplex - auf. Fir alle Eckpunkte wird der Funktionswert berechnet.
Auf der Suche nach dem Minimum wird der Simplex geometrischen Operationen unter-
worfen. Mit Hilfe der Funktionswerte lal3t sich entscheiden, in welche Richtung und um

welches Mal3 die n+1-dimensionale Figur gestreckt oder verkleinert wird. Aufgrund der

relativ starren Vorgehensweise ist die Zahl der Berechnungen hoch. Bei flachen Zielfunk-
tionsproblemen konvergiert das Verfahren gut. Hingegen ist die Konvergenz in engen Ta-
lern nicht immer gesichert.
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Statistische Bewertung des Parametervektors

Die statistische Bewertung soll Aufschluf3 tiber die Glte des berechneten Parametervektors
geben und wenn moglich Riuckschlisse auf die Qualitdt des verwendeten Modells erlau-
ben. Dabei werden verschiedene GltemalRe zur Bewertung der Optimierung verwendet,
u.a. Konfidenzintervalle. Diese kennzeichnen die Genauigkeit eines Parametervektors. Sie
geben den Bereich an, innerhalb dessen der wahre Parametervektor mit einer vorgegebenen
Vertrauenswahrscheinlichkeit liegt. Man unterscheidet separate und simultane Konfidenz-
intervalle. Das separate Konfidenzintervall gibt den Bereich eines Parameters an, innerhalb
dessen der wahre Parameter liegt, wenn alle anderen Parameter den wahren Wert anneh-
men. Die simultanen Konfidenzintervalle geben den Vertrauensbereich fur die Parameter-
kombination an. Fur ein 3-parametriges Problem wirden die separaten Konfidenzintervalle
einen Quader, die simultanen ein Ellipsoid ergeben. Insbesondere die simultanen Konfi-
denzintervalle haben fur den praktischen Einsatz Bedeutung.

Zur Bestimmung eines separaten Konfidenzintervalls gibt Watts [Wat 94] einen Algorith-
mus an. Mit einem geschatzten Parametervektor und dem gewahlten Optimierungsver-
fahren wird zunachst FQg bestimmt. Man erhélt einen Ergebnis-Parametervektor. In
einem zweiten Schritt wird ein Parameter konstant gehalten und die minimale FQS fur eine
Anzahl von verschiedenen Werten dieses Parameter bestimmt. Das Resultat ist eine Funk-
tion der minimale FQS in Abhéngigkeit des ausgewahlten Parameters mit einem Minimum
beim Ergebnis-Parameter. Fir die separaten Konfidenzintervalle gilt folgender Grenzwert
der FQS:

FQSgRrenz = FRSuIN {1+ itf_a(m)} (3-30)
m

Die Anzahl der Freiheitsgrade m entspricht der Anzahl der Mel3punkte weniger der Anzahl
der geschatzten Parameter. Im dritten Schritt wird nun der Parametervektor gesucht, fur
den FQS = FQ&renz gilt. Die Schritte 2 und 3 werden fir alle Parameter wiederholt.
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4 Experimentelle Untersuchungen

Zur Unterstutzung der Modellbildung wurden Chargenexperimente mit dem Stoffsystem
K,SOy-Wasser durchgefuhrt. Anhand dieser experimentellen Ergebnisse werden die Para-
meter des erweiterten CCG-Modells bestimmt. MeRgréRen sind Ubersattigung, Temperatur
und KorngréRenverteilung, wobei die Erfassung der zeitlichen Veranderung der Korngro-
Renverteilung Schwerpunkt der Untersuchungen ist.

4.1 Aufgabenstellung

4.1.1 Melverfahren

Bei diskontinuierlichen Kristallisationsexperimenten sind viele experimentell zugéngliche
GroRRen aufgrund der zeitlich veranderlichen ProzeRR3fihrung zeitabhangig. Das betrifft die
Temperatur der Suspension, die Konzentration der Lésung und deren Ubersattigung, die
Verteilungsfunktionen von Kristallgrof3e und -form sowie die ortlichen Verteilungen der
Suspensionsdichte und hydrodynamischer Grél3en im Suspensionsvolumen. Durch diese
Vorgaben werden hohe Anspriiche an die Genauigkeit und an die zeitliche Auflésung der
Messungen gestellt.

Die Messung der Temperatur der Suspension ist unkompliziert und kann mit Hilfe allge-
mein gebrduchlicher Sensoren (Thermoelement, Widerstandsmelf3fihler) bis auf 0.05 K
genau gemessen werden. Die Genauigkeit der Temperaturmessung ist von grol3er Bedeu-
tung fir die Konzentrationsmessung, da diese stark temperaturabhangig ist. Zur Bestim-
mung der Ubersattigung missen die Gleichgewichts- sowie die Losungskonzentration be-
kannt sein. Ubliche Verfahren zur Messung der Konzentrationen basieren u.a. auf der Mes-
sung der Schallgeschwindigkeit, des Brechungsindexes oder der Dichte der Losung. Es
werden auch graphimetrische und spektrometrische Mel3verfahren eingesetzt. Fir den spe-
ziellen Fall des Zweistoffgemisches kann meist ein direkter Zusammenhang zwischen
MeRRgrofRe und Konzentration hergestellt werden. Der eigentlichen Konzentrationsmessung
geht dabei immer eine Eichung voraus. Neben dem Erreichen einer hohen Mel3genauigkeit
ist es gunstig, den zeitlichen Verlauf der Konzentration online zu erfassen und anzuzeigen.
Liegen die Mel3groRen Konzentration und Temperatur nicht gleichverteilt in der Suspen-
sion vor, mul3 dies zuséatzlich beachtet werden.

Im Unterschied zu den globalen GroRen Ubersattigung und Temperatur sind KristallgroRRe
und -form an das individuelle Partikel gekoppelt. Diese Eigenschaften liegen innerhalb der
kristallinen Phase verteilt vor. Zur Ermittlung der KorngréRenverteilung kann jedoch im-
mer nur ein bestimmter Ausschnitt des Partikelhaufwerkes - eine Stichprobe - untersucht
werden. Die Art und Weise der Stichprobenahme sollte dabei mdglichst so gestaltet sein,
dal3 die zu untersuchende Probe fur die Verteilung an einem bestimmten Ort oder - im Fall
der Gleichverteilung - fir den ganzen Kristallisator statistisch repréasentativ ist. Weiterhin
mul3 die Probe eine bestimmte Mindestanzahl von Teilchen beinhalten. Der untersuchte
Kristallisationsprozel3 darf durch die Probenahme nicht merklich beeinflu3t werden. Die
Messung der Korngrol3enverteilung kann dabei sowohl zeitlich getrennt vom Experiment
(offline) als auch wahrend des Versuchsbetriebes (online) erfolgen. Im letzteren Fall unter-
scheidet man zwischen einer MelR3anordnung parallel zum Versuchsbetrieb und einer Mel3-
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anordnung im Kristallisator (inline). Das Problem der Probenahme stellt sich jedoch bei
allen Mel3verfahren.

Im Fall groRer RUhrwerks-Kristallisatoren ist es oft schwierig eine ortliche Gleichvertei-
lung aller Eigenschaften zu garantieren. Die Messung der rdumlichen Verteilung der Stro-
mungsgeschwindigkeiten bzw. des Turbulenzgrades erweist sich aufgrund des hohen Fest-
stoffanteils als kompliziert. Der Feststoffgehalt der Suspension kann mit Hilfe von Ul-
traschallmel3verfahren ermittelt werden. Der Einsatz eines Ruhrers fuhrt auch zu einer Be-
einflussung des eigentlichen Kristallisationsvorganges infolge von Kristall-Ruhrer- bzw.
Kristall-Kristall-Kontakten. Dieser Effekt wird von der verwendeten Rihrergeometrie und
der in die Suspension eingetragenen Ruhrerleistung bestimmt. Gemessen werden Ruhrer-
drehzahl und Ruhrerdrehmoment.

4.1.2 Kennzeichnung von Korngrof3enverteilungen

Um sehr verschieden geformte Teilchen miteinander vergleichen zu kdnnen, wird eine
TeilchengroRe X eingefihrt, welche dem Durchmesser einer volumengleichen Kugel ent-
spricht. Innerhalb des Kristallhaufwerkes liegt X verteilt vor. Die Teilchengrol3e eines zu-
fallig ausgewahlten Kristalls im Kristallhaufwerk kann mathematisch als Zufallsgro3e be-
handelt werden. Wenn X eine Zufallsgrof3e ist, so bezeichnet man Q(L) = P(X <L) als
Verteilungsfunktion der ZufallsgréRe X. Der Wert der Verteilungsfunktion Q an der Stelle
L ist gleich der Wahrscheinlichkeit P dafur, daf? die Zufallsgrof3e X einen Wert annimmt,
der kleiner als L ist. Die ZufallsgroRe Kristallgrof3e kann stetig, als analytischer Ausdruck,
oder diskret, als Ergebnis experimenteller Untersuchungen vorliegen. Ist die Kristallgré3e
X eine diskrete Zufallsgrof3e mit den Wahrscheinlichkeiten R(X = L;), so gilt fur die
Verteilungsfunktion

QL) = Ypr mitp =L 4-1)

Li<L Ges

In diesem Fall ist Q(L) eine Treppenfunktion mjtdls Sprungstellen und als Sprungho-
hen. Die Wahrscheinlichkeiten geprasentieren die Anzahl Teilch&m; , die in eine Gro-
Renklasse i eingeordnet werden konnen, normiert mit der Gesamtagagahl N

Analog zur Darstellung einer diskrete Zufallsgrof3e kann die Verteilungsfunktion fir eine
stetige Zufallsgrof3e in folgender Weise dargestellt werden:

L

F(L) = j n(t)dt (4-2)

—0

n(L) ist hierbei die Dichte der Verteilung, t eine Integrationsvariable. Schreibt man Glei-
chung 4-2 in differentieller Form, so ergibt sich fur die Verteilungsdichte
dF(L)

n(L) = d—L (4'3)

Im diskreten Fall gilt analog q(L) &Q(L)/AL. Fur kleineAL geht q(L) in die stetige
Verteilungsdichtefunktion n(L) tber.
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Tab. 4-1 Klassifizierung von Partikelhaufwerken: ausgewahlte Me3methoden

Mel3system Partikelmerkmal Mengenath
Siebanalyse Charakteristische Lange Masse
Laserstreulichtmessung Projektionsflache Anzah|
Coulter Counter System Volumen Anzahl
Sehnenlangenmessung Charakteristische Lange Anzahl
Bildverarbeitung Proj f:rtiigt?:(tfgl]_gn gcer;]ara © Anzahl

Fur die Darstellung einer Teilchengrof3e durch den Durchmesser der volumengleichen Ku-
gel mul3 das Teilchenvolumen bekannt sein. Im allgemeinen ist eine direkte Messung der
Partikelvolumina jedoch nicht mdglich. Disperse Systeme werden deshalb anhand physi-
kalischer Eigenschaften der Partikel, z.B. Masse, Volumen oder Sinkgeschwindigkeit, cha-
rakterisiert. Entsprechend dieser mef3baren Eigenschaften, den Partikelmerkmalen, werden
die Teilchen in Klassen eingeteilt. Die Bewertung der Teilchenmenge innerhalb einer
Klasse erfolgt je nach Mengenart, z.B. Gesamtanzahl oder Gesamtmasse der Teilchen pro
Klasse. Partikelmerkmal und Mengenart sind charakteristisch fir ein Mel3system. In Ta-
belle 4-1 sind diese GrofRen fur haufig verwendete Mel3methoden zur Charakterisierung
von Kornzahlverteilungen dargestellt. Die hier verwendete Anzahlverteilungsdichte n(L)
basiert auf der Mengenart Anzahl mit dem Partikelmerkmal charakteristische Lange. Die
Beziehungen zwischen den verschiedenen Mengenarten sowie die Charakterisierung der
Verteilungen durch ihre Momente sind in Lehrblchern der mechanischen Verfahrenstech-
nik aufgefihrt (z.B. [Sbt 90, S. 33ff]).

MelRmethoden mit dem Partikelmerkmal Lange kdnnen jedoch nur dann exakt sein, wenn
es sich um Teilchen handelt, die mit einer charakteristischen Lange auch eindeutig be-
schreibbar sind. Neben Kugeln und Wirfeln kdnnen das auch unregelméfiig geformte Kor-
per verschiedener Gréf3e sein, wenn diese einander ahnlich sind. Fur den allgemeinen Fall
unregelmanig geformter Korper verschiedener Grof3e gilt dies nicht. Da jedoch Mel3me-
thoden mit dem Partikelmerkmal Volumen in einer Online-Mel3anordnung derzeit nicht
verfugbar sind, muf3 man prinzipiell mit einer reduzierten Aussagekraft der experimentell
gewonnenen Verteilungen rechnen. Durch die Abbildung der Projektionsflache eines Teil-
chens sowie der sichtbaren Korperkonturen bietet das Melverfahren digitale Bildverar-
beitung eine vergleichsweise gunstige Moglichkeit, unregelmafig geformte Kérper in eine
KorngrofRenverteilung einzuordnen.

MelBverfahren

Einen umfassenden Uberblick tiber die gebrauchlichen MeRverfahren zur Bestimmung der
KorngrofRenverteilung gibt Allen [All 90]. UnregelméaRig geformte Partikel konnen durch
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eine charakteristische Lange L beschrieben werden, welche dem Durchmesser der volu-
mengleichen Kugel entspricht. Da die Wachstumsgeschwindigkeit G als die zeitliche An-
derung dieser charakteristischen Lange definiert ist, eignet sich eine lineare Teilung der
GroRRenklassen fir die Beobachtung des Wachstums eines Partikelhaufwerkes besser als
eine nichtlineare Einteilung. Der Mel¥fehler fur die Ermittlung der Wachstumsgeschwin-
digkeit aus der zeitlichen Veranderung der Grol3enverteilung ist bei einer linearen Eintei-
lung der GroRenklassen unabhangig von der TeilchengroRe. Das MelRverfahren digitale
Bildverarbeitung besitzt aufgrund der Rasterung der Bildmatrix eine lineare Einteilung der
GroRRenklassen. Hingegen wird bei der Siebanalyse eine auf von Rittinger [Rit 87] zu-
rickgehende nichtlineare Einteilung benutzt, um den Feinkornbereich mdglichst fein auf-
schlusseln zu kénnen. Viele optische Mel3systeme benutzen ebenfalls eine stark nichtli-
neare Teilung der Grof3enklassen.

Die klassischen Offline-Verfahren - Trocken- und Naf3siebung - werden noch immer, teil-
weise auch zu Vergleichszwecken eingesetzt [Hef 91][Ber 90]. Generell werden bei Off-
line-Verfahren der Suspension Feststoffproben entnommen, die fir die Messung gesondert
behandelt werden missen. Dies kann zu einer teilweisen Veranderung der Probe und damit
zur Verfalschung der Mel3ergebnisse fuhren. Dominierend sind inzwischen jedoch optische
Online-MeRverfahren. Optische Mel3methoden mit einer nachgeschalteten elektronischen
MelRwertverarbeitung zeichnen sich dadurch aus, sehr viele MelRwerte in kurzer Zeit auf-
nehmen zu kénnen. Die der Messung nachgeschaltete Aufarbeitung der Rohmef3daten und
deren Auswertung kann dabei durchaus im nachhinein erfolgen, vorausgesetzt eine Mog-
lichkeit zur Zwischenspeicherung der Daten besteht.

Die MefRverfahren lassen sich hinsichtlich der Einordnung in GroRRenklassen (Partikel-
merkmal) und der eigentlichen Mel3gro3e (Mengenart) unterscheiden (vgl. Tab. 4-1). Im
Fall der Siebanalyse werden die Partikel entsprechend ihrer zweitgrof3ten Korperabmes-
sung und der Anzahl der Siebe Grof3enklassen zugeordnet. Die gemessene Mengenart ist
die Partikelmasse. Fur eine konstante Materialdichte kann aus der Masse das Partikelvolu-
men bestimmt werden. Besondere Bedeutung besitzt jedoch die Messung der Mengenart
Partikelanzahl. Die Einteilung der Partikel in GroRRenklassen erfolgt je nach Mel3verfahren
unterschiedlich. Als MelRverfahren haben sich u.a. Laserbeugungs- und Laserstreulicht-
messung (Partikelmerkmal: Projektionsflache) sowie Lasersehnenlangenmessung [Tad 98]
(Sehnen der Projektionsflache), das Coulter-Counter-Prinzip (Partikelvolumen) sowie di-
gitale Bildverarbeitung (Projektionsflache) durchgesetzt.

Die Vor- und Nachteile optischer Mel3verfahren wurden von verschiedenen Autoren ver-
glichen (z.B. [Nai 98] [Etz 95]). Die Autoren betonen den grofl3en EinfluR der Partikelform
auf die Messung. Eine Approximation der dreidimensionalen Partikelform wird derzeit mit
verschiedenen Methoden versucht (z.B. [Pon 98][Umh 97]). Bei einer bekannten Partikel-
gestalt kann man mit Mel3systemen, die auf Laserstreuung basieren, gute Ergebnisse er-
zielen (z.B. [Hef 96]). Im Fall einer unbekannten bzw. stark variierenden Gestalt der Teil-
chen ist vor allem die digitale Bildverarbeitung gut geeignet, die Objekte einzeln zu ver-
messen und mathematisch aufzubereiten. Bei hohen Suspensionsdichten sind optischen
Online-MeRverfahren aufgrund der raumlichen Uberlagerung der Teilchen nicht verwend-
bar. Eine kinstliche Herabsetzung der Suspensionsdichte durch Zufiihrung kristallfreier
Losung identischer Konzentration ist von einigen Autoren versucht wurden [Mea 96].
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Abb. 4-1 Anzahlverteilungsdichte verschiedener Partikelmerkmale:

Vergleich einer schmalen Kugelverteilung (links) mit analytisch und nume-
risch berechneten, monodispersen Anzahlverteilungen von Kugel und Wiirfel
(rechty

Testverteilungen

Fir alle MeRRverfahren sind Kontroll- oder Eichmessungen mit mono- und polydispersen
Testteilchen bekannter Abmessungen wichtig, um Messungen realer KorngrofRenverteilun-
gen durchfilhren zu kénnen. Zur Uberwachung von Produktionsprozessen kann es dagegen
ausreichen, eine relative Anderung der Verteilung zu registrieren. (Dies kann insbesondere
fur schnelle Inline-Messungen interessant sein, z.B. bei einer speziellen Laser-
streulichtmef3technik mit einem schnell rotierenden feinen Laserstrahl und einer Mel3-
sonde.) In Abbildung 4-1 sind Anzahlverteilungsdichten verschiedener Partikelmerkmale
fur zwei geometrisch einfache Koérper dargestellt. Das linke Bild zeigt zunachst die Mes-
sung einer Probekugelchenverteilung mit den Melverfahren Sehnenlangenmessung und
digitale Bildverarbeitung. Dabei wurde eine sehr enge Groéf3enverteilung von Polystyrol-
Partikeln L =100p m) der Firma DUKE SCIENTIFIC CORP. verwendet. Die Sehnen-
langenmessung wurde mit einem MeRsystem CIS-100 der Firma GALAI durchgefihrt.
Den experimentellen Ergebnissen sind die analytischen Funktionen der Anzahlverteilungs-
dichte fur die Partikelmerkmale Sehnenlange und Kugeldurchmesser gegenibergestellt.

Die Sehnenlangenverteilung einer Kugelprojektion laf3t sich analytisch darstellen. Be-
trachtet man ein Projektionsbild einer Kugel (Abb. 4-2) mit einer Gleichverteilung von
parallel verlaufenden Sehnen, so erhalt man fiir die Sehnenlange a

R2 =(xR)? +(aR)? und (4-4)

a=V1-x2. (4-5)



44 4 EXPERIMENTELLHUNTERSUCHUNGEN

Fur die Verteilung F (Gl. 4-2) erhalt man

2aR

AN ud R R
/ \ Fa = ja(x) dx =2 |a(x)dx und (4-6)
/ R R \ xR R 0
e — ‘
_dF(a) dx ]
\\ // Fe) == = =2a(x) . (4-7)

Mit dx/da=a/V1-a? ergibt sich ein Aus-
druck fur die Anzahldichteverteilung n

Abb. 4-2 Sehnenlangen der Projektionsflache (Gl. 4-3) der Sehnenlangen einer Kugel-

einer Kugel projektion
2
(@) = @)
1-a®

mit 0<a<1. In Abbildung 4-1 (rechts) sind zusatzlich Simulationsergebnisse fir vo-
lumengleiche Wiirfel eingetragen. Dazu wurden die MelRverfahren Sehnenlangenmessung
und digitale Bildverarbeitung simuliert sowie die Anzahlverteilungsdichten numerisch be-
rechnet. Der volumengleiche Kugeldurchmesser der monodispersen Wiurfelverteilung ist
dabei definitionsgemal mit dem der Kugelverteilung identisch.

Abbildung 4-1 verdeutlicht den Zusammenhang zwischen Partikelmerkmal und Partikel-
form. Verteilungen von Kugeln bzw. kugelférmige Partikel sind mit einem Melverfahren
relativ genau erfal3bar. Partikel, die Abweichungen von der Kugelform aufweisen, fuhren
jedoch zu einer Aufweitung und Verschiebung der mel3baren Anzahlverteilung. Dies wird
insbesondere bei der Sehnenldangenmessung der monodispers verteilten Wirfel deutlich.
Kristalle lassen sich im allgemeinen schlecht durch eine Kugelform approximieren. Fir
MelRverfahren, die auf dem Partikelmerkmal Projektionsflache basieren, ist fur kristalline
Partikel daher immer mit einer Abweichung der mef3baren von der realen Verteilung zu
rechnen.

4.1.3 Charakterisierung des Stoffsystems

Kaliumsulfat ist eine farblose, rhombisch kristallisierende Substanz. Es kommt in der Na-
tur in reiner Form in Salzlagerstatten vor, u.a. auch in Deutschland. Nach Kaliumchlorid ist
Kaliumsulfat der bedeutendste Kalium-Dunger. Verglichen mit anderen anorganischen
Salzen besitzt Kaliumsulfat bezuglich der Wachstums- und Keimbildungsgeschwindigkeit
durchschnittliche Eigenschaften [Mer 95, S. 150]. Es wurde vielfach als Modellstoffsystem
verwendet [Jon 86][UIr 91][Jon 96]. Fir die Untersuchungen im Rahmen dieser Arbeit
spielt der stark ausgepragte Effekt der Wachstumsdispersion eine wesentliche Rolle. Bei
hoheren Ubersattigungen neigiSO, zur Bildung von Dentriten. Die Form der Produkt-
kristalle in Kristallisationsanlagen ist jedoch meist kompakt und grob, da die Kristalle ge-
gen mechanische Belastung empfindlich sind und leicht beschadigt werden kdonnen.
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Abb. 4-3 Idealform des $SO4 —Kristalls [Vai 81, S. 183] und vereinfachte Kristallform
nach [Bud 87]. Ebenen im Raumgitter des Kristalls in Millerschen Indizes
[Sca 91]

Die Morphologie des unbeschadigten, langsam wachsenden Einzelkristalls ist in Abbil-
dung 4-3 (links) dargestellt. Schon langsam wachsende Einzelkristalle kénnen in Abhan-
gigkeit von den Keimbildungs- und Wachstumsbedingungen unterschiedliche Formen aus-
bilden [Vai 81, S. 183]. Unter technisch rauhen Bedingungen besitzen die meisten Kristalle
jedoch eine stark veranderte Gestalt. Untersuchungen von Budz [Bud 87] an einer konti-
nuierlichen Kristallisationsanlage haben gezeigt, daf3 sich die mittlere Kristallform mit der
Teilchengrof3e andert. Dabei wurde die Kristallform durch einen Quader mit einem Breite-
zu-Hohe-Verhaltnis von 4/L 3 = 2 ersetzt (siehe Abb. 4-3 rechts). Die Messung der Par-
tikelmerkmale L und der zweitgrof3ten Lange krfolgte mittels Videomikroskopie. Der

so erhaltene Quader reprasentiert das wahre Volumen des Partikels. Fir jedes Teilchen laft
sich damit ein Volumenformfaktax angeben, der ein Mal3 fur die Kompaktheit des Qua-
ders ist (Gl. 2-8 mit L = k). Je groRRer der Volumenformfaktor ist, um so langlicher ist das
Teilchen. Der Volumenformfaktor als Funktion der Teilchengrof3e ist in Abbildung 4-4
(oben) dargestellt. Fur diesen kontinuierlichen Kristallisationsversuch durahléurftMa-

ximum bei 100 um. Offensichtlich fihrt die mechanische Belastung fur Kristalle gro3er als
100 um verstarkt zu Beschadigungen bzw. zu einer Reduzierung der Kristallange.

Im unteren Teil des Bildes bzw. in Abbildung 4-5 sind die mittleren Formfaktoren sowie
die Verteilung der Volumenformfaktoren innerhalb der GroRRenklassen fir ein diskontinu-
ierliches Kiristallisationsexperiment angegeben. Die Mel3ergebnisse entstammen Experi-
ment #5 (siehe Anhang A4, Abb. A-11 und A-12) und wurden mittels digitaler Bildverar-
beitung gewonnen. Detaillierte Beschreibungen der Versuchsdurchfihrung sowie des
Melverfahrens werden in den Abschnitten 4.2.2 bzw. 4.3 gegeben. Anhand der Position
der Maxima wird deutlich, dal3 die Verteilung des Volumenformfakiodsirch die Gro-
Benverteilung der Impfkristalle zu Beginn des Experimentes gepréagt ist. Die Maxima der
mittleren Volumenfaktoren verschieben sich analog zu den Maxima der Grof3enverteilung
mit der Versuchszeit nach rechts. Damit weisen die lokalen Maxima der Anzahlverteilung
im Mittel gréRere Volumenformfaktoren und damit langere Kristalle auf. Auch die Streu-
ung der Volumenformfaktoren ist fir die Maxima der Verteilung gro3er (Abb. 4-5). Die
Ursachen hierfur liegen in der Herstellung der Impfkristallfraktionen durch Siebung.
Siebverfahren klassieren nach der zweitgrof3ten Abmessung der Partikel, so daR alle Teil-
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Abb. 4-5 Diskontinuierliche Kristallisation, Experiment #5: Verteilung des Volumenform-
faktorsa als Funktion der TeilchengréRRe

chen mit der Abmessung, lunabhangig von der grof3ten Abmessungridie Impfkri-
stallfraktion gelangen.
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4.2 Apparativer Aufbau und Versuchsbetrieb

4.2.1 Aufbau der Anlage

Die experimentellen Untersuchungen wurden in einem Batchkristallisator mit dem System
K,SOyp-Wasser durchgefuhrt. Wahrend eines Kiuhlungskristallisationsexperimentes werden
neben der Suspensionstemperatur die Konzentration der feststofffreien Losung und die
Anzahlverteilung der Kristalle gemessen. Die wesentlichen Elemente der Versuchsanord-
nung sind in Abbildung 4-6 skizziert.

Aufbau des Kihlungskristallisators

Kernstlck der Versuchsanordnung ist der aus Edelstahl gefertigte Behélter mit einem
Rauminhalt von 5,8 |. Er besitzt einen konischen Boden, in den zentral ein Auslaufventil

eingelassen ist. Das System ist mit einem Leitrohr sowie 4 Umlenkblechen ausgeristet,
wobei die Einbauten auswechselbar sind. Der mittig eingebaute Ruhrer ist als dreifltigliger
Propellerriihrer ausgefiihrt. Die Abmessungen kénnen Abb. 4-6 entnommen werden. Die
Temperierung des Kristallisators erfolgt Uber den Behéaltermantel mittels eines extern an-
geordneten Thermostaten. Die Regelung der Temperatur im Kristallisator erfolgt durch

eine Kaskadenregelung, wobei der Hauptregler ein Pl-Verhalten und der Hilfsregler ein P-
Verhalten aufweist. Mel3grol3e ist die Suspensionstemperatur. Stellglieder sind die Heizung

. e N [ =
[ Isolierung —@ Dichtemessung

Partikelfreie Losung :
1 Suspension |
[ I Temperierter Bereich |
4®- -1Computer

i E—
g

Melzelle

* Thermostat

1
1
1
I
I
I
L

290

W
|
%
I
I
270
|
A

@——————————

Kamera

(fomputer

ol T Strombrecher
|1 Leitrohr

ol

|10

Abb. 4-6 Versuchsanordnung Batchkristallisator

Der Kristallisator besitzt eine temperaturgesteuerte Mantelkiihlung sowie externe
MelReinrichtungen fir die Dichte der feststofffreien Lésung (oben) und die
KorngréRenverteilung (links). (Abmessungen in mm)
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des Thermostaten und ein Magnetventil zur Steuerung des Kihlwasserdurchflusses. Die
Anbindung des Thermostaten an einen PC sowie die Verwendung eines Computerpro-
grammes ermdglicht es, dem Hauptregler Sollwerte vorzugeben und damit verschiedene
Abkuhlregime zu realisieren. Mit dieser Versuchsanordnung kdnnen im Rahmen der Tréag-
heit des Systems unterschiedliche Ubersattigungsprofile eingestellt werden.

Die Konzentration der feststofffreien Losung wird durch eine Dichtemessung bestimmt
(Abb. 4-6 oben). Fur die Ermittlung der Anzahlverteilung via Bildverarbeitung werden die
Kristalle mit Hilfe einer Kamera in einer speziellen Mel3zelle erfal3t (Abb. 4-6 links). Die
Melgerate fur die Messung von Konzentration und Anzahlverteilung befinden sich aul3er-
halb des Kristallisators, so dal je ein kontinuierlicher Stoffstrom durch die Mel3zellen und
wieder zuriick in den Kristallisator gefiihrt wird. Diese Stoffstrome, feststofffreie Losung
fur die Konzentrationsmessung bzw. Suspension im Fall der Anzahlverteilung, werden
temperiert.

Dichtemessung

Die Dichtemessung erfolgt bei konstanter Temperatur in einer externen DurchfluBmef3zelle
des Dichtemef3gerates DMA 58 der Firma CHEMPRO/PAAR. Das Mel3gerat arbeitet nach
der Biegeschwinger-Methode (Eigenfrequenzmessung). Fur die Messung ist die sehr ge-
naue, konstant bleibende Temperierung der durchstrémenden Losung Voraussetzung. Nur
fur diesen Fall kann fiur die mit der Losung gefillte Mel3zelle eine Eigenfrequenz und da-
mit die Dichte der Losung ermittelt werden. Um die Temperierung des feststofffreien L6-
sungsstromes zu gewahrleisten, fordert eine beheizte Zahnradpumpe den LOsungsstrom
durch ebenfalls temperierte Leitungen in die Mel3zelle des DichtemeRRgerates. Aufgrund
der teilweise grol3en Temperaturunterschiede - die Suspensionstemperatur im Kristallisator
liegt zwischen 20 und 78 °C wéahrend das Dichtemel3gerat bei 80 °C arbeitet - ist dafir eine
lange Aufheizstrecke der Losung erforderlich. Die Lange der Aufheizstrecke bedingt eine
Laufzeit des Ldsungsstromes im Dichtemel3system von etwa 2 min. Die Dichtemessung
erfolgt um diese Laufzeit zeitlich versetzt zur Temperaturmessung und wird bei der Aus-
wertung der Versuche entsprechend korrigiert.

Feststoffpartikel und Gasblasen im Losungsstrom der Dichtemessung missen vermieden
bzw. entfernt werden, da diese die elektronische Ermittlung der Eigenfrequenz storen.
Mittels eines Filters werden zunéchst die Kristalle beim Ansaugen der Losung
(vgl. Abb. 4-6 ®) abgetrennt. Das Filtermaterial ,Polypropylene HDC Media“ der Firma
PALL besitzt eine Porengrof3e von 10 um und ist auf einer Glasfritte fixiert. Das Filter
setzt sich wahrend eines Versuches nur unwesentlich zu. Man kann davon ausgehen, daf3
sich der Volumenstrom der Losung im Dichtemel3system im Verlauf des Abkuhlungsver-
suches nicht andert. Das innere Volumen des Glasfritte wurde mit Glaskugeln weitgehend
reduziert. Insgesamt ist das fur die Dichtemessung bendtigte Flussigkeitsvolumen sehr
gering und betragt etwa 18 ml. Eine Alternative zum Filter ist die Verwendung eines Zy-
klons zur Abscheidung der Kristalle. Diese Variante erfordert aber ein grofl3eres Flussig-
keitsvolumen im DichtemeRRsystem und bedingt eine entsprechend groRere Durchmischung
und Verweilzeit der Losung.

Bei Versuchen mit grof3en Unterschieden zwischen der Temperatur der Suspension und der
MeRtemperatur im Dichtemel3gerat wird wahrend des Aufheizens des Losungsstromes Gas
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Abb. 4-7 Dichte von KSOy-Wasser-Losungen

frei. Da diese sporadisch auftretenden Gasblasen die Dichtemessung empfindlich stdren,

missen sie aus dem Lésungsstrom abgetrennt werden. Dazu werden die Gasblasen zu-
nachst in einem kleinen, ebenfalls temperierten Glasbehéalter gesammelt. Dieser Behélter

kann Uber einen Entliftungsstutzen manuell entleert werden.

Um die Konzentration der L6sung aus den Dichtemessungen berechnen zu kénnen, wurden
zunéchst Eichkurverp=f(T,x) mit bekannten Konzentrationen aufgenommen. Dabei
wurden drei Temperaturnivaus fur die Mel3zelle des Dichtemef3gerates - T =40, 60 und
80 °C - vermessen. Es ergibt sich ein Feld von Eichkurven, aus denen die unbekannten
Konzentrationen bei bekannter Dichte und Mel3zellentemperatur durch Interpolation er-
mittelt werden kdnnen (siehe Abb. 4-7). Fiur eine Lésungsdichte woh090 kg i und

einer Mel3zellentemperatur T = 70 °C ergibt sich beispielsweise eine Losungskonzentration
von x = 0.1385 g Salz /g Losung. Setzt man eine Suspensionstemperatur von 40 °C voraus,
so betragt die Ubersattigung im Kristallisator s = 0.065. Mit der MeRgenauigkeit des
DichtemeRgerates vaokp = 10™ g mr* erhalt man fur dieses Beispiel einen MelRfehler der
Ubersattigung s von 0.3 %. Aufgrund von Durchmischungs- und Verweilzeiteffekten im
Losungsstrom sowie der Mel3fehler von Temperatur und Gleichgewichtskonzentration er-
hoht sich der MeRfehler der Ubersattigung. Der MeRfehler wird mit maximal 2 % abge-
schatzt.

Externe Mel3zelle zur Bilderfassung

Die Anzahlverteilung des Kristallhaufwerkes im Kristallisator wird mittels Bilderfassung

in einer externen Mel3zelle sowie einer nachgeschalteten Bildanalyse gemessen. Dazu wird
mit Hilfe einer Schlauchpumpe kontinuierlich ein Suspensionsstrom aus dem Reaktor ent-
nommen und wieder zurtckgefuhrt (siehe Abb. &% Mit Ausnahme der Schlauch-
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Abb. 4-8 Beispiel fir den Temperaturverlauf eines Abkihlexperimentes

Die Sollwert der Suspension wird programmgesteuert vorgegeben. Die interne
Thermostattemperatur folgt der Vorgabe und bedingt die Abkihlung der Suspen-
sion. Die externe Temperatur der Dichtemefzelle ist konstant, wahrend die
Temperatur der MeRzelle der Bildverarbeitung dem Verlauf der Suspensions-
temperatur folgt.

pumpe sind dieser Suspensionsstrom und die externe Mel3zelle ummantelt und werden
ebenfalls temperiert. Im ginstigsten Fall soll dabei zu jedem Zeitpunkt die augenblickliche
Temperatur der Losung im Kristallisator auch in der externen Mel3zelle herrschen. Aus
diesem Grund wird die Manteltemperatur der MeRReinrichtung mit Hilfe eines zusatzlichen
Thermostaten gesteuert. Im Vergleich zur Temperierung des Kiristallisators reagiert der
Regelkreislauf der MeReinrichtung relativ schnell auf Anderungen des Sollwertes. Das
externe Mel3system ist wesentlich weniger trage als die Temperatursteuerung der Suspen-
sion im Kristallisator. Deshalb wird fir die Sollwertvorgabe der Thermostatsteuerung die
Suspensionstemperatur im Kristallisator und nicht die Solltemperatur der Kaskadenrege-
lung, verwendet. In Abbildung 4-8 sind die Verlaufe der wesentlichen Temperaturen der
MefRanordnung anhand eines Abkihlexperimentes dargestellt.

Die eigentliche MelRRzelle befindet sich in einem geschlossenen Messingkanal mit einem
rechteckigen Querschnitt. Im Mel3bereich bestehen Mel3zelle und der ummantelnde Kanal
aus Glas (Abb. 4-9). Der Grundkoérper der Mel3zelle wurde in Edelstahl ausgefihrt. Die
MelRRzelle besteht aus einem Einstrombereich — welcher in den eigentlichen Mefl3bereich
Ubergeht - und einem Ausstrombereich. Der Einstrémbereich wurde vergleichsweise lang
gestaltet, um Ablésungen der Stromung und damit eventuelle Separierungseffekte der Kri-
stalle in der Suspension zu vermeiden. Der Stromungsquerschnitt im Suspensionstrom ist
konstant und betragt 30 mimim MeRbereich weist die MeRzelle einen schmalen recht-
eckigen Querschnitt 15 x 2 mm auf. Das minimale Spaltmafd wird durch die Grél3e der ent-
stehenden Kristalle bestimmt. Da die Kamera durch den Scharfebereich ihrer Optik be-
grenzt ist, wird der erfal3bare Bereich in der Mel3zelle mit wachsenden Spaltmal3 relativ
gesehen kleiner. AuRerdem kommt es bei einem gréReren SpaltmaR haufiger zu Uberla-
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Abb. 4-9 Versuchsanordnung: Detail Mel3zelle

Die Kristalle werden im Durchlichtverfahren von der Laserdiode belichtet
(Querschnitt der Mef3zelle im MeRbereich 15 x 2 mm).

gerungen von Teilchen. Schliellich ist die Durchleuchtung aufgrund der gré3eren Lichtab-
schwachung ebenfalls schlechter.

Prinzipiell sind die Beleuchtungsvarianten Auf- und Durchlicht méglich. Beim Auflicht
reflektieren die Kristalle entsprechend der Neigung der Oberflache unterschiedlich stark.
Man kann die Oberflachengestalt der Kristalle erkennen. Die Korperkanten weisen aller-
dings unterschiedliche Lichtintensitaten auf. Im Gegensatz dazu erscheinen die Korper-
kanten im Durchlicht gleichm&Rig ausgeleuchtet. Eine Oberflachengestalt ist nicht erkenn-
bar. Bei grof3en transparenten Kristallen ergibt sich hier eine helle Flache im Objektinnern,
die bei der Bildverarbeitung bericksichtigt werden muf3. Aufgrund der einfachen und si-
cheren Identifikation der Kérperkanten - und damit der Teilchenabmessungen - wurde eine
Durchlicht-Beleuchtung der Mel3zelle gewéhlt. Fur Makroaufnahmen mit Grof3enver-
haltnissen von Bild zu Gegenstand von ungeféhr 1:1 kann der Schéarfebereich der CCD-
Kamera abgeschatzt werden [Jah 93, S. 24]. Mit einer offenen Blende und einem Radius
des Unscharfekreises auf dem CCD-Chip von 5 um erhalt man eine Tiefenscharfe von
40 pm.

Das CCD-Kamera-System arbeitet mit zwei Vergréf3erungen (Auflésung im MeRRbereich I:
2.8 um pro Pixel bzw. im MeRbereich I1I: 12 um pro Pixel) im Videostandard. Die Kamera
ist mit einer Blitzlicht-Laserdiode synchronisiert. Die Laserdiode wird mit den Parametern
Blitzintensitat und -dauer so betrieben, dal3 - abh&ngig von der gewahlten Vergrof3erung -
gut ausgeleuchtete und scharfe Bilder entstehen. Das Einlesen der Bilder erfolgt mit einem
Frame Grabber DT3155 der Firma DATA TRANSLATION. Das System erreicht eine



52 4 EXPERIMENTELLHUNTERSUCHUNGEN

durchschnittliche Einlesegeschwindigkeit von 10 Bildern pro Sekunde mit einer Bildgré3e
von 640 x 480 Pixel. Die Bilder werden entsprechend der Videonorm von der Kamera auf-
genommen (30 Bilder/s). Der Computer liest die Bilder mit durchschnittlich 20 Bilder/s in
den Hauptspeicher ein, das Abspeichern auf die Festplatte erfolgt dagegen nur mit 10 Bil-
der/s.

Durch die Verwendung von zwei unterschiedlichen Vergré3erungen wird der Mel3bereich

der Bildverarbeitung erweitert. Dabei kbnnen in einer Minute zwei Messungen a 350 Bil-

der durchgefuhrt werden (35 s fur den ersten Mel3bereich und 18 s fir das Transferieren

des Bildmaterials des zweiten MeRbereiches in den Hauptspeicher, siehe Abbildung 4-10).
Das so gewonnene Bildma-

Versuchszeit [s] terial wird mittels nachge-

0 10 20 30 40 50 60 80 scha]teter Blldverat_rbeltgng bg-
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Manuelles Wechseln der Linsen tionen.

\ | \ |
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E— E— 4.2.2 Versuchsbetrieb

Daten in den Computer einlesen

Ausgangspunkt der Abkuh-

Abb. 4-10 Einlesen der Bilder innerhalb der Mef3zeit 1 min lungsversuche ist eine gesat-
tigte, bei Starttemperatur tem-
perierte KSOs-LOsung. Die

Masse des Ldsungsmittels Wasser betragt 4000 g. Nach der Zugabe der Impfkristalle

Ubernimmt das Computerprogramm die Temperatursteuerung und die Suspensions-

temperatur wird entsprechend dem Abkuhlregime verandert. Temperatur und Dichte der

kristallfreien Losung werden kontinuierlich gemessen. Zu bestimmten Zeitpunkten erfolgt
eine Messung der Anzahlverteilung der Kristalle. Der Versuch endet mit dem Erreichen
einer Abbruchtemperatur oder -zeitpunktes. AnschlieRend wird der Reaktor entleert und
die Kristalle werden von der Lésung durch Filtration und Spulen mit Ethanol getrennt. Das
erhaltene Kristallisat wird ausgewogen und in der globalen Massenbilanz bericksichtigt.

Diese dient zur Kontrolle der auf der Konzentrationsbestimmung basierenden Massenbi-

lanz.

Verwendung von Impfkristallen

Bei diskontinuierlichen Versuchen kann die Keimbildung durch eine einmalige Zugabe
von Impfkristallen am Versuchsanfang beeinflul3t werden. Durch die Anwesenheit von
Impfkristallen wird bei gentigend moderater Abkiihlung ein Ansteigen der Ubersattigung
Uber den metastabilen Bereich hinaus und damit primare Keimbildung verhindert. Frak-
tionsbreite und Menge der Impfkristalle beeinflussen wahrend der Abkihlungsphase den
Abbau und damit den Verlauf der Ubersattigung. Sie sind wichtige Versuchsparameter.

Mit Hilfe von Impfkristallfraktionen kann die Wachstumsdispersion sichtbar gemacht wer-
den. Dabei sollten die verwendeten Impfkristalle eine mdglichst scharf begrenzte Anzahl-
verteilung besitzen. Um dies zu erreichen, hat es sich als wirksam erwiesen, nach einer
Trockensiebung zusétzlich eine Naf3siebung in Ethanol durchzufiihren. Durch diese Vor-
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Abb. 4-11 Anzahlverteilungen verschiedener Impfkristallfraktionen in 4850 g gesat-
tigter K,SO,-LOsung

gehensweise konnte der auf der Oberflache haftende Feinkornanteil in der Impf-
kristallfraktion erheblich reduziert werden. Im Verlauf der einsetzenden Kristallisation
kommt es zu einer charakteristischen Veranderung der Impfkristallverteilung. Durch eine
geeignete Wahl der Startverteilung sollen mdglichst auch geringe Veranderungen (d.h.
Verschiebungen oder Aufweitungen) der Verteilung registriert werden konnen. Dazu eig-
nen sich die Extrema als charakteristische Punkte einer Kurve. Infolge der Verwendung
verschiedener, moglichst schmaler Kristallverteilungen ergeben sich entsprechend mehrere
Maxima. Die Zuordnung der Minima ist hingegen weniger eindeutig.

Melergebnisse dazu sind in Abbildung 4-11 dargestellt. Die Fraktionen wurden durch
Trocken- und Nal3siebung hergestellt und in einer gesattigten Losung vermessen. Es zeigt
sich, dal’ die Verteilungen unterhalb von 100 um Siebdurchmesser einen grof3en Anteil
Feinkorn enthalten. Dieser Feinkornanteil erschwert die Erkennung des Maximums bei
kleinen Siebfraktionen (Fraktion #1 und #2). Fur groRere Fraktionen wirkt sich der Fein-
kornanteil weniger stark auf die Ausbildung eines Maximums aus (Fraktion #3 und #4).
Aus diesem Grund wurde fur die Experimente eine Kombination aus den Impfkristallfrak-
tion #3 und #4 verwendet (In Abb. 4-11 Fraktion #5). Fur die Siebfraktion 160-180 um
wird der Reinigungseffekt der Nal3siebung beim Vergleich der Fraktionen #3 und #6 deut-
lich.

Versuchsprogramm

Im Rahmen dieses Versuchsprogramms werden die experimentellen Parameter Temperatur
und Ubersattigung variiert. Hingegen wurde der EinfluR des Leistungseintrages des Riih-
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rers nicht gezielt untersucht. Der Einflul3 des Ruhrers ist fiir diese Versuchsserie konstant
und ist implizit in den Konstanten zur Beschreibung von Wachstumsgeschwindigkeit und
Keimbildung enthalten. Hingegen ist die TeilchengroRe der eingesetzten Impfkristallfrak-
tionen wesentlicher Gegenstand der experimentellen Untersuchungen. Dem Wachstums-
verhalten von Kristallen unterschiedlicher GroR3e wird durch die Verwendung von bis zu
drei verschiedenen Impfkristallfraktionen Rechnung getragen.

Ausschlaggebend fur das gewahlte Versuchsprogramm sind die Eigenschaften des Mo-
dells. Aufgrund der Uberlagerung der Wirkungen der kinetischen Parameter ist die Para-
meteranpassung an experimentelle Daten prinzipiell schwierig. Daher werden Versuchsan-
ordnungen verwendet, aus denen sich bestimmte Parameter einzeln ermitteln lassen. Diese
separate Parameterermittlung steht im Einklang mit dem Modell und dient nicht zuletzt
dem besseren Verstandnis der gesamten Modellierung. Gelingt es die Parameter Tempe-
ratur und Ubersattigung fiir einen bestimmten Versuchsabschnitt konstant zu halten, so
lassen sich die Modellparameter der Wachstumsgeschwindigkeit isolieren und separat be-
rechnen. Eine Uber einen langeren Versuchszeitraum konstante Temperatur ist in einem
diskontinuierlichen Abkuhlversuch nicht realisierbar. Aus diesem Grund wurden Experi-
mente mit einer nahezu konstanten, gesteuerten Ubersattigung durchgefiihrt. Eine weitere
Voraussetzung fur die separate Parameterermittlung der Wachstumsgeschwindigkeit ist die
Beschrankung auf die zeitliche Verfolgung lokaler Maxima der Anzahlverteilung n(L).
Aus der Verschiebung der Position des Maximums, gemessen flur zwei aufeinanderfolgen-
de Zeiten, kann eine Wachstumsgeschwindigkeit ermittelt werden.

In Tabelle 4-2 sind die Versuchsbedingungen fur funf ausgewahlte Experimente aufge-
fuhrt. Der experimentelle Verlauf von Temperatur und Uberséttigung sowie die Zeitpunkte
der Messung der Anzahlverteilung werden in Abbildung A-4 bis A-6 gezeigt. Mit Hilfe der
Steuerung der Suspensionstemperatur wurde abschnittsweise ein Ubersattigungsniveau s
zwischen 0.03 und 0.04 (Experiment #1 und #2) sowie 0.05 (Experiment #3) eingestellt
(Abb. A-5 oben). Im Experiment #5 wurde eine periodische Anderung der Konzentration
im Ubersattigungsbereich gesteuert. Bei t = 80 min verlauft die Kurve kurzzeitig im Unter-
sattigungsbereich. Da der zeitliche Verlauf der Suspensionstemperatur durch die Steuerung
der Uberséttigung bestimmt wird, ist der Temperaturverlauf nicht frei wahlbar. Die Mes-
sungen der Anzahlverteilung erfolgten im Abstand von zehn Minuten. Pro Versuch konn-
ten zwischen zehn und finfzehn Verteilungen aufgenommen werden.

Um zufallige Ergebnisse auszuschlieRen und damit die Reproduzierbarkeit der Datensétze
zu prufen, wurden je 5 Wiederholungsexperimente durchgefuhrt. Die Anzahlverteilungen
der Wiederholungsexperimente entsprechen tendenziell und auch weitgehend im Detail
dem Ausgangsversuch. Ein genauer Vergleich von Experiment und Wiederholungsexperi-
ment zeigt jedoch immer kleine Differenzen im Verlauf von Temperatur, Konzentration
und Anfangsverteilung der Impfkristalle. Diese Differenzen wirken sich auf eine ebenfalls
unterschiedliche experimentelle Anzahlverteilung aus. Aufgrund der geringen Anzahl von
Wiederholungsexperimenten wurde auf die statistische Bewertung von einzelnen Ver-
suchsanordnungen zugunsten der Gesamtbewertung durch die Modellanpassung verzichtet.
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Tab. 4-2

Versuchsbedingungen (vgl. Abb. A-4 bis A-6)

55

Experiment

Temperatu

[

Ubersattigupgtallzugabe (Massé

erste Impfkri-

Siebfraktion)

zweite Impfkri-

Siebfraktion)

2, stallzugabe (Masse

#1

78 -20 °C

0-0.042

15 g, 160 — 180 pn
354, 280 - 315 pun

' 15¢, 160 - 180 um

#2

78 -20 °C

0-0.041

15 g, 160 — 180 pn
35 g, 280 - 315 pun

' 15¢, 160 - 180 um

#3

78 -20 °C

0—-0.055

15 g, 160 — 180 pn
354, 280 - 315 pun

—

#4

78 -20°C

0-0.038

50,71 -80pum
15 g, 160 — 180 pn
3509, 280 -315 um

—

#5

78 -20 °C

-0.003-0.0

—

15 g, 160 — 180 un
6 (ohne Naf3siebung
35 g, 280 - 315 un
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4.3 Messung der Korngréf3enverteilung

Die Korngro3enverteilung wird mit dem MeRRverfahren digitale Bildverarbeitung ermittelt.
Digitale Bildverarbeitung unterteilt sich in Bildgenerierung oder -erfassung, Bildbearbei-
tung oder auch Bildvorbearbeitung sowie in die Bildanalyse [Jah 93]. Die Bildvorbearbei-
tung umfaldt das Entfernen von Stérungen und die gezielte Veranderung von Bildern zur
Vorbereitung der darauffolgenden Bildanalyse. Bildanalyse beinhaltet das Erkennen der
Kristalle, das Bestimmen und Vermessen ihrer Projektionsflache sowie deren Einordnung
in GrolRenklassen.

Digitale Bildverarbeitung steht in Konkurrenz zu anderen optischen MelRverfahren
(z.B. Streulichtmessungen), die sich - im Vergleich zur Bildverarbeitung - meist durch
hohe MelRgeschwindigkeiten auszeichnen. Die vergleichsweise einfach zu manipulierende
Bildverarbeitung weist jedoch enorme Vorteile bei der Erkennung und mathematischen
Einzelbehandlung von Objekten auf. Die Einzelbehandlung der Objekte ermdglicht es, auf
einen fur alle Teilchen gleichermal3en geltenden Formfaktor zu verzichten. Die Grenzen
der Bildverarbeitung sind durch die Lichtverhaltnisse (Intensitaten hier als 256 Graustufen)
und die digitale Auflosung der Bilder (hier: 640 x 480 Pixel) gegeben. Die einzelnen Ope-
rationen beziehen sich dabei auf die Graustufen, die ein Bildelement, d.h. ein Pixel, anneh-
men kann.

Mit dem Werkzeug digitale Bildverarbeitung stehen dem Anwender viele Méglichkeiten
zur Manipulation und damit auch zur Interpretation der Bilddaten zur Verfigung. Zur
Festlegung der vielfaltigen Parameter gibt es keine gultigen Normen (z.B. eine stan-
dardisierte Scharfe oder Helligkeit eines Objektes). Um dennoch eine Vergleichbarkeit der
Ergebnisse zu garantieren, ist es von grof3ter Wichtigkeit, geeignete Parameter zu finden,
die auf das gesamte Bildmaterial in der gleichen Art und Weise angewendet werden kon-
nen. Die numerische Umsetzung der digitalen Bildverarbeitung erfolgte mit der Software
,Optimas” der Firma MEDIA CYBERNETICS [Opt 96]. Spezielle Verfahren, die in die-
sem Abschnitt angefiihrt werden, beziehen sich auf dieses Produkt.

4.3.1 Digitale Bildbearbeitung und -analyse

Am Beginn der Bildverarbeitung steht die Digitalisierung des Videosignals der CCD-Ka-
mera. Die folgende Bildvorbearbeitung besteht in der Rauschunterdriickung sowie in der
Veranderung von Helligkeit, Kontrast und Schéarfe. Dabei sollen die interessierenden Ob-
jekte moglichst unverfalscht vom Bildhintergrund abgehoben werden. Diese Objekte - die
Abbilder der interessierenden Kristalle - werden im nachfolgenden Schritt separiert und
identifiziert. Zunachst wandelt man die Graustufen-Abbildungen der Kristalle in Flachen
eines Binarbildes um. Fir jedes der so erkannten Flachenobjekte kdnnen eine Reihe von
geometrischen Grol3en wie Flache, Umfang, grofl3te Sehnenlange usw. bestimmt werden.

Analog zu der im Abschnitt 4.1.3 angegebenen vereinfachten Kristallform wird die wahre
Teilchengestalt durch einen Quader - hier mit einem Breite-zu-H6he Verhaltnis von 1 -
approximiert. Firr die Kristalle im MeRvolumen lassen sich u.a. die Projektionsflache A

! Aufgrund der unterschiedlichen Wachstumsgeschwindigkeit der Kristallflichen {001} und {100} verwen-
det Budz [Bud 87] ein Breite-zu-H6he-Verhaltnis von 1:2. Dabei werden die Kristalle aul3erhalb der Lsung,
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sowie eine grolRte Strecke zwischen zwei Rand-
) punkten, die maximale Sehnenlangg ermitteln
(siehe Abb. 4-12). Fur die Beschreibung des Qua-
ders wird Ly mit der Quaderlange und A mit der
, Seitenflache des Quaders gleichgesetzt. Damit
} A ergibt sich das Kiristallvolumen V eines einzelnen
A Kristalls naherungsweise zu

_A?
Ly

/ | Vv (4-9)

Abb. 4-12 Approximation des Teilchen- Die charakteristische Teilchengréf3e L wird als vo-
volumens lumenéquivalenter Kugeldurchmesser berechnet.

A (4-10)
Y

Fur die Abschatzung der Oberflache eines Kristallsefhalt man die Quaderoberflache
Ac=4A+2 (A/I_1)2. Aufgrund der charakteristischen TeilchengroRe L kénnen die Fla-
chenobjekte Klassen zugeordnet werden. Schliel3lich ergibt sich die Anzahlverteilung
durch die Bearbeitung aller Bilder und die Auftragung der Anzahl der Objekte pro Gro-
Renklasse uber der charakteristischen Teilchengrofie.

Im ersten Schritt der Bildvorbearbeitung wird versucht, den gesamten Hintergrund, wel-
cher allen Bildern einer Messung gleich ist, herauszufiltern. Dieses Hintergrundbild wird
durch Mittelung méglichst vieler Bilder des Datensatzes (h7i8ier) gewonnen. Dabei
werden zunachst die Grauwerte der Pixel eines jeden zweiten Bildes mit den Werten des
vorhergehenden gemittelt. Man erhditeinfach gemittelte Bilder, aus denehzveifach
gemittelte Bilder erzeugt werden. Durch Wiederholung dieser Prozedur werden zufallige
Grauwertverteilungen, insbesondere die der hier betrachteten Kristalle, herausgefiltert. Der
immer gleiche Hintergrund mit den eventuell stérenden Verunreinigungen bleibt hingegen
erhalten. AbschlieBend wird das 7-fach gemittelte Hintergrundbild von allen Bildern
arithmetisch subtrahiert.

Der Teilschritt Objekterkennung bereitet die gréfdten Schwierigkeiten, da die Kristalle
teilweise transparent sind und sich Uberlappen. Transparenz fuhrt zur Erkennung von Fla-
chen in den Objekten, Uberlappung hingegen zur Erkennung von gréReren Objekten. Die
besten Erfolge konnten mit einer Bearbeitung entsprechend Abbildung 4-13 erzielt werden.
Dabei wird das Bild zunachst invertiert und dupliziert (Bild#1 und #2). Bild#2 wird an-
schlie3end in ein Binarbild umgewandelt. Hierbei ordnet man allen Pixel mit Grauwerten,
die grol3er bzw. kleiner als ein bestimmter Grenzwert sind, den Wert Weil3 bzw. Schwarz
zu (, Thresholding®). Mit einem Separierungsverfahren ,Binary Morphology - Close* wer-

auf einer Glasplatte liegend, unter dem Mikroskop vermessen. Somit kénnen die Autoren von einer Aus-

richtung der Kristalle auf der grof3ten Seitenfliche ausgehen. In der hier verwendeten Mel3zelle nehmen die
Kristalle jedoch eine beliebige Lage im Raum ein, so daf3 auf eine Zuordnung von Breite und Hb6he verzichtet
werden muf3.
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Abb. 4-13 Verarbeitungsschritte der digitalen Bildverarbeitung:
Verwendung von Segmentierungsverfahren

den die weil3en Objekte anschlieBend erkannt und innere schwarze Flachen eliminiert
(Bild#2).

Anschlie3end wird dieses Binarbild zum Grauwert-Bild#1 addiert. Das Innere der Kristalle
erscheint gleichméaRig weil3 (Bild#3). Auf das so vorbereitete Bild wird ein spezielles
Segmentierungsverfahren ,Watershedding® angewendet (Bild#4). Hierbei werden die
Réander der Kristalle durch die Simulation eines ansteigenden Wasserstandes bestimmt.
Der Wasserstand reprasentiert wiederum einen bestimmten Grenzgrauwert, der grof3er als
der ,Thresholding“-Grenzwert ist. Die Grenzen der Kristalle werden entlang der Téaler be-
rechnet, die mit steigendem Grenzgrauwert ,geflutet* werden. Im Ergebnis konnte die
Mehrzahl der sich Uberlappenden Teilchen getrennten Objekten zugewiesen werden. Im
Anhang A3.1 ist die gesamte Vorgehensweise in einem Ablaufplan dargestellt.

Die gewahlten Schritte der Bildanalyse kénnen jedoch auch fiir bestimmte Konstellationen
zu einer fehlerhaften Interpretation fiihren. In Bild#1 sind beispielhaft vier Ausschnitte
herausgegriffen, die mdgliche Fehlermechanismen reprasentieren. So wird der Kristall im
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Abb. 4-14 Digitale Bildverarbeitung:
Extraktion und Klassifizierung der Objekte aus Bild#4 in Abb. 4-13

Ausschnitt oben links durch das Segmentierungsverfahren ,Watershedding” geteilt, die
zusammengelagerten Kristalle im Ausschnitt oben rechts jedoch nicht. (Im Fall eines Ag-
glomerates ist das auch kein Fehler.) Der Kristall im unteren Ausschnitt weist eine starke
Transparenz auf. Aufgrund der begrenzten Auflosung bilden sich hier keine scharfen
Grenzen des Objektes heraus. Mit dem Separierungsverfahren ,Binary Morphology - Clo-
se" ist es in diesem Fall nicht moglich die inneren schwarze Flachen zu eliminieren
(Bild#2 Ausschnitt unten). Ferner wird die Neigung von Kaliumsulfatkristallen deutlich,
Dentriten zu bilden (Ausschnitt oben links und Mitte). Teilweise werden diese Dentriten
als zum Mutterkristall gehdrig interpretiert, teilweise werden sie abgetrennt. Angesichts
der vielfaltigen Parameter der Bildverarbeitung und der komplizierten MelRaufgabe stellt
die Folge der oben erlauterten Teilschritte der Bildanalyse eine optimierte und damit ver-
gleichsweise guinstige Vorgehensweise dar.

Im letzten Schritt der Bildverarbeitung werden die Projektionsflachen der Objekte vermes-
sen. Dabei werden der Flacheninhalt, die gréf3te Sehnenlange sowie der kleinste und der
grof3te Feretdurchmesser fur jedes Objekt ermittelt. In Abbildung 4-13, Bild#4 wurden 129
Objekte erkannt. Abbildung 4-14 zeigt die Verteilung der Projektionsflachen dieser Ob-
jekte sowie die Verteilung der maximalen Sehnenléangen. Die in Abbildung 4-13 ver-
wendete Kristallverteilung setzt sich aus zwei schmalen Fraktionen mit einer grof3en bzw.
einer kleinen haufigsten TeilchengroRe zusammen. Schon bei einer Unterteilung in nur
10 Grolenklassen sind beide Ausgangsverteilungen der Kristalle durch ihre Maxima sicht-
bar. Die Verteilung der maximalen Sehnenlange entspricht vereinfacht der Anzahl-
verteilung n als Funktion einer charakteristischen Teilchengroi3e L.

4.3.2 Simulation der Bildverarbeitung

Aufgrund der unterschiedlichen Lage der Teilchen im Raum erhalt man fur ein monodis-
perses Partikelhaufwerk unregelmafiig geformter Partikel eine verformte und aufgeweitete
Verteilung (siehe Abschnitt 4.1.2). Fur ein monodispersen Haufwerk mit einer einheitli-
chen unregelmaligen Partikelform kann die Verteilungsfunktion vorhergesagt werden und
auf n(L) Ubertragen werden [Bro 98]. Im allgemeinen Fall unterschiedlich unregelmaRig
geformter Partikel ist dies mit Mel3verfahren, die auf der Ermittlung der Projektionsflache
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beruhen, jedoch nicht mdglich. Die so gemessenen Verteilungen missen als ein Spektrum
von monodispersen Verteilungen aufgefaRt werden. Aufgrund der Uberlagerungen der
einzelnen monodispersen Verteilungen kénnen diese nicht explizit berechnet werden. Da-
mit ist es nicht moglich, eine exakte Anzahlverteilung der charakteristischen Teilchen-
groRe anzugeben. Im folgenden werden die Auswirkungen der Teilchenform auf die Mes-
sung mit einem zweidimensionalen Partikelmerkmal (Projektionsflache) in einer Simula-
tionsrechnung untersucht.

Das Auswerteverfahren der Bildverarbeitung wurde auf simulierte, monodisperse Vertei-
lungen von Quadern, dreiseitige Prismen bzw. kristallahnliche Prismen angewendet. Die
Teilchenformen und L&ngenabmessungen entsprechen den experimentellen Beobach-
tungen, wobei die modifizierten, sechsseitigen Prismen recht gut mit der perfekten Kristall-
form von K;SO, Ubereinstimmen. Die Simulationsrechnungen wurden jeweils mit einem
Einzelteilchen durchgefiihrt, welches um die Raumachsen mit drei zufallsgenerierten
Raumwinkeln verdreht wurde. Dabei wurden die Projektionsflachen der Simulations-
teilchen analog zur Bildverarbeitung ausgewertet. Fur ein Teilchen ergeben sich aufgrund
der zufallsgenerierten Lage im Raum unterschiedliche Projektionsflachen. Es entsteht eine
Verteilung der charakteristische TeilchengrofRe L. In Abbildung 4-15 und 4-16 sind die
Anzahlverteilungen fir jeweils 50000 Raumpositionen dargestellt. Die berechnete charak-
teristische Teilchengrdl3e L aus der Bildverarbeitung nach Gleichung 4-10 wurde mit dem
volumenaquivalenten Kugeldurchmessgmarmiert.

Die monodispersen Verteilungen der Simulationsteilchen erfahren eine starke Aufweitung.
Die Form der Verteilung ist durch ein ausgepragtes Maximum gekennzeichnet. Im Falle
der dreiseitigen Prismen verschiebt sich das Maximum mit zunehmender Teilchenlange in
Richtung groRerer Werte Lid Bei Quadern und modifizierten, sechsseitigen Prismen
besitzt die Teilchenlange einen geringeren Einflu auf die Position des Verteilungsmaxi-
mums. Im Mittel befindet sich das Maximum bei k/d1.2 . Diese theoretisch ermittelte

Teilchensimulation: Quader a:b:c
----2:11

1:1:1

Anzahl

05 1.0 15
L/d,

Abb. 4-15 Simulation der digitalen Bildverarbeitung: Quader
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Abb. 4-16 Simulation der digitalen Bildverarbeitung: dreiseitiges Prisma und kristallahn-
licher Kérper

Verschiebung der wahren Anzahlverteilung wird zur Korrektur der MelRergebnisse benutzt.

Prinzipiell ist auch eine dreidimensionale Erfassung der Teilchen in Echtzeit denkbar. Gute
Realisierungschancen hat aber zunéchst eine parallele Erfassung von mehreren Projek-
tionsflachen. Bei der Verwendung von drei senkrecht aufeinander stehenden Projektions-
flachen erhalten Umhauer und Gutsch eine wesentlich schmalere Verteilung der cha-
rakteristischen Teilchengré3e [Umh 96]. Mit einer experimentellen Anordnung von 3 Ka-
meras und 3 Lichtquellen gelingt es den Autoren, die Standardabweichung der Verteilung
im Durchschnitt auf ein Drittel zu reduzieren. Dies wurde sowohl fur einfach geformte
Einzelteilchen als auch fiir kompliziert geformte Agglomerate untersucht. Einen Ubertrag-
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barkeit auf Partikelhaufwerke gelingt, wenn die Zuordnung der Teilchen zu den drei Pro-
jektionsflachen zuverlassig realisiert werden kann.

4.3.3 Auswertung der Mel3daten

Durch die Verwendung zweier Linsensysteme wird der Mel3bereich der Bildverarbeitung
erweitert. Mit der Versuchsanordnung ist es maoglich, je 350 Bilder mit den Auflésungen
12 bzw. 2.8 um pro Pixel in einer Gesamtmel3zeit von 60 Sekunden aufzunehmen. Diese
MelRzeit wird einem Zeitpunkt zugeordnet, wobei es aufgrund der relativ grof3en Zeit-
spanne der Mel3zeit erforderlich ist, einen Mindestabstand zwischen zwei Messungen ein-
zuhalten. Er wurde zwischen 5 und 10 Minuten gewahlt. Fur die Klassifizierung der cha-
rakteristischen TeilchengréRen in GréfRenklassen wird ein Langenintervall von 1 bzw.
5 um gewahlt, welches jeweils deutlich unterhalb der digitalen Auflésung liegt.

Mittels digitaler Bildverarbeitung wird aus dem Bildmaterial eines Zeitpunktes eine An-
zahlverteilung pro Linsensystem erstellt. Die so gewonnenen Verteilungen werden an-
schlieBend zu einer Verteilung vereinigt. Pro Zeitpunkt werden im MelRbereich | etwa
5000 und im MefRbereich Il durchschnittlich 20000 Teilchen gemessen. Abbildung 4-17
zeigt diese Vorgehensweise am Beispiel zweier Siebfraktionen. Dargestellt sind die per
Bildverarbeitung erzielten Rohdaten, die Verteilungskurven der Mel3berejcmednn,

sowie die vereinigte, Uber den gesamten Mel3bereich gultige ErgebniskyrvBie Ver-

Rohdaten aus der Bildverarbeitung

= MeRbereich | (2,8 um pro Pixel)

¢ Mefbereich Il (12 um pro Pixel)
Mittelung Uber funf benachbarte Datenpunkte
- n ---sny N
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Abb. 4-17 Auswertung der MeRdaten: Verarbeitung der Rohdaten der Bildverarbeitung
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teilungskurven der Mel3bereiche werden zunéchst durch Mittelung tber finf benachbarte
Datenpunkte aus den Rohdaten gewonnen. Dabei wird ersichtlich, daf} beide Mel3bereiche
die Verteilung mit sehr @hnlichen Kurvenverlaufen beschreiben.

Der Bereich der Offnungsweite der Siebbdden - 160-180 um bzw. 280-315 um - sowie
die Teilchenmenge der verwendeten Siebfraktionen sind als graue Flachen in die Abbil-
dung eingetragen. Dabei wird der Unterschied zwischen Siebgrof3e und den Verteilungs-
maxima der Bildverarbeitung deutlich. Ursache ist die Klassierung der Siebung nach der
zweitgrof3te Teilchenabmessung. Hingegen ist das Verhaltnis der Maxima beider Siebfrak-
tionen sehr ahnlich — 0.57 fur die Siebanalyse bzw. 0.58 im Fall der Bildverarbeitung. Die
MeRbereichsgrenzen werden fur den Bereich 1l bei L <100 pm und fur den Mel3bereich |
ab L > 300 um deutlich. Fur die Bildung der Ergebniskuryg mverden die Mel3berei-

che | und Il in einem Ubergangsbereich zusammengefiihrt. Der Ubergangsbereich wird
zwischen 100-30Qm definiert, wobei fir L < 100 pum MeRbereich | und fir L > 300 um
MeRbereich Il gilt. Im Ubergangsbereich gilt der lineare Zusammenhang

300um-L

N (L) =on L)+ A-a)ny (L) mito =5

(4-11)

Am Beginn des Ubergangsbereiches bei L =100 um werden die Verteilungskurven der
Melbereiche deckungsgleich Ubereinander geschoben. Es ergibt sich eine Korrektur fir
den Mel3bereich Il voan (siehe Abb. 4-17, grauer Bereich im Kasten rechts). Eine verti-
kale Verschiebung der Verteilungen ist bis zu diesem Zeitpunkt der MeRRwertaufbereitung
ohne weiteres moglich, da die Mel3daten noch nicht auf die Gesamtmenge der Teilchen in
der Suspension normiert wurden.

Die Normierung der Verteilungskurve auf die Gesamtanzahl der Teilchen des Experimen-
tes erfolgt mit Hilfe der Massenbilanz. Dabei wird die Ergebnisverteilyng(b) zu-
nachst in eine normierte Verteilung *n(L) umgerechnet.

*n(L) = - N1 (L) (4-12)

max

In|+||(L) dL
0

Die Anzahlverteilung n(L) ergibt sich dann aus der normierten Verteilung *n(L) und der
Gesamtanzahl der Teilchen N, die sich im Kristallisator befinden.

n(L) =*n(L) N (4-13)

Fir die Berechnung der Gesamtanzahl der Kristalle werden das Momeet Merteilung
*n(L) sowie die Masse der kristallinen Phas@ Wenottigt. m reprasentiert das gesamte
Teilchenvolumen der normierten Verteilung *n(L).

LmaX
Mg = ILS *n(L) dL (4-14)
0
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Die Masse der kristallinen Phase(t) 1afdt sich zu jedem Zeitpunkt aus dem Verlauf der
Konzentration x(t) berechnen (GI. 2-21 rechts). Die Gesamtanzahl der Kristalle N erhéalt
man aus einer Beziehung flr das Gesamtvolumen der kristallinen Phage ¥etzt sich

aus der Gesamtanzahl der Teilchen multipliziert mjtzassammen, wobet/6 der Form-
faktor fur Kugelvolumina ist.

_ Mg
PK

Vi =N g ms (4-15)

4.3.4 Fehlerbetrachtung

Zur Bewertung der Gute der digitalen Bildverarbeitung kann man die Genauigkeit der
Messung und die Signifikanz der Stichprobe der Verteilung heranziehen. Eine Bewertung
der einzelnen Schritte der Bildverarbeitung (z.B. Segmentierungsverfahren) wird nicht
vorgenommen, da objektive VergleichsgréRen fehlen. Die Auflésung eines Bildes laR3t sich
durch die Bildelemente (Pixel) pro Flache und die Digitalisierungstiefe der Helligkeit pro
Pixel charakterisieren. Fur die Genauigkeit der Messung ist zunachst der Digitalisierungs-
fehler ausschlaggebend. Digitalisierung ist hier die Darstellung von Analogwerten (Hellig-
keit des Originalbildes) durch 8 Bit, welche infolge Rasterung einer zweidimensionalen
Bildmatrix zugeordnet werden. Die interessierenden Objekte werden durch die Anderung
der Grauwertintensitat erkannt. Aus diesem Grund spielt die Analyse der Grauwerte be-
nachbarter Pixel eine bedeutende Rolle.

Mit dem Abtasttheorem der digitalen Signalverarbeitung existiert ein Kriterium zur Be-
wertung der unteren Mel3bereichsgrenze. Es besagt, dafd ein Objekt nur dann richtig rekon-
struiert werden kann, wenn es pro Wellenlange mindestens zweimal abgetastet wird
[Jah 93, S. 41]. Das bedeutet, dal? die Projektionsflache eines Kristalls minimal aus 2 Pixel
bestehen darf, um sicherzustellen, dal3 das kontinuierliche Bild aus den diskreten Werten
rekonstruiert werden kann. Aus diesen Betrachtungen heraus wurde die untere Grenze des
Melbereiches mit 3 Pixeln (8.4 bzw. 36 um) festgelegt. Der relative Fehler fiir die untere
Grenze betragt demnach 1 von 3 Pixel oder 33 %. Fur eine charakteristische Teilchengroi3e
von L =100 um ergibt sich damit ein relativer Fehler von 3 bzw. 12 % (Melbereich |
bzw. 1).

Zur Bewertung der Bildanalyse und des Aufstellens der Anzahlverteilung kann die statisti-
sche Aussagekraft der Stichprobe, d.h. die Signifikanz bezuglich der Grundgesamtheit des
Kristallhaufwerkes, herangezogen werden. Ziel ist es, eine minimale Anzahl von Teilchen
zu ermitteln, die notwendig ist, um eine statistisch fundierte Aussage uber die Anzahlver-
teilung treffen zu kénnen. Unter einem Signifikanztest wird die Prifung einer statistischen
Hypothese aufgrund einer Stichprobe zu einem bestimmten Signifikanzniveatstan-

den. Ein moglicher Signifikanztest ist der X-Test [MUl 73, S. 224ff].

Der X-Test ist ein von van der Waerden [Wae 53] entwickeltes nichtparametrisches Test-
verfahren. Das Verfahren dient zur Prifung der Hypothese, dafd eine erste Stichprobe vom
Umfang n; und eine zweite Stichprobe vom Umfang aus ein und derselben Grundge-
samtheit entstammen. Die Stichproben entstammen zwei Grundgesamtheiten, wobei an die
Verteilungen @ bzw. @ der Grundgesamtheiten keine Voraussetzungen geknupft werden.
Deshalb ist es ohne weitere Annahmen mdglich, die experimentell ermittelten Anzahlver-
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teilungen dieser statistischen Beurteilung zu unterziehen. Die Prufung der Hypothese er-
folgt mittels der Testgrof3en

X= Z (n1+n2+1) bzw.

Y= Z (nﬁ(nz)ﬂ) (4-16)

r(xj) bzw. i(y;) bezeichnet die Rangzahl des Stichprobenwexig$=1..,n;) bzw.

yj (i=1..n2), die sich durch Numerierung der geordneten Werte der zwei Stichproben
von 1 bis n + i ergibt. y ist die Umkehrfunktion der Normalverteilung. Beim zweisei-
tigen X-Test mit dem Signifikanzniveauwird die Hypothese Q= Q, gegen die Alterna-
tivhypotheseQq = Q, geprift. Die Hypothese wird abgelehnt falls

max(X,Y)>Xp g - (4-17)

Die Berechnung des kritischen Wert&s, n,:q erfolgt nach einer asymptotischen Ab-
schatzung nach Kayser [Kay 72]:

nn .
Xnynia = Moo =2 Qn mit (4-18)

Q, ~1-+ WZ(L)%— 4 (4-19)
n n+1 wln

(A gbezeichnet das Quantil der Normalverteilung der Ordnung g.) Die Angaben gelten fur
ein groResn=ny + n,.

Fir die Anwendung des X-Testes ist es erforderlich, zwei unabhéangige Stichproben einer
Messung zu bestimmen, um dann zu testen, ob diese einer Grundgesamtheit entstammen.
Die unabhéngigen Stichproben werden durch die Zuordnung der Resultate der Bildverar-
beitung jedes zweiten Bildes erstellt. Mit einem gewahlten Signifikanzniuea0.95

kann die Hypothese fir alle Experimente bestatigt werden. So ergeben sich beispielsweise
fur die in Abbildung 4-17 dargestellten Verteilungen mit=0.95 fir die Unglei-

chung 4-17:

MeRbereich | mit 8,4 pd L <300 pm:  max(-0.58, 0.58) < 12.5
Melbereich Il mit 100 urd L < 600 um: max(-8.6, 8.6) < 21.7

Das bedeutet, dal? die Stichprobe aufgrund der Menge der Teilchen sowie der gemessenen
Verteilung hinreichend aussagekréftig flr die gesamte Suspension ist.



66

4 EXPERIMENTELLHUNTERSUCHUNGEN



67

5 Ergebnisse

Zur Untersuchung des im Abschnitt 3.1 vorgestellten erweiterten CCG-Modells wurde die
Entwicklung von Korngré3enverteilungen in diskontinuierlichen Kristallisationsexperi-
menten untersucht. Anhand dieser Verteilungen konnen der Verlauf der Entwicklung der
KorngréRenverteilung mit dem Modell simuliert und die kinetischen Parameter ermittelt
werden.

5.1 Experimentelle Ergebnisse

In den durchgefuhrten diskontinuierlichen Kristallisationsexperimenten wurden der Ver-
lauf der Suspensionstemperatur und der Dichte der feststofffreien Lésung sowie die Ent-
wicklung der Anzahlverteilung der Kristalle gemessen. Der hierbei verwendete apparative
Aufbau sowie die Versuchsdurchfiihrung sind im Abschnitt 4.2 beschrieben. In Tabelle 5-1
sind die wesentlichen experimentellen Randbedingungen zusammengefal3t.

Tab.5-1 Experimentelle Randbedingungen (siehe auch Abb. 4-6)

Ruhrer: dreiflugliger Propellerriihrer
Ruhrerdrehzahl: 800 U mifh

Einbauten: Leitrohr mit 4 Strombrechern

Hydrodynamische
Bedingungen

Temperatur: T =78 - 20 °C
Ubersattigung: s = 0 - 0.06
Suspensionsdichtes = 12 - 70 kg i

Experimenteller
Parameterbereich

Die Mel3ergebnisse sind im Anhang A4 in den Abbildungen A-7 bis A-12 zusammenge-
fal3t. Die Abbildungen zeigen die Entwicklung der Anzahlverteilungen fir die in Tabel-
le 4-2 aufgefuihrten Experimente. Den experimentell ermittelten Verteilungen sind die Si-
mulationsergebnisse gegentbergestellt. Die Ordinate ist geteilt dargestellt, um mehrere
Kurven ginstig miteinander vergleichen zu kénnen. Au3erdem sind die Anfangsverteilun-
gen der Kristallisationsexperimente jeweils mehrmals eingetragen, um die zeitliche Ent-
wicklung der Korngrél3enverteilung besser verfolgen zu kénnen.

Nach Versuchsende wurde die Masse des getrockneten Kristallisates bestimmt. Ein Ver-
gleich mit der auf der Basis der Konzentrationsmessung berechneten Kristallmasse ergab
eine durchschnittliche Abweichung von 10 %.

Durch die Wahl der Masse sowie der Fraktionsbreite der Impfkristalle ist die anfangliche
Anzahlverteilung durch lokale Maxima und Minima gekennzeichnet (siehe auch
Abb. 4-11). Die zeitliche Anderung der Verteilung wird durch das Verfolgen der Maxima
besonders deutlich. Im Laufe eines Experimentes bewegen sich die Extremwerte der Ver-
teilung in Richtung groRerer Teilchenabmessungen. Gleichzeitig weiten sich die lokalen
Maxima auf und flachen ab, bis sie nicht mehr zu identifizieren sind. Um diese verlorenen
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Informationsquellen zu ersetzen, erfolgt nach der Halfte der Versuchszeit in den Experi-
menten #1 und #2 eine erneute Impfkristallzugabe.

Die Maxima der verschiedenen Impfkristallfraktionen bleiben unterschiedlich lange identi-
fizierbar. Besonders gut gelingt dies bei der mittleren Fraktion, da diese besonders schmal
ist. Hingegen verflacht die groRte Fraktion relativ schnell. Die kleinste Fraktion -
71 - 80 pm - wird schon bei der ersten Messung nach 20 min vom linken Rand der Vertei-
lung eingeholt (Experiment #4, Abb. A-10) und ist im folgenden nur noch durch ihre
rechte Flanke zu erkennen. Fir die folgenden Zeiten, 40 und 60 min, sinkt dieser Bereich
aulBergewohnlich stark ab. Dieser Effekt kann nicht mit einer weiteren Aufweitung oder
Verschiebung der urspriinglichen Impfkristallverteilung erklart werden. Im Fall der zeit-
weiligen Untersattigung (Experiment #5, t = 80 min, Abb. A-12) ist eine Stagnation bzw.
eine leichte Ruckwartsbewegung des lokalen Maximums zu beobachten.

Der linke Rand der Verteilung reprasentiert die unmittelbar durch Keimbildung entstande-
nen Partikel, Gberlagert mit der Information der Impfkristallverteilung. Hier wird die im
Abschnitt 4.3.4 diskutierte untere Grenze des Melbereiches wirksam. Aufgrund dieser
Einschrankungen sind die Anzahl der sich bildenden Keime und deren Wachstumsverhal-
ten nicht direkt aus den Verteilungen ablesbar.

Neben den hier vorgestellten Versuchen wurden auch Experimente mit einer hheren bzw.
niedrigeren Drehzahl des Ruhrers, 1000 bzw. 600 EJlrrtiurchgerhrt. Diese Versuche
dienten hauptsachlich zur Uberpriifung der Richtigkeit der Messung der Anzahlverteilung.
Fur die Messung der Anzahlverteilung ist die Probenahme von gréf3ter Bedeutung (siehe
Abschnitt 4.2.2). In Abhangigkeit von den Stromungsverhéltnissen kann es in verschiede-
nen Zonen des Kristallisators zu einer Ansammlung von Partikeln einer bestimmten GréRRe
kommen. Diese Abweichungen von der Gleichverteilung der Partikel fiihren auch bei einer
isokinetischen Probenahme zu einer Verfalschung der Mel3ergebnisse. Mit variierender
Ruhrerdrehzahl sollte sich dieser Effekt, falls er wesentlichen Einflu3 auf das Mel3ergebnis
hat, ebenfalls verandern. Dies konnte jedoch nicht gemessen werden. Eine Ungleichver-
teilung der Partikel infolge ungunstiger hydrodynamischer Bedingungen kann aufgrund
dieser Vorgehensweise ausgeschlossen werden.
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5.2 Simulation der zweidimensionalen Anzahlverteilung

Die allgemeine Darstellung des Modells zur Beschreibung der Entwicklung der Anzahl-
verteilung ist mit Gleichung 3-27 gegeben. Abbildung 5-1 zeigt die daraus abgeleitete
Struktur, welche sowohl die mikroskopische Ebene der Kristallisationskinetik als auch die
statistische Betrachtungsweise der Populationsbilanz umfafit. Dargestellt ist der funktio
nale Zusammenhang zwischen den unabh&ngigen Variabler! Ozwl L, G und t) und

den Modellparametern (Kg, m, j, Ky, m, Es und b in den GI. 2-4, 3-14 sowie 3-9).
Abhangige Variable ist die Anzahlverteilung n(x,;p (Gl. 4-13). Aufgrund des gemesse-
nen Verlaufs von Ubersattigung und Temperatur in Verbindung mit den nichtlinearen An-
satzen der kinetischen Gleichungen muf? das Gleichungssystem numerisch gel6st werden.

Mel3grofRen
0
T°=T(t=0)
p(®) Starttemperatur 11 M (0
\ x(T,p) (fur t=0 x=x*(T°)) Aj x*(T)
(Abschnitt 4.2.1) (Abschnitt

9s(xp)’ o 421)
(Gl. 2-820 bis 2-22)42 k S(X,X )

Gl 2.2)+"
LGH(SJ—'ﬁ) ’)
(Gl. 3-14)

BO(S’(pS’ 5)
(Gl. 2-4)

: Statistische Betrachtungsweise
: Populationsbilarfz

I f(L,G,t,p) n(t,L, p)
: (Gl. 3-18 und 3-9) — > (Gl. 3-8)

\/

n(X! I’]+|I)
(Gl. 4-13)

Abb. 5-1 Darstellung des funktionalen Zusammenhanges zwischen den unabhangigen \' ablen
den Modellparametern powie der abhéngigen Variablen n(p, 0 (vgl. Abschnitt 3.2.2)

! Beriicksichtigung der Masse der Impfkristalle bei t=0
2 Beriicksichtigung der Anzahlverteilung der Impfkristalle bei t=0

5.2.1 Numerische Ldsung der erweiterten Populationsbilanz

Analog zur analytischen Behandlung der Populationsbilanz im Anhang A1 missen zur
numerischen Losung der Gleichung 3-18 Randbedingungen sowie eine Anfangsbedingung
festgelegt werden. Impfkristalle und Keimkristalle unterscheiden sich hinsichtlich der An-
fangsbedingung. Aufgrund der Form der Verteilung der Wachstumsgeschwindigkeit gilt an
den Randern der Verteilung f(L, G =0,t) = 0 und f(L, &,%) = 0. Da im Modell nur Kri-
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(\“G,\)\ f(t,)

\ootf i) '
\achstumsfront ‘! f(t,)
UG , ‘

\

|

Abb. 5-2 Anfangsbedingung fir die Verteilung der Wachstumsgeschwindigkeit von Impf-
kristallen: Schematische Darstellung fir b > 1

stalle mit L > 0 betrachtet werden, gilt auBerdem f(L =0, G,t) = 0. Zu Beginn eines Expe-
rimentes liegt eine gesattigte Losung vor, so dall weder Keimbildung noch Kristallwachs-
tum stattfinden. Im Fall der Keimkristalle gilt f(L, G,t = 0) = 0. Hingegen ist die Anfangs-
bedingung der Impfkristalle durch deren Anfangsverteilung gegeben.

Anfangsbedingung ftir Impfkristalle

Fur die Formulierung der Anfangsbedingung der Impfkristalle ist es notwendig, deren an-
fangliche Wachstumsgeschwindigkeitsverteilung zu kennen. Fur die folgenden Betrach-
tungen wird vorausgesetzt, dal3 die Impfkristalle aus diskontinuierlichen Kristallisations-
experimenten mit einer einheitlichen Versuchsdauer *t stammen. Es wird weiterhin ange-
nommen, daR Temperatur und Uberséattigung wahrend dieser Versuche konstant bleiben.
Damit ist auch die haufigste Wachstumsgeschwindigkeit der Kristalle konstant. Unter die-
sen Bedingungen werden permanent Kristallpopulationen gebildet. Die dabei entstehende
zweidimensionale Anzahlverteilung f wird durch Gl. 3-19 beschrieben.

Abbildung 5-2 zeigt schematisch einen Ausschnitt dieser Lésung (vgl. auch Abb. A-2).
Der Funktionskorper f(L,G,t) zeichnet sich durch eine charakteristische Wachstumsfront
*t = L/G aus, welche aufgrund der logarithmischen Teilung in G gewdlbt erscheint. Die
Anzahlverteilungsdichte f ist als Funktion der Teilcheneigenschaften KristallgréRe L und
Wachstumsgeschwindigkeit G (logarithmische Teilung) aufgetragen. Zum Zeitpan@t t

liegt die Anzahldichte f zun&achst als Geschwindigkeitsverteilung der Kristallkeime beli
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L = Ly vor. Mit einsetzendem Wachstum dreht sich die Funktion der Anzahldichte f in den
L-G-f Raum hinein. Die Wachstumsfront der Anzahlverteilungsdichte f ist fur die Zeit-
punkte {, t, und *t dargestellt.

Eingetragen sind weiterhin die Verteilungsdichten von zwei Siebfraktionen #1 und #2 mit
den mittleren Kristallgr('jBen(l)Lund Lg zum Zeitpunkt *t. Die Verteilungsdichten der
Siebfraktionen schneiden die Anzahlverteilungsdichte f. Aufgrund des geringen Wachs-
tums von Teilchen mit kleinen Wachstumsgeschwindigkeiten findet man in den Siebfrak-
tionen vorrangig schnellwachsende Teilchen wieder. Die haufigste Wachstumsgeschwin-
digkeit *Gy in den Impfkristallfraktionen wird durch das Maximum der Anzahlver-
teilungsdichte f oder durch die Wachstumsfront *t = L/G bestimmt. Ist eine der Impfkri-
stallfraktionen groRRer als *L, so ist die haufigste Wachstumsgeschwindigkgigteih

der minimalen Wachstumsgeschwindigkeit dieser Fraktion (vgl. Abb. 5-1, Fraktion #2).
Fur eine Impfkristallfraktionen kleiner als *L gilt das Maximum der Anzahlverteilungs-
dichte. Mit df/dG = 0 erhalt man fur die Wachstumsgeschwindigkeit beim Maximum der
Funktion f

* bGH

firb > 1 und L < *L. (5-1)

Fir b <1 wird die héaufigste Wachstumsgeschwindigkgit ®n der Wachstumsfront
t* = L/G bestimmt. Fir die minimale und gleichzeitig haufigste Wachstumsgeschwin-
digkeit einer Fraktion L mit L° > *L gilt aufgrund der Ebenengleichung G L/,

Bezogen auf Impfkristallfraktionen charakterisiert dieser lineare Zusammenhang die Vor-
geschichte einer Kristallpopulation und gilt fur alle Fraktionen, die unter gleichen experi-

mentellen Bedingungen entstanden sind. Aufgrund der Proportionalitdt der haufigsten
Wachstumsgeschwindigkeit der Impfkristallfraktionen zur Teilchengrd?&ewitd eine

neue Formulierung fur die Geschwindigkeitskonstan_t@,K(Lo) eingefuhrt:

K g L° furl®>*L oderb<1
0 H
Kg, (L) = (5-2)

b-1, fir L% <*L undb>1
b OGH

L% ist neben L und G eine weitere individuelle Eigenschaft der Kristalle, die aber wahrend
des Kristallisationsprozesses unverandert bleibt. Der Parameigr st eine Eigenschaft
der verwendeten Impfkristalle und kein universeller Parameter.

Diskretisierung

Zur Losung des Populationsbilanz wird ein numerisches Charakteristikenverfahren ver-
wendet. Dabei werden eine Anzahl von Simulationsteilchen definiert, die die Eigenschaf-
ten LO, L, G sowie f besitzen. Diese Simulationsteilchen reprasentieren eine lokale Vertei-
lung von Impf- oder Keimkristallen im L-G-Raster. Sie werden in den Bilanzraum L-G-f

entsprechend ihrem Wert f und dem Zeitpunkt ihres Auftretens eingesetzt. Die Simula-
tionsteilchen entwickeln sich in Abhangigkeit der kinetischen Daten auf den Lésungen der
Populationsbilanz, den Charakteristiken. Die Vorgehensweise ist dhnlich dem ,Fraction
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Trajectory Concept” von Heffels und de Jong [Hef 91]. Im Unterschied zum hier disku-
tierten Modellansatz wird dort jedoch die Anderung der Verteilungsdichte infolge der An-
derung der Wachstumsgeschwindigkeit nicht beriicksichtigt.

Die zeitlichen Verlaufe von haufigster Wachstumsgeschwindigkeit und Keimbildung
(Gl. 3-14 und 2-4) sind durch die aktuellen Werte von Ubersattigung und Temperatur fest-
gelegt. Fur ein Zeitintervalkit kann man eine mittlere Keimbildungsrate bestimmen. Ent-
sprechend dieser Keimbildungsrate und der Randverteilupn¢Atfschnitt 3.1.2) werden
neue Simulationsteilchen generiert und in das L-G-Raster eingeordnet. Der Verlauf der
haufigsten Wachstumsgeschwindigkeit(€ wird in dem betrachteten Zeitintervailt
linearisiert, so daf}

t+At t
_Gt-c

H
A = const 5-3
H At (5-3)

gilt. Im Anhang Al.2 ist die Losung der Populationsbilanz fur diesen Fall angegeben. Die
Entwicklung der Verteilung erfolgt in dem betrachteten Intervall entlang der Charakteristi-
ken undn (Gl. A-17). Fur die Wachstumsgeschwindigkeit G eines Simulationsteilchens

ergibt sich entsprechend Gleichung A-15

t
At _ gt + A1 C 4y, (5-4)
Gh
fur L (Gl. A-16)
t
LA LY GUAL +% At? (5-5)
2Gl,

und fur f (Gl. A-27)

t
tiat _ct G i
AR (5-6)

Die Zuordnung in das L-G-Raster erfolgt nach einem Schema, welches in Abb. 5-3 illu-
striert ist. Der Wert f eines Simulationsteilchens wird entsprechend der belegten
L-log(G)-Flache auf das Raster aufgeteilt.

Abbildung 5-4 zeigt die Losung der erweiterten Populationsbilanz anhand einer Beispiel-
verteilung. Betrachtet wird die Entwicklung eines Kristallhaufwerkes, bestehend aus einer
Keim- sowie einer gleichverteilten Impfkristallpopulation, wobei keine weitere Keimbil-
dung stattfindet. Der abschnittsweise lineare Verlauf der haufigsten Wachstumsgeschwin-
digkeit Gy(t) = G|9| + Ayt ist im Bild oben links dargestellt. Hierbei wird4Gnit den Pa-
rametern @ = 10° m/s sowie A =10%?m §? (t<20 min) bzw. A =-2 10" m §?

(t > 20 min) modelliert. Das Bild oben rechts zeigt den zeitlichen Verlauf der Anzahlver-
teilung n(L) bei Verwendung eines Berechnungsgitters von 200x200 Elementen. Im ersten
Abschnitt weiten sich die Anzahlverteilungen beider Fraktionen aufgrund der Vielzahl der
extrem langsam wachsenden Kristalle asymmetrisch auf. Die Verteilung der Impfkristalle
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Abb. 5-3 Numerische Lésung der erweiterten Populationsbilanz: Einordnung der Simulations-
teilchen in das L-log(G)-Raster der Anzahlverteilung f(L,G).

verschiebt sich in Richtung groRerer Kristalldurchmesser und wachst aufgrund der
Wachstumséanderungsgeschwindigkeit zwischen 10 und 20 min deutlich schneller als in
den ersten 10 Minuten. Hingegen erfolgt im zweiten Abschnitt eine Verlangsamung des
Wachstums. Die Entwicklung der dazugehdrigen Anzahlverteilungsdichte f(L,G) wird in
den unteren Bildern gezeigt. Die Koordinaten L und G der Elemente entsprechen den Ei-
genschaften der verwendeten Simulationsteilchen.

Die Anfangsverteilung der Keimkristalle wird durgfL) und y(G) (Gl. 3-9), normiert mit

der Anzahl der Keimkristalle, bestimmt. Die Startverteilung der Wachstumsgeschwindig-
keit der Impfkristalle ergibt sich aus den Betrachtungen im letzten Abschnitt (Gl. 5-2),
normiert mit der Anzahl der Impfkristalle. Fur die Festlegung der Grenzen des L-G-Rasters
wird eine minimale Verteilungsdichtgfy definiert. Simulationsteilchen werden nur dann
generiert, wenn die Verteilungsdichte grol3er glg fist. Im weiteren Verlauf der Simula-

tion verschieben sich die Grenzen des L-G-Rasters entsprechend der Lage der berechneten
Verteilung. Um den groRen Wertebereichen der Verteilungsdichten n und f Rechnung zu
tragen, werden diese logarithmisch dargestellt. Fir die Wachstumsgeschwindigkeit wurde
ebenfalls eine logarithmische Einteilung des numerischen Losungsgitters gewéhlt. Diese
Gitterteilung macht es erforderlich, den Bereich &1 0 gesondert zu behandeln, da hier

der Logarithmus von G nicht definiert ist. Aus diesem Grund wird eine minimale Wachs-
tumsgeschwindigkeit gy eingefuhrt. Liegt eine haufigste Wachstumsgeschwindigkeit
Gy < Guin Vor, so erfolgt keine Berechnung und Wachstum sowie Keimbildung stagnie-
ren. In der Stagnationsphase werden die Teilchen einer Nicht-Wachstumsklasse zugeord-
net, behalten aber ihre Eigenschaften f, L uflstwie die zuletzt zugeordnete Wachs-
tumsgeschwindigkeit G. Im Fall der Untersattigung gilt fir die einsetzende Auflésungsge-
schwindigkeitl Gl > Gyn. Alle  Simulationsteilchen besitzen die gleiche Auflésungsge-
schwindigkeit G (Gl. 2-14).
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Abb. 5-4 Beispielverteilung 1ll: Darstellung des Wachstums voR KeBmkristallen (v = 10° m)
und 10 Impfkristallen (Teilchengréfe zwischen 100 und 150 pm) fur die Zeitpunkte 0, 10,
20 und 30 min. Die Berechnung erfolgt mit den Parametern b = (gl, K100 m m/s und

suchszeit G(t) = G + Ay t (oben links)

Kog, =5 10* m/s. Die haufigste Wachstumsgeschwindigkeit ist eine Funktion der Ver-
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Fehlerbetrachtung

Der Fehler der numerischen Berechnung wird durch die Wahl des Zeitschtitsesvie

der GitterweiteAL und AG bestimmt. Grof3e Schrittweiten ermdglichen kurze Rechenzei-
ten, fuhren aber zu starken Abweichungen von der wahren Verteilung. Ziel der Fehlerbe-
trachtung ist es, einen Zusammenhang zwischen der Wahl der Schrittweiten und deren
Auswirkungen auf den Diskretisierungsfehler anzugeben. Zur Ermittlung des Diskretisie-
rungsfehlers der Kristallgrof3e bei einem vorgegebenen Zeitsthntird die Kristallgro-

Be L in eine Taylorreihe entwickelt [Bro 89, S. 269].

2 2 n n
L(t+At)=Lt+d—|‘£+d—l'AL+...+OI L£+Rn (5-7)
dt 1 dt?2 2 dt" n!
n+1 n+1
mit R, = d L| at ;t<t<t+ At (5-8)

dt | (n+1)!
t=1

Ersetzt man L(tAt) durch eine Reihenentwicklung zweiten Grades, so ist der entstehende
Fehler durch ein Restglied zweiter Ordnung degeben. Verwendet man nun die rechte
Seite der Gleichung 5-5 zur Berechnung vbn'Lso erhalt man fiir den Diskretisierungs-
fehler der Kristallgrof3e

3 3
AL ERR < L(t +At)—Lt+At = R2 = AL max d—L

) 5-9
3 t<t<t+At dt3 e (5-9)

Fir die Berechnung des Diskretisierungsfehlers der Wachstumsgeschwindigkeit (Gl. 5-4)
wird eine analoge Vorgehensweise mit einer Reihenentwicklung ersten Grades gewabhit.
Man erh&ltAGgrg.

2 2
AGERR < AL max d—G (5'10)
2 t<t<t+At dt2 -

Die Ableitungen in den Gleichungen 5-9 und 5-10 entsprechen der zeitlichen Anderung der
Wachstumsanderungsgeschwindigkeit dA/dt, welche aus zwei aufeinanderfolgenden Zeit-
schritten fur jedes Simulationsteilchen berechnet werden kann. Mit Hilfe der Gleichungen
5-9 und 5-10 konnen die DiskretisierungsfenMrgrr und AGgrr bestimmt werden.
Werden nun die Rastereinteilungen in L und G kleiner als die berechneten Diskretisie-
rungsfehler gewahlt, so bestimmt allein die Wahl des Zeitschittelle GroRenordnung

des Fehlers einer Berechnung. Bei der numerischen Umsetzung des Algorithmus erfolgt
die Wahl des Zeitschrittest so, dal3 die maximalen Fehl&tggrgr und AGgrr kleiner

oder gleich der Rastereinteilung in L und G sind. Diese Vorgehensweise fiihrt bei einem
groRen Anstieg der Wachstumsgeschwindigkeit (beispielsweise ein Ubersattigungssprung)
zur Wahl sehr kleiner Zeitintervalle (bis at=15s).

Zur Bewertung der Guite der Lésung wurde die logarithmische absolute Fehlerquadrat-
summe (Gl. 3-30), d.h. der Vergleich der numerischen Lésung mit den experimentellen
Daten, herangezogen. Die Berechnung der numerischen Losung wurde mit 80 Gitterele-
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menten in L bzw. 120 in G durchgefuhrt. Eine weitere Verfeinerung des Lésungsrasters
bewirkte keine signifikante Veranderung der Fehlerquadratsumme.

5.2.2 Anpassung der Modellparameter

Die Anpassung der Modellparameter erfolgt auf der Grundlage der numerischen Lésung
der erweiterten Anzahlbilanz. Mit einem vorgegebenen Parametersatz wird die Losung der
Anzahlbilanz sowie ein geeignetes Kriterium fir die Gute der Parameterschatzung berech-
net. Durch den Einsatz eines Optimierungsverfahrens wird das Gutekriterium minimiert
und ein optimaler Parametersatz bestimmt. Die numerische Umsetzung ist im Pro-
grammablaufplan im Anhang A3.2 skizziert. Die Anpassung der Modellparameter erfolgt
an die Experimente #1 bis #3 in Tabelle 4-2 im Abschnitt 4.2.2 und laf3t sich in zwei
Schritte unterteilen. Im ersten Schritt wird die Wachstumsgeschwindigkeit direkt aus den
lokalen Maxima der Anzahlverteilungen ermittelt. Im zweiten Schritt folgt die Anpassung
aller Modellparameter, wobei die im ersten Schritt erhaltenen Parameter als Startwerte
verwendet werden.

Ermittlung der Wachstumsgeschwindigkeit aus lokalen Maxima

Aufgrund der Gestaltung der Versuchsfuhrung sind die experimentellen Anzahlvertei-
lungen durch lokale Extremwerte gekennzeichnet. Anhand der zeitlichen Verschiebung
dieser Extremwerte wird eine Wachstumsgeschwindigkeit ermittelt. Die Maxima der expe-
rimentellen Anzahlverteilung repréasentieren eine haufigste KristallgroRe der urspringli-
chen Impfkristallfraktion. Die Wachstumsgeschwindigkeit von Kristallen dieser Grof3en-
klasse liegt monomodal verteilt vor, so dal3 man aus der zeitlichen Verschiebung des Ma-
ximums der Verteilung auf die haufigste WachstumsgeschwindigkeitiGdiese Kri-
stallgroRe schlielBen kann. Fur den Zeitpunkt der Bildung des Differenzenquotienten der
haufigsten Wachstumsgeschwindigkeit gelten fir Temperatur und Ubersattigung gemittelte
Werte.

Die Bestimmung der Maxima wird mit einer Hilfsfunktiog(ln) durchgefihrt.

2A w
Ny (L) =—

T 4('. — LMAX )2 +W2

(5-11)

Zur Charakterisierung einer experimentellen Anzahlverteilung wird jedem lokalen Maxi-
mum eine solche Hilfsfunktion zugewiesen. Die Summe dieser Hilfsfunktionen wird Uber
die Parameter Flache A, Breite w und Position des Maximuggsx Leiner jeden
Hilfsfunktion an die experimentelle Anzahlverteilung angepal3t. In Abbildung 5-5 sind die
Maxima fur eine experimentelle Anzahlverteilung (Experimente #3, t = 30 min) angege-
ben. Die einzelnen Hilfsfunktionenr(h) dienen dabei lediglich zum Auffinden des Maxi-
mums. Sie sind nicht mit der Verteilung einer wachsenden Impfkristallfraktion identisch
oder auf diese ubertragbar.

Aufgrund der einheitlichen Vorgehensweise bei der Auffindung der Maxima gelingt es,

einen hohen Grad an Sicherheit und Vergleichbarkeit der Schatzergebnisse fur die
Wachstumsgeschwindigkeit zu erzielen. Diese experimentell ermittelten Wachstums-
geschwindigkeiten werden mit der Ubersattigung, der Temperatur und der anfanglichen
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Abb. 5-5 Bestimmung der Position der lokalen Maxima einer experimentellen Anzahl-
verteilung mittels Hilfsfunktionen

Teilchengrol3e L entsprechend dem kinetischen Ansatz fur die haufigste Wachstums-
geschwindigkeit @ verknupft (Gl. 3-14 und 5-2). Dabei werden die ParameteyqKm
und E; an die Daten der Experimente #1 bis #3 angepalit.

Die Parameteranpassung erfolgt mit einem gradientenbehafteten Optimierungsverfahren,
da die Berechnung der Gradienten aus der Modellfunktion ohne weiteres mdglich ist. Die
so ermittelten Werte fiir die Parametgid, m und k& sind Startwerte der nachfolgenden
Optimierung. Die Bewertung der Gite der Anpassung erfolgt Uber die Berechnung der
Vertrauensintervalle der Parameter fiir eine Vertrauenswahrscheinlichkeit von 90 %. Die
Vertrauensintervalle betragen fur &, *105 1l/mm/s, fur m +0.22 und furgE
+3250 J/mol. Insbesondere die Werte der Parameter m giistefen glnstige Startwerte

fur den zweiten Optimierungsschritt dar.

In der Darstellung Abbildung 5-6 ist die Wachstumsgeschwindigkeitskonstasifeals
Funktion der Teilchengrof@er Impfkristallfraktionen aufgetragen (Gl. 5-2). Die Wachs-
tumsgeschwindigkeiten der Maxima der unterschiedlichen Impfkristallfraktiongrbe-L

wegt sich zwischen 88 und 390 um - sind fir die betrachteten Experimente dargestellt.
Obwohl die Streuung der Daten erwartungsgemal grol3 ist, kann man einen linearen Zu-
sammenhang &, = K gy L® bestimmen. Damit bestatigen die in Abbildung 5-6 gezeig-
ten experimentellen Ergebnisse die Uberlegungen zur Anfangsverteilung der Wachstums-
geschwindigkeit von Impfkristallen.

In der Literatur findet man ahnliche Vorgehensweisen zur Ermittlung der Wachstums-
geschwindigkeit [Ulr 91]. Beispielsweise untersucht Heffels [Hef 89] in einem Chargen-
kristallisator die Wachstumsgeschwindigkeit von Zuckerkristallen, welche in einem
MSMPR-Kristallisator erzeugt wurden. Mit Hilfe der Verschiebung der lokalen Maxima

der Verteilung ermittelt er eine Wachstumsgeschwindigkeit, die um 30 % hdher als die
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Abb. 5-6 Optimierung: Ermittlung der Startwerte flr die Parametgf,Km und k5

mittlere Wachstumsgeschwindigkeit des Kristallhaufwerkes liegt. Anhand der hier disku-
tierten Modellvorstellungen werden die Ursachen deutlich. Sie liegen in einer allgemein
asymmetrischen Verteilung der Wachstumsgeschwindigkeit sowie in der speziellen Ver-
teilung der Wachstumsgeschwindigkeit der Impfkristalle. Tavare [Tav 93, S. 123] disku-
tiert die Ermittlung der Wachstumsgeschwindigkeit nicht nur fur die Maxima, sondern an
allen Stellen der Anzahlverteilung. Diese Vorgehensweise ist nur dann abgesichert, wenn
die Anzahlverteilung sehr genau gemessen werden kann. Die dazu notwendige perfekte
Messung der Kristallform ist derzeit in technischen Kristallisatoren nicht moglich.

Ergebnisse des Optimierungsverfahrens

Als Methode fur das Gutekriterium wird entsprechend Gleichung 3-29 eine logarithmische,
Fehlerquadratsumme gewabhlt. Die Verteilung der Impfkristalle zum Zeitpunkt t = O bildet
den Startwert der Berechnung. Das Gutekriterimvird anhand der zeitlichen Folge der
experimentell gefundenen Anzahlverteilungen berechnet.

0= > w(t) (10g(Ngim(L,1) - l0g(Nexp(L, 1)))* = Min (5-12)

ny np

Hierbei ist n die Anzahl der Experimente ung die der Datensatze pro Experiment. Alle
Experimente werden gleich gewichtet. Fir t = 0 gilt fir das Optimierungskritesigr.

Mit zunehmender Versuchszeit vergrof3ert sich die Abweichung zwischen Simulation und
Experiment. Um die Dominanz grof3er Versuchszeiten im Optimierungskritesitm
vermeiden, wird zur Wichtung der Datensatze eines Experimentes die Mel3zeit herangezo-
gen. Es gilt w(t) = K/t, wobei K eine Konstante ist, die sich aus der Bedirjm(t)=1
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ergibt. Das bedeutet, je weiter der Zeitpunkt der Messung fortgeschritten ist, um so gerin-
ger wird sein Einflu® auf das Optimierungskriterium gewichtet.

Der Parametersatz setzt sich aus den freien Parargietogy, Ez, m, Eg, nund b
sowie dem Parameter der Impfkristalled{, zusammen. Eine simultane Optimierung aller
Parameter fuhrt jedoch zu keinem Ergebnis. In Abhangigkeit von der Wahl der Startwerte
ermittelt der Optimierungsalgorithmus verschiedene Parametervektoren. Ursache ist die
Uberlagerung der Wirkung und die Vielzahl der Parameter. Aus diesem Grund wird die
Optimierung schrittweise durchgefiihrt. Zunachst werden die Paramgtgy, Kogy, b
und K angepalf3t, wobei fir m unbl; die Ergebnisse aus der Anpassung an die Wachs-
tumsgeschwindigkeiten der Maxima verwendet werden. Die Parameter der Keimbildung n
und Eg werden dabei noch nicht berticksichtigt. Im nachsten Schritt werdgn Kogy,
b und K fixiert und die Ubrigen Parameter angepalit. Diese Vorgehensweise wird mehr-
mals wiederholt, bis keine weitere Anderung des Giitekriteriums registriert werden kann.
Der Verlauf der Anpassung fur 100 Iterationen des Optimierungsalgorithmus ist in Abbil-
dung 5-7 fur die Parameter
Ky, Kocy, b und Kg
10000 5 dargestellt. Schon nach et-
ParameterKg [#m™s" 1 \wa 40 Iterationen findet

1000 keine weitere wesentliche
100 Anderung des Optimie-
0.16 5 Parameter b [ rungskriteriumso statt. Die
0.12_' Geschwindigkeit der Kon-
] vergenz der einzelnen Pa-
0.08 rameter ist unterschiedlich
] und hangt wesentlich vom
228‘_ 1 gewahlten Startpunkt ab.
200 ] Parameter K, g, [m ™ m/s] Die Gite der berechneten
150 ] Parameter wird wiederum
100 durch die Konfidenzinter-
0.0006 | Parameter K, g, [m/s] valle angegeben (Abb. 5-8).
] Das bedeutet, dal3 der wahre
0.0004 - Parametervektor mit einer
] Vertrauenswahrscheinlich-
0.0002 - keit von 90 % innerhalb
0.09 dieser Intervalle liegt. Die
0.06 ] meisten Konfidenzintervalle
il Optimierungskriterium ®[-] sind asymmetrisch ausge-
0037 bildet.
0 20 40 60 80 100

lterationen

Abb. 5-7 Optimierung: Konvergenz der Parameter und des Optimie-
rungskriteriums

(Startwerte: kg~ 3.7 10‘;m/ls, K., = 190 mt mis,
b =0.06 und IK=1000# nm" s~, Rechendauer: 12 h mit
HP 9000/735)
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Abb. 5-8 Optimierung: Konfidenzintervalle der Parameter nach Gleichung 3-30

(2043 # m> st < Kg < 10016 #riv s, 0.077 <b < 0.5,
140 m' m/s < K g, < 220 m" m/s und 2 18 m/s < Kyg, < 1.2 10° mis)

Diskussion des Parametersatzes

Die Anpassungsparameter fur das Stoffsyster8@-Wasser sind in Tabelle 5-2 zusam-
mengefal3t. Die GroRRe der Kristallkeime wurde rmjt:LlO‘8 m angenommen. Es gilt ein
Ubersattigungsbereich s=00.05 sowie ein Temperaturbereich von T=8R0°C. Die
Simulationsergebnisse sind im Anhang A4, Abbildung A-7 bis A-12 den experimentellen
Ergebnissen gegeniibergestellt. Der Vergleich zeigt eine gute, teils sehr gute Ubereinstim-
mung der experimentellen Daten mit den Resultaten der Simulationsrechnung.

Die zeitliche Entwicklung der Impfkristallverteilungen lai3t erkennen, daf3 sowohl das
Aufweiten als auch das Absinken der Impfkristallmaxima gut von der Simulation wieder-
gegeben wird. Die Position der Minima wird ebenfalls durch das Modell gut erkannt. Hin-
gegen wird der Funktionswert der Minima als zu klein berechnet. Ursache ist die Uberlage-
rung der Informationen der einzelnen Groéf3enklassen, die sich im Bereich relativ kleiner
Werte — im Gegensatz zu den Maxima - besonders stark auswirkt. Fir die Experimente #1
und #2 wurde nach der Halfte der Versuchszeit bei t = 67 min eine weitere Siebfraktion der
Suspension hinzugegeben (vgl. Tab. 4-2). Das Wachstum dieser Fraktion ist wesentlich
langsamer als die Modellvorhersage. Die Ursache konnte die zu diesem Zeitpunkt hohe
Suspensionsdichte und damit eine erhéhte MelRungenauigkeit der Bildverarbeitung sein.

Im Bereich grol3er Kristalle divergieren berechnete und experimentelle Kurve. Die Simu-
lation berechnet wesentlich mehr groRere Kristalle als experimentell gemessen werden.
Die Ursache hierfur konnte auf einen noch nicht erkannten Modelleffekt, auf Kristallbruch
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oder auf Melfehler zurlickzufiihren sein. Die Unsicherheit der Messung ist vor allem mit
der relativ geringen Anzahl von grof3en Kristallen gegeben. So stehen 2% rigallen

m* m> mit L=80 um nur etwa 3 foKristalle m* m™ mit L =600 Um gegenuber
(Abb. A-9, t = 20 min).

Die Untersuchung der Keimbildung und der Wachstumsgeschwindigkeit der Kristallkeime
erweist sich als schwierig, da die Impfkristallfraktionen einen grof3en Anteil kleinster Kri-
stalle aufweisen. Um das Anwachsen des Anteils der Kristalle mit L < 100 um beschreiben
zu kénnen, stehen im Modell vorrangig die Keimbildungsparameter zur Verfligung, da die
Beschreibung der Wachstumsgeschwindigkeit von den Impfkristallen gepragt wird. Der
eigentlich interessante Keimbildungsbereich liegt jedoch unterhalb der MelRgenauigkeit
von 10 um. Dennoch liefert die Keimbildung einen Zuwachs des linken Verteilungsastes
der experimentellen Daten, anhand dessen die Wirkung der Keimbildung modellierbar ist.

In Abhangigkeit von Uberséattigung und Temperatur nimmt der Anteil der Kristalle, der
durch Keimbildung entsteht, in allen Versuchen zu. Dies wird insbesondere bei hohen
Ubersattigungen - z.B. im Experiment #3 deutlich. Aufgrund der fehlenden Informationen
Uber den eigentlichen Bereich der Keimbildung richtet sich die Anpassung der Keimbil-
dungsparameter an der Flanke des linken Verteilungsastes aus. Die Glte der Verteilung bei
einem Maximum ist jedoch ungleich gré3er als an den Flanken der Verteilung, da sich hier
viele Informationen der einzelnen GroRRenklassen Uberlagern. Eine prinzipielle Verbes-
serung der Ausgangslage kann demzufolge nur durch eine sicherere Messung kleinster
Kristalle auch bei hohen Suspensionsdichten erzielt werden.

Die Simulation der zweidimensionalen Anzahlverteilung f(L,G) mit den Parametern des
Modells ist in Abbildung 5-9 fir das Experiment #3 dargestellt. Die Verteilung ist zum
Zeitpunkt der gerade einsetzenden Prozesse Wachstum und Keimbildung bei t =2 min
sowie zum Zeitpunkt t = 40 min aufgetragen. Zum ersten Zeitpunkt existiert die Verteilung
der Keimkristalle in Form der Randverteilung (graue Flache, linkes Teilbild) mit sehr we-
nigen Kristallen. Es dominiert die Verteilung der Impfkristalle. Nach 40 min ist die Ver-

Tab. 5-2 Kinetische Parameter des Stoffsystea®04-Wasser.

Die Parameter wurden fiir einen Bereich der relativen Ubersattigung zwischen 0 und
0.05 sowie fir den Temperaturbereich zwischen 80 und 20 °C ermittelt.

Verteilung der Wachstumsgeschwindigke(G) (GI. 3-9) | b = 0.1288

Modellierung der haufigsten Wachstumsgeschwindigkef; = 14996 J mot
Gy von Keimkristallen und Impfkristallen mit einer an- |m = 2.49
fanglichen GroRe 1(Gl. 2-4 und 3-12) Kigy = 170.9 m" m/s

o Kogy = 4.663 10" m/s
(K_gyist kein universeller Parameter) 0GH

Modellansatz fur die Keimbildungsratey BGl. 2-4) Kg = 3673 #m's"
j=0.3854
n=0.737
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Abb. 5-9 Simulation der Anzahlverteilung f(L,G) fur das Experiment #3 fur t = 2 (links)
und t = 40 min (rechts) mit dem Parametersatz aus Tabelle 5-2

Die Oberflache der Verteilungsfunktion der Keimkristalle ist grau, die der Impf-
kristalle ist transparent dargestellt. Aufgrund der Gestaltung der Anfangsbedin-
gung besitzt die Impfkristallverteilung eine besonders schmale und steile Form.

teilungsdichte der Keimkristalle aufgrund verstarkter Keimbildung und der Akkumulation
sehr langsam wachsender Kristalle stark angestiegen . Im Bereich kleiner Kristalle werden
die Impfkristalle von neu entstandenen Kiristallen deutlich verdrangt.



83

6 Diskussion

Mit dem in dieser Arbeit verfolgten Modellansatz wird der Anspruch erhoben, die Proble-
matik der Wachstumsdispersion umfassender als konkurrierende Modelle abbilden zu kén-
nen. Ausdruck dieser Verbesserung ist vor allem die umfassende Berlcksichtigung des
individuellen Wachstumsverhaltens der Kristalle. Diese Leistungsfahigkeit wurde anhand
der Simulation diskontinuierlicher Kristallisationsprozesse uber einen weiten Bereich von
Temperatur und Ubersattigung unter Beweis gestellt. Im folgenden werden die hier ermit-
telten kinetischen Parameter mit Literaturwerten verglichen und die Ubertragbarkeit des
Modells auf kontinuierliche Kristallisationsversuche sowie weitere Eigenschaften des Mo-
dells diskutiert.

6.1 Vergleich mit Literaturdaten

Kaliumsulfat ist eine haufig verwendete Modellsubstanz, fur die in der Fachliteratur eine
vergleichsweise groRRe experimentelle Datenbasis existiert. Zur Einschatzung der Lei-
stungsfahigkeit des Modells soll direkt auf diese experimentelle Daten zuriickgegriffen
werden. Dabei missen die im einzelnen unterschiedlichen experimentellen Bedingungen
beachtet werden. Es werden sowohl Messungen der GrofRenadnderung von einzelnen Kiri-
stallen mit einer definierten Wachstums- bzw. Auflésungsgeschwindigkeit als auch indi-
rekte Messungen der Wachstumsgeschwindigkeiten von Kristallhaufwerken bertcksich-
tigt. Die MeRRergebnisse entstammen Einzelkristalluntersuchungen, Chargenexperimenten
sowie kontinuierlichen Versuchen.

Eine direkte Vergleichbarkeit mit den experimentellen Untersuchungsergebnissen anderer
Autoren ist oft nicht gegeben. Insbesondere bestehen meistens Unterschiede hinsichtlich
der Gestaltung der Hydrodynamik sowie der Korngré3enmessung. Aus diesem Grund sind
der berechnete Parametersatz und die abgeleitete Grof3e haufigste Wachstumsgeschwin-
digkeit Gy Grundlage der vergleichenden Betrachtungen. Auch diese Vorgehensweise ist
nicht unproblematisch, da sowohl die Parameter als auch die Verwendung der haufigsten
bzw. der mittleren Wachstumsgeschwindigkeit Bestandteil der jeweiligen Modellstruktur
sind. Beim hier diskutierten erweiterten Modell werden die Exponenten n, m, und j sowie
die Aktivierungsenergie &in einer gebrauchlichen Form verwendet (Gl. 2-4 und 3-14).
Die Erweiterung der Populationsbilanz muf3 sich auch auf die Zahlenwerte dieser Parame-
ter auswirken. Aufgrund der gro3en Bandbreite der in der Literatur auffindbaren Zahlen-
werte ist damit jedoch keine Einschrankung der Vergleichbarkeit gegeben. Die berechne-
ten Parameter sind in Tabelle 5-2 aufgefihrt.

6.1.1 Keimbildung

Keimbildung ist im Rahmen dieser Untersuchungen nur indirekt an ihrer Wirkung - dem
Auftreten von kleinsten Kristallen und deren Wachstum - mefR3bar. Grundlage der Model-
lierung der sekundaren Keimbildung ist der kinetische Ansatz Gleichung 2-4. Auf der Ba-
sis von kontinuierlichen Experimenten verschiedener Autoren gibt Jones [Jon 86] fir den
Exponenten der Suspensionsdichte ] Werte zwischen 0.4 und 1 an (Eigener Wert: 0.38).
Der Exponent der Ubersattigung n variiert zwischen 0.69 und 1 (0.74). Insgesamt ist die
Streuung der Werte der Parameter nicht unerheblich. Ursache sind neben generellen Mel3-
problemen bei sehr kleinen Teilchen und hohen Suspensionsdichten auch die spezifischen
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experimentellen Versuchsbedingungen (ZZ&inheit der Losung und Behaltermaterial),
welche grof3en Einflu® auf die Keimbildung haben.

Fur das Stoffsystem Kaliumsulfat-Wasser hat Tavare [Tav 93, S. 153] die Keimbildungs-
rate B, berechnet von verschiedenen Autoren, zusammengestellt. Die von Tavare loga-
rithmisch aufgetragene Keimbildung als Funktion der Wachstumsgeschwindigkeit zeigt
eine enorme Streuung (B 10°...10" # s m'3). Die hier berechnete Keimbildung umfaf3t
einen Bereichvon 8=0...310" # s'm™>. Der geringe Wert kann auf die vergleichsweise
kleinen Ubersattigungen sowie auf die moderaten hydrodynamischen Verhéltnisse der
Chargenexperimente zurtickgefuhrt werden.

6.1.2 Wachstumsgeschwindigkeit

Zur Beschreibung der Wachstumsgeschwindigkeit fur Kaliumsulfat wird haufig ein gro-
Renabhangiges Wachstumsmodell verwendet [Whi 76]. Dabei werden zwei Abschnitte
unterschieden. Wahrend im Bereich kleiner Kristalle L <100 pum eine starke Grol3enab-
hangigkeit des Wachstums festgestellt wird, gilt das fir gro3e und sehr grof3e Kristalle
nicht. Die hier diskutierten Ergebnisse aus Chargenexperimenten zeigen generell keine
GroRRenabhéangigkeit des Wachstums. Diese wird lediglich durch die Wachstumsdispersion
suggeriert. Der erweiterte Modellansatz definiert die Wachstumsgeschwindigkeit als eine
weitere individuelle Eigenschaft der Kristalle. Somit zeichnet sich das Kristallhaufwerk
durch eine Verteilung der Wachstumsgeschwindigkeit mit einem haufigsten und einem
mittleren Wert aus. Anhand der haufigsten Wachstumsgeschwindigkeit ist mit den oben
diskutierten Einschrankungen ein Literaturvergleich des Triebkraftexponenten m sowie der
Aktivierungsenergie k. moglich.

Die Modellierung der Wachstumsgeschwindigkeit als Funktion von Uberséttigung, Tem-
peratur und TeilchengroRe wurde fur Kaliumsulfat-Wasser von einer Reihe von Autoren
untersucht [Ran 76] [Jon 86] [Moh 87] [Myd 89]. Beispielhaft fir die gréfienabhangige
Modellierung der Wachstumsgeschwindigkeit sind die Ergebnisse von Jones [Jon 86],
welche auf der Basis von MSMPR-Versuchen (T=HD °C, s=0.03.0.16 und
0s=2...20 kg rﬁs) erzielt wurden. Der Exponent der Ubersattigung wurde nicht in die
Parameteranpassung einbezogen und betrdgt m =2. Die Aktivierungsenergie ist mit
Eg=40400J mat wesentlich groBer als die hier gefundene Aktivierungsenergie. Die
Wachstumskonstante df, ist aufgrund der Korngré3enabhangigkeit des Modells nicht
vergleichbar.

Wesentliches Merkmal der Wachstumsdispersion ist die Aufweitung der Korngrof3enver-
teilung bedingt durch eine verteilt vorliegende Wachstumsgeschwindigkeit. Die allgemeine
Charakterisierung der Verteilungsbreite kann mit der Varidrezfolgen. Fir einen Ver-
gleich der Verteilung der Wachstumsgeschwindigkeit anhand des Parameters b (Gl. 3-9)
liegen keine Informationen fir Kaliumsulfat-Wasser vor. (Mydlarz [Myd 96] nutzté&'die
Verteilung in einem CCG-Modell zur Beschreibung der Wachstumsgeschwindigkeit von
Kaliumalaun und Zucker. Er ermittelte b = 1.4 bzw. b = 2.3.)
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Wachstumsgeschwindigkeiten von sekundéar gebildeten Einzelkristallen

Jones und Larson [Jon 96] untersuchten das Wachstum einzelner Sekundéarkeime bei einer
abschnittsweise konstanten Unterkihlung (siehe auch Abb. 2-4). Abbildung 6-1 zeigt das
Wachstum von 12 Einzelkristallen. Ausgangspunkt der Sekundéarkeimbildung bei t = 0 min
sind Bruchstlcke, die durch das Gleiten des Mutterkristalls Uber eine Glasplatte in einer
Ubersattigten Lésung entstanden. Die Bruchstiicke wurden separiert, wobei nur merklich
wachsende Bruchstiicke ausgesucht wurden. Die Bruchstlicke besitzen eine unterschiedli-
che GroRRe und eine ebenfalls unterschiedliche anfangliche Wachstumsgeschwindigkeit.
Mit zunehmender Versuchszeit weitet sich die GréRenverteilung der Kristalle auf und die
Anderung der Wachstumsgeschwindigkeit der Kristalle folgt dem sprunghaften Verlauf
der Ubersattigung.

Obwohl die Bruchstiicke einem Kristall entstammen, weisen sie unterschiedliche individu-
elle Wachstumsgeschwindigkeiten auf. Infolge des Bruchvorganges entstehen offensicht-
lich neue Hemmnisse flr das Wachstum bzw. es |6sen sich alte auf, so dalR die Wachs-
tumsgeschwindigkeit der Bruchstilicke verteilt vorliegt. Im ersten und im dritten Abschnitt

Experiment: Modelli : .
‘p ecetiening — vy (G) [1/(m/s)], t = 10 min
Kristall# ——-Gy G
—n—1 Wachstumsbereich von . T
—e—2 [ 190% des Kristallhaufwerkes 10 /—I’_\
—a—3 [1 50 % des Kristallhaufwerkes I
70 ——4 i I
—e—5 CE’ | — |
60 + 6 T — i
= A I
—x—7 2| |
50 w8 E 10°| I . .
o = 5 E;
€ ——9 = o 10 10
= 404 ——10 O /‘uA/‘/A A-a G [m/s]
3 > | /A A
He) —o—11 d ‘."'/A IR
5 304 ! A T ! i
EJ —o—12 . /'/0/0-0’_’°’—_°_°_°‘° 10 I
5, e |
F:J 0+ ::!/‘;;ﬁs :§-:_§ i
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: I
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cad T rad | T ‘I/ ; | 0 510° 107 15107
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Versuchszeit [min]

Abb. 6-1  Untersuchungen an,80;-Bruchstiicken [Jon 96, Abb. 4] und berechnete Vertei-
lung der Wachstumsgeschwindigkeit

Links: die Einzelkristalle wurden durch Reibung eines wachsenden Kristalls an
einer Glasplatte in einer Wachstumszelle hergestellt. Die Uberséttigung, angege-
ben in der Temperaturdifferenz der Unterkihlung der Suspension, betragt bei t =0
6.1 K, abt=7.2min 10.2 K und ab t =18.9 min wieder 6.3 K (bezogen auf eine
Ausgangstemperatur von 30.5 °C). Rechts: Berechnete Verteilung der Wachs-
tumsgeschwindigkeit (GI. 3-9) fiir t = 10 min (logarithmische Teilung der Abszis-
seoben. linea unten).
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(t < 7.2 min bzw. t > 18.9 min) ist die Ubersattigung annahernd gleich. Die Wachstumsge-
schwindigkeit der Bruchstiicke in diesen Abschnitten ist ebenfalls gleich. Das bedeutet,
daR die individuelle Wachstumsgeschwindigkeit unter Berlcksichtigung von Temperatur
und Uberséattigung konstant ist. Diese Vorstellung wurde von Janse und de Jong [Jan 75]
im CCG-Modell formuliert und liegt dem hier diskutierten erweiterten Modellansatz zu-
grunde.

Das Wachstum der untersuchten Bruchstiicke wurde mit dem erweiterten CCG-Modell
entsprechend dem Verlauf der Unterkiihlung simuliert. In Abbildung 6-1 sind die Kristall-
gréfRen mit der mittleren und der haufigsten Wachstumsgeschwindigkeit sowie der Gro6-
Renbereich von 50 bzw. 90 % aller Kristalle eingetragen. Im rechten Teil der Abbildung ist
die Verteilung der Wachstumsgeschwindigkeit zum Zeitpunkt t = 10 min aufgetragen. Hier
wird die Schiefe der Geschwindigkeitsverteilung besonders deutlich. Die berechnete h&u-
figste KristallgroR3e ist weitaus geringer als die mittlere Gro3e der experimentellen Vertei-
lung der Bruchstiicke. Der berechnete Wachstumsbereich von 50 % der Kristalle be-
schreibt die Verteilung der Bruchsticke gut. Hingegen ist der Wachstumsbereich von 90 %
der Kristalle grof3er als die gemessene Grof3enverteilung der Kristallbruchsticke.

Diese Diskrepanzen kénnen mit den Eigenschaften der experimentell untersuchten Kri-
stalle erklart werden. Infolge der Selektion der Bruchstiicke durch die Autoren werden
offenbar nur mittelschnell wachsende Kristalle im Experiment beriicksichtigt. Dadurch ist
die GroRRenverteilung der 12 Kristallbruchstiicke schmaler als die berechnete Grél3enver-
teilung. Bei dieser Betrachtung mul3 man jedoch die geringe Zahl der untersuchten Kri-
stalle bericksichtigen.

Wachstumsgeschwindigkeiten von primdr homogen gebildeten Keimen

Das Wachstum von primar homogen gebildete8®-Keimen wird u.a. von van Peborgh
Gooch [Peb 96] untersucht. Die homogene Keimbildung wird in dieser Arbeit durch Zuga-
be einer geringen Menge eines Aceton-Wasser-Gemisches ausgeldst, wobei es zu einer
schlagartigen lokalen Verschiebung des Lésungsgleichgewichtes kommt (L6sungsverdran-
gung). Die hohe lokale Ubersattigung bewirkt einen Teilchenschauer homogener Keime.
Wahrend der sich anschlieRenden Wachstumsphase wird eine konstante Uberséttigung
s = 0.023 und eine Temperatur T = 21 °C eingestellt.

Temperatur, Uberséttigung sowie hydrodynamische Bedingungen wahrend der Wachs-
tumsphase sind mit den hier diskutierten experimentellen Bedingungen vergleichbar. Aus
dem zeitlichen Verlauf der Anzahlverteilungen berechnet der Autor die Parameter
G =210m/s undog = 10° m/s der inversei-Verteilung der Wachstumsgeschwin-
digkeit. Die Berechnung mit dem Parametersatz des erweiterten CCG-Modells zeigt eine
relativ gute Ubereinstimmung der Weri8 (=0.71 10 m/s undog = 0.67 10° m/s).

Auflésungsgeschwindigkeit

Die Auflésungsgeschwindigkeit wird tblicherweise proportional zur Anderung der Uber-
sattigung beschrieben (Gl. 2-14), da der Abtransport des gelésten Materials in der Diffu-
sionsschicht geschwindigkeitsbestimmend ist. Im Anhang ist mit dem Experiment #5 ein
Versuch mit einem kurzen Auflésungsabschnitt dargestellt (Abb. A-6, A-11 und A-12).
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Die Anpassung der Konstantg, KGl. 2-14) ergibt eine gute Ubereinstimmung mit den in

der Literatur angegebenen Werten (vgl. Abb. 6-2). Bei ndherer Betrachtung der berechne-
ten Verteilungskurven fur das Experiment #5 féllt jedoch auf, dal3 sich der Anteil von Kfri-
stallen mit L <100 pm schon wéhrend des ersten Minimums der Uberséattigung zwischen
t =30 und t =50 min merklich verringert. Verantwortlich fur diesen Rickgang kdnnten
lokal auftretende Untersattigungen sein. Das Wachstum der Fraktion bleibt auch im weite-
ren Verlauf des Versuches gegentber den Simulationsergebnissen zurtick. Im Fall der ge-
zielten zeitweiligen Untersattigung zwischen t=70 und t =80 min kann ein verstarkter
Ruckgang der Anzahl dieser Kristalle gegeniiber den groReren Partikeln festgestellt wer-
den. Die berechneten Verteilungen fur die sich anschlieRende Wachstumsphase bei t = 120
bzw. t = 130 min zeigen wiederum eine gute Ubereinstimmung mit den experimentellen
Vorgaben.

Der Vergleich verschiedener Fraktionen zwischen t=70 und t =80 min ergibt deutlich
unterschiedliche Auflésungsgeschwindigkeiten. Diese unterschiedlichen Geschwindigkei-
ten konnten wiederum in einer individuellen Kristallperfektion begriindet sein. Mydlarz
[Myd 92] gibt verschiedene Auflosungsgeschwindigkeiten fir ,perfekte” und zuféllig aus-
gewahlte Kristalle an, wobei die perfekten Kristalle dem Auflésungsprozel3 einen grol3eren
Widerstand entgegensetzen. Fir das unterschiedliche Verhalten ist die Gitterenergie als ein
Mal3 fur die Starke der Bindungskrafte im Kristallgitter verantwortlich. Sie ist flr einen
perfekten Kristall héher als fur einen mit Einbaufehlern und Versetzungen behafteten Kri-
stall. Je hoher die Gitterenergie eines Kristalls ist, desto mehr Energie mul3 aufgewendet
werden, um den Stoff in Loésung zu bringen. Schell wachsende, perfekte, unverletzte Kri-
stalle besitzen demnach eine geringere Neigung sich aufzulésen als solche mit einer gerin-
gen Wachstumsgeschwindigkeit. Dieser Effekt legt den Vorschlag nahe, die individuellen
Wachstumseigenschaften auch im Auflésungsbereich ein- bzw. weiterzuftihren.

-6
110 aus Experiment #5 abgeleitete
Auflésungsgeschwindigkeit
- °
8 107 1 G=K,s o
K, = 1.3510° m/s *
6 10" ]
@
£
O -4 107 ]
2 107 1 experimentelle Daten aus
) Einzelkristalluntersuchungen
® regulare Kristallstruktur [Myd 89]
0 4 O zufallig ausgewahlte Kristalle [Myd 92]
T T T T T T
0.00 -0.02 -0.04 -0.06 -0.08 -0.10

s

Abb. 6-2 Auflésungsgeschwindigkeiten: Vergleich von Literaturdaten und Modellierung
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6.1.3 Vergleich mit MSMPR-Daten

Jones [Jon 86] und Budz [87] stellen die Ergebnisse eines kontinuierlichen Kristallisa-
tionsversuches in einem 300ml-Ruhrbehéalter vor. Die experimentellen Daten fir einen
konkreten Versuch - Run 33 mit T=20°C und s=0.081 - sowie die gréfienabhangige
Modellierung der mittleren Wachstumsgeschwindigkeit [Jon 86] fur diesen Versuch sind in
Abb. 6-3 dargestellt. Die Modellierun@G(L Basiert auf 50 Experimenten, die in einem
weiten Bereich von Ubersattigung, Suspensionsdichte, Verweilzeit und Temperatur durch-
gefuhrt wurden. Parallel dazu sind die Ergebnisse der Berechnung mit dem erweiterten
CCG-Modell eingetragen. Da eine konkrete Verweilzdiir den Versuch nicht vorliegt,
wurden die Kurven fur mehrere Verweilzeiten dargestellt.

Die mittlere Wachstumsgeschwindigkeé®(L) entspricht dem Moment 1 der normier-
ten Verteilung *f(L,G) (vgl. Abschnitt A2).

0

oo ij(L,G)dG
G(L) = ”G*f(L,G) dL dG =2 (6-1)
00 If(L,G) dG
0

Die analytische Losung des erweiterten CCG-Modells fiir die kontinuierliche Kristallisa-
tion wird von Baumann [Bau 83] angegeben und ist im Anhang Al.1 dargestellt. Die
Funktion f(L,G) ist linear mit der KeimbildunggBrerknipft (Gl. A-9). Damit stehtd&in

1.5 107 ]
.7 °© O_1=20min
-7
1.0 10 1 =30 min
o T =40 min
E =50 min
]
5.0 10°
experimentelle Daten aus Run 33
[Jon 86, Abb. 4] [Bud 87, Abb. 4]
----- Modellierung G(L) [Jon 86]
é erweitertes CCG-Modell (Gl. 6-1)
0.0

T T T T T
0 200 400 600 800
KristallgréfZe [um]

Abb. 6-3  Kontinuierliche Kristallisation: Nachrechnung der mittleren Wachstumsgeschwin-
digkeit eines MSMPR-Versuches von Jones [Jon 86] mit T = 20°C und s =0.0851.

Nie \Verweilzeitt lieat im Rereich zwicchen 17 11ind &Ain
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Gleichung 6-1 sowohl im Nenner als auch im Zahler. Das bedeutet, dal3 die Keimbildung
keinen Einfluf3 auf die mittlere Wachstumsgeschwindigkeit besitzt. Der berechnete Verlauf
von G(L) (Abb. 6-3) zeigt eine gute Ubereinstimmung mit den experimentellen Ergebnis-
sen von Jones, wobei der konkrete Wert der Verweilzbiéi dieser Betrachtung nicht
berticksichtigt werden kann.

Die scheinbare Grol3enabh&ngigkeit der mittleren Wachstumsgeschwindigkeit kann mit der
analytischen Losung fur einen MSMPR-Kristallisator interpretiert werden. Aufgrund der
verteilt vorliegenden individuell konstanten Wachstumsgeschwindigkeit, einer konstanten
Keimbildung sowie den MSMPR-Bedingungen stellt sich eine Verteilung f entsprechend
Abbildung A-1 ein. Anhand dieser Verteilung wird deutlich, daf3 die mittlere Wachstums-
geschwindigkeit mit zunehmender KristallgroRe ansteigt. Bei kontinuierlichen Experi-
menten wird dieser Effekt von dem Verweilzeitverhalten der Kristalle, d.h. von deren un-
terschiedlichen Aufenthaltszeiten im Kristallisator, Gberlagert. Das hat zur Folge, dal3 die
Wirkung der Wachstumsdispersion hier weniger deutlich ersichtlich ist als bei diskontinu-
ierlichen Versuchen.
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6.2 Statistische Beschreibung der Wachstumsdispersion

Wahrend der Wachstumsphase eines Kristallhaufwerkes weitet sich die Korngrof3enver-
teilung bestandig auf. Dieser augenscheinlichste Effekt der Wachstumsdispersion kann mit
der Varianzo® charakterisiert werden. Fir die Aufweitung der Korngrof3enverteilung ist
der Zusammenhang zwischen der Varianz der Anfangsverteilung der Wachstumsge-
schwindigkeitcez(t =0) und der KristallgrdBeLz(t) von besonderem Interesse. Fur die
hier gewahlte Anfangsverteilung der Kristallkeime ist die Vari@@?z mit Gleichung 3-11
gegeben. Sie nimmt mit steigender haufigster Wachstumsgeschwindigksibve mit
sinkendem b zu.

Im Abschnitt 3.1.1 wurden die Zeitabhangigkeita_nz(t) sowohl fur das RF- als auch fur

das CCG-Modell betrachtet (GI. 3-5). Analog dazu wird von einigen Autoren ein Disper-
sionskoeffizient definiert, welcher die Veranderung der mittleren Kristallghden Be-
obachtungszeitraum beschreibt. So verwendete Addai-Mensah [Add 93] bei isothermalen
Untersuchungen von Fruktosekristallen zwei Dispersionskoeffiziem@ﬁ /AL (analog
CCG-Modell) undAc, /AL (analog RF-Modell). Die Dispersionskoeffizienten dienen
dabei zur Korrelation des Einflusses der Ruhrerdrehzahl, des Ethanolanteils und der mittle-
ren Wachstumsgeschwindigkeit. Mit dem in dieser Arbeit diskutierten erweiterten CCG-
Modell wird deutlich, dal? der Verlauf der Varianz der Korngr'dBenverteHmﬁg/on der
Verteilung der Wachstumsgeschwindigkeit gepragt wird und damit von der Vorgeschichte
der beobachteten Kristalle abhangt.

aLz(t) mit dem erweiterten CCG-Modell

Im Abschnitt 5.2.1 wird die Beispielrechnung Il mit einem abschnittsweise linearen Ver-
lauf der haufigsten Wachstumsgeschwindigkeit diskutiert (Abb. 5-4). Abbildung 6-4 zeigt
die dazugehdrigen Verlaufe der mittleren KristallgréRe und der Standardabwetghung

fur die Keim- bzw. Impfkristalle sowie fir die Gesamtverteilung. Dabei wird der nichtli-
neare Zusammenhang zwischen der Anderung der Wachstumsgeschwindigkeit und der
Anderung der Standardabweichung deutlich. Je groRer die Wachstumsgeschwindigkeit ist,
um so groRer ist die Anderung der Standardabweichung. Hingegen kommt die Steigerung
von o fur sehr geringe Wachstumsgeschwindigkeiten fast zum Erliegen. Fir eine kon-
stante WachstumséanderungsgeschwindigkgitkAnn G|_2 als Funktion der Versuchszeit

und der anfanglichen Verteilung angegeben werden. Diese Losung - ausgehend von der
Momentenbilanz - befindet sich im Anhang A3 (Gl. A-36). Fur den weiter vereinfachten
Fall Ay =0, d.h. einer konstanten Wachstumsgeschwindigkeit, gilt der Zusammenhang

2 2 2
GLz(t)ZGE +2(¥EG t+GOG t2, (6-2)
. 02 02 0 2.4 . . * _ .
wobeic| %, 6~ undo| g “ die Varianzen der Anfangsverteilung *f(L,G,t=0) sind.

Fur Ay = 0 andert sich die Verteilung der Wachstumsgeschwindigkeit nicht und die Vari-
anZGGZ(t) ist konstant. Im Fall der Beispielverteilun% Il (siehe Abb. 3-6 links sowie A-3
oben) erhalt man mit Gleichung 3-15362 =9.9 10" m? s Fir die gemischte Varianz
ergibt sich GEG 2:0, da bei t=0 fur alle Kristallgré3en die gleiche Geschwindig-
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Mittlere KristallgroRe L [um] Standardabweichung o (t) [um]

Gesamtverteilung

Gesamtverteilung

————— Keimkristalle ----- Keimkristalle

-------- Fraktion 100 - 150 pm .. -------- Fraktion 100 - 150 pm

200 S
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100 - PR

20 I
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Abb. 6-4  Mittlere Wachstumsgeschwindigkeit und Standardabweiclwndir die Bei-
spielverteilung Il in Abbildungen 5-4 und A-3

keitsverteilung vorliegt. Aus Gleichung 6-2 resultiert somit ein quadratischer Zusammen-
hang zwischen der Anderung der Varianz und der Versuchszeit.

2 2
o ’(t)—oP =02 t? (6-3)

Zum Zeitpunkt {=500s liegt jedoch eine unterschiedliche Geschwindigkeitsverteilung fur
die einzelnen GroRRenklassen vor (vgl. Abb. A-3 oben), d.h. die gemischte Varianz ist un-
gleich Null. Demzufolge erfolgt die Beschreibung der Varianz der GréRenverteilung zu
diesem Zeitpunkt mit einer linearen und einer quadratischen Zeitabhangigkeit.

2 2 2
o 2 -0 =20l (t-t)+og (t-t)? furt>4g (6-4)

Da die Verteilung der Wachstumsgeschwindigkeit fur alle Zeitpunkte konstant ist, kann die
gemischte Varianz der Verteilung vereinfacht werdeﬁ_ﬂb ist definiert als

G‘LlGZ: ”(L—E)(G—G)*f(L,G,tl)dL dG. (6-5)

Mit *f(L,G,t1) =8(L - Gty) w(G) und Gleichung A-2 erhalt man:
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2 o
ol ” = I[Gztl—thG—LG+ LG] y(G) dG
=Mooty -G%ty =06° ty (6-6)
Damit ergibt sich fur die Varianz der GroRRenverteilung (Gl. 6-4):

2 2 2
o () -0l =20g f(t-t)+og (t-t)? (6-7)

Diese Gleichung verdeutlicht, daf3 fur 2>t t-t; eine linearen Zeitabhangigkeit der Vari-
anz der GrolRenverteilung dominiert. Fur grol3e Zeiten 1 gilt jedoch ein quadratischer
Zusammenhang.

Voraussetzung fur das parallele Auftreten quadratischer und linearer Zeitabhangigkeit ist
das Vorhandensein einer gréRenabhéangigen Ausgangsverteilung der Wachstumsgeschwin-
digkeit. Dies ist bei Keimkristallen nicht, bei Impfkristallen hingegen immer gegeben.
Damit ist die Vorgeschichte der Kristalle ausschlaggebend fir den Verlauf der Funktion
cst(t). Anhand dieser Betrachtungen ist zu vermuten, dal3 der vielfach experimentell ge-
fundene Zusammenhamg2~t auch mit dem erweiterten CCG-Modell beschrieben wer-
den kann.

Vergleich von Simulation und Experiment

In Abbildung 6-5 sind die Verlaufe der Standardabweichungét) der gemessenen und
der simulierten KristallgréRenverteilungen fiir 4 Experimente dargestellt. Die Standardab-
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100 + e )
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P S — Experiment #5
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t [min]

Abb. 6-5 Standardabweichung der KristallgroRenverteilsindir 4 experimentelle und si-
mulierte Chargenexperimente
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weichung wurde fur Fraktionen mit L > 10 pm sowie n > 3 #0m* m™ bestimmt. Insge-

samt kann man eine bestandige Vergro3erung,f(iy mit fortschreitender Versuchsdauer
registrieren. Perioden mit sehr geringer Ubersattigung (Experiment #5, t = 30 bis 50 min)
bzw. einer zweiten Impfkristallzugabe (Experiment #1 und #2, t = 67 min) fuhren jedoch
lokal zu einem stagnierenden bzw. absinkenden Verlauf. Aufgrund der asymmetrischen
Anfangsverteilung der Kristallgro3e, untersetzt mit lokalen Maxima, ist die unmittelbare
Aussage des Verlaufes ven(t) begrenzt. Der Anstieg vam (t) wird jedoch deutlich von
Ubersattigung und Temperatur bestimmt (vgl. Abb. A-4, A-5 und A-6). Insgesamt wird mit
dem Modell ein gegenuber dem Experiment starkerer Anstieg der Standardabweichung
simuliert. Ursache konnte der als zu hoch berechnete Anteil von grof3en Kristallen sein, der
so experimentell nicht gemessen wurde. Infolge der hydrodynamischen Bedingungen sind
insbesondere grof3e Kristalle Zerstorungsprozessen ausgesetzt, welche im Modell keine
Berucksichtigung finden.

Aufgrund einer von den Experimenten #1-3 abweichenden Startverteilung (vgl. Tab. 4-2)
ist die anfangliche Standardabweichung des Experimentes #5 wesentlich niedriger. Der
Anstieg vono (t) im Experimentes #5 entwickelt sich anlog zu den schwingenden Verlau-
fen von Ubersattigung und Temperatur. Auch fir den Bereich der Untersattigung zwischen
70 und 80 min (Abb. A-12) wird ein Anstieg der Standardabweichung gemessen. Dieser
Anstieg wird vom Modell tGberproportional stark wiedergegeben, da hier besonders viele
kleine, eng verteilte Kristalle infolge Auflosung aus der Bilanzierung austreten.
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6.3 Wachstumseigenschaften von Impfkristallen

Die Verteilung der Wachstumsgeschwindigkeit von Impfkristallen ist von deren Vorge-
schichte abhangig und kann sich ganz wesentlich von der Wachstumsgeschwindigkeits-
verteilung der Keimkristalle unterscheiden. Bei der Formulierung der Anfangsbedingung
fur Impfkristalle im Abschnitt 5.2.1 wurde diesem Sachverhalt Rechnung getragen. Die
experimentellen Ergebnisse von Kishihara und White [Kis 95] mit dem Stoffsystem
Zucker-Wasser bestatigen indirekt eine derartige Vorgehensweise.

Den experimentellen Anzahlverteilungen (Abb. 6-6 oben) wurden dabei vereinfachte Mo-
dellrechnungen der zweidimensionalen Anzahlverteilung f(L,G,t) (unten) gegenlberge-
stellt. Die Autoren untersuchen in einem diskontinuierlichen Kristallisationsprozeld das
Wachstumsverhalten von zwei Impfkristallfraktionen. Die Impfkristallfraktionen wurden
analog zur hier praktizierten Vorgehensweise durch Nal3siebung hergestellt. Die schmalen,
monomodalen Verteilungen entsprechen dabei schematisch den Impfkristallfraktionen in
Abbildung 5-2. In einem ersten Experiment wéachst die Fraktion #1 separat im Kristallisa-
tor bis der GréRenbereich der Fraktion #2 erreicht ist. Die Beobachtung zeigt die erwartete
Aufweitung der monomodalen Verteilung (Abb. 6-6 oben links, logarithmische Teilung in
L).

Das kristalline Produkt dieses Versuches wird erneut durch Nal3siebung separiert. Man
erhalt eine Fraktion #3, deren mittlere KristallgroRe und Fraktionsbreite analog zur Frakti-
on #2 ist, jedoch eine andere Vorgeschichte und damit Geschwindigkeitsverteilung auf-

Experiment #1 #2
. i Experimentelle Anzahl-
= verteilungen [Kis 95]
[
2 ”\‘ M Experiment #1
= I EIIEE Fraktion #1
5 ,' { Experiment #2
= Il ==== Fraktion #2
S 1 und #3
c I
< A A
/
/ \
Z
) s
= LS -—] Modellrechnung
x~ i Impfkristalle
2
.E Experiment #1
£ Fraktion #1
?
o
74 Experiment #2
g Fraktion #2
2 N Fraktion #3
S '~
=

100 100 1000
Kristallgrée L[um]

Abb. 6-6  Untersuchungen an Zucker-Impfkristallen [Kis 95, Abb. 7 und 8]: Die Mo-
dellvorstellungen werden durch die Wandlung einer monomodalen Vertei-
lung in eine bimodale bestéatigt.
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weist. In einem zweiten Experiment wird ein Impfkristallgemisch aus der ersten und der
zweiten Fraktion verwendet. Wéahrend der Wachstumsphase der Kristalle wird jetzt eine
Aufspaltung der Anzahlverteilung in eine bimodale Verteilung beobachtet, wobei das erste
lokale Maximum der Fraktion #3 zugeordnet werden kann (Abb. 6-6 rechts). Das zweite
Maximum bei gro3eren Kristallen repréasentiert die Fraktion #2. Ursache fir die Aufspal-
tung der Verteilung ist die unterschiedliche Vorgeschichte der Fraktionen #2 und #3. In-
folge ihrer Herkunft besitzen die ausgewahlten Kristalle der Fraktion #3 im Mittel eine

gegenuber der zweiten Fraktion geringere Wachstumsgeschwindigkeit.

Ulrich [UIr 91] untersuchte ebenfalls das Wachstum veS8®,-Impfkristallen durch das
Verfolgen der Verteilungsmaxima in Batchexperimenten. Nach erfolgter Keimbildung
wurden die Kristalle von der Losung getrennt. Ein Teil der Kristalle wurde in einem Mor-
ser nachbehandelt, um eine aufgerauhte bzw. beschadigte Oberflache zu erhalten. Mittels
Siebung wurden aus dem Kristallmaterial zwei Fraktion 10 - 20 um perfekte bzw. bescha-
digte Kristalle gewonnen. Das Wachstum dieser Fraktionen wurde bei 30 °C und s = 0.026
untersucht. Es zeigt sich, dal} die beschadigten Kristalle zunéchst eine 1.3 bis 1.5-fach ho-
here Wachstumsgeschwindigkeit aufweisen als die perfekten Kristalle. Diese sinkt aber
schnell ab und erreicht nach etwa 5 Minuten das Geschwindigkeitsniveau der ,perfekten”
Kristalle. Dieser Effekt weist auf die Einbaulimitierung des Kristallwachstums y&©OK

hin, da sich die Anderung der Einbaugeschwindigkeit durch den Ausheileffekt sofort auf
die mel3bare Wachstumsgeschwindigkeit der Kristalle auswirkt [Ulr 91][LUh 93]. Zum
anderen bedeutet die kurze Dauer des Ausheilvorganges, dafd fur die hier untersuchten
Chargenprozesse anfangliche Unterschiede hinsichtlich des Ausheilpotentials unmittelbar
ausgeglichen werden. Aufgrund der gleichbleibenden mechanischen Belastung ist auch
wahrend der Experimente nicht mit signifikanten Ausheileffekten zu rechnen.

Im Beobachtungsbereich zwischen 10 und 100 um steigt die Wachstumsgeschwindigkeit
der ,perfekten” Kristalle leicht an, und betragt im Mittel & 3.2 10° m/s. Diese hau-
figste Wachstumsgeschwindigkeit gilt nur fur die erzeugte Impfkristallfraktion und nicht
fir das gesamte durch homogene Keimbildung entstandene Haufwerk. Analog zur Dis-
kussion der Anfangsbedingung im Abschnitt 5.2.1 findet man fir diese Impfkristallfraktion
(L0 =15 um) eine Wachstumsfront t* 21*Gy ~ 8 min. Mit den Gleichungen 5-2 und
3-14 ergibt sich fir die Geschwindigkeitskonstante der Impfkristaltg, k& 7500 m* m/s.

Dieser Wert ist wesentlich groRer als die Geschwindigkeitskonstante der in dieser Arbeit
verwendeten Impfkristalle (siehe Tab. 5-2). Dggl eine versuchsspezifische Konstante

ist und die Vorgeschichte der Impfkristalle charakterisiert, wirkt sich hier die unterschied-
liche Herkunft der Impfkristalle entsprechend aus.
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7 Zusammenfassung

Inhalt der vorliegenden Arbeit ist ein Beitrag zur mathematischen Modellierung der Mas-

senkristallisation. Entstehung und Entwicklung der kristallinen Phase werden mit Hilfe

einer Haufigkeitsverteilung beschrieben. Auf der Basis der Erweiterung eines bekannten
Modells zur Bilanzierung der Teilchenzahl (CCG-Modell) werden folgende Aussagen ge-

macht:

e Die KorngréfRenverteilung kann zuverlassig mittels digitaler Bildverarbeitung online
gemessen werden. Mit den zeitlich aufeinander folgenden Messungen wird die Ande-
rung der Verteilung wéhrend eines Chargenexperimentes erfaf3t.

e Anhand der zeitlichen Anderung der KorngréRenverteilung speziell gestalteter Experi-
mente werden die Parameter des erweiterten CCG-Modells ermittelt. Die Entwicklung
der Korngrol3enverteilung in Chargenexperimenten kann fur einen grof3en Temperatur-
und Ubersattigungsbereich simuliert werden.

e Mit dem ermittelten Parametersatz des erweiterten CCG-Modells konnen sowohl das
Wachstum von primar homogen und sekundar gebildeten Einzelkristallen als auch die
Entwicklung von Kristallpopulationen in kontinuierlichen Kristallisationsprozessen
einheitlich beschrieben werden.

e Die statistische Betrachtung der erweiterten Anzahlverteilung erlaubt einen Vergleich
mit konkurrierenden Modellen. Es zeigt sich, dal3 die Anfangsverteilung der Wachs-
tumsgeschwindigkeit der Kristalle ausschlaggebend fiir die zeitliche Anderung der
KorngroéRenverteilung ist.

Wachstumsdispersion wird haufig als ein Kristallwachstum in Abhéngigkeit von der Kri-
stallgroRRe interpretiert. Im Gegensatz dazu laRt sich die Wachstumsdispersion mit dem
CCG-Modell nach Janse und de Jong [Jan 75] als Wirkung der individuell konstanten
Wachstumsgeschwindigkeiten beschreiben. Im CCG-Modell wird zuséatzlich zur individu-
ellen TeilchengroRe eine individuell konstante Wachstumsgeschwindigkeit der Kristalle
formuliert. FUr die Varianz, als ein Mal3 fur die Aufweitung der KorngréRRenverteilung
wahrend der Wachstumsphase, ergibt sich ein quadratischer Zusammeﬁhm%gz).
Experimentelle Untersuchungen zeigen jedoch vielfach einen linearen Zusammenhang
zwischen der Varianz der Korngrél3enverteilung und der Versuchszeit. Zur Beschreibung
dieser experimentellen Ergebnisse wird zusatzlich eine Fluktuation der Wachstumsge-
schwindigkeit eingefuhrt (RF-Modell [Ran 77]). Im Gegensatz dazu wird in der vorliegen-
den Arbeit die Weiterentwicklung des CCG-Modells verfolgt. In diesem erweiterten CCG-
Modell sind sowohl der Kristallstrom infolge Anderung der KristallgréRe als auch der Kri-
stallstrom infolge der Wachstumsgeschwindigkeitsanderung berticksichtigt [Bau 83]. Fur
die Varianz der Korngrof3enverteilung ergibt sich sowohl eine lineare als auch eine qua-
dratische Zeitabhangigke:iizzcz(t,tz). Die dominierende Art der Zeitabhéngigkeit wird

von der Anfangsverteilung der Wachstumsgeschwindigkeit der beobachteten Kristalle be-
stimmt. Als Konsequenz der Modellentwicklung ist es erforderlich, die Anzahlverteilungs-
dichte um die Eigenschaften individuelle Wachstumsgeschwindigkeit und anfangliche
TeilchengroRe zu erweitern.
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Neben der Weiterentwicklung des erweiterten CCG-Modells ist dessen Anwendung auf die
Simulation von diskontinuierlichen Kristallisationsprozessen Gegenstand dieser Arbeit.
Fur die Anpassung der Modellparameter sowie fir die Simulation der Entwicklung der
KorngrofRenverteilung wurden Chargenexperimente mit dem Stoffsysi&@,KVasser
durchgefiihrt. Die Versuche umfaten einen groRen Temperatur- und Ubersattigungsbe-
reich. Zur Steuerung des Abbaus der Ubersattigung wurden Impfkristalle verwendet. Das
Hauptaugenmerk der experimentellen Arbeit galt der Messung der Kornzahlverteilung, da
die Anpassung der Modellparameter an deren zeitliche Anderung erfolgte.

Unter den vergleichsweise rauhen Bedingungen der technischen Massenkristallisation
kénnen Kristalle sehr unterschiedliche Formen ausbilden. Die Bestimmung der Partikel-
groRe und damit der Kornzahlverteilung wird wesentlich durch die Vielfalt der Kristall-
formen erschwert. Die Partikelgrof3e wird online in einer dafur entwickelten Mel3zelle
mittels digitaler Bildverarbeitung gemessen. Bei der digitalen Bildverarbeitung ist, im Ge-
gensatz zu anderen Melverfahren, eine Einzelbehandlung der interessierenden Objekte,
d.h. der Kristalle, mdglich. In einem ersten Schritt werden die Objekte separiert, so daf3
jedem Objekt die Projektionsflache eines Kristalls zugeordnet werden kann. Mit Hilfe der
Projektionsflache und der approximierten Kristallform erfolgen danach die Berechnung
des Kristallvolumens sowie die Bestimmung einer charakteristischen Lange als Mal3 fur
die KristallgroRe. AnschlieBend werden die Kristalle Gré3enklassen zugeordnet. Man er-
halt eine Anzahlverteilung, die - aufgrund der zweidimensionalen Erfassung dreidimensio-
naler Objekte - gegeniber der ,wahren Verteilung aufgeweitet und ,,unscharf” erscheint.

Die zeitliche Anderung der auf diese Weise erzeugten KorngréRenverteilung ist ein geeig-
netes Mal3 fur die Wachstumseigenschaften des Kristallhaufwerkes. Aufgrund der bei Ver-
suchsbeginn eingesetzten Impfkristalle ist die Anfangsverteilung durch ausgepragte Ex-
trema gekennzeichnet. Die Verfolgung der Aufweitung und Abflachung der Verteilungs-
maxima erlaubt Ruckschlisse auf die Verteilung der Wachstumsgeschwindigkeiten und
damit auf die Wirkungsweise der Wachstumsdispersion. Die Simulation der Entwicklung
der Kristallverteilungen stimmt mit den gemessenen Verteilungen tberein. Insbesondere
die Entwicklung der Maxima und die Position der Minima werden gut vom Modell wie-
dergegeben.

Das Resultat der Modellanpassung an die experimentellen Untersuchungsergebnisse ist ein
Satz universeller kinetischer Parameter fur das Stoffsystgs@iKWasser unter Beach-

tung der gewahlten hydrodynamischen Bedingungen. Die Vorgehensweise ist allgemein
und laRt sich auf andere Stoffsysteme lbertragen. Zieht man die unterschiedliche Modell-
struktur in Betracht, so lassen sich die Resultate mit den Ergebnissen anderer Autoren ver-
gleichen. Die Wachstumsgeschwindigkeiten sowohl von sekundar [Jon 96] als auch von
homogen priméar gebildeten Einzelkristallen [Peb 96] lassen sich mit dem Parametersatz
gut wiedergeben. Im Fall kontinuierlicher Kristallisationsversuche konnte die mittlere
Wachstumsgeschwindigkeit als Funktion der Kristallgro3e simuliert werden [Jon 86]. Mit
dem hier weiterentwickelten CCG-Modell kann das unterschiedliche Wachstumsverhalten
von Impf- und Keimkristallen interpretiert werden. Die Ursache fur dieses verschiedenarti-
ge Wachstumsverhalten ist in der Auswahl der Impfkristallfraktionen und damit in deren
Anfangsverteilung der Wachstumsgeschwindigkeit begriindet. Insgesamt ist das erweiterte
CCG-Modell gut geeignet, die Betriebsfihrung sowohl von diskontinuierlichen als auch
von kontinuierlichen Kristallisationsprozessen zu unterstitzen. Diese Vorgehensweise ist
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insbesondere dann zweckmaRig, wenn das Erzielen einer definierten Produktverteilung im
Vordergrund der ProzeR3fihrung steht. Eine modellgestitzte Fihrung des Prozesses ist je-
doch nur in Verbindung mit einer entsprechend genauen Messung der Anzahlverteilung
moglich.

Bei der Beschreibung disperser Systeme lassen sich grof3e Fortschritte in dem Mal3e er-
warten, wie es gelingt, die raumlichen Temperatur-, Konzentrations- und Feststoffprofile
meftechnisch zu erfassen bzw. als Modell zu simulieren. Die Weiterentwicklung der Bi-
lanzierung der Teilchenzahl ist jedoch vor allem mit der Ubertragung detaillierter Erkennt-
nisse der mikroskopischen Wachstumskinetik auf die statistischen Eigenschaften des Kri-
stallhaufwerkes verbunden. Fir ein besseres Verstandnis der Wachstumsmechanismen
unter technischen Bedingungen besitzt die Vervollkommnung der Partikelmel3technik gro-
Re Bedeutung. Insbesondere die digitale Bildverarbeitung ist dazu geeignet, detaillierte
Formanderungen unregelmaRig geformter Partikel in einem realen Kristallisationsprozef3
zu registrieren. Eine verbesserte Kameratechnik sowie eine stark beschleunigte Verarbei-
tungsgeschwindigkeit werden eine dreidimensionale Erfassung der Abmessungen einzelner
Kristalle in der Suspension erlauben. Mit einer solchen Technik kdnnten Wachstumsge-
schwindigkeiten verschiedener kristallographischer Flachen im Kristallisationsprozel3 ge-
messen und fur die Modellentwicklung zur Verfuigung gestellt werden.
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Summary

Content of the present work is to contribute to the mathematical modelling of mass crys-
tallization. Origin and development of the crystalline phase are described with the aid of a
frequency distribution. Based on the extension of a known model for the population bal-
ance (CCG-model), the following statements are made:

e The size distribution of crystals can be measured reliably online by means of digital
image analysis. The change of the distribution during a batch experiment is recorded by
successive measurements.

e Using the temporal change of the size distribution of special experiments, the parame-
ters of the extended CCG-model are determined. The development of size distribution
of crystals in batch experiments can be simulated within a large range of temperature
and supersaturation.

e The growth of single crystals formed by primary homogeneous nucleation or secondary
nucleation as well as the development of populations of crystals in continuous crystal-
lization processes are described uniformly by the obtained parameter set of the ex-
tended CCG-model.

e The statistical consideration of the extended number distribution allows a comparison
to concurrent models. It turns out that the initial distribution of growth rate of crystals
is decisive for the temporal change of size distribution.

Growth rate dispersion is often interpreted as a crystal growth depending on crystal size.
By way of contrast growth rate dispersion can be described by individually constant
growth rates of crystals by the CCG-model of Janse and de Jong [Jan 75]. In addition to the
size of particles, an individually constant crystal growth rate is formulated here. The vari-
ances’ as a measure for the widening of the particle size distribution during the growth
phase can be described with the square dependence oﬁimxg(tz). However, experi-
mental investigations frequently show a linear relation between the variance of size distri-
bution and experimental time. In order to describe the results obtained experimentally, a
fluctuation of the growth rate is considered in addition to the individually constant growth
rate [Ran 77]. By way of contrast the further development and extension of the CCG-
model is the approach of this paper. As a consequence of the extended CCG-model, the
crystal flow caused by change of crystal size and the crystal flow caused by change of
crystal growth are included [Bau 83]. The variance of the particle size distribution results
in linear and square time dependeb@ercz(t,tz). The dominating kind of time depend-
ence is determined by the initial distribution of the growth rate of the investigated crystals.
Resulting from the further development of the extended CCG-model, it is required to de-
fine the number distribution density as a function of crystal size and crystal growth rate as
well as a function of initial particle size.

In addition to the further development of the extended CCG-model, the simulation of batch
crystallization processes is a subject of this paper. To fit a set of model parameters as well
as to simulate the development of the size distribution of crystals, a number of batch ex-
periments were carried out. The experiments contained a large range of temperature and
supersaturation. In order to control the reduction of the supersaturation seed crystals were
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used. The attention of the experimental work was focused on the measurement of this dis-
tribution, since the model parameters were fit to the temporal change of the size distribu-
tion.

The comparatively rough conditions of the technical mass crystallization lead to very dif-
ferent shapes of crystals. The variety of the shapes of crystals complicates the determina-
tion of the particle size and therefore the number distribution of crystals. The particle size

is measured online by an especially developed flow cell using digital image analysis. Here,
an individual processing of interesting objects, i.e. single crystals, is possible unlike other
measurement methods. In a first step objects are separated and project surfaces of crystals
can be assigned to each object. The crystal volume and the determination of characteristic
length as a measure for crystal size can be calculated by the means of projection surface
and approximated crystal shape. Then the crystals are assigned to size classes. Due to the
two-dimensional recording of three-dimensional objects a widened and “blurred” number
distribution is obtained compared to the “true” distribution.

The temporal change of particle size distribution determined in this way is a suitable meas-
ure for the growth characteristics of crystal aggregates. On account of the seed crystals
inserted at the start of the experiment, the initial distribution is characterized by distinct
extremums. In particular, the observation of the widening and decreasing of the maximums
allows to describe the distribution of the growth rates and the mechanism of the growth
rate dispersion as well. The simulation of the development of crystal populations matches
the measured distributions. Especially the development of the maximums and the position
of the minima are well represented by the model.

The result of the adaptation of the model to the experimental investigation results is a uni-
versal set of kinetic parameters for the systei8®-water considering the chosen hydro-
dynamic conditions. The procedure is general and can be transferred to other systems.
Considering the different model structures the obtained results can be compared with the
results of other authors. The growth rates of single crystals formed by primary homogene-
ous nucleation [Peb 96] as well as by secondary nucleation [Jon 96] can be well described
by the set of parameters. In case of continuous crystallization experiments, the averaged
growth rate could be simulated as a function of crystal size [Jon 86]. The different growth
behaviour of seeds and of nuclei crystals can be explained with the extended CCG-model
developed here. The various growth behaviour is caused by the selection of the seeds and
therefore by its initial distribution of growth rate. In conclusion, the extended CCG-model
can be applied to the management of both batch and continuous crystallization processes.
In particular this process control is practical if a defined product distribution is of immedi-
ate importance. However, such a model based process control is only applicable in con-
nection with a precise measurement of the number distribution.

Big progress can be expected for the description of dispersed systems, if both the simula-
tion and the measurement of spatial fields of temperature, concentration and particles are
successfully determined. Further development of the population balance is linked particu-
larly with the transfer of the detailed knowledge of microscopic growth kinetics to the sta-
tistical characteristics of the crystal aggregate. The perfection of particle measurement
technology has big importance for a better understanding of the growth mechanisms under
technical conditions. For this purpose, the digital image analysis can measure detailed de-
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formations of irregular shaped particles in a real crystallization process. An improved cam-
era technology as well as a strongly accelerated processing speed will permit a three-
dimensional recording of the dimensions of single crystals in the suspension. Growth rates
of different crystallographic surfaces could be measured and made available for the model
development with such a technology.
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Aktivitat
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Anderung der Wachstumsgeschwindigkeit, Flachgm s?, [m?]

haufigste Wachstumsanderungsgeschwindigkeit [m s'2]

Konstanten
Kristalloberflache
Gesamtpartikeloberflache
Verteilungsparameter
Birth-Term
Keimbildungsrate
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Konstante
Kugeldurchmesser
Death-Term
Dispersionskoeffizient
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Wachstumsgeschwindigkeit

haufigste Wachstumsgeschwindigkeit
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Verunreinigung
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kinetische Konstante der Keimbildungsrate
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kinetische Konstante der haufigsten
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Wachstumsgeschwindigkeit
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Kg \I;\i/netische Konstantg d_er in_dividuellen [m S—l]
achstumsgeschwindigkeit

Kp I(;ineti§che Konstante der Auflésungsgeschwin- (m s'l]
igkeit

L Kristallgrof3e [m]

Ln Keimkristallgro3e [m]

*L charakteristische ImpfkristallgrofZe [m]

Ls Gesamtpartikellange [n1nfﬁ

m Exponent

m, m; Momente einer Verteilung

M Masse [ka]

M Massenstrom [kg s‘l]

¢s Suspensionsdichte [kgnfﬁ

n(L,t) Anzahlverteilungsdichte [# m* m'l]

n Exponent

n(s, t) transformierte Anzahlverteilungsfunktion [# m> m'l]

N Anzahl der Kristalle [#]

Ns Partikel pro Suspensionsvolumen ﬁ#nfﬁ

N, N Wachstumsvektor [#m3m?)

p Variablenvektor

p Wahrscheinlichkeit

q diskrete Verteilungsdichte

Q diskrete Verteilung

r Rangzahl

R Gaskonstante, Bilanzraum, Restglied 8.3143 [J mot K‘l]

Re Massenwachstumsgeschwindigkeit [kg s* m?]

S relative Ubersattigung, Laplace-Variable

S Ubersattigung

t . (m) Quantil der Student-Verteilung mit m

2 Freiheitsgraden

t Zeit [min]

* charakteristische Zeit der Impfkristalle [min]

T Temperatur K]

v Flachenwachstumsgeschwindigkeit [m s'l]

\% Volumen [m3]
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v Volumenstrom [m® s’

w Verteilungsbreite, Wichtung [m]

X Massenkonzentration, Variablenvektor, Variable [kg Salz kg1 Losung]

X TeilchengroRe, TestgrolRe

y Variablenvektor, Koeffizient

Yh allgemeine homogene Lésung

Y TestgroRRe

o volumetrischer Formfaktor (Gl. 2-8)

B Oberflachenformfaktor (Gl. 2-8Parameter

d Dirac-Delta-Funktion

d allgemeine Anzahlverteilung

Y Aktivitatskoeffizienten

r Gammafunktion

n Variable

¢ Langenverteilung der Kristalle [m™]

Ps Suspensionsdichte kg m'3]

A Quantil der Normalverteilung

T chemisches Potential [J mofl]
Stochiometrischer Koeffizient, Anderungsgeschwin-

M digkeit einer Eigenschaft
Dichte [kg m?]

c Standardabweichung

T Verweilzeit [s]

® Optimierungskriterium

1 interne und externe Koordinaten,Variable
Geschwindigkeitsverteilung der Kristalle, 1.

v Umkehrfunktion der Normalverteilung [(m/s)]

¢ Variable

Indizes

(oben rechts: Zeitpunkt, unten rechts: allgemeine Bezeichnung)
* rechts: Gleichgewicht, links: normierte Verteilung
A Betriebspunkt, Austritt

c Konzentration
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E Eintritt

ERR Fehler

exp Experiment

G Wachstumsgeschwindigkeit
Ges Gesamt

GRENZ Grenzwert

K Kristalle

L Lange, LOsung

LM Losungsmittel

MIN Minimum

MAX Maximum

sim Simulation

S Suspension
Abkiirzungen

# Anzahl

CCG Constant Crystal Growth
DGL Differentialgleichung

RF Random Fluctuation
FQS Fehlerquadratsumme

MSMPR Mixed Suspension Mixed Product Removal
PDG partielle Differentialgleichung
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Anhang

Al Analytische Losungen der erweiterten Anzahlbilanz

Die Bilanzgleichungen der erweiterten Anzahlverteilung sowohl fir die kontinuierliche als
auch fur die diskontinuierliche Kristallisation (GI. 2.2-34 und 2.2-35) sind lineare partielle
Differentialgleichungen (PDGn) 1. Ordnung. Aufgrund des Termg$ 8sind die PDGn
inhomogen. Die unabh&ngigen Variablen sind L, G und t. Zur Losung dieser PDGn wird
ein Charakteristikenverfahren verwendet [siehe z.B. Mey 91, S. 367].

Eine Losung der Populationsbilanzen kann mit zwei Randbedingungen, f(L, G =0,t) und
f(L=0, G, 1), sowie der Anfangsbedingung im diskontinuierlichen Fall erfolgen. Die An-
fangsbedingung ist mit f(L, G, t = 0) = 0 gegeben, d.h. es liegt eine klare, kristallfreie LO-
sung vor. Impfkristalle werden in diesem Abschnitt nicht bertcksichtigt. Fur die erste
Randbedingung gilt daher f(L, G =0,t) =0, d.h. es gibt keine Kristalle, deren Wachstum
vollig zum Stillstand gekommen ist. Im Modell werden nur Kristalle mit L > O betrachtet.
Fur die zweite Randbedingung gilt daher f(L =0, G, t) = 0.

Bei L = Ly werden permanent Keime mit einer Anzahlverteilung(f G) gebildet. Die
Anzahlverteilung ist definiert als §{L,G) = ¢(L) y(G), wobeip(L) eine Dirac-Delta-
Funktion 3(L-L ) mit den Eigenschaften A-1 bis A-3 [Jah 95, S. 269] ist. Die Dirac-
Delta-Funktion ist folgendermaf3en definiert:

oe]

8(x—xo):={o’))((¢):(0 und IS(x—xo)dx:zl (A-1)
%, X =Xp
Es gilt:
o<J).f(x) d(X —Xp)dx:=f(xg) und (A-2)
3(F () = 3. 20x0) (A-39)
=N

In Gleichung A-3 sind idie Nullstellen der Funktion f(x) und es gﬁl't(xi) # .0

Al.1 Kontinuierliche Kristallisation

Im stationaren Zustand erfolgt keine Anderung der ProzeRparameter Ubersattigung und
Temperatur. Das bedeutet, dal3 sowohl die haufigste Wachstumsgeschwindigkeit als auch
die individuellen Wachstumsgeschwindigkeiten der Kristalle und die Keimbildungsyate B
konstant sind. Mit A = 0 vereinfacht sich Gleichung 3-6 zu

of(L.G) , f(LG) _
oL -

G

Bo * fo(L,G). (A-4)
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Gleichung A-4 ist eine gewdhnliche inhomogene DGL 1. Ordnung und kann durch Varia-
tion der Konstanten [Mey 91, S.16] gelost werden. Durch Einsetzen der Vertei-
lungsfunktion* fo(L,G) = w(G)e(L )unde(L) = d(L-Ly) erhalt man zunachst

of 1
el Gw(G)a(L Ln)- (A-5)

Die allgemeine Losung der zugeordneten homogenen DGL lautet

_L
fh(L,G)=ce ©7. (A-6)

Fur die vollstdndige allgemeine Losung kann man den Ansatz y(x) = {%y)wahlen.
Dabei gilt fir c(x)

c(x)= j wf ©)dg+c. (A-7)

Es ergibt sich

_L
f(L,G) =c(L,G)e ©* mit

L
c(L,G)= IGT w(G)5(L—Ly)dL+C=e® G BO\V(G)+C. (A-8)

Fur die Integrationskonstante in GIl. A-8 erhalt man mit der Randbedingung fur
f(L=0,G,t) und dem oben erlauterten Definitionsbereich C = 0. Aufgrund der Eigen-
schaften der Dirac-Delta-Funktion (Gl. A-1 bis A-3) gilt fir den ersten Term in Gl. A-8 ein
Definitionsbereich > Ly. Fir L < Ly ist dieser Term Null. Damit ergibt sich fur f(L,G)
folgende Losung

B Lty
f(L,G) :EO\V(G)e Gt (A-9)

In Abbildung A-1 ist diese Losung als Funktion von L und G fir eine Verweilzeit
1= 2000 s dargestellt. Die Darstellung der dazugehdérenden Anzahldichte n sowie eine
Diskussion der Parameteg;@nd b erfolgt im Abschnitt 3.1.3 (siehe auch Abb. 3-5).

Al1.2 Diskontinuierliche Kristallisation

Verénderliche Wachstumsgeschwindigkeit

Fur den Fall der veranderlichen WachstumsgeschwindigkeitOAwird bei dieser Be-
trachtung angenommen, daR die Anderung der haufigsten Wachstumsgeschwingjgkeit A
konstant ist. Demzufolge andert sich die haufigste Wachstumsgeschwindigkaioir-

tional zur Zeit. Es qilt
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Abb. A-1  Analytische Losung der erweiterten Populationsbilanz fiir die kontinuierliche Betriebsweise
(Gl. A-9).
Parameter: b = 3,16= 3 108 m/s, B = 10% # m° s’l, 1=2000 s und = 1um

Gy(t) =GP +At. (A-10)

Fur die Anderung der individuellen Wachstumsgeschwindigkeit gilt Gleichung 3-15:
A(G,t) = Ay /Gy(t) G. Die Keimbildungsrate ist fur diese Betrachtung konstant. Fur die
Populationsbilanz der diskontinuierlichen Betriebsweise erhalt man mit Gleichung 2.2-35:

of (L,G,1) G of (L,G,1) +A(G.) of (L,G,1) N
ot oL 0G
A (A-11)
H_f(L,G,t) =By *fy(L,G)
Gy (1)
Die zugeordnete Rumpf-DGL lautet
af+Gaf +Ai+A—Hf:O. (A-12)

at oL oG Gy

Fur Gleichung A-11 kann man das charakteristische Differentialgleichungssystem

AH

t-1,0-GundG-A-—"H _
GH +AHt

G (A-13)
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aufstellen. Damit lauten die Phasen-DGLn:

db L G und96_C_a (A-14)
dt t dt t

mit den Loésungen

c°
GY

G(t) =—(GY +Ant) und (A-15)

Apt? GO

- (A-16)
2GY

L(t) = J.G(t)dt:L0+GOt+

Aus den Phasen-DGLn A-15 und A-16 ergeben sich die Charakteristiken von A-12, langs
derer die Losungen der Rumpf-DGL konstant sind. Die Charakteristiken

_Aptic° G

—— undn=——"—— (A-17)
ZGH GH +AHt

=L-G%

sowie & =t werden als neue Koordinaten eingefiihrt, wodurch Gleichung A-11 auf eine
gewohnliche lineare DGL reduziert werden kann. Die Anwendung von
F&,n,E) =f(L,G,t) auf die PDG A-11 filhrt zu

OF, _ An

—+——H _F-By*fy=0. (A-18)
08 GY+AyE

Gleichung A-18 ist eine gewdhnliche inhomogene DGL 1. Ordnung und kann durch Va-
riation der Konstanten gelost werden.

Konstante Wachstumsgeschwindigkeit

Im folgenden wird eine Loésung fir den Spezialfall konstante Wachstumsgeschwindigkeit
gesucht. Mit A = 0 vereinfacht sich Gleichung A-11 zu

of of
—+G—=Bp*f. A-19
51 "G5 ~BoTfo ( )

Die Phasen-DGL der Rumpf-DGL der PDG A-19 lautet

a _ E =G. (A-20)

dt t
Durch Anwendung der Koordinatep= L-Gt undg =t auf Gl. A-19 erhalt man eine ge-
wohnliche lineare DGL

F _B,+t, (A-21)

0§
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Abb. A-2  Analytische Losung der erweiterten Populationsbilanz fur die diskontinuierliche Betriebsart
(Gleichung A-23).
Parameter: b = 3,16= 3 108 m/s, A=0,B= 102 # m° s'l, t=2000s undf=1um

mit der Verteilungsfunktion *fo(L,G) = w(G)o(L) = y(G)p(n+EG ) Die Langenver-
teilung o(n+&G) ist hierbei wiederum eine Dirac-Delta-Funktiéfn+£G—-Ly . Die
Losung der Gleichung A-21 erhélt man unter Verwendung der Eigenschaften der Dirac-
Funktion (A-1 bis A-3)

R, =Bo [*o(©)d% =Bow(G) [o(n+£0)de =22 y(G) +C. (A-22)

Gleichung A-22 gilt firm+&G—-Ly = 0 Die Rucksubstitutiorf (L, G,t) = F(n,&) liefert
die allgemeine Losung der PDG im Definitionsbereiel(L-Ly)/G> . O

f(L,G,1) z%w(e) (A-23)

Fur die Integrationskonstante in Gl. A-22 ergibt sich mit der Randbedingung f(L=0,G,t)
zu C=0. In Abbildung A-2 ist diese Losung als Funktion von L und G fur t = 2000 s dar-
gestellt. Die Hohenliniendarstellung im unteren Teil von Abb. A-2 zeigt deutlich die Gren-

ze des gultigen Definitionsbereiches bei t- (kLG = 0.

Zeitliche Entwicklung einer Kristallverteilung

Im folgenden wird die zeitliche Entwicklung einer Kristallverteilung f(L,G,t) ohne Bertck-
sichtigung der Keimbildung fur die diskontinuierliche Betriebsweise betrachtet. Hierfur ist
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die Anderung der haufigsten Wachstumsgeschwindigkeit fir das betrachtete Zeitintervall
konstant. Die Startverteilung f(L,G,t=0) :o(fL,G) = Ny *f 0(L,G) setzt sich aus der
KristallgroRenverteilungp(L) und der Verteilung der Wachstumsgeschwindigk&iG)

(Gl. 2.2-26) zusammen. Als Beispielverteilung der KristallgréRe wird eine Gauss'sche
Normalverteilung mit w = 10 pm untd = 25um verwendet.

_,(L-D)?

w? (A-24)

(P(L)_W\f

Der Verlauf der haufigsten Wachstumsgeschwindigkeit in einen Zeitintervall mit
Ay = const ist mit Gleichung A-10 festgelegt. Fur die Anzahlverteilung gilt die Bilanzglei-
chung A-11. Mit der Einfuhrung der Variablénundn (GIl. A-17) sowie§ =t und Bp=0
gelangt man analog Gleichung A-18 zu

0 ~0
oF A—F 0 mit der Losungr(€) = " S
F 0 AL G (©)

(A-25)
Die Rucksubstitutiorf (L,G,t) = F(C,n,&) liefert die Losung entlang der Charakteristiken

in Abhangigkeit des Parameters t

0
GH

GH +AHt

_Aytic° G
2GY ' Gl+ALtT]

f(L,G,t) = 1oL -GOt (A-26)

wobei f° die Startverteilung fur diese Betrachtung darstellt. Mit Gleichung 2.2-31 erhalt
man eine Verallgemeinerung fur beliebige Wachstumsgeschwindigkeiten

GO
0 G _c0 (A-27)
Gu(® GO

In Abbildung A-3 ist die zeitliche Entwicklung der Beispielverteilung Il mit A0 (oben)

dem zeitlichen Verlauf fir A= const (unten) gegenubergestellt. F§-A0 bleibt die
Verteilung f(L,G,t) = fO(L G) unverandert und wird lediglich in Richtung gré3erer Teil-
chendurchmesser entsprechend der Wachstumsgeschwindigkeit G verschoben. Gemal
Gl. A-26 bleibt dabei die Verteilung entlang der CharakteristikehGy; und L- Ct (mit

Ay =0 und G =const) konstant. Diese Verschiebung v&@l_f G) bewwkt eine analoge
Verschiebung bei gleichzeitiger Aufweitung der Anzahlverteilung n(L) (vgl. Abb. 2.2-8,
links).

Im Fall A= 0 und Ay = const verschiebt sich die erweiterte Anzahlverteilung jedoch auch
parallel zur G-Koordinate. In Abbildung A-3 unten |st deutllch das verzogerte Wachstum
bei einer negativen Wachstumsanderung vey=A2 10" m $% zu erkennen. Dabei &n-
dern sich auch die Funktionswerte der Verteilung f(L,G,t) entsprechend Gleichung A-27.
Diese Wirkung der sinkenden haufigste Wachstumsgeschwindigkéit f@hrt zum An-
wachsen der Verteilungsdichte in den kleineren Geschwindigkeitsklassen
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. A=0, t=0 t=500s t=1000s
] Gy=3 10" mis Gy=310% mis Gy=3 10" mis
Q
5.
O -0
8 &

-10.]

A1 2
A<0,A=-210 ms

GL=310°m/s Gy=210° m/s Gy=110" m/s

-8 ]

'///

log( G[m/s])
7
@

@ Glmis] @
O&) O‘50

1 1
—— —

50 100 150 0 50 100 150 0 50 100 150
L[um] L{um] L[pm]

on

Abb. A-3 Beispielverteilun? Il (vgl. auch Abb. 3-6): Verlauf der zweidimensionalen Anzahldichte
log(f [# m (m/s) m’ﬁ). In der oberen Bildfolge ist die haufigste Wachstumsgeschwin-
digkeit Gy konstant (A = 0). Zur Verdeutlichung der Verschiebung und Stauchung der
Verteilung fiir A, < 0 ist die Ordinate logarithmisch (mittlere Bildfolge) bzw. linear (untere

Bildfolge) geteilt dargestellt. (Parameter: b=1@;,=|!\1101'2 # m'3)

(Abb. A-3 unten). Insgesamt bewirkt die Entwicklung voor(Lf,G) eine verzogerte Ver-
schiebung und Aufweitung der Anzahlverteilung n(L) (vgl. Abb. 3-6, rechts).
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A2 Momente der zweidimensionalen Anzahlverteilung

Die Beschreibung der Anzahlverteilungsfunktion mittels Momenten basiert auf der Metho-
de nach Hulbert und Katz fur zwei interne Koordinaten [Hul 64, S. 566]. Die Keimbildung
wird fur die im folgenden diskutierten Beziehungen nicht berticksichtigt. Zun&chst wird die
Verteilung f(L,G,t) mit der Anzahl der Teilchen normiert. Man erhalt *f(L,G,t). Das
Momentm;; einer zweidimensionalen Verteilung ist definiert als

m;j = ”L‘ Gl *f(L,G,t) dL dG (A-28)
00

Die Momente mder eindimensionalen, normierten Anzahlverteilung *n(L,t) ergeben sich
aus den Momentem; ; :

mlO_J.J.L'*f(LGt)deG IL'*n(Lt)dL m (A-29)
00

Besondere Bedeutung fir die Charakterisierung von Anzahlverteilungen besitzen das erste
Moment (MittelwertL = my = mlo% sowie das zwelte zentrale Moment der Kristallgrof3en-
verteilung (Varianzo = mp— ;" = Mmpg— My ) Die Anwendung der Definitionsglei-
chung A-28 auf die Populationsbilanz eines diskontinuierlich betriebenen Kristallisators
(GI. 3-18) mit B = 0 fuhrt zu

o0 00

”L‘ G/ B: +G(';Lf +A%Gf +GA|_(|t)*f dLdG=0 i,j=0,12.. (A-30)
H

Die einzelnen Terme der linken Seite ergeben folgende Ausdriicke

om;
HL' GJ[ }deG Sy (A-31)
ot
”L' GJ{ }deG —imi_yj,; sowie (A-32)
”L' GJ{ L AH *f}deG:—jA—Hmij (A-33)
6 Gu() Gu (0

mit A=G/Gy(t) Ay (Gl. 3-15). Fir den Fall einer veranderlichen Wachstumsgeschwin-
digkeit mit Ay = const qilt fir Gy(t) Gleichung A-10 (analog Abschnitt A1.2). Das so
entstandene Differentialgleichungssystem fur die Beschreibung der zeitlichen Entwicklung



A2 MOMENTE DER ZWEIDIMENSIONALEANZAHLVERTEILUNG 125

Tabelle A-1 Zeitliche Entwicklung der Momente fur die diskontinuierlich betriebene Kristallisation

Moment mj Populationsbilan®m; /o t | Anfangsbedingungn;;(t=0 )
moo 0 1
Mo Mo1 L0
Mog An Moy a0
GY +ALt
m 2m 2 52
20 11 GE 410
m Ay m 2 "0-0
11 Moy + oH 11 GEG 4190
GH +AH t
m ZAH Moo 2 —=2
02 0 . G% + GO
GH +AH t

der ersten und zweiten Momente ist in Tabelle A-1 zusammengefal3t. Mit den Anfangsbe-
dingungen in Spalte 3 erhalt man folgende Losungen:

Ap GOt?

Lt)=L°+GOt+ .
2GY,

(A-34)

~0(~0
G(t) = my (1) = = (G(H;J Aut (A-35)
H

2
0 2
2 2 2 Ajo[g t

GLz(t)Z 68 +ZGEG t+c5% t2+%
G

2 2
+AH G% t3 AHZG% t4

(A-36)

0 2
0
GH 4Gy

02

2 0 2 28,6057t A2l 12
OoLG (t):GLG +0G t+ HOLG + H LG

2
GH GY

(A-37)
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2 2
2AL el t Aol t?
0 +

> (A-38)
Gh Gy

oco()=cg +
Fir den Spezialfall A= 0 erh&lt man fulL(t) bzw. GLZ(t) aus Gleichung A-34 bzw. A-35
Lt)=L°+G%t und (A-39)

2 2 2
o 2(t) =0 +2605 t+cd 2. (A-40)
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A3 Simulationsschemata

A3.1 Digitale Bildverarbeitung

Schleife tber alle
Mefl¥punkte

Mittelung Uber alle Bilder eines Mel3punktesBILD#0
[

| Schleife Uber alle Bilder eines MeR-
punktes (Mel3bereich | und II)

Bildverarbeitung
und Objekterkennung

BILD#1 (Abb. 3.3-2)
Subtraktion BILD#0
Invertieren

¥
Duplizieren (| Umwandlung in Binarbild
Separierung der Objektef
,Binary Morphology -
Close"“— BILD#2

Subtraktion BILD#2— BILD#3

v

Umwandlung in Binarbild und Separierung
der Objekte: ,Watershedding> BILD#4

[
Klassifizierung der Objekte:
GroRRenverteilung eines Bildes
(siehe Abb. 3.3-3)

Massenbilanz

Vereinigung von MeRbereich | und Il eines MelRpunktes
Normierung der Anzahlverteilung (siehe Abb. 3.3-6)

Ausgabe der Verteilungen
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A3.2 Parameteroptimierung

Optimierungsalgorithmus SIMPLEX

_»
Berechnug neuer @timierungsparameter
Versuchsstart?
Generierung von Simulationsteilchen fur Impfkrista'le
< |
nein | Berechnung von (G Liegt eine minimale Wachstums-
oder Auflésungsgeschwindigkeit &or?
ja
Schleife tber alle Simulationsteilcher]
!
Berechnung von TeilchengrofRe und Wachstumsgeschwindigkeit
Gy>0 )
ja
] h 4
nein Keimbildung: Generierung von Simulationsteilchgn
. |
Ausgabe?
ja
nein .
Berechnung der Verteilungen f(L,G,t) und n(L,t
< [
— Berechnung des Zeitschrittes. Ist das Versuchsende erreichtp
nein
ja
Berechnung des Optimierungskriteriums
|
Abbruch der Optimierung?
nein

ja
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log(n [#m®mT)

9.0 4 t =67 min Impfkristalle
1 t=80min o Experiment
. —e—Simulation
4 t=100 min 2 Experiment
i —a—Simulation

t=0 min Impfkristalle
t=20 min o Experiment
—e—Simulation
t=30min . Experiment
—aA—Simulation
t=0min
——Impftkristalle
t =50 min

o Experiment
—e—Simulation
t =60 min
a Experiment
—a—Simulation
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Abb. A-7  Experiment #1
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log(n[#m®m)

9.0 4 t=67 min Impfkristalle
1 t=80min o Experiment
i —e—Simulation

t=0

min

Impfkristalle

t=20min o Experiment

—e—Simulation

t=30min a Experiment

—a—Simulation

t=0min
——Impfkristalle
t =50 min

o Experiment
—e—Simulation
t =60 min

s Experiment
—aA=Simulation

»
>

\o A\
] t=100 min a Experiment OOAA\. ‘\A
| —a—Simulation oOAA\. \
8.5 . . | . . °4%A . |
0 200 400 600 800 1000 1200
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Abb. A-8 Experiment #2
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log(n[#m*mT)

t =0 min
t=10 min

t =20 min

ANHANG

Impfkristalle

o Experiment

—e—Simulation

a» Experiment

—a—Simulation

t=0 min
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t =30 min

o Experiment
—e—Simulation
t =40 min

» Experiment
—a—Simulation

| t=0min Impfkristalle 7
] t=50min o Experiment N -ala_
—e—Simulation %é \o.. A\A
T t=60min a Experiment 2 N A
i —a—Simulation kN \ \
85 | 1 | 1 1 LA ‘ 1 |
0 200 400 600 800 1000 1200
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Abb. A-9  Experiment #3
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Abb. A-10 Experiment #4
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Abb. A-12 Experiment #5:t =70 bis t = 130 min
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