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Kapitel 1

Einfiihrung

Seit langem beschéftigt sich die Mathematik mit dem Auffinden extremaler Werte von Funktionen
und der Lage der entsprechenden Extremalstellen. Neben dem rein theoretischen Aspekt war diese
Entwicklung immer auch getrieben von konkreten Anforderungen, etwa aus der Physik oder der Oko-
nomie, bei der nach Parametern gesucht wurde, fiir die der Wert einer konstruierten Grofle einen
maximalen oder minimalen Betrag erreicht. Die mathematische Disziplin, die sich mit derartigen Auf-
gaben beschéftigt, bezeichnen wir als Optimierung.

Haufig verlangt die Situation vom Anwender aber auch, dafl nicht nur eine solche Forderung,
sondern mehrere Bewertungskriterien bestens erfiillt werden sollen. Hierbei spricht man von Problemen
der multikriteriellen oder Mehrziel- oder auch Vektoroptimierung.

Das Wesen solcher Probleme besteht darin, daf es fiir gew6hnlich keine Losungen gibt, die alle Ziele
gleichzeitg zum Optimum fithren. Vielmehr ist es so, daf sich die Zielkriterien stark widersprechen,
so dal der Optimalpunkt der einen Zielfunktion sehr schlecht in Bezug auf ein anderes Kriterium ist.
(Ein Problem, bei dem die Ziele simultan erreicht werden konnen, ist auch ohne die Methoden der
Mehrzieloptimierung zu 16sen. Solche Aufgaben seien daher fiir unsere Zwecke nicht , wesentlich®.)

Den Ausweg aus dieser Lage liefert eine Vorgehensweise, die auch auflerhalb der Wissenschaften
zur Schlichtung in Streitfillen gern strapaziert wird: Wenn es schon keine Moglichkeit gibt, allen
Anforderungen gerecht zu werden, dann soll wenigstens eine Losung gefunden werden, die einen Kom-
promifl zwischen den sich widersprechenden Zielen liefert. Eine solche Losung soll so beschaffen sein,
daf} in einem noch festzulegenden Sinne alle Ziele gleichzeitig moglichst gut erfiillt werden. In der

Vektoroptimierung bezeichnet man solche Kompromifllésungen auch als effiziente Punkte.
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Eine sehr populére, weil auch naheliegende, Definition von Kompromifilésungen stammt von dem
italienischen Volkswirtschaftler und Soziologen V. Pareto (1848-1923). Demnach wird eine Alternative
von einer anderen dominiert, wenn die letztere beziiglich aller Ziele nicht schlechter und hinsichtlich
mindestens eines Zieles sogar besser als die erste ist. Eine Alternative, die von keiner anderen erlaubten
Moglichkeit dominiert wird, heiffit dann effizient.

Diese Begriffe sollen am folgenden Beispiel verdeutlich werden. Weiterhin zeigt dieses Beispiel,
daB auch im téglichen Leben stdndig multikriterielle Entscheidungsfindungen vorgenommen werden

miissen.

Beispiel 1.1 FEin Reisender sucht eine optimale Zugverbindung fiir die Fahrt von Halle (S) Hbf. nach
Passau Hbf. In Betracht kommen alle Ziige, die Halle zwischen 7.00 Uhr und 10.00 Uhr verlassen. Er
stellt an die ,,Giite“ der Verbindung die folgenden Anforderungen.

1. Die Abfahrtszeit AB liegt moglichst spit.
2. Die Ankunftszeit AN liegt méoglichst friih.
8. Die Zahl der Umstiege UM sei moglichst gering.

4. Der Fahrpreis PR sei mdglichst gering.

Ein Blick in den Fahrplan liefert ihm diese Alternativen:

Nr. | Abfahrt | Ankunft | Fahrzeit | umsteigen benutzte Strecke Preis
(AB) (AN) (FZ) (UM) Ziige (ST) (PR)
1 7.32 14.34 7:02 h 1 IR, ICE 706 km | 209,00 DM
2 7.32 14.34 7:02 h 2 IR, EC, ICE | 507 km | 155,00 DM
3 7.58 14.34 6:36 h 2 SE, IR, ICE | 518 km | 146,00 DM
4 8.31 20.39 12:08 h 0 IC 1230 km | 342,00 DM
5 9.32 15.50 6:18 h 2 IR, IC, IC 507 km | 144,00 DM

Quelle: Deutsche Bahn AG, Winterfahrplan 98/99.

Die Verbindung 2 wird als von der Alternative 3 dominiert. Letztere hat eine spétere Abfahrtszeit,
erfordert die selbe Zahl an Umstiegen und ist dariiberhinaus nicht teurer als erstere. Die Verbindungen
1,3,4 und 5 hingegen sind effizient. Selbst die offenbar absurde Reisemoglichkeit 4 (iiber Kéln) ist in
der Hinsicht eine effiziente Alternative, als dafl es keine schnellere oder billigere Verbindung gibt, die

ebenfalls ohne Umsteigen auskommt.
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Beispiel 1.2 Im vorangegangenen Beispiel werden die Kriterien 1 und 2 durch die folgende Forderung

ersetzt.

Die Fahrzeit FZ = AN — AB sei moglichst kurz.

Wie im Beispiel 1.1 wird 2 von 3 dominiert. Desweiteren dominiert die Alternative 5 die Verbindung

3 und mithin auch 2. Effiziente Alternativen sind 1,4 und 5.

Beispiel 1.3 Um sich die Entscheidung zu erleichtern, entschliefit sich der Reisende aus den beiden
vorangegangenen Beispiele, die von ihm aufgestellten Anforderungen zu bewerten. Unterstellen wir
ithm eine materialistische Denkweise und sagen, er ordne jedem dieser Kriterien einen Geldwert zu.
Eine im Zug verbrachte Stunde ist ihm 100,00 DM wert. Die Kosten fiir einen Umstieg beziffert er

mit 20,00 DM. Das einzige Kriterium fiir die Qualitit einer Verbindung lautet dann:
Der Gesamtpreis GP = 100FZ 4+ 20UM + PR sei mdglichst gering.

Aus diesen Vorgaben errechnet man:

Nr. | Kosten der | Kosten des | Kosten des | Gesamtpreis
Nr. Fahrzeit Umsteigens | Fahrscheins
(100F Z) (20U M) (1PR) (GP)
1 703,33 DM | 20,00 DM | 209,00 DM | 932,33 DM
2 703,33 DM | 40,00 DM | 155,00 DM | 898,33 DM
3 660,00 DM | 40,00 DM | 146,00 DM | 846,00 DM
4 | 1213,33 DM | 0,00 DM 349,00 DM | 1562,33 DM
5 630,00 DM | 40,00 DM | 144,00 DM | 814,00 DM

Offensichtlich ist unter dieser Bewertung die Verbindung 5 die giinstigste. Die auf diese Weise ermit-
telte Losung ist im iibrigen eine der effizienten Alternativen von Beispiel 1.2.

Die im Beispiel 1.3 vorgenommene ,,Bewertung® ist unabhénig von dem hier betrachteten Problem
eine oft verwendete Methode zur Losung multikriterieller Aufgaben. Aus mathematischer Sicht wurde
dabei aus dem Vektor, bestehend aus den drei Zielen (FZ, UM, PR) und dem Vektor der Bewertungen
(100,20, 1) das Skalarprodukt

100 FZ
< 20 | UM > =100FZ +20UM + PR
1 PR
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gebildet und dieses minimiert. Eine solche Vorgehensweise, bei der anstelle eines Vektors von Zielen
eine daraus gebildete skalare Grofle optimiert wird, heifit Skalarisierung.

Wie wir spéter zeigen werden, ist fiir bestimmte Klassen von Skalarisierungen die Losung der
skalarisierten Aufgabe stets effizient fiir das vektorielle Optimierungsproblem. Im vorliegenden Fall
hétte die Bewertung von FZ, UM und PR mit einem beliebigen Preis grofler als Null immer eine der
in Beispiel 1.2 als effizient ermittelt Alternativen ergeben.

Wir wollen nun die bis hierher intuitiv eingefithrten Begriffe in eine exakte mathematische Sprech-
weise iibertragen. Dazu bedarf es zunéchst einiger grundlegender Festlegungen.

Wir bezeichnen eine Teilmenge M eines linearen Raumes X als konvex, wenn fiir je zwei Punkte
x,y € M gilt

A+ (1-NyeM VA € [0,1]. (1.1)

Mit conv (M) beschreiben wir die konvexe Hiille der Menge M, also
conv (M) :={ze X|3x,ye M;3Ix€[0,1]: z=dz+(1—-Ny}. (1.2)

Fiir Teilmengen M eines topologischen Raumes verstehen wir unter ¢nt M das Innere, unter ¢l M den
Abschluf3 sowie unter bd M den Rand der Menge.

Es sei RP der p—dimensionale euklidische Raum aller p—Tupel = (1, ..., 2p). Zur Verdeutlichung
bezeichnen wir das Nullelement des RP in allen Zweifelsfillen mit 0P.

Der Raum RP ist mit der Norm

p
||| :== Z(mi)Q Vo € RP (1.3)
1=1
und dem Skalarprodukt
p
(x,y) = inyi Vz,y € RP (1.4)
i=1

versehen.

Eine Teilmenge K C RP heifit Kegel, wenn fiir jeden Punkt z € K gilt
oar € K Ya > 0. (1.5)
Mit cone (M) bezeichnen wir den Kegel, der durch die Menge M aufgespannt wird, das heifit

cone(M):={yeRP|3Ja>0,FzeM: y=az}. (1.6)
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Mit convcone (M) bezeichnen wir den durch M aufgespannten konvexen Kegel

convcone (M) := {y e RP

k
3k, 3o, ... o > 0,32, .. 2F e M- y:Zaixi}. (1.7)
=1
Zu einem Kegel K C RP wird mit
K*:={z € RP| (z,y) > 0¥y € K} (1.8)

der zugehorige duale Kegel definiert.

Ein hiufig betrachteter Kegel im Raum RP? ist der sogenannte positive Orthant
R ={yeR|ly;>0(i=1,...,p)}

Eine reellwertige Funktion ¢, definiert auf einer konvexen Menge M, bezeichnen wir als konvex,

wenn fir alle z,y € M gilt
oAz + (1= Ny) < Ap(z) + (1= Né(y) VA€ [0,1]. (1.9)
Vektorwertige Funktionen ® : M — RP werden konvex genannt, wenn fiir z,y € M gilt
DAz + (1 - N)z) € A®(x) + (1 - N\)®(y) — RY VA e [0,1]. (1.10)

Dies bedeutet lediglich, dal & = (®q,...,®P,) genau dann konvex ist, wenn jede Komponente ®;
(i=1,...,p) von ® eine reellwertige konvexe Funktion ist.
Eine reellwertige Funktion ¢, definiert auf einem linearen normierten Raum X', heifit Fréchet—

differenzierbar im Punkt 2y € X', wenn es auf X ein lineares, stetiges Funktional ¢'(z¢) gibt mit
o(xo +7) = ¢(20) + ¢'(z0)(z) + ||2]|s(x) Vo€ X, (1.11)

wobei s(x) der Bedingung lim, g s(z) = 0 geniigt. Das Funktional ¢'(x¢) heifit Fréchet—Ableitung von
¢ im Punkt xo. Analog definieren wir die Fréchet—Ableitung vektorwertiger Funktionen ® : X — RP
durch

D(zo + 1) = D(20) + D' (20)(7) + ||2[|S(x)  Vre X, (1.12)

Hierbei verwenden wir als Ableitung eine lineare, stetige Funktion ®'(x¢) : X — RP. Fiir das
Restglied S(x) € RP gelte entsprechend lim,_,¢ S(x) = 07.
Fiir lineare, stetige Funktionale ¢ auf einem linearen Raum mit der Norm ||.|| definieren wir die

duale Norm durch

[9ll« := sup [¢()]. (1.13)

llzll=1
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Mit den so eingefithrten Bezeichnungen wollen den Effizienzbegriff von Pareto konkretisieren: Ein

Punkt y € RP wird von x € RP dominiert, wenn
rey— R\ {07} (1.14)

Ein Punkt y € Y einer Teilmenge Y C RP heifit Pareto-effizient fiir die Menge Y, wenn er von keinem

anderen Punkt aus Y dominiert wird, das heif3t
(y — REN{0PHNY = 0. (1.15)

Durch den Kegel R wird im Raum RP eine Vergleichsrelation eingefiihrt. Diese wird auch als die
yhatiirliche* Vergleichsrelation bezeichnet, weil hier die Vektoren in natiirlicher Weise, das heifit kom-
ponentenweise verglichen werden. Eine allgemeinere Formulierung der Effizienz wird erreicht, indem
wir eine solche Relation durch einen beliebigen konvexen Kegel K C RP festlegen.

Ein Punkt y € RP wird von x € RP beziiglich K dominiert, wenn
xey— K\ {07} (1.16)
In dieser Sprechweise heifit ein Punkt y € Y effizient fiir die Menge Y beziiglich K, wenn
(y—K\{0"})nY =0. (1.17)

Offenbar ist die Pareto—Effizienz ein Spezialfall der so eingefiithrten Effizienz beziiglich eines Kegels,

wenn man sich davon iiberzeugt, daB RY ein konvexer Kegel ist.
Bemerkung 1.1 Ist der konvexe Kegel K dariiberhinaus spitz, das heif§t
Kn(=K)=A{0"},
so ist die durch K festgelegte Vergleichsrelation <, definiert als
r<gy<s=y—rek,

reflexiv, transitiv und antisymmetrisch, mithin eine Halbordnung. Wir kénnen in dieser Arbeit auf die
Spitzheit der Ordnungskegel verzichten. Man beachte, daf$ dadurch die Antisymmetrie der Vergleichs-
relation im allgemeinen nicht gegeben ist.

Die ,natirliche* Vergleichsrelation ist eine Halbordnung, da R ein spitzer konvezer Kegel ist.
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Eine Abschwichung des letzteren Begriffs stellt die schwache Effizienz dar: Es sei K C RP ein
konvexer Kegel mit nichtleerem Inneren. Ein Punkt y € Y C RP heif3t schwach effizient fiir die Menge
Y beziiglich K, wenn

(y—int K)NY =0. (1.18)

Tatséchlich ist jeder effiziente Punkt einer Menge auch schwach effizient fiir diese.
Mit dem anfangs angefiihrten Beispiel 1.3 haben wir die Methode der Skalarisierung multikriteri-

eller Optimierungsaufgaben vorgestellt. Hierbei wird anstelle eines Problems
Bestimme alle Punkte y € Y, die effizient fiir die Menge Y beziiglich K sind!
das Problem
Bestimme alle Punkte y € Y, die den Ausdruck (), y) iiber ¥ minimieren!

mit einem geeignet gewéhlten Skalarisierungvektor A € K* betrachtet.
Am Beispiel zeigte sich, dal mit der dort gewihlten Skalarisierung der drei Kriterien eine Losung
gefunden wurde, die auch ein effizienter Punkt der entsprechenden nichtskalarisierten Aufgabe war.

Dies ist in der Tat ein allgemeines Phinomen.

Satz 1.1 Sei Y eine nichtleere Teilmenge von RP und K ein konvexer Kegel in RP. Gegeben sei ein
Funktional A € K*.

Dann ist jeder Punkt yo € Y mit
Ayo) < (Ay)  WyeyY (1.19)
a) schwach effizient fiir die Menge Y beziiglich K, falls \ # 0P;

b) effizient fiir die Menge Y beziiglich K, falls A im Quasi—Inneren von K* liegt, das heifit

MNy) >0 Yy € K\ {0P}.

Beweis. a) Angenommen, yo wére nicht schwach effizient fiir die Menge Y beziiglich K. Dann gibt es
einen Punkt y; € Y mit

Y1 € yo —int K.

Weil fiir A # 0P gilt
MNyy>0 VYyeintK,



KAPITEL 1. EINFUHRUNG 11

folgt hieraus
<)\a y1> < <)‘7 yO)a

was der Voraussetzung (1.19) widerspricht.
b) Angenommen, yo wire nicht effizient fiir die Menge Y beziiglich K. Dann gibt es einen Punkt
y1 € Y mit

y1 € yo — K\ {07}

Weil A\ im Quasi-Inneren von K™ liegt, folgt hieraus

<>‘5 y1> < <A7 y0>a
was der Voraussetzung (1.19) widerspricht. |

Von besonderem Interesse ist allerdings die Umkehrung dieses Satzes. Es stellt sich die Frage, ob
alle effizienten Punkte eines multikriteriellen Optimierungsproblems auch Losung eines entsprechenden
skalarisierten Problems sind, wenn man den Multiplikator A nur hinreichend oft variiert. Gelingt es,
dieses zu zeigen, so konnen wir die Gesamtheit aller effizienten Punkte durch Losung einer Schar
von skalaren Aufgaben finden, wofiir uns die Methoden der gewthnlichen Optimierung zur Verfiigung
stehen.

Das unterstreicht die Bedeutung von Aussagen des folgenden Typs:

Sei yo € Y ein effizienter Punkt fir die Menge Y beziiglich K. Dann gibt es (unter gewissen weiteren
Voraussetzungen) ein A € K*, X # 0P, so daf$ yo den Ausdruck (\,y) iber Y minimiert.

Im Verlauf dieser Arbeit werden destfteren Resultate vorgestellt, die vom Prinzip her solchen , Skala-
risierungsregeln® gleichkommen.

Eine andere Vorgehensweise, auf die wir zuriickgreifen werden, ist die unter dem Namen von
J. de Lagrange (1736-1813) bekannt gewordenen Methode der Multiplikatorenregeln. Diese dienen zur
Behandlung von Optimierungsproblemen, wenn die Bedingungnen fiir die Zuldssigkeit einer Losung
von spezieller funktionaler Gestalt sind. In ihrer urspriinglichen Form galten sie fiir die Optimierung

einer reellen Funktion ¢ iiber einer Menge der Form
S={zxeX|(x) =0,...,(x) =0}. (1.20)

Unter gewissen Voraussetzungen wurde nachgewiesen, dafl x¢ genau dann eine Extremalstelle von ¢
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iiber S ist, wenn auch die ,,Lagrange—Funktion“
k
L\ @) = ¢(x) + Y Ati(x) (1.21)
i=1

in z¢ ein Extremum iiber R* x X annimmt. Dadurch war es moglich, anstelle eines restringierten
ein freies Optimierungsproblem zu bearbeiten. Gelost werden konnte dieses Problem mit Hilfe der
Differentialrechnung, wenn man die Differenzierbarkeit aller auftretenden Funktionen unterstellte.

Im Verlauf weiterer Arbeiten wurde die Idee, die Zielfunktion auf die oben beschriebene Weise
zu erweitern, in vielfdltigen Formen angewandt. Zusétzlich zu den Gleichungsrestriktionen konnten
bald auch Nebenbedingungen in Gestalt von Ungleichungen v;(z) < 0 (i = k+ 1,...,m) betrachtet
werden, wenn man die entsprechenden Multiplikatoren Agy1, ..., A, als nichtnegativ voraussetzte.
Es war desweiteren moglich, die in den Ungleichungen auftretende Vergleichsrelation mit Hilfe eines
allgemeinen Ordnungskegels auszudriicken, so wie wir es bei der Verallgemeinerung des Effizienzbe-
griffes von Pareto vorgefiihrt hatten. Andererseits erlaubten es die Einwicklungen in der Analysis, die
Optimalitét einer Losung auf andere Weise als durch die klassische Ableitung zu charaktierisieren,
wodurch die Voraussetzung der Differenzierbarkeit der Funktionen abgeschwicht werden konnte. Mit
der Vielfalt der in der modernen Optimierungtheorie betrachteten Modelle und den unterschiedlich-
sten Chrakaterisierungsmoglichkeiten von Extremalitéit entstand eine solche Fiille von ,,Lagrangeschen
Multiplikatorenregeln, dafl selbst ein Uberblick iiber all diese einen sehr groBen Aufwand erfordern
wiirde.

Die in dieser Arbeit vorgestellten Optimalitéitsbedingungen werden eine Kombination aus Ska-
larisierungs- und Multiplikatorenregeln, wie sie oben vorgestellt wurden, sein. Auch hierbei sollen
auftretende Nebenbedingungen in funktionaler Form nach Art und Weise der Lagrangeschen Multi-
plikatorenregeln behandelt werden, indem wir anstelle der Zielfunktion eine die Nebenbedingungen
umfassende Lagrange—Funktion betrachten.

Die Charakterisierung der Optimalitéit einer Losung geschieht mit Hilfe sogenannter derivierter
Mengen. Diese stellen einen recht allgemeinen Ableitungsbegriff dar. Im Kapitel 2 werden wir die
entsprechenden Definitionen einfithren. Ferner werde ich einen neuen Beweis fiir die grundlegende
Multiplikatorenregel iiber derivierte Mengen in der multikriteriellen Optimierung vorstellen.

Im Kapitel 3 soll darauf eingangen werden, daf§ derivierte Mengen oft in Form konvexer Kegel
auftreten. Es liegt daher nahe, gewisse Beziehungen zu anderen Kegeln, die ebenfalls Eigenschaften

einer Ableitung aufweisen, zu untersuchen.
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Kapitel 4 ist der Betrachtung von Multiplikatorenregeln fiir Naherungslésungen von Optimierungs-
aufgaben gewidmet. Ich werde unter Verwendung der Variationsprinzips von Ekeland eine Multiplika-
torenregel iiber derivierte Mengen fiir Ndherungslosungen herleiten. Dieses allgemeine Ergebnis wird
in Spezialfillen diskutiert.

Abschlieffend werden wir uns in Kapitel 5 mit Regularitéitsbedingungen beschéftigen. Diese sichern,
daf} der Multiplikator, der in der Lagrange—Funktion die Zielfunktion bewertet, nicht Null wird. In der
Literatur fand sich keine solche Aussage fiir die im Kaptiel 2 betrachteten Multiplikatorenregeln. Ich
habe solche Bedingungen hergeleitet. Bemerkenswert an diesen ist, dafl die Regularitéit einer Losung
hierbei auch unter Einbeziehung der Zielfunktion festgestellt wird, wihrend sich Regularitdtsbedin-
gungen fiir gewohnlich ausschliellich auf Eigenschaften der zuldssigen Menge stiitzen. Zwischen diesen

und den von mir gefundenen Resultaten sollen Vergleiche gezogen werden.



Kapitel 2

Zur Anwendung derivierter
Mengen in Lagrangeschen

Multiplikatorenregeln

2.1 Derivierte Mengen als Verallgemeinerung des Ableitungs-
begriffs

Um eine moglichst grofe Klasse von Optimierungsaufgaben behandeln zu kénnen, verfolgt man seit
langem das Ziel, die Anforderungen an die Eingangsdaten so weit wie moglich abzuschwiéichen. Eine der
in der modernen Wissenschaft mit Erfolg angewandten Methoden ist die sogenannte Bildraumtechnik.
Hierbei geht es darum, alle durchzufiihrenden Untersuchungen soweit wie moglich in den Raum, in
welchen die auftretenden Funktionen abbilden, zu verlegen. Der Vorteil dieser Methode ist es, im
Urbildraum nur ein Mindestmaf an topologischen Eigenschaften voraussetzen zu miissen.

Bereits seit den Anfingen der Differentialrechnung konzentriert man sich bei der Suche nach Mi-
nimalstellen von nichtkonvexen Funktionen zunédchst auf Punkte, die eine gewisse Stationarititsbe-
dingung erfiillen. Stationidre Punkte werden fiir gewShnlich durch das Verhalten von Ableitungen der
auftretenden Funktionen beschrieben. Das Formulieren von Ableitungsbegiffen allerdings fordert recht

weitreichende Kenntnisse iiber die topologische Struktur des Urbildraumes in der Nihe des Punktes,

14
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an dem die Ableitung berechnet werden soll. So ist es verstdndlicherweise eines der gréfiten Hinder-
nisse bei der Arbeit mit der Bildraumtechnik, einen geeigneten Ableitungsbegriff zu formulieren, der
ohne viel Strukturvoraussetzungen im Urbildraum auskommt.

Eine wichtige Entwicklung auf diesem Gebiet war die Einfithrung der derivierten Mengen durch

Hestenes [18] um 1965. Betrachtet werden Optimierungsprobleme der Gestalt
fi(x) — Min!

iber z € {z e X| fa(x) <0™2, f3(x) =03}

mit einer nichtleeren Menge X und gewissen Funktionen f; : X — R, fo: X — R™2, f3: X — R™.
Hierbei fassen wir unter Verwendung von m = 1 + mo + mg den Raum R™ als R' x R™2 x R™s
auf, mithin jeden Vektor y € R™ als (y1,y2,y3) € R' x R™2 x R™3. Die Relation < ist, sofern sie
zwischen zwei Vektoren auftritt, wie allgemein iiblich als zeilenweiser Vergleich zu verstehen. Indem wir
ms = 0 und m3 = 0 zulassen, werden durch obige Problemstellung auch Aufgaben ohne Ungleichungs-

beziehungsweise ohne Gleichungsnebenbedingungen erfafit. Fiir diese Probleme wird in [19] definiert:

Definition 2.1 Fine Menge D C R™ heifit derivierte Menge (oder Ableitungsmenge) von f an der
Stelle xo, wenn fiir alle n € N und jedes n—Tupel {d*,...,d"} C D eine Zahlr > 0 und eine Abbildung

w: [0,7]" — X mit w(0) = xg existieren, so daff die Funktion fow stetig ist und

Flw(t) = flxo) + Y tid +p(t) Ve[, (2.1)

=1

gilt, wobei die Funktion p: [0,7]™ — R™ die Eigenschaft

t
&HO, wennt — 0

1]

besitzt.

Durch Vergleich von (2.1) mit einer iiblichen Bestimmungsgleichung fiir Ableitungen, etwa
f(zo+h) = f(zo) + A(h) + o(||A]]), (2.2)

erkennt man, dafl bei der Hestenesschen Ableitungsmenge gewisse Linearkombinationen von Elementen

dieser Menge die Aufgabe der Ableitung A {ibernehmen.



KAPITEL 2. ZUR ANWENDUNG DERIVIERTER MENGEN 16

Aus einer Arbeit von Gittleman [14] aus dem Jahr 1971 stammt die folgende Erweiterung der

Definition.

Definition 2.2 FEine Menge D C R™ heifit derivierte Menge von f an der Stelle xo, wenn fiir jede
Zahl C > 0 und jedes n—Tupel {d*,...,d"} C D (n € N) eine Zahl r(C) > 0 und eine Abbildung
w:Q"(r) — X existieren (Q™(r) ={t € R"| ¢, >0,> 1, t; <r}), so daf

filw®) < fi(wo) + th‘di +pi(t)  VteQ"(r), (2.3)
f2(w®) < faolwo) + th‘dé +p2(t)  VteQ"(r), (2.4)
f3w(t) = f3(zo) + Ztidé + p3(t) vt € Q" (r), (2.5)

gilt, wobei die Funktion p = (p1,pa,p3) : Q"(r) — R x R™2 x R™s die Eigenschaften
lp1(t)] lo2(8)]] los(B)]
N - e e N
Dia ti Dict bi 2ic ti

besitzt und dariberhinaus ps stetig ist.

Offensichtlich geniigt es nach Gittleman, wenn die Gleichung (2.1) lediglich bei den Zeilen, die mit
den Gleichungsrestriktionen korrespondieren, erfiillt ist, wihrend man sie in allen anderen Fillen zur
entsprechenden Ungleichung abschwichen kann.

Im Jahr 1980 pafite Nieuwenhuis [37] die Definition fiir Probleme mit allgemeiner formuluierten
Nebenbedingungen an:

fi(x) — Min!
iiber x € {.T S X| fg(x) S 7K2,f3(1') € *Kg}

Hierbei seien K2 und K3 zwei konvexe abgeschlossene Kegel des R™? bzw. R™3, von denen K ein

nichtleeres Inneres habe.

Definition 2.3 Eine Menge D C R™ heifit derivierte Menge von f an der Stelle xy, wenn fiir jede
Zahl C > 0 und jedes (m + 1)-Tupel {d*,...,d™ '} C D eine Zahl r(C) > 0 und eine Abbildung

w: QM (r) — X emistieren, so dafl

m+1

fAw®) < filzo)+ D td +pi(t) Ve QMTH(r), (2.6)

i=1
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m+1

falw®) € falmo) + Z tids + po(t) — Ko YVt e QMTL(r), (2.7)
m+1

fa(t) € fs(wo)+ > tids+ps(t) — Kz Vte QmT(r), (2.8)

i=1

gilt, wobei die Funktion p = (p1,p2,p3) : Q™ 1 (r) — Rt x R™ x R™ die Eigenschaften

o Y 7Y ] -
STt S S €M (r)\ {0m}

besitzt.

Bei dieser Definition fillt neben der Einfithrung der durch die Ordnungskegel beschriebenen Ver-
gleichsrelationen weiterhin auf, da§ Nieuwenhuis sich auf die Betrachung von (m + 1)-Tupeln aus D
beschrinken kann, und nicht, wie bisher, alle endlichen Kombinationen von Punkten aus D untersucht.

Die letzte Modifikation des Begriffs stammt von Breckner [3] aus dem Jahre 1994. Anstelle der
reellwertigen Zielfunktion bei Nieuwenhuis wird nun eine Funktion f; mit Werten im R betrachtet.
Die Ordnung im R™ wird durch einen konvexen Kegel K1 C R™ mit nichtleerem Inneren gegeben.

Weiterhin wird verlangt, dafl X Teilmenge eines topologischen Raumes X sei.
fi(x) — Ky — Min!

iber z €8 :={xecX| falx) € —Koq, f3(x) € — K3,z € X}.

Analog zur anfangs eingefiihrten Vereinbarung sei m := my + mo + mg; das heifit, wir verstehen den

Raum R™ als R™ x R™ x R™3. Es sei K := K; x Ko x K3 C R™.

Definition 2.4 Fine Menge D C R™ heif$st K —derivierte Menge (oder K—Ableitungsmenge) von f an
der Stelle xo, wenn fiir jedes n—Tupel {d*,...,d"} C D eine Zahlr > 0, eine Abbildung w : BY(r) — X
(B} (r) := {x € R}| ||z|| < r}), und eine Abbildung 0 = (01, 02,03) : B} (r) — R™ x R™ x R™3

existieren, so daf$ die folgenden Bedingungen erfillt sind:

(A) Es gilt

A®) € filwo)+ Y _tidi +[[t]or(t) - Ky Ve BL(r), (2.9)

i=1

faw(®) € falwo) + Y tidy + |[tloa(t) — Ko Vi€ B(r), (2.10)

i=1

f3w(®) € falwo)+ Y tidi+ |tlos(t) =Kz Ve Bi(r). (2.11)

i=1
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w(0) = zo und w ist stetig im Nullpunkt.
(B) w(0) d w ist stetig im Nullpunkt
(C) Es gibt einen Punkt y° = (y,99) € K1 x Ko, so daff zu jedem € > 0 ein re € (0,7] existiert mit

o1(t) € eyl —Ki  VteDBl(r.), (2.12)

02(t) € eyy— Ky  Vte Bl(r.). (2.13)
Es gilt p3(0™) = 0™3 und p3 ist stetig.

Bei den vorangegangenen Definitionen war gefordert worden, dafl die Restgliedfunktion mit kleiner
werdendem Argument ¢ gegen Null strebt oder zumindestens beschrinkt bleibt. An dieser Stelle sei
besonders darauf hingewiesen, dafl in Breckners Definition g1 (¢) und g2(¢) in der Nidhe von ¢ = 0
durchaus weit vom Nullpunkt entfernt sein kénnen. In (C) wird nur verlangt, dafl sich diese Abwei-
chung in ,unproblematische“ Richtungen, das heifit jeweils in Richtung der negativen Ordnungskegel,
erstreckt. Der Vollstindigkeit halber sei erwéhnt, daf}; falls p1(0™) = 0™, 92(0™) = 0™2 und sowohl g1
als auch g9 stetig sind, die Bedingungen (2.12) und (2.13) stets erfiillt werden (vgl. [3], Remark 3.1).

Wegen der leichteren Anwendbarkeit von Trennungssidtzen im Bildraum liegt es nahe, besonders

solche K—Ableitungsmengen zu betrachten, die dariiberhinaus konvexe Kegel sind.

Definition 2.5 Fine Menge D C R™ heifst K—derivierter Kegel (oder K—-Ableitungskegel) von f an
der Stelle xg, wenn D ein konvezer Kegel ist und fiir jedes (m 4+ 1)—Tupel von Elementen aus D eine
Zahl v > 0, eine Abbildung w : B_T‘H(r) — X und eine Abbildung o = (01, 02,03) : BTH(T) —
R™ x R™ x R™3 euxistieren, so daf$ die Bedingungen (A), (B) und (C) von Definition 2.4 mit
n=m+ 1 erfillt sind.

Dies stellt keine wesentlich schéirfere Anforderung an die derivierten Mengen dar. Vielmehr 148t
sich aus einer gegebenen K—Ableitungsmenge einfach ein K—Ableitungskegel konstruieren (vgl. [3],

Proposition 3.1).

Lemma 2.1 Sei D C R™ eine K-Ableitungsmenge einer gegebenen Funktion f: X — R™ an der
Stelle xg € X.
Dann ist die Menge

convcone (D)

stets ein K -Ableitungskegel von f an der Stelle zg.
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In diesem Zusammenhang sei angemerkt, daf§ die originale Definition der K—derivierten Mengen
in [3] auf Maximierungsaufgaben ausgerichtet ist. Definition 2.5 (in Verbindung mit Definition 2.4)
beschreibt also, im Grunde genommen, einen (—K )-Ableitungskegel im Brecknerschen Sinne. Ich
habe mich fiir diese Umformulierung aus Griinden der Kompatibilitéit entschieden, da in der sonstigen

Literatur die Minimierungsaufgaben dominieren.

2.2 Notwendige Optimalitidtsbedingungen fiir multikriterielle
Aufgaben

Mit den im vorangehenden Abschnitt eingefithrten Begriffen gelingt es den Autoren, notwendige Op-
timalitdtsbedingungen fiir Losungen der jeweils entsprechenden Aufgaben nachzuweisen. Die so erhal-
tenen Optimalitéitsbedingungen haben die Gestalt von Multiplikatorenregeln und entsprechen in ihrer
Struktur in etwa dem im folgenden angegebenen Theorem 2.2. Daher sei es gestattet, der interessierten
Leser an dieser Stelle auf die aufgefiithrte Litertur zu verweisen.

Wir wollen uns im folgenden auf ein Resultat aus [3] konzentrieren, welches eine notwendige Bedin-
gung fiir lokale schwache Losungen des angegebenen multikriteriellen Optimierungsproblems liefert.
Der Punkt g € S heifit lokale schwache Losung dieses Problems, wenn eine Umgebung U von xg

existiert, so daf fi1(zo) ein schwach effizienter Punkt fiir die Menge f1(S NU) beziiglich K ist.

Theorem 2.2 (Brecknersche Multiplikatorenregel) Gegeben sei eine lokale schwache Lésung
xo € S des betrachteten Problems. Sei D C R™ ein K—-Ableitungskegel fiir f an der Stelle xq.
Dann existiert ein Multiplikator A € KT x K5 x K3\ {0™} mit

(\d > 0 VdeD, (2.14)

(A2, fa(z0)) = 0. (2.15)

Dieses Theorem kann, wie in [45] gezeigt wird, um eine weitere Komplementarititsbedingung

(A3, fa(z0)) =0 (2.16)

erginzt werden. Eine Moglichkeit des Beweises ist in Abschnitt 2.3 angegeben.
In [5] gelingt es Breckner und Gopfert, in konkreten Fillen unter weiteren Voraussetzungen be-

stimmte Ableitungskegel zu ermitteln. Diese sollen im folgenden dargestellt werden.
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Sei X ein linearer, topologischer Raum. Wir betrachten das Problem
fi(x) — Pareto — Min!

iber z €S :={xec X| fo(x) <072, fa(x) € 0™,z € X},

das wir durch K; = R, Ky = R, K3 = {0™*} aus dem urspriinglichen erhalten. Der Punkt
xp € S heifit lokale schwache Pareto-Losung des obigen Problems, wenn eine Umgebung U von xg
existiert, so daf fi(zg) ein schwach Pareto—effizienter Punkt fiir die Menge f1(S N U) ist. Dann gilt
das folgende Resultat.

Theorem 2.3 Gegeben sei eine lokale schwache Pareto—Lisung xg € S des obigen Problems. Es
existieren eine Menge Xg C X sowie eine Funktion F : Xg — R™, die die folgenden Bedingungen

erfillen:
(a) Xo ist nichtleer und konvezx.
(b) Fy und Fy sind konvezx, Fs ist affin.

(¢) Fiir jede Zahl n € N und jedes n—Tupel {x1,...,x,} C Xo gibt es ein r > 0, so dafs

$O+ZtixieX V(tl,...,tn)EBi(T)
=1
gilt und die Funktion
(tl, . ,tn) S B:ﬁ(?“) — f3 (l‘o + Zti$i> € R™s
=1

stetig 1st.

(d) Fiir alle v € Xo gilt

Ji(zo + azx) — fi(zo)

lim sup < Fi(z),
al0 a
lim sup falzo + az) — fo(o) < Fy(x),
al0 a
“?8 f3(xo + ax) — f3(zo) — By(2),
a a

und fiir jedes konvexe Polytop P C Xg ist die Konvergenz gleichmdjSig fiir alle x € P.
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Dann ezistiert ein Multiplikator A € R™ \ {0™} mit Ay > 0, A2 >0 und

(LF@) > 0 Voe Xo,

(A2, fa(wo)) = O.

Unter den Voraussetzungen a) - d) ist ndmlich die Menge
D = F(Xy) (2.17)

eine (R x R x {0™3})-Ableitungsmenge von f an der Stelle zg.

Weitere Resultate, die dhnlich wie Theorem 2.3 eine Konvexifizierung des behandelten Problems
durchfiihren, findet man beispielsweise in Arbeiten von Neustadt [36] und Tuy [52]. Der Zusammen-
hang der Neustadtschen Resultate mit der Theorie der derivierten Mengen ist in [14] gegeben; ein
Vergleich von Tuys Multiplikatorenregel mit Theorem 2.3 wird in [43] vorgenommen.

Hinter Theorem 2.3 verbergen sich, trotz seiner augenscheinlichen Inpraktikabilitdt, bei weiterer
Spezialisierung zwei wohlbekannte Optimalitéitsbedingungen fiir den konvexen und fiir den differen-
zierbaren Fall. Dies unterstreicht, wie umfassend dieses Resultat ist.

Unterstellt man, dafl die Menge X konvex ist, und dafl die Funktionen f; und fs konvex und die

Funktion f3 affin sind, so zeigt sich, dal durch
Xo = X —uxo,
F(z) = f(x4+z0)— f(zo) Vo e Xo
die Bedingungen a) - d) erfiillt sind. So folgt (vgl. [5]):

Satz 2.4 Gegeben sei eine lokale schwache Pareto—Ldsung o € S des betrachteten Problems. Sei die
Menge X konverz, seien die Funktionen fi1 und fo konvex und sei fs affin.

Dann ezistiert ein Multiplikator A € R™ \ {0™} mit Ay > 0, A2 >0 und

N f() = (A, fi(zo)) Vr € X,
(A2, fa(wo)) = 0.

Im Fall, da8 die Funktionen fi, fo und f3 sdmtlich Fréchet-differenzierbar in x¢ sind, ergeben sich

a) - d) durch

F(x) = fl(wo)(x) Vze Xo.
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In einem linearen, normierten Raum X erhélt man also (vgl. [5]):

Satz 2.5 Gegeben sei eine lokale schwache Pareto—Lisung xo € S des betrachteten Problems. Sei
xo € int X und sei f im Punkt xo Fréchet—differenzierbar. Dariiberhinaus sei die Funktion f3 auf
einer Menge {x € X; ||z — zo| < r} (r > 0) stetig.

Dann ezistiert ein Multiplikator A € R™ \ {0™} mit Ay > 0, Ay > 0 und

Z A1 f1i(o) + Z Ao far, (o) + Z Asif3(z0) =0,

=1 k=1 =1

(A2, f2(20)) = 0.

2.3 Extremaleigenschaften derivierter Mengen

Eine wesentliche Eigenschaft von derivierten Kegeln fiir Funktionen in einem ihrer Minimalpunkte ist
es, so stellte sich bei meinen Untersuchungen heraus, daf die Offnung dieser Kegel iiberwiegend in eine
andere Richtung zeigt als die Offnung der negativen Ordnungskegel. Mit ,, Offnung® eines Kegels wollen
wir hier die Gesamtheit aller Richtungen verstehen, in denen der Kegel unbeschrénkt ist. Jedoch war
eine Aussage der Form

Dn(-K)={0"} (2.18)
fiir einen K—derivierten Kegel D nicht zu beweisen. Es zeigten sich Fille, in denen D und — K sich in
einigen ihrer Randstrahlen beriihrten.

Es gelang mir aber, eine leichte Modifikation der gewiinsch-
ten Aussage nachzuweisen. Wenn auch (2.18) nicht zutrifft,

so existiert immerhin ein Vektor b € R™, so daf§ gilt

b

DN(-b—K)=0. (2.19)

Es ist sogar moglich, einen solchen Vektor b mit beliebig

kleiner Norm zu finden. Als geometrische Interpretation

moge man sich vorstellen, daf§ die Mengen D und —K so
Abbildung 2.1: Trennbarkeit der Kegel

D und K

liegen, dafl sie nach einer nur marginalen , Verschiebung®

disjunkt sind.
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Bemerkung 2.1 FEine solche Eigenschaft wird bei Mordukhovic [29, 35] als Extremalitit bezeichnet.
Konkret heifit dort ein Punkt xo extremal fir das System {C1,...,Cyn}, wenn zg € ()., C; gilt und
Folgen {a;} (k=1,2,...) mit a;; — 0 fiir k — oo existieren, so daf8

n

ﬂ(Ci—aik):(Z) (k=1,2,...).

i=1
In diesem Sinne ist also fir einen K—Ableitungskegel D einer Funktion f an einer Minimalstelle der

Punkt 0 € R™ extremal fiir das System {D,—K?}.

Diese Eigenschaft kann, wie im Anschlufl gezeigt wird, unmittelbar zum Beweis von Breckner’s
Multiplikatorenregel (Theorem 2.2) genutzt werden. Zur Vereinfachung wollen wir dies unter der
Voraussetzung K3 = {0™3} durchfithren. Wie in [44] (vgl. auch [6]) gezeigt wird, kann der zulédssige
Bereich

S ={zx € X]| fo(x) € =Ky, f3(x) € —K3}

in jedem Fall in eine Menge
S = {.”L' S Xl fg(m) S —Rg,fz;(l‘) = Ok}

mit k € [0,m3], fo: X — R™*F f3. X — RF und Ky C R™*F (int K3 # () transformiert werden.
Dabher stellt diese Spezialisierung keine Beschréankung der Allgemeinheit dar.

Diese Voraussetzung erlaubt es aber beispielsweise, beim Beweis auf den Riickgriff auf ein recht
kompliziertes Linearisierungstheorem von Tuy, welches sowohl Breckner als auch Nieuwenhuis fiir
die Behandlung der Nebenbedingung f5(z) € —Kj3 benétigten, zu verzichten und statt dessen die
Gleichungen f3; =0 (I = 1,...,m3) mit Hilfe eines Satzes iiber implizite Funktionen aufzulosen, wie
von Hestenes in [19] fiir skalare Zielfunktionen (m = 1) vorgefiihrt wird.

Zunéchst soll jedoch die angesprochene Behauptung formuliert werden.

Satz 2.6 Gegeben sei eine lokale schwache Losung xg € S des in Theorem 2.2 betrachteten Problems.
Sei D C R™ ein K—-Ableitungskegel fiir f an der Stelle xy. Dann existiert eine Nullfolge {by} C R™
(k=1,2,...), so daf$

DN (=by — (K1 x Ko x{0™})) =0 VEk. (2.20)

Wir wollen nicht diesen, sondern einen etwas schirferen Satz beweisen. Dieser ist notig, um auch

die Komplementaritétsbedingung (2.15) in Theorem 2.2 zu erhalten. Es sei

L:={y € K3| (y, f2(x0)) = 0}. (2.21)
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Satz 2.7 Gegeben sei eine lokale schwache Losung xo € S des in Theorem 2.2 betrachteten Problems.
Sei D C R™ ein K—-Ableitungskegel fiir f an der Stelle xyg. Dann existiert eine Nullfolge {by} C R™
(k=1,2,...), so daf

DN (=b— (K x L* x{0™})) =10 VEk. (2.22)

Beweis. Man wahle by € int K7 und by € int L*. Zu by and by findet man stets ein bg € R™3, so daf}

b + K1
—| by+L* |ND=0. (2.23)
bs
Anderenfalls wire
by + K,
—| bo+L* |ND#D Vbs € R™3,

bs
das heif3t, es gibe d; € —by — K1 C —int Ky und dy € —by — L* C —int L*, so daf

dy

do €D Vb3 € R™®.

—bs
Dann wire nach Lemma 2.8 (folgt im Anschluf) der Punkt xy keine lokale schwache Losung der
betrachten Aufgabe. Also gibt es ein b3 € R™3, so daf (2.23) gilt. Die Folge {bx} C R™ definiert
durch

b1
by == bo (k:1,2,...)
b3

1
k
1
k
1
Iz
strebt gegen Null und erfiillt wegen (2.23) und der Kegeleigenschaft der auftretenden Mengen die
Behauptung (2.22). |

Wie bereits angekiindigt, folgen aus dem vorangegangenen Satz die Aussagen von Theorem 2.2.
Nach einem einfachen Trennungssatz (etwa Theorem 3.2.3 in [32]), der wegen der endlichen Dimension
des Raumes ohne Voraussetzungen iiber innere Punkte oder an die Kompaktheit der Mengen aus-
kommt, kénnen wir die konvexen und nach (2.22) disjunkten Mengen D und —bj, — (K1 x L* x {0™3})
fiir alle k£ (k = 1,2,...) trennen. Somit existiert fiir jedes k ein Multiplikator Ay = (g1, Ak, Ak3) €
R™ x R™2 x R™3, || A¢]| = 1 mit der Eigenschaft

=M, bi) — Oy 1) < (Agy d) Yy e Ky x L™ x {0™} Vde D,
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woraus bei geeigneter Wahl von y und d folgt

<Ak7 d>

Y

—(Ae,bi)  VdeED,
(Met,y1) > —(Ae1, bia) Yy € Ky,

(Mk2,y2) = —(Mk2,bi2) Yy € L*.

Wegen der Kompaktheit der endlichdimensionalen Einheitskugel konvergiert die Folge {\z} (oder
zumindest eine Teilfolge) gegen ein A = (A1, A2, A\3) € R™ x R™2 x R™3, X\ # 0, mit

(A d)

Y%

0 VYd € D,
(A1,y1> > 0 vyl €K1,

(A2,92) > 0 Vys €L
Daraus folgt Ay € K7 und A2 € L C K. Wegen der Konstruktion von L ergibt sich weiterhin

(A2, fa(wo)) = 0.
Ubrig bleibt der Beweis des angekiindigten Lemmas.

Lemma 2.8 Sei D C R™ ein K-Ableitungskegel fiir eine Funktion f : X — R™ an der Stelle xg € X.
Falls es Vektoren dy € —int K1 und dy € —int L* gibt, so daf§

dy
d | €D Vdye R™,
ds

so existiert eine Folge {x,} € X (n=1,2,...), die gegen xzq strebt und fir die gilt

filxn) — fi(xo) € —int K Vn, (2.24)
fo(zn) € —Ko  Vn, (2.25)
fa(zn) = 0™ Vn. (2.26)
Beweis. Es seien
dy omt
al = ds + | o™ (i=1,...m3)

me
oms €;
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und
dy 0™
ms
a’ = ds — Z 0m2
i=1
oms €;

(e; steht fiir den i-ten Einheitsvektor des Raumes R™3.) Nach Voraussetzung gehoren alle a' (i =
0,1,...,m3) zu D. Gemifl Definition 2.5 finden wir fiir das (m + 1)-Tupel {a®,a®, ..., a™3, 0™ (™2}
eine Konstante r und Funktionen w und g mit den Eigenschaften (A), (B) und (C). Zur Verkiirzung

sei

€l
—

o~
N

Il

W(taomlaOWZ) : BTS+1(T) - Xa

o(t,0m,0m2) : BT (r) — R™.

sl

e
~+

~

Aus (A) folgt speziell fiir (¢,0™1,0™2) mit t € BT (r)

fl(u_)( )) f1 330 <Zt ) d1 ‘tHél(t) S 7K1 Vt S BT3+1(7’), (227)
fQ(LD( )) f2 .1‘0 <Zt ) dy — ‘tHQQ( ) e —Ky Vte BTBJrl(’I“), (2.28)
Zt aiz — |tlest) = 0™ vte BTEt(r). (2.29)

Nach (B) ist auch @ stetig im Nullpunkt und es gilt @(0) = zo. Aus (C) folgt schliefflich die Existenz
von (y?,99) € K1 x Ko, so daf Ve > 0 3r. € (0, 7] mit

oi1(t) € ey —Ki  Vte BT*T'(r.), (2.30)

0o(t) € eys— K,  Vte BT*T'(r.), (2.31)

und es gilt g3(0™2T1) = 0™ und p3 ist stetig.

Wir werden zeigen, daf} die folgenden Behauptungen erfiillt sind:
(i) Es gibt eine Konstante r; € (0, 7], so daf}
fi@®) — fi(zo) € —int K1 ¥t € BT (ry) \ {01, (2.32)
(ii) Es gibt eine Konstante o € (0, 7], so daf

f@() € —Ko ¥t e BT (ry). (2.33)
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(iii) Es gibt eine Folge {t,} C BT (r) \ {0™*'}, die gegen Null strebt, mit der Eigenschaft

F3(@(t) = 0m  Vn. (2.34)

Beweis von (i). Wegen dy € —int K, existiert ein geniigend kleines 9 > 0 so dafl

>icoti 1
HtH d1 + EOyl —int K1Vt = (to,t1,..,tm,) € RT3+ \{0m3+1}.

Zu g existiert ein r¢,, so daff (2.30) erfiillt ist. Mit 7 := r¢, folgt hieraus und aus (2.27)

A@#) = fi(zo) <Zt ) dy + [[tle:(t) —
(Z ti) di + eoltllyy — K

=0
C —intK;  Vte B T(r)\ {0ms )

N

Beweis von (ii). Analog zum Beweis von (i) folgt aus dy € —int L* und (2.31), die Existenz eines

r’ € (0,r], so daB

m3
(Z ti> do + ||tl|e2(t) € —int L* ¥t € B3 TH(r)\ {0ma 1)
=0

Fiir jeden Multiplikator p € L gilt daher

<u,fz Zo) <Zt ) da + [|t]| 22(t )> <0 Vte BT

Im Fall L = K3 konnen den Beweis hier mit 75 = v’ beenden. Anderenfalls finden fiir jeden Multipli-

kator 1 € K5 \ L wegen (u, fa(zo)) < 0 gleichfalls eine Konstante r, > 0, so daf

<u faleo) (Zt ) &+ 2a(t >> <0 Ve BY(),
Somit haben wir
Vu € K3 3r, € (0,7] <u fa(xo) (Zt ) do + |[t]| 22t )> <0 VteBY*(r,).

Der Kegel K3 wird durch eine kompakte Basis B := {y € K| ||y|| = 1} erzeugt. (Falls KJ = {0™2},
so wire bereits oben der Fall L = K3 eingetreten.) Daher kann man die Konstante r, unabhéngig

von p fixieren. Es gilt ndmlich

V€ B3r, € (0,r] <u, fa(o) (Zt ) dy + [[t]| @2(2 )> <0 Vte Bt (r,).
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Wegen der Kompaktheit von B folgt

dry € (0,7’] VM eB <M, fQ(ZL'o) + (Z ti> do + |t|§2(t)> <0 Vte BT3+1(T2).
1=0

Und weil sich jedes Element von K3 als nichtnegatives Vielfaches eines Elements aus B darstellen 148t,

folgt schliefflich

<u,fz(xo) + <Zti> dy + Itléz(t)> <0 Vte B (r:) VueKs;.
=0

Also ist
m3
fa(@o) + <th> dz + |tllo2(t) € —K> Wt € B (r),
=0

und wegen (2.28)
fg(u_)(t)) S 7K2 YVt € BT3+1(T2).

Beweis von (iii). Sei h = (1,...,1) € R™3T1. Sei § > 0 hinreichend klein, so dafl
|r(h+o)| <r  Voe B™TH(1) vrelo,d].
Wegen h+ o € R7*! fiir alle o € B™3+1(1) gilt auerdem
r(h+o) € Bt (r)  Yoe B™T(1) Vre(0,d).
Wir betrachten die vektorwertige Funktion ® : B™3T1(1) x [0, 6] — R™?, zeilenweise definiert durch

1fu(@(r(h+0))), wennT >0
(0, 7) := (I=1,...,ms).
Z::’O aélUZ—, wenn 7 =0
Die Funktion @ ist iiberall stetig; auch in 7 = 0, denn es gilt wegen (2.29)

 fa@(r(h+ )

lim ®;(c,7) = i
T—+0 T—+0 T
e (X T(hi +oi)al,  lT(h o)
a Tlinﬁo ( T * T qu(r(h+0))
ms _
= Y (hi+oay + [(h+ o) lim za(r(h+0))
=0

ms
= Zaiagl (l=1,...,m3)
i=0
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gleichmilig fiir alle o € B™31(1). Dariiberhinaus gilt

®(0,0) = Ao

A= oo e Rmex(mstl)

wobei die Matrix A den Rang mg besitzt.
Somit ist ein Satz iiber implizite Funktionen (Theorem 8.2 in [19]) auf die Funktion ® anwendbar.

Mithin existieren eine Konstante §’ € (0, 4] und eine Funktion o : [0,8'] — B™3F1(1) mit

B(o(r),7) =0m  Vrel0,d] (2.35)
und
Tlirﬂl_oo('r) =(0) =0T, (2.36)

Sei {7} C (0,8"] (n = 1,2,...) eine Nullfolge positiver Zahlen. Wir betrachten die Folge {t,} C R™s*1
definiert durch
tn = Tn(h 4 o(10)) (n=1,2,...).

Fiir die Glieder diese Folge gilt ¢, € B (r) ¥n und wegen 7, > 0 ¥n und (2.36) sogar
tn € BT () \ {05} Vn.

Weiterhin gilt lim,,_,« ¢, = 0 und wegen (2.35) schliefSlich

f3(@(tn) = fs(@(ma(h+o(r))))
= 1a®(o(7n),Tn)

= 0™ Vn.

Weil {t,} gegen Null strebt, gibt es einen Index ng, so daB ¢, € BT*" (r1) und ¢, € B7*"(rp)

fiir n > ng. Die Folge {x,} C X, definiert durch
Ty = O(tntng) (n=1,2,...),

strebt wegen @(0) = xo und der Stetigkeit von @ gegen o und besitzt wegen (2.32), (2.33) und (2.34)

die im Lemma behaupteten Eigenschaften. |



Kapitel 3

Derivierte Kegel im Vergleich mit

anderen Ableitungskegeln

3.1 Grundlegende Betrachtungen

Derivierte Mengen, so hatten wir im Kapitel 2 festgestellt, stellen eine Verallgemeinerung des Ab-
leitungbegriffs dar. Dabei war allerdings noch nichts dariiber ausgesagt worden, welche Beziehungen
zwischen derivierten Mengen und speziellen Typen von Ableitungen bestehen. Insbesondere stellt sich
die Frage, mit Hilfe welcher Ableitungsbegriffe man Punkte konstruieren kann, die sich als Elemen-
te einer K—Ableitungsmenge (vgl. Definition 2.4) erweisen, um aus diesen nach Lemma 2.1 einen
K—-Ableitungskegel der gegebenen Funktion zu erzeugen. Wir wollen zunéchst einige elementare Ei-
genschaften von K—Ableitungskegeln festhalten.

Aus der Definition eines K—Ableitungskegels folgt sofort, dafl jeder Teilkegel eines solchen Kegels
wiederum selbst ein K—Ableitungskegel ist. Wir miissen folglich davon ausgehen, dafl es zu einer
vorgegebenen Funktion mehrere verschiedene derivierte Kegel geben kann.

Berticksichtigt man die Verwendung der derivierten Mengen in notwendigen Optimalitdtsbedin-
gungen vom Typ des Theorems 2.2, so erkennt man die Notwendigkeit, zu einer gegebenen Aufgabe
einen moglichst groflen derivierten Kegel zu finden, um die Optimalitatsbedingung moglichst scharf
formulieren zu konnen. Zwar ist es recht einfach einzusehen, daf, falls Dy € R™ und Dy € R™

zwei K—Ableitungskegel ein und derselben Funktion sind, auch deren Durchschnitt D N Dy ein sol-

30
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cher Kegel ist. Im allgemeinen ist jedoch ihre Vereinigung Dy U Dy keine K—Ableitungsmenge (und
ebenso convcone (D1 U Ds) kein K—Ableitungskegel) mehr, wie Beispiel 3.1 zeigen wird. Auch kann
man nicht davon ausgehen, dafl in jedem Fall ein maximaler derivierter Kegel existiert, also ein K-
Ableitungskegel, der alle anderen K—Ableitungskegel umfaft.

Die Frage nach der Existenz von Ableitungskegeln kann leicht beantwortet werden: Grundsétzlich
ist die Menge {0™} ein K—Ableitungskegel fiir eine Funktion f : X — R™ im Punkt 2 € X, wie
der Ordnungskegel K auch immer beschaffen ist. Mit diesem trivialen Kegel verliert die notwendige
Optimalitdtsbedingung von Theorem 2.2 allerdings jegliche Aussagekraft. Einen Ableitungskegel mit

von Null verschiedenen Elementen findet man durch folgende Aussage.

Lemma 3.1 Der (konvexe) Kegel K C R™ ist stets ein K —Ableitungskegel fiir eine beliebige Funktion
f: X — R™ im Punkt zy € X.

Beweis. Es sei {d',d?,...,d™ 1} ein (m + 1)-Tupel von Punkten aus K. Wir setzen
w(t) :==xo vt e R

und

o(t):=0  VteRPT.

Dann gilt

m—+1 m+1

Flw(®) = flzo) = Y tad' — |tllo(t) = = Y tid' € =K Vte R
=1 =1

Mit Hilfe des Ordnungskegels K 148t sich ein bereits gefundener derivierter Kegel vergrofiern.

Lemma 3.2 Sei D C R™ ein K—-Ableitungskegel fiir eine Funktion f: X — R™ im Punkt xo € X.
Dann ist auch die Menge D + K ein K-Ableitungskegel fiir f in xg.

Beweis. Es sei {d',d?,...,d™ "1} ein (m + 1)-Tupel von Punkten aus D + K. Dann gibt es Punkte
deDund k'€ K (i=1,...,m+ 1) mit

d'=d+k" VYi=1,...,m+1).
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Fiir das (m + 1)-Tupel {d',d?,...,d™*} C D gibt es GroBen r, w und ¢ mit Eigenschaften gemif}

Definition 2.5. Dann gilt aber auch

m+1
flw(®)) = flxo) — Z tid" —|[t]lo(t)
m+1 ] = m—+1 ]
= - Z tik' + | f(w(t) = f(zo) — Z tid’ — [tlle(t)

m—+1
€ - tik-K
i=1

—-K  VteB?T(r).

N

Im abschliefenden Lemma wird eine Grenze fiir die Grofle von nichttrivialen Ableitungskegeln
gegeben. Enthélt eine Ableitungsmenge némlich eine vollstdndige Gerade in ihrem Inneren, so ist der
gesamte Raum ein Ableitungskegel. Oder anders ausgedriickt: Falls sich zeigen 1d8t, daf nicht der
ganze Raum ein Ableitungskegel fiir die gegebene Funktion sein kann, so darf keine Ableitungsmenge
dieser Funktion eine Gerade im Inneren enthalten.

Wir werden diese Aussage spéter verwenden, um fiir gewisse Ableitungsmengen nachzuweisen, daf3

eine weitere Vergroflerung der Menge nicht moglich ist, weil sonst der oben beschriebene Fall eintreten
wiirde.
Lemma 3.3 Enhdlt eine K—-Ableitungsmenge D C
R™ einer Funktion f: X — R™ im Punkt o € X
ein Element d mit d € int D und —d € D, so st
der gesamte Raum R™ K-Ableitungskegel fir f im
Punkt xg.

Beweis. Nach Lemma 2.1 ist convcone (D) ein K-

Ableitungskegel fiir f im Punkt x¢. Wegen d € int D D

gibt es eine Nullumgebung V' € R™ mit

Abbildung 3.1: ,iiberstumpfer* Ablei-
V=(d+V)+ (—d) € D+ D C convcone (D).
tungskegel

Daraus folgt convcone (D) = R™. |
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3.2 Vergleich mit speziellen Ableitungsbegriffen

3.2.1 Ableitungen in Form von Funktionalen

Wir wollen im folgenden untersuchen, ob man fiir eine Funktion spezielle K—Ableitungsmengen ange-
ben kann, wenn von dieser Funktion gewisse Differenzierbarkeitseigenschaften bekannt sind. In der Tat
lassen sich aus der Existenz einiger Ableitungstypen Schlufifolgerungen auf die zugehorigen derivierten
Mengen ziehen.

Wir beginnen mit der Untersuchung von Funktionen, fiir die eine Richtungsableitung existiert.

Satz 3.4 Sei X eine nichtleere Teilmenge eines linearen, topologischen Raumes X. Die Funktion

[+ X — R™ besitze in xg € X fiir ein x € X die (einseitige) Richtungsableitung
f(@o + 72) — f(20)

4 =i .
Ji (2o, ) lim .

Dann ist die (einelementige) Menge { f' (xo,x)} eine K-Ableitungsmenge fir f in xo und
cone (fi(zo,z)) + K (3.1)
ein K -Ableitungskegel fiir f in xg.

Bemerkung 3.1 Wegen der positiven Homogenitit der Richtungsableitung lifit sich der konische
Abschluf$ in (3.1) ausdriicken als

cone (f/,(wo,2)) = { f1.(x0, )| p = 0},

Beweis. Zu zeigen ist, da das n—Tupel {d,d,...,d} mit d := f’ (2, ) die Anforderungen von Defi-
nition 2.4 erfiillt.

Wir setzen
w(t) ==z + (Z tz-) T vt e R
i=1
und
"ot notx) —
D et (f(930+21—n1 z) — f(20) —d), wenn £ £ 0
o(t) :== ¢l Dict b vt € RT.
o™, wenn t=0

Offenbar sind w und p im Punkt ¢ = 0 stetig und es gilt

flw(t)) = flzo) — Ztid — lltlle(t) = 0™ Vi e RT.
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Somit sind die Kegel cone(f! (zo,2)) (nach Lemma 2.1) und cone(f} (xo,x))+K (nach Lemma 3.2)

K—Ableitungskegel fiir f in zg. |
Beispiel 3.1 In diesem Beispiel werden aus zwei Rich- F(R?) f2
tungsableitungen zwei Ableitungskegel erzeugt, von denen Dy

keiner den anderen enthdlt. Wir sehen, dafi thre Vereini- D
2

gung keine Ableitungsmenge mehr sein kann.

h
X:RQ, .IOZ(O,O),'ml:l, mgzl, m3:0;K:Ri; \

xf, wenn 1 < 0;
filz) =
—x1, wenn x> 0;
fo() = 1 +a3 Abbildung 3.2: zu Beispiel 3.1

Es ergeben sich als Richtungsableitungen
, 0
f_’_((0,0),(*l,O)): _1)
, -1
f+((0,0),(1,0)) = 1 .

Mithin sind nach Satz 3.4 die Kegel

o= () o) o
oo () o) o

beide fiir sich genommen, K—Ableitungskegel fiir f in z¢. Ihre Vereinigung

o= [(o(*) oo 2] 2

ist allerdings keine K—Ableitungsmenge fiir f in xg. Wire dies der Fall, so wére wegen Lemma 3.3 der

und

ganze Raum R? ein Ableitungskegel. Die Annahme, daf§ beispielsweise der Punkt (—1,—1) Element

eines Ableitungskegels fiir die gegebene Funktion ist, fiihrt zu einem Widerspruch.

Letztes Beispiel zeigt, dal, obwohl die Strahlen {x(0,—1)} und {u(—1,1)} (¢ > 0) Bilder von
Richtungsableitungen und somit derivierte Kegel sind, ihre Vereinigung keine Ableitungsmenge sein
muf. Richtungsableitungen, die fiir unterschiedliche Richtungen berechnet wurden, ,,passen also unter

Umstanden nicht in ein und dieselbe derivierte Menge.
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Damit unterschiedliche Richtungsableitungen in einer gemeinsamen derivierten Menge liegen kon-
nen, sind zusétzliche Voraussetzungen daran zu stellen, wie der Wert Ableitung von der Richtung
abhéngt. Das oben beschriebene Phianomen der Unvertraglichkeit der einseitigen Richtungsableitungen
tritt beispielsweise bei Gateaux—differenzierbaren Funktionen nicht mehr auf. In diesem Fall ist die
Menge {f'(zg,z)| x € X} aller Punkte, die sich als Bild der Gateaux—Ableitung ergeben, insgesamt
ein derivierter Kegel, wie Satz 3.5 zeigen wird. Dies liegt daran, daf3 bei der Gateaux—Ableitung eine

lineare Abhéngigkeit von der Richtung besteht.

Beispiel 3.2 Derivierte Kegel konnen auch existieren, f2 )
R
wenn keine Richtungsableitungen vorhanden sind. Uty
X = RQ, o = (0,0),‘ my = 1, mo = 1, ms3 = O,‘ K =
R%; fi
f1 (l‘) = T
(1 2
x1 sin (—) + x5, wenn x1 # 0;
fa(x) = i
3, wenn x1 = 0.

Abbildung 3.3: zu Beispiel 3.2

Fiir alle Richtungen (z1,22) mit 2; # 0 existiert im Punkt (0,0) keine Richtungsableitung. Es 14t
sich lediglich

0
0.0, 0a) = (7)) vmer
berechnen. Mit Hilfe von Satz 3.4 erhélt man also nur Rﬁ_ als K—Ableitungskegel fiir f in .
Hingegen ist die Menge {u(—1,1)} (u > 0) eine K—Ableitungsmenge fiir diese Funktion und somit

B o)

ein K—Ableitungskegel fiir f in zy. Dieser Kegel enthélt Elemente, die nicht in Ri enthalten sind.

Satz 3.5 Sei X eine nichtleere Teilmenge eines linearen, topologischen Raumes X. Die Funktion

f: X — R™ besitze in xg € X die Gateauz—Ableitung
fzo + 72) — f(20)

T

f(wo, ) = lim (v € X).

Dann ist die Menge
f'(@o, X) + K (32)

ein K —-Ableitungskegel fir f in xg.
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Beweis. Wir zeigen zunéchst, dal f'(zg, X) ein K—Ableitungskegel fiir f in zg ist. Dazu betrachten
wir ein n—Tupel {d*,d?,...,d"} C f'(z0,X) + K mit

d' = f'(xg,2") (i=1,...,n).

Wir setzen .
w(t) :=x0 + Ztizi vVt € RY
i=1
und
motiat) — mtd
f(l'o + Zz:l xz ) f(l'o) _ Zz:l , wenn ¢ 7& 0
o(t) = i Il Vt € R
o, wenn t=0

Die Funktion w ist im Punkt ¢ = 0 stetig. Dasselbe gilt fiir p: Wegen der Linearitét von f’(xo,.) ist

néamlich
s = (o Se) o
1=1 1=1
Also folgt
fxo + Tk Yoy tix®) — f(wo) 1 & .
lim (70 ¥ 7y 2eimn (w) _ T S tid'=0m  gleichmiifig fiir alle t € R \ {0}
T T
=1

Die GleichméBigkeit der Konvergenz folgt aus der Kompaktheit der Menge

1 —,
S
E=
Somit gibt es fiir jedes € > 0 ein (von t unabhingiges) 79 > 0, so daf fiir alle 7 € (0, 7] gilt

F(@o + 7y 3oy tir') — f(xo) 1 it-di
T 1t =

Also folgt fiir alle t € R mit ||t]| € (0, 7o)

teRi\{O}} c R™.

<e vt € R\ {0}.

flao + 30, tix') — f(2o) 1 - od
H Il i 2"

I LGRS R CONE C
Il It =

wodurch die Stetigkeit von g in t = 0 gezeigt ist. Aufgrund der Konstruktion haben wir

<e  VteB'(m)\{0},

Fl(®) = flwo) = D tud' = [[tlo(t) = 0™ Vi e R

Mit f’(zo, X) ist nach Lemma 3.2 auch f/(zg, X') + K ein K—Ableitungskegel fiir f in xo. |
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Korollar 3.6 Fir Gateauz—differenzierbare Funktionen f ist der Kegel (3.2) der grifite K—Ablei-
tungskegel in xo, das heifst, jeder K—-Ableitungskegel fiir f in xq ist in (3.2) enthalten.

Beweis. Im Fall f'(zo, X) + K = R™ ist die Aussage trivi-
al. Anderenfalls enthélt der Dualkegel von f/(zg,X) + K

von Null verschiedene Punkte. Es existiert also ein y € d y

[f (0, X) + K]* mit y # 0™.

Angenommen, es gibe einen K—Ableitungskegel fiir f an

der Stelle zp, der den Kegel f'(xg,X) + K umfafit und

dariiberhinaus ein Element d ¢ f'(zo, X')+ K enthilt. Dann (20) ()
gilt (y,d) < 0. + K

Fiir das n—Tupel {d,d,...,d} existieren Groflen r > 0,

w: BY(r) — X und o : B}(r) — R™, die die in
Abbildung 3.4: d & f'(xo, X) + K
Definition 2.5 genannten Eigenschaften besitzen.

Insbesondere gilt fiir hinreichend kleine ¢ € R’}

flw(t)) = flwo) € Ztid +a(lt]) - K,

wobei i — 0™, wenn ¢t | 0. Daraus folgt

{y, f(w(t)) — f(x0)) < Zti@, d) + o([[[]),

wobei O(HH:””) — 0, wenn t | 0. Also gilt fiir ¢ £ 0

W F@) — o)) St o]}
Il AT

Weil Zﬁt:”l " fiir ¢ € R% \ {0} beschrénkt ist und (y,d) < 0 gilt, gibt es eine Konstante ¢ > 0 mit

Lty d) < —e Vi € Ry \ {0}, Bs folgt

(y, f(w(t)) = f(x0)) . o(|It]])
I =7 T
Also finden wir eine Zahl r; > 0, so daf3
W, W) = J@o)) o 2.y gy o). (3.3)

¢l -3
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Wegen der Gateaux—Differenzierbarkeit von f gilt aber andererseits

Fw(t)) = flxo) = f'(wo,w(t) — o) + olIt])

oder, unter Beachtung von (y, f’(zo, X)) > 0,

(y, f(w(t)) = f(w0)) = o([|]])-

Das heif}t, es gibt eine Zahl 7o > 0, so dafl

{y, f(w(t)) = f(x0))
12l

Dies ist ein Widerspruch zu Aussage (3.3). Es gibt also keinen K—Ableitungskegel fiir f an der Stelle

> —%c Vt € BT (r2) \ {0}. (3.4)

Zo, der ein Element enthiilt, das nicht in f/(zg, X) + K liegt. |

Bemerkung 3.2 In [5] befindet sich eine weitere Aussage iiber einen Ableitungstyp, der zur Konstruk-
tion von Ableitungskegeln verwendet werden kann. Das entsprechende Resultat ist in der vorliegenden
Arbeit als Theorem 2.3 aufgefiihrt. Es werden hierbei (rechtsseitige obere) Dini—Ableitungen betrachtet.
Die Abhingigkeit der Ableitung von der Richtung wird dadurch realisiert, daf$ die Dini—-Ableitungen

von oben durch eine konvexe Funktion der Richtung beschrinkt sein miissen.

3.2.2 Geometrisch konstruierte Ableitungsmengen

Das lokale Verhalten einer Funktion f: X — R™ (X C X) 143t sich auler durch Ableitungsfunktio-
nale auch durch gewisse Tangentialmengen beschreiben, die am Graphen der Funktion im Produkt-
raum X x R™ konstruiert werden. Bei der Konstruktion solcher Tangentialmengen stiitzte man sich
zundchst auf die geometrische Vorstellung von der Tangente, die an einen Punkt der Menge, die den
Graphen der Funktion reprisentiert, angelegt wird. Wir wollen untersuchen, welche Zusammenhénge
zwischen derivierten Mengen und derartigen Tangentialmengen oder auch -kegeln, bestehen.

Der wohl bekannteste Tangentialkegel ist der von Bouligand um 1930 eingefiihrte Kontingentkegel.

Wir benutzen die folgende Definition aus [41].

Definition 3.1 Der Kontingentkegel Ko (xg) an eine nichtleere Teilmenge C eines linearen topologi-
schen Raums X im Punkt o € C ist definiert durch

Ke(zo):= (1 U [thv} (3.5)

-
VEN(0) T€(0,70]
T0>0

(Hierbei beschreibt N'(0) eine Umgebungsbasis des Punktes 0 € X.)
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Vertrauter ist die Charakterisierung der Elemente des Kontingentkegels durch Folgen. Die Aqui-

valenz beider Definitionen in endlichdimensionalen Réumen liefert die folgende Aussage (vgl. [42]):

Lemma 3.7 Ein Punkt x € R™ ist genau dann ein Element des Kontingentkegels Ko (xg) an die
Menge C C R™ im Punkt xo € C, wenn es Folgen {7} C R, \ {0} und {z*} C R" (k=1,2,...) gibt

mit ™% | 0 und 2 — x (k — o0), fiir die gilt
zo +1hk e C (k=1,2,...).

Um Aussagen iiber Ableitungseigenschaften von Funktionen f : X — R™ (X C X) in einem
Punkt z¢y € X treffen zu konnen, betrachtet man tiblicherweise den Tangentialkegel an den Graphen
der Funktion

graph f :={(z, f(z)) e X x R™| x € X} (3.6)

in Punkte (zo, f(x0)) € graph f. Nach dieser Vorgehensweise ist der Tangentialkegel fiir eine Funktion
eine Teilmenge des Raumes X x R™, in dem der Graph von f liegt. Derivierte Mengen gehoren
hingegen dem Bildraum R™ der Funktion f an. Um Vergleiche anstellen zu kénnen, sollten wir uns
daher auf den Bildraumanteil des Tangentialkegels konzentrieren.

Hierzu vereinbaren wir folgende Schreibweise fiir die Projektion des Kontingentkegels in den

Bildraum R™ der Funktion f:

PKgraph f(zO; f(zO)) = {y S Rm| E'ZL' S X (ZL', y) € Kgraph f(x()? f(%o))} (37)

Bekanntlich ist in vielen Féllen der Bouligandsche Kontingentkegel K grapn (20, f(20)) kein konve-
xer Kegel (vgl. etwa [8]). Dies trifft dann natiirlich auch auf den Bildraumanteil PK grqapn ¢ (0, f(20))
dieses Kegels zu.

Ein K-Ableitungskegel ist nach Definition 2.5 jedoch stets konvex. Wir kénnen daher nicht er-
warten, dafl ohne weitere Voraussetzungen der gesamte Kontingentkegel ein Ableitungskegel ist. Bei-
spiel 3.3 bestitigt dies. Dieses Beispiel liefert uns allerdings eine Vermutung, die in Satz 3.8 festgehalten

ist.
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- , f(R?) |2
Beispiel 3.3 Der gesamte Kegel PK graph (o, f(x0)) ist D
1
kein Ableitungskegel, wohl aber gewisse konvexe Teilkegel
davon. Do

X =R 20=(0,0);m =1, my=1,ms=0; K = R%; <f1
z%, wenn 1 < 0;

filx) =
—/z1, wenn x1 > 0;

2
T+ x5

fa(x)

Abbildung 3.5: zu Beispiel 3.3

Man berechnet als Kontingentkegel

PK graph £ (0, f(20)) = Hu<_01>‘ w> 0} U {u<01>’ w> OH +R%.

Dieser ist allerdings keine K—Ableitungsmenge fiir f in z¢. Ansonsten wire wegen Lemma 3.3 der ganze
Raum R? ein Ableitungskegel. Die Annahme, daf beispielsweise der Punkt (—1,—1) Element eines

Ableitungskegels fiir die gegebene Funktion wire, fithrt zu einem Widerspruch. Hingegen erweisen sich

{0
B e
D; = { <1>‘MGR}+R2

von PK graph 1(zo, f(z0)) sémtlich als K—Ableitungskegel fiir f in z9. Wie der folgende Satz zeigt, ist

die (konvexen) Teilkegel

Dy

uER}

dieses Phdnomen von allgemeiner Natur.

Satz 3.8 Sei G C Kypapn f(x0, f(x0)) ein konvexer Teilkegel des Kontingentkegels an den Graphen
einer gegebenen Funktion f: X — R™ im Punkt (xo, f(z0)).

Dann ist die Bildraumprojektion von G
D:={yeR" IxeX: (z,y) € G}

ein K —-Ableitungskegel fir f in xg.
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Beweis. Offenbar ist D als Projektion eines konvexen Kegels wiederum ein konvexer Kegel. Wir be-

trachten ein n—Tupel {d*,d?,...,d"} C D. Dann gibt es Punkte x', 2%, ..., 2" € X, so daf§
{(z',dY), (2%,d?),...,(z",d")} C G.

Wegen der Konvexitidt von G ist dann auch
ﬁ ;ti(xi,di) €G teRT\{0}.

WEeil G eine Teilmenge von

raph f — (xo, f(x
Kgraphf(x()vf(x())) = ﬂ U A f 7_( i f( O)) +U XV
(U, V)ENx(O)XNRm (0) 7€(0,70]
T0>0

ist, existiert zu allen 79 > 0 sowie zu allen Nullumgebungen U C X', V C R™ ein 7 € (0, 79] mit
||t|| Zt z',d") € graph f — (zo, f(20)) + (U x V).

Das heift, fiir zu jedem 79, U und V gibt es ein (Z, f(Z)) € graph f mit

. 1 -, 1,
T —x9 € T(Wztix —U) To (Wztix —U),
i=1

i=1

f(@) = flxo) € T(ﬁi%div>gm <ﬁ2tidiv>.

i=1

N

Speziell mit 7o = ||t|| und V' = B™(||t||) folgt fiir jedes t € R} \ {0} die Existenz eines 2; € X mit

T — 20 € Zti:ci — |1t

i=1

Hf(:rt) — flxo) = > _tid'|| <[]
i=1
Setzen wir
x¢, wenn t#0
wt)y: =4 7 vVt € R?
zg, wenn t =0
und

IITll\ (f(zt) — flzo) = 200y tidi) , wenn t#0

o™, wenn t=0

o(t) == vVt € RY,

so sind w und p im Punkt ¢ = 0 stetig und es gilt

flw(t) thz [tlle(t) =0™  Vte RT.
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Um der oben festgestellten und oft auftretenden Nichtkonvexitéit des Kontingentkegels zu entgehen,
wurde in den letzten vierzig Jahren viel Anstrengung in die Suche nach konvexen Ersatzkegeln des
Kontingentkegels investiert. Dabei stand natiirlich das Bestreben im Vordergrund, méglichst viele der
Tangentialeigenschaften des Bouligandschen Kegels zu bewahren. Viele dieser neuen Konstruktionen
sind konvexe Teilkegel des Kontingentkegels, wie etwa der Tangentenkegel von Clarke (1975).

Die unten angegebene Definition des Clarkeschen Kegels stammt aus [41]. Clarkes eigentliche For-

mulierung, die zu dieser dquivalent ist, findet man in [8] und [9].

Definition 3.2 Der Clarkesche Tangentenkegel Tc(xo) an eine nichtleere Teilmenge C eines linearen

topologischen Raums X im Punkt xo € C ist definiert durch

@)= () U N [C = g v] . (3.8)

VeN(0) UeN (zo) z'eCNU
T0>0 7€(0,70]

(Hierbei beschreibt N'(0) eine Umgebungsbasis des Punktes 0 € X und N (xg) eine Umgebungsbasis
des Punktes o € X.)

Auch diese Definition kann mit Hilfe von Folgen interpretiert werden (vgl. [42]).

Lemma 3.9 Ein Punktx € R™ ist genau dann ein Element des Clarkeschen Tangentenkegels Te(xo)
an die Menge C C R™ im Punkt xo € C, wenn es fiir alle Folgen {T%} C Ry \ {0} und {2'*} c C

(k=1,2,...) mit 7% | 0 und 2'* — zg (k — o0) stets Punkte x* € R™ mit 2% — z und
o' kb e C (k=1,2,...)
gibt.

Auch beim Clarkeschen Tangentenkegel an den Graphen einer Funktion f : X — R™ ist es

sinnvoll, die Projektion in den Bildraum R™ der Funktion f zu betrachten.

PTyraph (w0, f(x0)) :={y € R™[ 3w € X : (2,y) € Tyrapn f(x0, f(20))} (3.9)
Dann 148t sich zeigen:

Satz 3.10 Die Bildraumprojektion PT g qpn f(zo, f(x0)) des Clarkeschen Tangentenkegels an den Gra-
phen einer gegebenen Funktion f: X — R™ im Punkt (xo, f(xo)) ist ein K—-Ableitungskegel fiir f

m xg.
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Beweis. Dies folgt sofort aus Satz 3.8, wenn man beachtet, daB Tgrqeph r(%o, f(20)) ein konvexer Teil-

kegel von K grqaph r(zo, f(z0)) ist. |

Bemerkung 3.3 Ein Analogon zu Satz 3.10 gilt fir jeden Tangentialkegel, der ein konvexer Teilkegel
des Kontingentkegels ist.

Da es unter den konvexen Teilkegeln eines nichtkonvexen Kegels fiir gewohnlich keinen grofiten
gibt, bestétigt sich auch hier, dal zu einer gegebenen Funktion im allgemeinen kein grofiter Ablei-
tungskegel existiert. Insbesondere ist die Bildraumprojektion des Clarkeschen Kegels kein maximaler

Ableitungskegel, wie Beispiel 3.4 zeigt. Eine Aussage in Form von Korallar 3.6 gilt hier also nicht.

Beispiel 3.4 Wir betrachten noch einmal die Daten von Beispiel 3.3. In diesem Beispiel ist der
Clarkesche Tangentenkegel ein echter Teilkegel des Kontingentkegels. Es gibt derivierte Kegel, die
sowohl echte Teilkegel des Kontingentkegel als auch echte Oberkegel des Clarkeschen Tangentenkegels

sind.
Man berechnet als Clarkeschen Tangentenkegel

PTyraph ¢ (o, f(20)) = Ri.

Als K—Ableitungskegel hatten wir in Beispiel 3.3 den Kegel
1 2
D3 =M 1 e R+ R+

D) D)
PKgraph f(x()vf(x())) 7é D3 7é PTgTaph f($0,f($0))

bestimmt. Es gilt



Kapitel 4

Lagrangesche Multiplikatorenregeln

fiir Naherungslosungen

4.1 Verfahren zur Herleitung von Multiplikatorenregeln fiir

Niherungslosungen

4.1.1 Direkte Verfahren

Im Abschnitt 2.3 wurde bereits angedeutet, wie man notwendige Optimalitdtsbedingungen in Form
Lagrangescher Multiplikatorenregeln mit Anwendung der Bildraumtechnik erh#lt: Man betrachte im
Bildraum zum einen die ,erreichbare* Menge, das heifit alle Bilder zuldssiger Elemente; im unten-
stehenden Modell wire das f(X). Zum anderen konstruiere man zu allen Bildpunkten f(zg) eine
(iiblicherweise konvexe) Menge, die die Funktionswerte enthilt, die ,besser” als f(zo) sind; diese
Menge wird unten mit W (xzq) bezeichnet. Die Konstruktion erfolgt so, dafl beide Mengen genau dann
disjunkt sind, wenn z( eine Optimallésung der betrachteten Aufgabe ist.

Das Ziel ist es nun, beide Mengen durch ein lineares, stetiges Funktional zu trennen. Um einen
Trennungssatz anwenden zu konnen, ist man meist gezwungen, die Menge f(X) durch eine geeignete
konvexe Menge zu ersetzen, die die wichtigsten Eigenschaften der Menge beibehélt. Diese Konvexifi-
zierung stellt fiir gewohnlich den aufwendigsten Teil der Arbeit mit der Bildraumtechnik dar.

Hat man ein solches trennendes Funktional gefunden, liefert dies im wesentlichen bereits den

44
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gewiinschten Langrangeschen Multiplikator. Eine recht gute Darstellung dieser Vorgehensweise findet
man in [39].

In einigen Féllen fithrt diese Methode auch bei ndherungsweise optimalen Losungen zum Erfolg. Um
dies vorzufiihren, wollen wir die Herangehensweise, die Pourciau in [39] zur Herleitung einer konvexen
Multiplikatorenregel benutzt, auf den Fall von Naherungslosungen derselben Aufgabe iibertragen.

Betrachtet wird das folgende Optimierungsproblem
fi(x) — Min!
iiber xz € {z € R"| far(x) <0,..., fom,(2) < 0,2 € X},

wobei X eine konvexe Teilmenge des R™ist und fi, fa1,..., fom, reellwertige konvexe Funktionen auf

X sind. Dann gilt das folgende Resultat.

Theorem 4.1 (Konvexe Multiplikatorenregel) Sei xo € X eine Minimallisung des obigen Pro-
blems. Dann ezistiert ein Multiplikator X = (A1, Xa1, . . ., Ao, ) € RFF™2\ {012} mit Ay > 0, Aoy, > 0
(k=1,...,mgo) und
A @) = (A flxo)  VoeX,
)\Qkfgk(xo) = 0 (k’z 1,...,m2).

Zum Beweis wird in [39] fiir jedes 29 € X eine konvexe Menge

1 < fi(zo)
W (o) := ¥ = (y1,421, - -, Yam,) € R1H™2 y21: =0 (4.1)
Yom, < 0
definiert. Es ist klar, dafl ¢ genau dann eine Minimalldsung ist, wenn
F(X) W (z0) = 0. (4.2)

Sei nun z. lediglich eine e-Minimallésung (¢ > 0), das heifit, z. ist zuldssig und es gilt

Ji(ze) < fi(z) +€

fiir jedes  mit € X und for(z) < 0 (k = 1,...,mq). Offensichtlich ist z. eine e~Minimallgsung
genau dann, wenn

F(X) N [ (e.07) + W(a2)] = 0. (4.3)
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f (o) F(X) flzo)  f(X)
\_// \._//
W (zo) —(£,0) + W)
Abbildung 4.1: Trennbarkeit wegen f(X) N Abbildung 4.2: Trennbarkeit wegen f(X) N
W (zo) = 0 im Optimalpunkt. [—(¢,0)) + W(z.)] = 0 im e-Optimalpunkt.

Unter Ausnutzung von (4.3) anstelle von (4.2) kénnen wir den Beweis analog zu Pourciau wei-
terfithren und erhalten schliellich eine Multiplikatorenregel fiir Naherungslésungen.
Zur Konvexifizierung der Menge f(X) betrachten wir an ihrer Stelle die Menge f(X) + R}ﬁmz.

Offenbar ist diese Menge konvex und Gleichung (4.3) ist dquivalent mit

[f(X) + R0 [=(e,0™2) + W ()] = 0. (4.4)
Die Anwendung eines Trennungssatzes liefert die Existenz eines Multiplikators A = (A1, Aa1, ..., A2m,)

€ RUtm2\ {012} mit
N f(@)+E) > (N, —(6,0m™) +y) VozeX VkeRY™ vyeW(x),

woraus folgt

(A fx) > —ed + (N y) Ve e X VyecdW(z,). (4.5)
Wegen f(z.) € cl W(z.) folgt aus (4.5)
(A f() > (N flre)) —eM Vo e X. (4.6)

Wiére Ay < 0 oder Ao < 0 (k = 1,...,mz2), so kann die rechte Seite der Ungleichung (4.5) bei
geeigneter Wahl von y € ¢l W(z.) beliebig groff werden und jede linksseitige Konstante (X, f(x))
(x fest in X) iibersteigen. Mithin muf} gelten

)\1 ZO, )\Qk ZO (k/’: 1,...,m2). (47)
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Wegen
J1 (zs)

le(fEs)

[ W (e k=1,...,
(o) cdW(a) ma)

f2m2 (xs)
ergibt (4.5) mit & = x. schliefilich

1

5)\2kf2k($g) > —e\ (k=1,...,ms)
und wegen Aoy > 0 und for(z:) <0

—2eM < )\Qkfgk(xg) <0 (k =1,...,ma). (4.8)

Mit (4.6), (4.7) und (4.8) haben wir in Analogie zur konvexen Multiplikatorenregel folgende Regel

fiir Naherungslosungen bewiesen.

Satz 4.2 Sei x. € X eine e-Minimallosung (¢ > 0) des gegebenen Problems. Dann existiert ein

Multiplikator X = (A1, Aa1, - - -, Aam,) € REF™2\ {012} mit Ay >0, Aop, >0 (k=1,...,m2) und
A f(@) = A fe)) —eh Vo e X,
—2eXA1 < Aog far(z:) <0 (k=1,...,m2).
Bemerkung 4.1 Die in der Komplementarititsbedingung auftretende Schranke —2eA; ist durch weit-

gehend analoge Ubertragung der Pourciauschen Beweiskette entstanden. Die Schranke lift sich jedoch

verschdrfen: Es gilt ndmlich

fl(zs)
f21(33s)

fou—1(ze)
0

Jo kg1 (ze)

f2m2 (mé‘)
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woraus folgt

)\gkfgk(l‘g) > —e)\ (k =1,...,ms) (4.9)

Dieser Schlufi konnte auch im Pourciauschen Originalbeweis fir e = 0 zur Anwedung kommen.

4.1.2 Verfahren unter Verwendung des Variationsprinzips von Ekeland

Eine andere Variante zur Herleitung von Optimalitdtsbedingungen fiir Ndherungslosungen basiert auf
der Anwendung des Ekelandschen Variationsprinzips. Dieses wurde erstmalig im Jahre 1974 veroffent-

licht [11]. Eine Formulierung lautet:

Theorem 4.3 Sei X ein Banachraum und sei f : X — RU{+00} eine eigentliche, unterhalbstetige,
nach unten beschrinkte Funktion.

Dann existiert fiir jedes € > 0, fiir jeden Punkt xo € X mit

Flao) < int f(x) + <
und jedes A > 0 ein Punkt x. € X, so daf§
(i) f(z<) < f(wo),
(i) |lze — zoll <A,
(iii) f(x) > f(xe) = 5o — 2| Vo # ..
Fiir restringierte Aufgaben verwendet man die folgende Form des Satzes.

Korollar 4.4 Sei X ein Banachraum und sei f : X — R eine unterhalbstetige Funktion, die auf
einer nichtleeren, abgeschlossenen Teilmenge S von X nach unten beschrdnkt ist.

Dann existiert fiir jedes € > 0 und fir jeden Punkt xo € S mit

flawo) < inf f(2) +<

ein Punkt x. € S, so daf8
(i) f(ze) < f(wo),
(ii) ||z — zo| <V,
(iii) f(@) 2 f(z:) — VEllo - o] Yo € S,
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Beweis. Man ersetze f durch die eigentliche, unterhalbstetige und nach unten beschrénkte Funktion

Fla) = f(z), wenn zelS

+o00, wenn xz€ X\S.

und wende Theorem 4.3 mit A = /¢ an. |

Die Herleitung einer Multiplikatorenregel mit Hilfe des Variationsprinzips beruht im wesentlichen
auf folgender Uberlegung: Nach (iii) ist x. eine Minimallésung einer im Vergleich zum Ausgangspro-
blem etwas gestorten Aufgabe. Mithin erfiillt x. eine der (meist bekannten) notwendigen Optima-
litdtsbedingungen fiir das gestérte Problem. Man untersucht nun, ob sich aus diesen Bedingungen
Riickschliisse auf das urspriinglich betrachtete Problem ziehen lassen.

Diese Vorgehensweise soll beispielhaft an der konvexen Optimierungsaufgabe aus dem vorangegan-
genen Abschnitt erldutert werden. Zusétzlich zu den dort getroffenen Vereinbarungen sei vorausgesetzt,
dafl die Menge S := {x € X| fai1(x) <O0,..., fam,(x) < 0} abgeschlossen und die Funktion f; iiber S
nach unten beschriankt ist.

Gegeben sei € > 0. Sei xg € S eine e-Minimallosung des Problems, das heif3t

fi(zo) < ;Ielgfl(a:) +e.

Dann gibt es ein z., so dafi die Aussagen (i), (ii) und (iii) von Korollar 4.4 erfiillt sind. Nach (iii)
ist z. eine Minimalstelle der Funktion fi(.) + v/||. — z¢|| {iber S. Da diese Funktion konvex ist,
konnen wir die konvexe Multiplikatorenregel anwenden und erhalten die Existenz eines Multiplikators

A= ()\1,)\21, .. .,)\QWZ) S R1+m2 \ {01+m2} mit )\1 Z 0, )\Qk Z O, )\Qkfgk(mg) =0 (k? = 1, e ,mg) und
A1 fi(z) [ — ||

< Sl Y B PV B >Z<A,f(ws)> Vo e X,

)‘27712 f2m2 (35) 0
was gleichbedeutend ist mit
A f@) = (N flae)) = Vehllz —ael| Vo eX.
Somit ist gezeigt:

Satz 4.5 Seixg € S eine e-Minimallosung (¢ > 0) des gegebenen Problems. Dann existiert ein Punkt

ze. € 5, so dafs
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(i) fi(ze) < fi(wo),
(it) ||lze — woll < VE,

(ZZZ) d\ = ()\1,)\21,...,)\2m2) S R1+m2\{01+m2} mit Ay > 0, Aop >0 (k = 1,...,m2) und

A f@) = (A fe)) —Vehllz —ze|| Vo e X,
Mk for(ze) = 0 (k=1,...,myg).

Optimalitdtsbedingungen, die mit Hilfe des Ekelandschen Variationsprinzips erzeugt werden, finden

ihre Anwendung meist in folgender Form.

Korollar 4.6 Zu jedem ¢ > 0 gibt es eine e-Minimallosung z. € S des gegebenen Problems, fiir
die ein Multiplikator X\ = (A1, A1, .., Aom,) € R¥™2 \ {01T™2} emistiert mit Ay > 0, Agp > 0
(k=1,...,m2) und

A f@) = N fe)) —Vellz —zll  VreX,
)\2kf2k(:r€) =0 (kil,...,mg).

Beweis. Sicher gibt es zu gegebenem ¢ > 0 ein xp € S mit

fi(zo) < ;Ielgfl(a:) +e.

Dann existiert es ein z. € S, das (i), (ii) und (iii) von Satz 4.5 erfiillt. Aus (i) folgt die e-Optimalitt

von T.:
Ji(ze) < fi(xo) < iréfsfl(z) +e.

Aus (iii) folgen die restlichen Behauptungen. |

Bemerkung 4.2 Die Qualitit der Optimalititsbedingung in Korollar 4.6 ist eine andere als die von
Satz 4.2. Wihrend letztere Aussage eine notwendige Bedingung ist, das heif$t, jede e—optimale Ldisung
muf$ die dort angegebenen Figenschaften haben, besagt Korollar 4.6 nur:

Unter all den Punkten, die die geforderten Eigenschaften besitzen, befindet sich wenigstens einer, der

eine e—optimale Lisung der Aufgabe ist.
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4.2 Zur Struktur von Multiplikatorenregeln fiir Niherungs-
l16sungen

Obwohl die im vorangegangenen Abschnitt hergeleiteten Multiplikatorenregeln relativ rasch aus dem
Ekelandschen Prinzip folgen, erlauben sie uns doch bereits einen Einblick in die fundamentale Struktur
von Lagrangeschen Multiplikatorenregeln fiir Ndherungslosungen.

Notwendige Optimalititsbedingungen in Form von Multiplikatorenregeln bestehen, wie allgemein

bekannt, im wesentlichen aus zwei Aussagen:

e einer Stationaritdtsbedingung, die etwa das Verschwinden der Ableitung der Lagrange—Funktion

im Fall differenzierbarer Funktionen unterstellt, und

e einer Komplementarititsbedingung, die fordert, dafl die Multiplikatoren, die mit nichtaktiven

Nebenbedingungen korrespondieren, Null sein miissen.

Diese Struktur tritt im multikriteriellen Fall, aber auch im Fall skalarer Optimierungsaugaben auf.
Erwartungsgeméf stellen notwendige Optimalitdtsbedingungen fiir Ndherungslosungen schwéchere

Anforderungen auf als die vergleichbaren Bedingungen fiir exakte Losungen. Diese Abschwichung

betrifft bei Multiplikatorenregeln im allgemeinen beide Fundamentalaussagen. So wird bei Satz 4.2 im

Vergleich zur konvexen Multiplikatorenregel (Theorem 4.1) die Stationaritétsbedingung

(A f() = (N f(zo))  VYreX

ersetzt durch

A (@) = (A fze)) —edr Vo e X.

Die Niherungslosung x. erweist sich also als eine lediglich anndhernde Minimalstelle der Lagrange—

Funktion. Weiterhin wird die Komplementarititsbedingung
)\Qkfgk(l'o) =0 (kil,...,’n’LQ)

abgeschwécht zu

_5)\1 S)\Qkak(-ra) SO (k:: 17"'7m2)7

was besagt, dal der komplementére Schlupf Aoy for (z:) durchaus negative Werte, die aber nicht weit
von Null entfernt liegen, annehmen kann.

Multiplikatorenregeln fiir Ndherungslosungen bestehen also aus
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e einer leicht verletzten Stationaritdtsbedingung und
e einer leicht verletzten Komplementaritdtsbedingung.

Die ,leichte Verletzung® 148t sich durch den Toleranzparameter ¢, der die Giite der Optimalitdt der
Niherungslosung beschreibt, quantifizieren.

Die oben betrachteten Sétze haben fiir die Grofle der Abweichung von den exakten Optimalitétsbe-
dingungen starre Schranken vorgegeben. Es ist moglich, diese Schranken innerhalb gewisser Spielrdume
flexibel zu gestalten, so daf} sich der Grad der Abweichung von der strengen Stationaritdt und der
Grad der Abweichung bei der Komplementaritéit wechselseitig kompensieren. Ein interessantes Re-
sultat iiber dieses Phénomen findet man in einer Arbeit von Strodiot, Nguyen und Heukemes [46].
Dieses besagt, daf} eine e-Naherungslosung eine Multiplikatorenregel erfiillt, bei der die Stationaritéts-
bedingung in der Gréflenordnung eines Parameters €1 und die Komplementaritéitsbedingung in der
Groflenordnung von €5 verletzt sind, wobei €1 > 0, e2 > 0 gilt und €1 + €2 < € eingehalten wird.

Um dieses Resultat konkret zu formulieren, betrachten wir
fi(x) — Min!

tiber € {z € R"| for(x) <0,..., fom,(x) <0},

wobei f1, fo1, ..., fom, reellwertige konvexe Funktionen auf R™ sind. Nach [40] bezeichnen wir fiir eine

konvexe Funktion g : R™ — R die Menge

0:9(x0) = {z" € R"[ (z", 2 — x0) < g(y) — g(x) + ¢}

als e-Subdifferential von g im Punkt =g € R™.

Fiir diese Aufgabe wird in [46] gezeigt:

Theorem 4.7 Fir das obige Problem sei die Regularitdtsbedingung
dz € R": ka(J_E)<0 (kil,...,mg)

erfillt. Der Punkt x. € R™ ist eine e—Minimallosung (¢ > 0) des Problems genau dann, wenn Kon-

stanten g1 > 0, g9, > 0 (k=1,...,ma) mit

e1+ Y ex<e (4.10)
k=1
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und Multiplikatoren o, > 0 (k =1,...,mgo) existieren, so dafl
mao
0 € Dey fr(we) + Y Oeyk(Nan for) (), (4.11)
k=1
mo mo
a1ty e —e< ) Aanfalze) <0. (4.12)
k=1 k=1
Bemerkung 4.3 Bei der Wahl von &1 = €91 = -+ = €am, = 0 ergibt sich aus (4.11), (4.12) eine

strenge Erfillung der Stationarititsbedingung und eine mazximale Verletzung der Komplementaritdts-

bedingung:
ma
0 € dfi(xe) + Za()\zkf2k)($s)7
k=1
— < Z)\%f%(xa) <0.
k=1
Im anderen Extremfall ergibt sich bei Wahl von €1 und o (k=1,...,ma) mit &1+ 21 €2, = € die

grofitmaogliche Storung bei der Stationaritit und die strenge Komplementaritdt:

ma2

0€ 0., filze) + Zaezk(/\Zkak)(zs)a

k=1

)\Qkfgk(xg) =0 (/{32 1,...,m2).

In der jingeren Literatur findet man in einer Arbeit von Yokoyama [55] eine Anwendung dieses
Theorems auf multikriterielle Aufgaben.

Bei Multiplikatorenregeln fiir Ndherungslosungen, die mit Hilfe des Ekelandschen Variationsprin-
zips hergeleitet wurden, zeigt sich die Verdnderung im Vergleich zur Regel fiir exakte Losungen nur
in einer Abschwéchung der Stationaritétsbedingung, wihrend der komplementére Schlupf weiterhin
verschwindet. Dies ist typisch fiir derartige Aussagen, da hier nicht N&herungslosungen der urspriing-

lichen Aufgabe, sondern exakte Losungen einer gestorten Aufgabe betrachtet werden.

4.3 Multiplikatorenregeln fiir Ndherungslésungen unter Be-

nutzung derivierter Mengen

Nach einer allgemeinen Betrachtung der Struktur n&herungsweiser Optimalitdtsbedingungen wollen
wir uns nun auf solche Multiplikatorenregeln konzentrieren, bei denen derivierte Mengen Verwen-

dung finden. Es ist mir gelungen, eine mit der Multiplikatorenregel von Breckner (Theorem 2.2)
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zusammenhingende Optimalitdtsbedingung zu beweisen, die fiir Ndherungslosungen der betrachteten
Aufgabe gilt. Diese Herleitung erfolgte unter Verwendung des Variationprinzips von Ekeland.

Eine Anwendung des Ekelandschen Prinzips auf derivierte Mengen allgemeiner Natur erwies sich
zunéchst als undurchfiihrbar. Es mufiten zuséitzliche Anforderungen an die Ableitungmengen gestellt
werden, um iiberhaupt Ergebnisse zu erzielen. Einige dieser Zusatzbedingungen werden im folgenden
diskutiert. Es zeigt sich weiterhin, dafl diese Anforderungen die Allgemeinheit in nur geringem Mafle
einschrénken; inbesondere werden wir nachweisen, dafl bereits die in Theorem 2.3 benutzte derivierte
Menge einer der Zusatzbedingungen geniigt.

Da die Zielfunktion der zugrunde liegenden Aufgabe vektorwertig ist, benttigen wir eine Erwei-
terung des Ekelandschen Prinzips fiir solche Funktionen. Eine derartige Erweiterung stammt von
Tammer [47] aus dem Jahre 1992.

Hierbei betrachten wir ann&hernd effiziente Punkte der Menge f(S), wobei S eine nichtleere,
abgeschlossene Teilmenge eines Banachraumes X und f : X — RP eine vektorwertige Funktion sind.

Gegeben seien ein konvexer Kegel K € RP mit nichtleerem Inneren sowie ein Element k9 € int K.

Sei weiterhin K D K ein konvexer Oberkegel von K mit den Eigenschaften

dK+(K\{0}) C intK, (4.13)

WK +bdK C cK. (4.14)

Wir setzen voraus, daB die Funktion f auf X nach unten halbstetig beziiglich ¥° und K ist, das heift,
die Menge
M, :={z e X; f(z) ek’ — cl K} (4.15)

ist abgeschlossen fiir jedes r € R. Schliellich sei f auf S nach unten beschrénkt, das heif3t, es existiert
ein y € RP mit
f(S) cy+ K. (4.16)

Bemerkung 4.4 Jeder konveze, abgeschlossene Kegel K € RP mit
K Cint K

erfillt die Bedingungen (4.18) und (4.14). Diese Bedingungen erfassen jedoch eine griflere Menge
zulissiger Oberkegel. Im skalaren Fall (p = 1) kann beispielsweise K=K= Ry gesetzt werden, so

daf$ das gewdhnliche Ekelandsche Variationsprinzip ein Spezialfall der Erweiterung von Tammer ist.
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Bemerkung 4.5 Firp =1 und K = K = R, sind die Forderungen (4.15) und (4.16) identisch mit
der unteren Halbstetigkeit

Die Mengen M, .= {x € X; f(x) <r} sind abgeschlossen fiir jedes r.
beziehungsweise der Beschrinktheit
fle)zy Vxes

der reellwertigen Funktion f.

Wir benutzen die folgende Modifikation des vektorwertigen Variationsprinzips. Sie ergibt sich als

Folgerung von Theorem 4.1 in [47].

Theorem 4.8 Sei X' ein Banachraum und f : X — RP eine vektorwertige Funktion definiert auf
X. Sei S eine nichtleere, abgeschlossene Teilmenge von X. Im Raum RP seien ein konvexer Kegel K
mit nichtleerem Inneren sowie ein Element k° € int K gegeben. Weiterhin sei K D K ein konvezer
Oberkegel von K mit den Eigenschaften (4.13), (4.14). Die Funktion f sei auf X nach unten halbstetig
beziiglich kO und K und auf S nach unten beschrinkt.

Dann existiert fiir jedes € > 0 und jedes xg € S mit

(f(wo) — ek — K\ {0}) N f(S) =0
ein re € S mit

(i) (f(ze) —ek® — K\ {0}) N f(S) =0,
(ii) [lze — oll < VE,
(iii) (fero(xe) = K\ {0}) N fero(S) =0,

wobei foo(x) == f(x) + ez — z||K°.

Bemerkung 4.6 Bemerkenswert ist, dafl im vektorwertigen Fuall eine zusdtzliche Bedingung an den
Punkt xo auftritt, die im skalaren Fall keine Entsprechung hat. Es geniigt also nicht, daff f(xq) ein
effizienter Punkt der Menge f(S) beziiglich K ist, vielmehr wird die Effizienz von f(xo) beziiglich eines
Oberkegels K gefordert.

FEine solche Eigenschaft wird in der Literatur als ,eigentliche® Effizienz von xo bezeichnet (vgl. [31],
Definition 2.2.1).
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Dieses Ekelandsche Varationsprinzip fiir vektorwertige Funktionen soll im folgenden zur Herleitung
einer Multiplikatorenregel fiir Naherunglosungen, die sich auf die Verwendung derivierter Mengen
stiitzt, dienen. Wir betrachten erneut das Optimierungsproblem, welches von Theorem 2.2 behandelt
wird. Fiir die Anwendbarkeit von Theorem 4.8 miissen die Anforderungen an die Aufgabe allerdings
etwas verschérft werden.

Betrachtet wird das Problem
fi(x) — K7 — Min!

iber z €S :={xe€ X| fa(x) € =Ko, f35(x) € —K3,2 € X}
unter den Voraussetzungen:

(V1) X ist ein reeller Banachraum.

(V2) X C X ist eine nichtleere Teilmenge von X. K1 C R™ | Ko C R™? und K3 C R™3 sind konvexe

Kegel, K1 und K5 haben ein nichtleeres Inneres, K5 und K3 sind abgeschlossen.
(V3) Die zuldssige Menge S ist abgeschlossen.
(V4) Ein Element k° € int K sei gegeben.
(V5) Gegeben sei weiterhin ein konvexer Oberkegel K O K mit den Eigenschaften (4.13) und (4.14).
(V6) fi: X — R™  fo: X — R™2, f3: X — R™2.
(V7) f1 ist auf X nach unten halbstetig beziiglich £ und K.
(V8) f1 ist auf S nach unten beschrénkt.

Die Aussage (iii) von Theorem 4.8 liefert einen effizienten Punkt der Menge f.zo0 1(S) beziiglich
K, wobei f.po : X — R™ definiert ist durch

fewo(@) = f(2) + ez —acl| [ om= |. (4.17)

Um Theorem 2.2 anwenden zu kénnen, miissen wir zunéichst einen K—Ableitungskegel D, o fiir
fero an der Stelle x. konstruieren.
Dazu sei angenommen, es wére eine K—Ableitungsmenge D fiir f an der Stelle z. gegeben. Wir

nehmen weiterhin an, dafl D die folgende Spezialbedingung erfiillt:
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(S1) Derivierte Menge mit linearer w—Funktion.
Jedem d € D kann ein h € X zugeordnet werden, so daf gilt: Fiir jedes n-Tupel {d*,...,d"} C D
werden die Anforderungen von Definition 2.4 durch die Funktion
w(t) = ajg—i-Ztihi V(t1,...,tn) € B (r)
i=1
erfiillt, wobei h' der zu d* gehorige Vektor ist (i = 1,...,n).
Gegeben sei ein n—Tupel {d,...,d"} C D. Fiir dieses existieren nach Definition 2.4 gewisse Gréfien
r>0,w: BY(r) — X und ¢: B}(r) — R™ mit
Flw®) = flae) =Y tid — |ltllot) € =K V(t1,...,tn) € BL(r). (4.18)
i=1
Gesucht ist nun ein n-Tupel {d’,...,d"}, so daB
Faro((8)) — furo(a2) zt di— o) € =K Viti,....ta) €BI(r).  (419)

Unter Beachtung von (S1) ergibt sich

fero (W(#)) = fero (z2) Zt dz — tlle(t)
= flw(®) thz [tlo(t) + Vellw(t) — zel|(k%,0™2,0m2) +

(K°,0m2,0™m2)

flw() = f(z) = Ztidi — itlle(?)

Y(ty,. .. tn) € B™(r).

Wegen ||S0 t:h?|| < SO0 tal| B fiir (4, ..., t,) € RY folgt

zn: tiht

i=1

i=1

Hieraus und aus (4.18) folgt dann

fero(w(t)) = fero (<) thz = litlle(?)

€ D tild +VER (K, 0m2,0m3) —di) = K V(t1,....tn) € BL(r).
1=1

)+ > tild -
=1

+ Ztl(dl -
=1

(K°,0m2,0m) € > ti[|h'|(k°,0m2,0m) = K V(t1,...,tn) € R}

d;)
d;)
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Setzen wir also

di = d' + e||h||(K°,0m2,0m3)  (i=1,...,n),

so ist (4.19) erfiillt.
Mithin ist die Menge D.xo C R™, die definiert ist durch

d + Ve|[h||(k°,0™2,0™3) € Do <= d € D,

eine K—Ableitungmenge fiir f.;o an der Stelle z. und nach Lemma 2.1 der Kegel convcone (Do) ein
K—Ableitungskegel fiir f.o an der Stelle x., sofern nur D € R™ eine K—Ableitungsmenge fiir f an
der Stelle z. mit der Eigenschaft (S1) ist.

Auch in einigen anderen Spezialfillen kénnen solche Transformationen angegeben werden, daf

{d},...,d"} die Bedingung (4.19) erfiillt.

(S2) Derivierte Menge mit Lipschitz—stetiger w—Funktion.
Jedem d € D kann eine Konstante L > 0 zugeordnet werden, so dafl gilt: Fiir jedes n—Tupel
{d*,...,d"} C D gibt es eine Funktion w nach Definition 2.4, die zusitzlich

llw(t —x€||<ZL1 Y(t1,....ty) € BTL(r)
erfiillt, wobei L! die zu d* gehorige Konstante ist. Dann wird durch

di=d' + VEL'(K°,0m2,0m3)  (i=1,...,n)
die Bedingung (4.19) erfiillt.

(S3) Derivierte Menge mit differenzierbarer w—Funktion.
Jedem d € D kann ein o’ € X zugeordnet werden, so daf} gilt: Fiir jedes n—Tupel {d*,...,d"} C

D gibt es eine Funktion w nach Definition 2.4, die zusétzlich

() =we + > _tiw" + |tls(t)  V(t1,...,tn) € BL(r)

i=1

mit limy o s(t) = 0 erfiillt, wobei w’® der zu d* gehorige Vektor ist. Dann wird durch
di = '+ VR (0,072, 0™)  (i=1,...,n)

zwar nicht die Bedingung (4.19) erfiillt, aber es gilt an deren Stelle eine Aussage der Form

fak“( ( )) fak“ 358 thl HtHQE ) €-K v(tlv"'vtn) EB:?(T)v
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wenn wir setzen
0(t) == o(t) + Vells(t)[| (K%, 0m2,0™2).

Es ist einzusehen, dafl wegen lim; o s(t) = 0 mit g auch g, die Bedingung (C) von Definition 2.4
erfiillt.

Ein Resultat, das man unter Verwendung von (S1) erhélt, ist das folgende.

Satz 4.9 Fir jedes € > 0 und jedes g € S mit
(fi(wo) —ek® = K\ {0™}) N f1(S) =0

eristiert ein x. € S mit

(i) (fi(zz) —ek® = Ky \ {0™}) N fi(S) =0,
(ii) ||z — w0l < VE,
(i1i) Fir jede K—Ableitungsmenge D C R™ fiir f an der Stelle x., die (S1) erfiillt, existiert
ein Multiplikator A € K7 x K3 x K3\ {0™} mit
(A d)
(A2, fa(ze)) = 0.

Y

—VEllhll(A, k%) Ve D,

Beweis. Nach Theorem 4.8 existiert ein . € X mit den Eigenschaften (i) und (ii) sowie

(fero 1 (<) = Ka \ 0™ }) N fepo 1 (5) = 0.

Daher gilt erst recht
(feko,l(z€> —int Kl) N feko,l(S) =0.

Nach den vorangegangenen Uberlegungen ist die Menge convcone (Do) C R™ ein K—Ableitungskegel
fiir f.r0 an der Stelle z., weil D € R™ eine K—Ableitungsmenge fiir f an der Stelle z. ist. Also folgt
aus Theorem 2.2 die Existenz eines Multiplikators A € K7 x K5 x K5\ {0™} mit

(A2, fa(ze)) =0

und

(Ade)y > 0 Vd. € convcone (Deyo),
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(A de)

Y

0 Vd. € Do,
O (d+ VEIRI(R, 072, 0m5))) > 0 Vde D,
(A d)

v

—Vellhll(A, k%) Vd e D.

Ahnliche Sitze lassen sich auch fiir die Spezialfille (S2) und (S3) angeben.

Es zeigt sich, daf} in vielen praktischen Féllen derivierte Mengen auftreten, die eine solche spezielle
Struktur haben. Dies trifft bereits unter den Voraussetzungen von Theorem 2.3 zu. Um dies zu zeigen,
setzen wir Ky := R, Ko := R} und K3 := {0™3}. In diesem Fall sei K ein entsprechender
Oberkegel von RY".

Dann ergibt sich das folgende Resultat als Folgerung von Satz 4.9.

Satz 4.10 Gegeben seien € > 0 und ein Punkt xqg € S mit

(fi(wo) — ek® — K\ {0™}) N f1(S) = 0.

Fiir jedes & € X mit |T — xol] < /& gebe es eine Menge Xo(Z) C X sowie eine Funktion Fi :

Xo(Z) — R™, die die folgenden Bedingungen erfiillen:
(@) Xo(Z) ist nichtleer und konvez.
(l;) F; 1 und F; o sind konvex, F; 3 ist affin.

(¢) Fiir jede Zahl n € N und jedes n—Tupel {z*,... 2"} C Xo(Z) gibt es ein r > 0, so dafs
T+ zn:tixi €X  Y(t,....ty) € BL(r)
i=1
gilt und die Funktion
(tr,...,tn) € BY(r) — f3 (55+ ih%) c R™s
i=1

stetig 1st.

(d) Fiir alle x € Xo(Z) gilt

Jimn sup [1(@ +az) = f1(T)

10 a S Fi,l(z)a
a



KAPITEL 4. MULTIPLIKATORENREGELN FUR NAHERUNGSLOSUNGEN 61

fo(@ + ax) — fo(7)

lim sup < Fio(x),
al0 a
lim fo@+az) - (&) _ F 3(x),
al0 a

und fiir jedes konvexe Polytop P C Xo(Z) ist die Konvergenz gleichmdfig fiir alle x € P.
Dann existiert ein x. € S mit

(i) (fi(ze) —ek® = RTN\{0™ ) N f1(S) =0,
(i) lxe — woll < VE,

(i1i) Es existiert ein Multiplikator X € R™ \ {0™} mit Ay > 0™, Ay > 0™2,

A Fe(2)) > —Vellzl|(A, k%) Vo e Xo(z.),
(A2, fa(xe)) = 0.

Beweis. Zunichst zeigen wir, daff fiir jedes £ € X mit ||Z — xo] < /e die Menge Fz(Xj) eine K-
Ableitungsmenge fiir f an der Stelle Z ist, die (S1) erfiillt.

Wie im im Originalbeweis von Theorem 2.3 (vgl. [5], Theorem 4.1) gezeigt wird, ist unter den dort
angegebenen Voraussetzungen (a) — (d) die Menge F'(Xy) eine K—Ableitungsmenge fiir f an der Stelle
70, wobei fiir jede Zahl n € N und jedes n—Tupel {F(z'),..., F(z")} C F(Xy) die Anforderungen in

Definition 2.4 von der Grofe r geméif (c), von der Grofie w definiert durch
w(t) == xo—l—Ztix" V(t1,...,tn) € B (r)
i=1

sowie von der Grofle o definiert durch

oft) = i (Fw(®) = fzo) = 3202, F(z™)), wenn (t1,....t,) € Bi(r) \ {0}
0, wenn  (t1,...,t,) =0

erfiillt werden.
Analog ergibt sich, da wegen (&) — (d) fiir jedes & € X mit ||Z—xo|| < /& die Menge Fj(Xo(Z)) eine K -
Ableitungsmenge fiir f an der Stelle 7 ist, deren w—Funktion fiir jedes n—Tupel {F(z!),..., F(2")} C

F;(Xo(z)) die Gestalt
w(t) = 5:—&—2151'30" V(t1,...,tn) € B (r)
i=1

besitzt. Mithin erfiillt F;z(Xo(Z)) die Spezialbedingung (S1), indem wir jedem d € Fz(Xo(Z)) einen
Punkt h € X¢(%) zuordnen, fiir den F3(z) = d gilt.
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Nach Satz 4.9 existiert ein Punkt z. € S, welcher (i) und (ii) erfiillt. Nach der vorangegangenen
Uberlegung ist wegen (ii) die Menge D = F,_(Xo(2.)) eine K—Ableitungsmenge fiir f an der Stelle x.,
die (S1) erfiillt. Somit existiert nach Satz 4.9 weiterhin ein Multiplikator A € R x R[> x R™3\ {0}

mit

(A2, fo(ze)) = 0,
(A F() > —Vellz|(Aa, k%) Vo e Xo(z.)

Die Struktur der Voraussetzungen fiir Satz 4.10 lehnen sich an die Voraussetzungen von Theo-
rem 2.3 an. Wie bereits erwihnt, erlaubt Theorem 2.3 weitere Spezialisierungen fiir den konvexen
(vgl. Satz 2.4) und den differenzierbaren Fall (vgl. Satz 2.5). Ebenso folgen aus Satz 4.10 die Sétze
4.11 (im konvexen Fall) und 4.12 (im differenzierbaren Fall).

Satz 4.11 Gegeben seien € > 0 und ein Punkt xqg € S mit
(fi(wo) —ek® = K\ {0™}) N f1(S) = 0.

Sei die Menge X konvex, seien die Funktionen fi und fo konvex und sei f3 affin.

Dann existiert ein T, € S mit

(i) (fi(ze) —ek® = R \{0™ ) N f1(S) =0,
(ii) |lwe — 2ol < VE,

(iti) Es existiert ein Multiplikator A € R™\ {0™} mit Ay > 0™, Ay > 02,

A f@) = (s filee) > —Velo—az||(A, k%) VzeX,
(A2, fa(ze)) = 0.

Beweis. Wie im im Beweis von Satz 2.4 (vgl. [5], Corollary 4.2) gezeigt wird, erfiillen unter den dort
angegebenen Voraussetzungen die Menge X := X — xo und die Funktion F(z) := f(x 4+ x9) — f(20)
die Voraussetzungen (a) — (d) von Theorem 2.3.

Aus analogen Griinden erfiillen unter den Voraussetzungen des zu beweisenden Satzes die Menge
Xo(Z) :== X — & und die Funktion Fj(z) := f(z + &) — f(&) die Voraussetzungen (i) — (d) von
Satz 4.10 und zwar fiir jedes beliebige T € X.
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Dann folgt aus Satz 4.10 die Existenz eines z. € S mit den Eigenschaften (i) und (ii), fiir das
dariiberhinaus gilt:

Es existiert ein A € R™ \ {0™} mit A; > 0™, Ay > 02,

(A2, fa(we)) =0

und

N flat) = flz)) = —Velel|(a,k%)  VoeX —a.,
M\ flata)) = (M, filze) > —Vellzll(M, k%) Ve e X —a,
N f@) = O, filee)) =2 —Vellz —ae||(A, k%) Vo e X,

Satz 4.12 Gegeben seien € > 0 und ein Punkt xqg € S mit
(fi(wo) —ek® = K\{0™}) N f1(8) = 0.

Die Funktion f sei auf der Menge {Z € X; ||Z — xo|| </} Fréchet—differenzierbar.
Dann existiert ein x. € S mit

(i) (fi(ze) —ek® = R\ {0™}) N f1(S) =0,

(i) [lze — oll < VE,

(iii) Es existiert ein Multiplikator A € R™ \ {0™} mit A\ > 0™, Ay > 0™2,

mi mao m3
Z A, fri(ze) + Z Aoy for (@) + Z s, [y (@)
k=1

i=1 =1

< Ve, KDY,

(A2, fa(ze)) = 0.

Beweis. Wie im im Beweis von Satz 2.5 (vgl. [5], Corollary 5.2) gezeigt wird, erfiillen unter den
dort angegebenen Voraussetzungen die Menge Xy := X und die Funktion F(z) := f'(zo)(z) die
Voraussetzungen (a) — (d) von Theorem 2.3.

Aus analogen Griinden erfiillen unter den Voraussetzungen des zu beweisenden Satzes die Menge
Xo(#) := X und die Funktion Fj(x) := f'(&)(z) die Voraussetzungen (a) — (d) von Satz 4.10 fiir jedes
beliebige Z € X' mit || — 20| < /2.
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Dann folgt aus Satz 4.10 die Existenz eines z. € S mit den Eigenschaften (i) und (ii), fiir das
dariiberhinaus gilt:

Es existiert ein A € R™ \ {0™} mit A; > 0™, Ay > 02,

(A2, fa(ze)) =0
und
A f'(@e) (@) = =Vel|z (A, k%) Vo e X
Aus Symmetriegriinden gilt daher auch
[N (@) (@))| < VElloll (A, k%) Vo e X.

Daraus folgt schlieflich

my ma m3
Z A, fri(ze) + Z Aoy for (@) + Z s, fo (@)
k=1

i=1 =1

*

S M Flia) @)+ 3 Ao Fhila) @) + S Dty fiyle) (@)
=1 k=1 =1
= sup |\ (@) (@))]

llzll=1

< Ve sup [lafl(h, k%)

llzll=1

= VE(,KO).

= sup
[ll|=1

Bemerkung 4.7 Satz 4.12 ist die Erweiterung eines bekannten Resultats von Ekeland (vgl. [11],

Theorem 3.1) fiir Probleme mit vektorwertigen Zielfunktionen. Die dort verwendete Regularititsbedin-
gung

Die Fréchet-Ableitungen f3, (z) (k € I(z)) und f5,(x) (I € {1,...,m3}) sind fiir jedes x
mit ||z — zo|| < /€ linear unabhingig.
(Hierbei sei I(z) :={k € {1,...,ma}| fax(z) = 0}.)

sichert auch im Fall von Satz 4.12 in (i) die Existenz eines Multiplikators A mit Ay # 0™,

Beweis. Wire in (iii) Ay = 0™, so wiirde folgen

D Aok fal@e) + > Aau, fiy(ae) = 0.

k=1 =1
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Aus (Mg, fa(x:)) = 0 ergibt sich Ao, =0 (k € {1,...,ma} \ I(z:)). Also wire

Z )‘Qkafék(‘ré‘) + Z)‘glafél(xf) =0.
=1

kel(x:) =

Wegen der linearen Unabhéngigkeit der Funktionale f}, (z.) (k € I(x.)) und f3,(z) (1 € {1,...,m3})

miilte dann gelten

0 (/{ZGI(.Z‘E)),

>

N

o
I

Asp = 0 (le{l1,...,ms}).

Dies widerspricht aber A = (A1, A2, Ag) # 0™. |



Kapitel 5
Regularititsbedingungen

5.1 Eine notwendige und hinreichende Regularititsbedingung

Beim Studium Lagrangescher Multiplikatorenregeln in ihrer Grundform, bestehend aus Stationaritéts—
und Komplementarititsbedingung, — betrachten wir etwa Theorem 4.2 — bemerkt man, dafl es

zunichst keine Aussage gibt, die sichert, daf in der Lagrange—Funktion

L\, x) = (A1, f1(2)) + (A2, f2(2)) + (A3, f3(2)) (5.1)

der zur Zielfunktion gehorige Multiplikator A; nicht verschwindet. Falls dieser gleich Null wiire, bliebe
die Aussage der Multiplikatorenregel zwar theoretisch richtig; praktisch wiirde sie allerdings kaum
noch anwendbar sein, weil die Lagrange-Funktion keine Beziehung mehr zur Zielfunktion besitzt.
Die entstehende notwendige Optimalitdtsbedingung wire somit viel zu schwach, um die Menge der
effizienten Punkte hinreichend griindlich zu beschreiben.

Eine Bedingung, mit deren Hilfe das Verschwinden von A; verhindert werden kann, heifit oft
Regularititsbedingung. Fiir die in Kapitel 1 vorgestellte klassische Lagrange—Regel ist beispielswei-
se vorauszusetzen, dafi die Ableitungen der Funktionen t; (i = 1,...,k), die in (1.20) auftauchen,
voneinander linear unabhénig sind, um in (1.21) den Multiplikator vor der Zielfunktion ¢ von Null
verschieden (in diesem Fall gleich Eins) wiihlen zu konnen.

Fiir die Brecknersche Multiplikatorenregel (Theorem 2.2) existierte bislang keine solche Regula-
ritidtsbedingung. Fiir den von Hestenes eingefiihrten Begriff derivierter Mengen (vgl. Definition 2.1)

und die damit in [19] hergeleitete Multiplikatorenregel wird allerdings eine derartige Bedingung ange-

66
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geben (vgl. [19], Corollary im Anschlul an Theorem 10.1).

Basierend auf der Hestenesschen Bedingung habe ich eine Regularitdtsaussage fiir die Multiplika-

torenregel von Breckner aufgestellt.

Wir bezeichnen die Eingangsdaten der von Theorem 2.2 betrachteten Aufgabe

e als reguldr, wenn es einen Multiplikator A gibt, fiir den Ay # 0™ gilt;

e als irreguldr, wenn fiir jeden moglichen Multiplikator A stets Ay = 0™ gilt.

Es sei an die Festlegung in (2.21) erinnert. Dann gilt die folgende Aussage:
Theorem 5.1 FEs seien die Voraussetzungen von Theorem 2.2 erfiillt.

a) Ezistiert ein Punkt a € R™, so daf$

omez ¢ D+ K1 x L* x Kg, (52)
oma

so existiert ein Multiplikator X = (A1, A2, A3) gemdfS Theorem 2.2 mit Ay # 0™,

b) Gilt hingegen fiir alle a € R™

omez eD+ K1 x L* x Kg, (53)
0

so gilt fiir alle Multiplikatoren A = (A1, A2, A3), die die in Theorem 2.2 genannten Eigenschaften

besitzen, stets Ay = 0™
Beweis. a) Falls ein solcher Punkt existiert, so besitzt er eine Darstellung
(@, 02,0™3) =2 — A
mit

X S D+K1XL*XK3,

-\ € —[D+K;xL*x Kj]*
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und (A, z) = 0. Es folgt A # 0™, denn sonst wire (a,0"2,0™3) = € D + Ky x L* x K3, was (5.2)
widerspricht.

Wegen D C D+ K; x L* x K3 erhalten wir [D + K; x L* x K3]" C D*, mithin gilt A € D*, das heifit
(A\d)>0 Vd € D.

Wegen Kq x L* x K3 C D+ K; x L* x K3 erhalten wir [D + K3 x L* x K3]" C K{ x L x K}, mithin
gilt
Ae K{ x L xKj.

Schliellich haben wir
(A1, a) = (A, (a,0™2,0™9)) = (A, z) — (A, A) = —[[]AI> < 0.

Also muf} gelten Ay # 0.
b) Zu beliebigem a € R™* gibt es wegen (5.3) einen Vektor (x1,z2,23) € K1 X L* x K3, so dafl

((Z, Omz,OmS) - ($1,SC2,IL'3) eD.

Sei A = (A1, A2,A3) € K x L x K3\ {0™} ein Multiplikator mit den in Theorem 2.2 genannten

Eigenschaften. Dann folgt:

<>\a (a7 0™ ) Oms) - (1'1; Z2, :E3)>

v

0,
<)\13a> Z <)\13:E1> + <)\2)$2> + <)\3,.T3>7

<)\1, a) 0.

Y

Man wéhle ein spezielles a € —int K;. Fiir dieses gilt obige Aussage und wegen
<A17y>20 Vyel{l

sogar (A1,a) = 0.
Wir betrachten nun die Abbildung (A1, .) : R™ — R. Diese ist nichtnegativ auf dem Bereich K; und
verschwindet in einem inneren Punkt dieses Bereiches, ndmlich in —a € int K. Eine lineare Funktion

mit einem solchen Verhalten ist zwangsléufig identisch Null. Also folgt A; = 0™. ]

Bemerkung 5.1 Beim Beweisteil b) wird nur ausgenutzt, daf$ es ein spezielles a € —int Ky gibt,

welches (5.3) erfillt. Die Forderung, daf8 (5.3) fir alle a € R™' gelten soll, erscheint daher unnétig
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scharf zu sein. In der Tat sind jedoch beide Bedingungen dquivalent:

Sei a € —int K7 ein Punkt, fiir den gilt
(@,0m2,0m) e D+ K1 x L* x K.

Dann gibt es fiir jeden Punkt a € R™! eine Zahl k > 0, so dafl @ + ka € —K;. Mithin gilt

k(a,0m2,07) (@0™2,0™) — (@ + ka,0™2,0™)

m

(D+K1XL*XK3)+(K1XL*XK3)

- D—f—KlXL*XKg.

Da D + K7 x L* x K3 ein Kegel ist, folgt hieraus (5.3) fiir beliebiges a € R™'.

Die andere Richtung der Aquivalenz ist trivial.

Bemerkung 5.2 Die Bedingung in a) ist notwendig und hinreichend fiir die Reguldritit der Daten
des betrachteten Problems. Einerseits sichert das Erfiilltsein von a) die Existenz eines Multiplikators
fiir die Brecknersche Regel, dessen erste Komponente nicht verschwindet. Andererseits wird im Falle

der Verletzung von a) sofort die Bedingung in b) erfillt, so daff Irregularitit folgt.

5.2 Diskussion in Spezialfillen

Wir wollen in diesem und im folgenden Abschnitt die Regularitétsbedingung von Theorem 5.1 auf die
in Abschnitt 2.2 vorgestellten Anwendungen der Brecknerschen Multiplikatorenregel (Theorem 2.3,
Sétze 2.4 und 2.5) iibertragen.

Bei diesen Satzen besitzen die auftretenden derivierten Mengen eine spezielle Struktur. Fiir solche
Strukturen sind allerdings bereits einige andere Regularitdtsbedingungen bekannt. Von besonderem
Interesse wird daher sein, wie sich die Anwendungen von Theorem 5.1 in Bezug auf die bekannten
Bedingungen verhalten.

Auffallig ist zunéchst, dafl die vorhandenen Regularitdtsbedingungen lediglich auf Eigenschaften
der Restriktionsmenge .S zuriickgreifen, wihrend Theorem 5.1 auch die Zielfunktion f; mit einbezieht.
Zur Abkiirzung werden Regularitdtsbedingungen, die ausschlieflich Anforderungen an S stellen, im
folgenden als constraint qualifications bezeichnet. (Es gibt leider keine deutsche Entsprechung fiir die-
sen Begriff.) Vom informationstheoretischen Standpunkt aus ist zu erwarten, daf die Bedingungen, die
auch Eigenschaften der Zielfunktion betrachten, eine griindlichere Charakterisierung der Reguléritit

erlauben.
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Wir beginnen mit einer Anwendung der Regularitdtsbedingung in Satz 5.1 auf die Verhiiltnisse der

Multiplikatorenregel von Theorem 2.3.
Satz 5.2 Es seien die Voraussetzungen von Theorem 2.8 erfillt.
a) Existiert ein Punkt a € R™, so daf$

a
ome | ¢ cone (F(Xo) + BT x L* x {0™}), (5.4)
oms

so existiert ein Multiplikator A = (A1, A2, A3) gemdfS Theorem 2.8 mit Ay # 0™,
b) Gilt hingegen fiir alle a € R™

a
0m2 | € cone (F(Xo) + R x L™ x {0™}), (5.5)
oms
so gilt fiir alle Multiplikatoren A = (A1, A2, \3), die die in Theorem 2.3 genannten Eigenschaften

besitzen, stets Ay = 0.

Beweis. Theorem 2.3 folgt aus Theorem 2.2 unter Verwendung von D := convcone (F(Xy)), K1 :=
R, K5 := R} und K3 := 0™3. Man verfahre analog in Theorem 5.1.

Zu zeigen bleibt
conveone (F(Xo)) + R x L™ x {0™*} = cone (F(Xo) + R x L* x {0™}).
Wegen cone (F(Xg)) C convecone (F(Xy)) folgt sofort

conveone (F(Xo)) + Ry x L* x {0™*} D cone (F(Xo))+ R x L™ x {0}

= cone (F(Xo) + R x L™ x {0™2}).

Andererseits ist die Menge F'(Xo) 4+ R x L* x {0™3} wegen der Konvexitét der Funktion F' und der
Menge X konvex und mithin cone (F(Xo) + R x L* x {0™3}) ein konvexer Kegel. Dieser Kegel
enthilt sicher die Menge F(Xj). Also folgt

convcone (F'(Xo)) C cone (F(Xo) + R x L™ x {0™2})
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und somit

convcone (F(Xo)) + R x L™ x {0™3} C cone (F(Xo) + R x L* x {0™2}).

Im Fall Ky = R'" hat der Kegel L* die Gestalt
L ={y= @, - ym,) € R™| yp = 0Vk € Lo}, (5.6)

wobei Iy := {k € {1,...,ma}| for(zo) = 0} die Indexmenge der in xy aktiven Ungleichungsnebenbe-

dingungen bezeichne. Dann lassen sich (5.4), (5.5) folgendermafien interpretieren.

Korollar 5.3 Es seien die Voraussetzungen von Theorem 2.3 erfiillt.

a) Ezistiert zu einem Punkt a = (a1,...,am,) € R™ kein Paar (a,z) € Ry x Xo, welches das
System
CYFM(,T) < a4 (’i: R ,ml)
aFyy, (m) < 0 (k S Io) (57)
aFs(z) = 0 l=1,...,m3)

lost, so existiert ein Multiplikator A = (A1, A2, A\3) gemdfl Theorem 2.3 mit Ay # 0™.

b) Existiert hingegen fiir alle a € R™ eine Losung (a, x) € Ry x Xo des obigen Systems, so gilt fiir
alle Multiplikatoren A = (A1, A2, A3), die die in Theorem 2.3 genannten Eigenschaften besitzen,
stets A\ = 0™,

Bemerkung 5.3 Wie in Bemerkung 5.1 vorgefithrt wird, laft sich auch hier zeigen, dafS die Voraus-
setzungen von b) genau dann erfillt sind, wenn das System (5.7) fiir ein spezielles a = a € —int R,
das heifst a; <0 (i =1,...,m1), eine Lisung (o, x) € Ry X Xo hat.

Dariiberhinaus reicht es aus, anstelle der Losbarkeit von (5.7) lediglich die Lisbarkeit des Systems
Fll(z) < q (i:1,...,m1)

Fo(z) < 0 (k € Io) (5.8)

Fy(x) = 0 (l=1,...,m3)
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fiir ein a = a € —int R zu verlangen. Es gilt ndmlich: Das System (5.7) hat genau dann fir alle
a € R™ eine Losung, wenn (5.8) fiir wenigstens ein a = a € —int R["" eine Losung besitzt. Dies sieht
man wie folgt:

Sei @ € —int R} und & € X, eine Losung von (5.8) mit a = @, das heifit

F;(Z)

IN

di (iil,...,ml)
Fo(z) < 0 (k€ l)

Fy(z) = 0 (l=1,...,m3)
Fiir jedes a € R™* gibt es eine Zahl k > 0, so da8 a@ + ka € —R'"". Mithin gilt
Fu(:i)gdigmai (i=1,...,m1).

Somit ist (1,%) € Ry x X eine Losung von (5.7), und eine solche Losung existert fiir jedes a € R™.
Nun nehmen wir an, (5.7) sei fiir jedes a € R™* lésbar. Dann gibt es insbesondere fiir a = @ € —int R}
eine Losung (o, x) € Ry x Xp. Es folgt sofort o > 0. Damit ist € Xy eine Losung von (5.8) fiir

a =

R |~

i€ —int R

Der Regularitétsbedingung von Korollar 5.3 wollen wir die folgende Aussage in Form von cons-
traint qualifications gegeniiberstellen. Es ist eine Bedingung iiber innere Punkte, wie sie iiblicherweise
verwendet wird, wenn die Eingangsdaten, wie hier, konvex sind. Wir werden zeigen, daf} diese cons-
traint qualifications lediglich sicherstellen, dafl die Bedingung a) in Korollar 5.3 erfiillt wird, aber im

Fall ihrer Verletztheit keineswegs Irregularitit vorliegen musf.
Satz 5.4 Zusdtzlich zu den Voraussetzungen von Theorem 2.3 gelte:

o Es gibt ein T € int Xy mit

e Die (affinen) Funktionen F3 (I =1,...,ms) sind linear unabhdingig.
Dann ezistiert ein Multiplikator A = (A1, A2, A\3) gemdff Theorem 2.8 mit Ay # 0™,

Beweis. Angenommen, in Korollar 5.3 wire a) verletzt. Dann gibt es fiir alle a € R™! eine Losung

von (5.7). Also existiert insbesondere fiir ein @ = (@1,...,adm,) € R™ mit a; <0 (i =1,...,mq) ein
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Paar (&, %) € Ry x Xo mit

aFy,;(Z)

A\

S
<
—

~

\
\:—‘
3
il

() < 0 (ke ),

aFy(®) = 0 (I=1,...,ms).

Nach Theorem 2.4 gibt es einen Multiplikator A = (A1, A2, Az), A # 0™ mit A\y; > 0 (i =

und Ao, >0 (k=1,...,ma), so daB gilt

(MF(x) > 0 Vze X,

(A2, fa(wo)) = 0.

Hieraus folgt einerseits Ao, =0 (k € {1,...,ma} \ Ip) und andererseits
ma m3
Z AliFli(l') + Z /\QkFQk(Z‘) Z /\31F31(35) >0 Vo € Xo.
i=1 kelo =1

Fiir z = % folgt aus (5.9)

mi
Z MiF1i(2) >0
i=1

und somit
ma ma
ZAli&i > dz MiFu(2) >0,
i=1 i=1
woraus sich mit a@; <0 (¢ =1,...,mq) sofort A\;; =0 (i =1,...,mq) ergibt.

Weiterhin liefert z = Z in (5.9) die Aussage
Z Aok For (Z) > 0,
kel

was Aok, = 0 (k € Iy) bedeutet.

So reduziert sich (5.9) zu

ms
Z/\gngl(x) >0 Vo € Xo.
=1

1,...

73

7m1)

(5.10)

Da die affine Abbildung >, A3 F5;(.) auf dem Gebiet X nichtnegativ ist und in einem inneren Punkt

dieser Menge, ndmlich in T verschwindet, ist sie identisch Null. Wegen der linearen Unabhéngigkeit

der Funktionen F3; (I =1,...,mg3) folgt hieraus A5y =0 (I =1,...,ms3).
Mithin ergibt sich der Widerspruch A = (A1, A2, A3) = 0™.
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Die Anforderungen von Satz 5.4 sind hinreichend, aber nicht notwendig fiir die Regularitit der
Daten des betrachteten Problems. Auch wenn diese Voraussetzungen an X, F» und Fj3 nicht erfiillt
sind, kann es durchaus vorkommen, dafl das gesamte Problem regulér ist, wenn auch nur fiir bestimmte

Zielfunktionen. Man beachte das folgende Beispiel:
Beispiel 5.1 X =R?>; m; =1, my =3, mg =0

fi(z) =20 — min

fo(z) = —x < 0
S=qx=(v1,22) € R*| for(z) = - < 0
fos(z) = —(1—21)*+22 < 0O

Wir betrachten als Optimalpunkt x° = (1,0). Fiir diesem Punkt ist Iy = {2, 3}.

Die auftretenden Funktionen sind sdimtlich differen-
zierbar. Fiir solche Funktionen gilt Theorem 2.3 mit
Xo = X und F(z) = f'(z9)(z) (vgl. Beweis von
Satz 2.5). Also sei:

]

P2
Xo = R% 2 < (1— 1)
Fi(z) = a3, 21 >0
S
Fo(x) = -, 20 x1
@
F22 (ZL') = —x2, L2 > 0
F23 (ZL') = Z9.
Offenbar sind die constraint qualifications von Satz 5.4 hier nicht erfillt:
Foo(Z) = —22 < 0,
Es gibt kein & = (71, 7») € R? mit 22(2) 2
Fo3(Z) = o < 0.
Wohl aber sind die Voraussetzungen fiir a) in Korollar 5.3 gegeben, wenn a = —1 gewdhlt wird:
aFi(z) = ax < -1,
Es gibt kein (o, z) € Ry x R? mit aFy(z) = —azs < 0,
aFyz(x) = o < 0
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Das hat zur Folge, daf$ das betrachtete Beispiel tatsdchlich regulir ist. Beispielsweise erfillt der Mul-
tiplikator X = (1,0,1,0) (beachte: A\ # 0) die Anforderungen von Theorem 2.5.
Es gibt jedoch Zielfunktionen tber S, so dafS das Beispiel irrequldr ist. Man betrachte etwa

fl(x) =1z + 29 b2w. Fl(x) =1z + T9.

Dann tritt der Fall b) von Korollar 5.3 ein:

aFy (x = oz +zx < a,
Fiir jedes a € R™ lost das Paar (o, x) (@) (1 2)
) CYFQQ (m) = —QaIy < 0,
mit &« =1 und = = (a,0) das System
aFys(x) = axs < 0

Hier zeigt sich auch der generelle Unterschied zwischen Regularitdtsbedingungen nach der He-
stenesschen Idee, wie der in Theorem 5.1 verwendeten, und den so hdufig vorkommenden constraint
qualifications. Letztere sind stets so angelegt, dafl sie die Regularitédt der Aufgabe sichern, welche
Gestalt die Zielfunktion auch immer besitzt. Eine tiefgriindigere Aussage ist auch nicht zu erwarten,
da in die constraint qualifications keine Information iiber die Zielfunktion einfliefit. Selbstversténdlich
ist es moglich, die in Satz 5.4 gestellten Bedingungen weiter abzuschwéichen und dennoch die Regu-
laritat zu sichern. Welche Bedingungen wir aber auch an die GroBlen X, F> und Fj stellen, es wird
permanent Félle geben, in denen diese constraint qualifications verletzt sind, obwohl das Problem fiir

die vorliegende Zielfunktion regulér ist.

Beispiel 5.2 Gegeben sei eine — wie immer geartete — Regularititsbedingung fiir das Problem vom
Theorem 2.3, bei der nur die Figenschaften von Xg, Fs und F3 Verwendung finden. Sei S eine zuldssige
Menge entsprechend dieser Aufgabenstellung, zu der man Grifien Xo, Fy und Fs finden kann, die die
gegebene Regularitdtsbedingung verletzen. Auf dieser Menge S betrachte man eine triviale Zielfunktion
f1 mit Fy = 0™ . Dann ist jedes A = (A1,0™2,0™3) mit \y € R \ {0™} ein Multiplikator, der die

in Theorem 2.8 genannten Eigenschaften besitzt; die Gesamtdaten sind mithin reguldr.

Aus diesen Uberlegungen kann man den folgenden Schluf ziehen:
Ein grundlegendes Merkmal aller constraint qualifications ist, daf sie regelméfig zu harte Anforde-
rungen an die Nebenbedingungen stellen. Dies ist typisch fiir solche Regularitdtsbedingungen, die die
Gestalt der Zielfunktion ignorieren.
Derartige Bedingungen sichern hinlénglich die Regularitit der Aufgabe. Im Falle ihrer Verletzheit sind

die Daten keineswegs notwendig irregulér.
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Eine moglichst schwache constraint qualification liegt dann vor, wenn man zeigen kann, daf es bei
Verletzung dieser mindestens eine Zielfunktion gibt, fiir die auch die Gesamtdaten irregulir sind. Ei-
ne weitere Abschwéchung der Voraussetzungen ist bei Regularitdtsbedingungen dieses Typs generell

nicht moglich.

5.3 Weitere Spezialisierungen

Abschlieend werden wir beide Typen von Regularitdtsbedingungen auf die Verhéltnisse im konvexen
und im differenzierbaren Fall iibertragen.

Wir beginnen mit dem konvexen Fall. Das Analogon zu Korollar 5.3 lautet hier:

Satz 5.5 Es seien die Voraussetzungen von Satz 2.4 erfiillt.

a) Ezistiert zu einem Punkt a = (a1,...,am,) € R™ kein Paar (a,z) € Ry x X, welches das
System
a(fri(x) = fulzo) < ai  (i=1,...,m1)
afgk(x) < 0 (k S Io) (511)
afy(z) = 0 (l=1,...,m3)

lost, so existiert ein Multiplikator X = (A1, A2, A3) gemdf Satz 2.4 mit Ay # 0™,

b) Eumistiert hingegen fiir alle a € R™ eine Lisung (a,x) € Ry x X des obigen Systems, so gilt fiir
alle Multiplikatoren X\ = (A1, A2, A3), die die in Satz 2.4 genannten Eigenschaften besitzen, stets
AL =0m1,

Beweis. Satz 2.4 folgt aus Theorem 2.3 unter Verwendung von Xy := X — z¢ und F(z) := f(z +

x0) — f (o). Damit spezialisiert sich (5.7) zu (5.11), wenn man beachtet, daf for(z0) =0 (k € Ip) und
fa(zo) =0 (1 =1,...,m3). |

Bemerkung 5.4 Als Spezialisierung von Bemerkung 5.3 ergibt sich hier:

Das System (5.11) hat genau dann fir alle a € R™ eine Lisung (o, x) € Ry x X, wenn das System

fri(z)
fgk(x) < 0 (k S Io) (512)

falx) = 0 (l=1,...,m3)

IN

a; (iil,...,ml)
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(s

fiir wenigstens ein a = a € fi(xo) —int R, das heift a; < fii(xo) (i = 1,...,m1), eine Lisung

x € X besitzt.
Die entsprechenden constraint qualifications lauten im konvexen Fall:
Satz 5.6 Zusdtzlich zu den Voraussetzungen von Satz 2.4 gelte:
o Es gibt ein & € int X mit
fau(@) < 0 (k € Iy),
fa(@ = 0 (l=1,...,m3).
e Die Funktionen f3 (I=1,...,ms) sind linear unabhingig.

Dann ezistiert ein Multiplikator A = (A1, A2, A\3) gemdfl Satz 2.4 mit Ay # 0™,

Beweis. Die Behauptung folgt unter Verwendung von Xg := X — 29 und F(x) := f(z + zo) — f(x0)

sofort aus Satz 5.4.
Im Fall differenzierbarer Funktionen ergibt sich aus Korollar 5.3:

Satz 5.7 Es seien die Voraussetzungen von Satz 2.5 erfiillt.

a) Existiert zu einem Punkt a = (a1,...,am,) € R™ kein x € X, welches das System
fli@o)(@) < a;  (i=1,...,m1)
for(mo)(@) < 0 (k€
foalzo)(@) = 0 (I=1,...,ms)

lost, so existiert ein Multiplikator X = (A1, A2, A3) gemdf Satz 2.5 mit Ay # 0™,

(5.13)

b) Emistiert hingegen fiir alle a € R™ eine Losung x € X des obigen Systems, so gilt fiir alle

Multiplikatoren N = (A1, A2, A3), die die in Satz 2.5 genannten FEigenschaften besitzen, stets

AL =0m1,

Beweis. Satz 2.5 folgt aus Theorem 2.3 unter Verwendung von Xy := X und F(z) := f'(zo)(x). Wegen

der Linearitit von f’(zo) spezialisiert sich (5.7) zu
fli(xo)(az) < a;  (i=1,...,m1)
fop(@o)(ax) < 0 (k € Ip)

fa(xo)(ax) = 0 (1=1,...,m3).
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Wir kénnen das Variablenpaar (a,z) € Ry x X durch eine einzige Variable y € X mit y = ax

substituieren. [

Bemerkung 5.5 Aus Bemerkung 5.3 folgt:
Das System (5.11) hat bereits dann fir alle a € R™ eine Ldsung, wenn es fir wenigstens ein a €

—int R"" eine Losung besitzt.

Es ergeben sich die folgenden constraint qualifications:
Satz 5.8 Zusdtzlich zu den Voraussetzungen von Satz 2.5 gelte:

o Es gibt ein T € X mit

for(z0)(Z) < 0 (k € Ip),

falzo)@) = 0 (I=1,...,mg).
e Die Ableitungen f5,(zo) (I =1,...,m3) sind linear unabhingig.
Dann ezistiert ein Multiplikator A = (A1, A2, \3) gemdfl Satz 2.4 mit Ay # 0™,

Beweis. Man verwende in Satz 5.4 Xo = X und F(z) = f'(x0)(x). |



Nachwort

Die vorliegende Dissertation entstand in den Jahren 1996 bis 1999 wéhrend meines Promotionsstu-
diums am Institut fiir Optimierung und Stochastik im Fachbereich Mathematik und Informatik der
Martin-Luther—Universitat Halle-Wittenberg.

Mit der Thematik der dervierten Mengen bei multikriteriellen Optimierungsaufgaben habe ich
mich bereits seit dem Jahr 1995 befaf3t. Wihrend der Untersuchungen zur Anfertigung der Diplom-
arbeit stand die Arbeit mit den im Jahre 1994 von Breckner [3] eingefiihrten K—Ableitungskegeln im
Vordergrund.

Damals gelang es mir, ein Resultat, welches in [3] (Proposition 2.2) sowie in [37] (Lemma 3.4)
jeweils als Folgerung eines Satzes von H. Tuy ([52], Theorem 1) verwendet wurde, auf einem direkten
Weg zu beweisen, so dafl der Inhalt dieses Resultats auch ohne Riickgriff auf die von Tuy betrachtete
Theorie der Ungleichungssysteme dargestellt werden konnte (vgl. [43]).

Ein weiteres Ergebnis dieser Arbeiten war die Herleitung einer allgemeinen Transformation der

zuldssigen Menge, die als

{z € X| fa(z) € — K3, f3(x) € —K3}

(Ko € R™, K3 € R™ int Ko # () gegeben ist, in eine Menge der Gestalt
{SC S X| fg(x) € 7[7{2, fg(l‘) = Ok}

(k € [0,m3], Ko C R™%k int Ky # (). Diese Transformation erlaubte unter anderem die Angabe
der zweiten Komplementarititsbedingung fiir die Brecknersche Multiplikatorenregel. Dargestellt ist
dies in [6] und [44]. Andererseits erwies sich die Umwandlung der Relation f3(z) € —K3 in einfache
Gleichungen f3;(x) = 0 (i = 1,...,k) als hilfreich beim Umgang mit dem Beweis der Multiplika-
torenregel. Dadurch konnte das oben beschriebene Resultat ([3], Proposition 2.2) iiber nichtlineare

Ungleichungssysteme durch einen Auflosungssatz fiir Gleichungssysteme ersetzt werden, was wir auch

79
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in dieser Arbeit (siche Abschnitt 2.3) ausgenutzt haben.

Die im Verlauf des Diplomstudiums gewonnenen Ergebnisse fanden auch Eingang in das am In-
stitut betriebene und von der DFG geforderte Forschungsprojekt ,,Ekelandsches Variationsprinzip
und Optimalitéitsbedingungen in der Optimierung / Optimalen Steuerung“ unter Leitung von Herrn
Prof. Gopfert.

Zu Beginn meines Promotionsstudiums hatte ich mich eingehender mit notwendigen Optimalitéts-
bedingungen fiir Niherungslosungen von multikriteriellen Aufgaben beschiftigt. Eine gute Ubersicht
iiber die unterschiedlichen Begriffe von ndherungsweiser Effizienz findet man in [54]. Einblicke in die
Struktur solcher Optimalitdtsbedingungen gewihrten Arbeiten wie [30], [38], [46], [53] und [55]. Ei-
nige dieser Arbeiten beschéftigen sich lediglich mit skalaren Aufgabenstellungen. Dennoch erwiesen
die resultierenden Multiplikatorenregeln als hilfreich, da wesentliche Eigenschaften solcher Aussagen
bereits hier auftraten. Die daraus gewonnenen Erkenntnisse habe ich in Abschnitt 4.2 dargestellt.

Einige Autoren, etwa [17], [30] oder [33], benutzten das Variationsprinzip von Ekeland zur Herlei-
tung néherungsweiser Optimalitéitsbedingungen. Insbesondere findet man bei Loridan [30] eine For-
mulierung des Variationsprinzips fiir vektorwertige Funktionen. Mit Hilfe dieser Methode gelangte ich
zu den in Abschnitt 4.3 aufgefiihrten Multiplikatorenregeln.

Die Theorie der derivierten Mengen erlaubt auch Anwendungen bei Problemen der optimalen
Steuerung (siehe [4]). Erwiigenswert wiire fiir die Zukunft, unter Anlehnung an die Resultate von Ab-
schnitt 4.3, nach Optimalitéitsbedingungen fiir Ndherungslésungen solcher Steuerprobleme zu suchen.

Die Untersuchungen zur Struktur niherungsweiser Optimalitdtsbedingungen fithrten mich auch zu
Erkenntnissen, die in dieser Arbeit keine Beriicksichtigung fanden, weil zun#chst keine Beziehungen
zu den derivierten Mengen erkennbar war: In einer Arbeit von Vilyi [53] werden die e-Optimalitéts-
bedingungen fiir eine vektorwertige Aufgabe in Form von e—-Sattelpunktaussagen angegeben. Weiter-
hin wird dort eine e-Dualitéitstheorie fiir diese Aufgabe entwickelt. In Analogie zu den Resultaten
von Valyi lassen sich ndherungsweise Sattelpunktaussagen auch fiir das von Tammer/Tammer ([48],
[49]) betrachtete vektorwertige Approximationsproblem nachweisen (vgl. [50]). Gemeinsam mit Frau
Prof. Tammer und Herrn Prof. Breckner ist hierzu eine Verdffentlichung geplant (siehe [7]).

FEine andere Anwendung des Variationsprinzips im Zusammenhang mit nidherungsweisen Tren-
nungssétzen (siehe auch [28]) habe ich in [16] vorgestellt.

Bei den in Kapitel 3 festgehaltenen Ableitungseigenschaften des Brecknerschen K—Ableitungskegels
handelt es sich um solche, die zum Teil bekannt oder in miindlichen Ertrterungen und Diskussionen

zumindest vermutet worden waren. Jedoch waren dieser Eigenschaften bislang nicht schriftlich fest-
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gehalten worden. Aus diesem Grunde hielt ich es fiir angebracht, die entsprechenden Aussagen hier
aufzufithren und zu beweisen. Fiir Vermutungen, die sich als unzutreffend herausstellten, habe ich
Gegenbeispiele angegeben.

Besonders bemerkenswert fand ich die Tatsache, dafl zwar jede einzelne Richtungsableitung einen
derivierten Kegel erzeugt, nicht aber eine Kollektion aus mehreren Richtungsableitungen. Denkbar
wiére eine weitere Untersuchung der Zusammenhénge der derivierten Kegel mit modernen Ableitungs—
oder Subdifferentialbegriffen und den damit formulierten Optimalitidtsbedingungen (vgl. [10], [12], [13],
[20], [21], [22)).

Im Kapitel 5 habe ich, durchaus einmal abseits der Theorie derivierter Mengen, Gedanken iiber
Regularitdtsbedingungen, die sowohl notwendige als auch hinreichende Aussagen liefern kénnen, ge-
dufert. Es fiel mir auf, daf die Hestenessche Regularititsbedingung in [19] seither nur unwesentliche
Beachtung gefunden hat. Andererseits wird die Suche nach moglichst schwachen Regularitéitsbedin-
gungen verstirkt fortgesetzt. In [25] beispielsweise wird fiir die (hinreichende) Reguldrititsbedingung
von Kurcyusz, Robinson und Zowe gezeigt, daf} sie derart schwache Anforderungen stellt, daf§ bereits
eine leichte Abwandlung dieser Bedingung im Fall der Regularitit notwendigerweise erfiillt sein muf.
Ich habe dargestellt, warum bei Regularititsbedingungen ohne Einbeziehung von Aussagen iiber die
Zielfunktion stets eine Diskrepanz zwischen notwendiger und hinreichender Bedingung besteht.

Regularititsaussagen tauchen in der jingeren Literatur ([34], [26], [27], [51]) immer hdufiger ver-
eint mit dem Begriff der metrischen Regularitdt auf. Es stellt sich die Frage, ob sich auch mit den
Bedingungen von Hestenesschen Typ eine solche Verbindung herstellen 148t; insbesondere, ob diese
dann metrische Aussagen nicht nur iiber die Funktionen in den Restriktionen, sondern auch iiber
die Zielfunktion liefern. Dieses soll demnichst unterucht werden. Besonders die von Thibault [51]
vorgestellten Zusammenhénge geben hierfiir einen Ausgangspunkt.

Abschliefend mochte ich die Gelegenheit nutzen, mich bei Herrn Prof. A. Goépfert, der mich
wihrend meines Promotionsstudiums als Betreuer unterstiitzt hat, auf das herzlichste zu bedanken.
Es waren nicht nur seine engagierte fachliche Anregung und Hilfe, sondern auch sein warmherziger
Beistand in personlichen Dingen, die mir den Abschluff dieser Arbeit ermdglichten. Weiterhin gilt
mein Dank Frau Prof. Chr. Tammer und Herrn Prof. W. W. Breckner, die mir die Gelegenheit gaben,
in zahlreichen interessanten Diskussionen neue Anregungen und Ideen fiir die Fortfiihrung meiner

Untersuchungen zu gewinnen.
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