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Ziur Einleitung.«

< :
Es ist nichts gewdhnlicher, als Lobeserhebungen der reinen Mathematik zu
lesen, wegen der Schirfe und Evidenz ihrer Begriffe, der Strenge ihrer Beweise
und der daraus entstehenden Gewilsheit ihrer Sitze. WWenn sie gleich dies Lob
im Ganzen wohl verdient, so kann doch dadurch ein Unkundiger leicht verleitet
werden, sich manche irrige Vorstellungen zu machen, und besonders, zu glau-
ben, es miilsten die Elemente jener Wissenschaft in den Lehrbiichern sich auf
eine solche Weise dargestellt finden, dals wenig mehr zu wiinschen iibrig bliebe.
Dies ist jedoch nicht so, und es ist auch sehr natirlich, dafs es nicht so ist
Schon die ersten Elemente der reinen Mathematik bieten dem wissenchafilichen
Nachdenken ein weites Feld dar, und dies Nachdenken ist schwierig; ‘und zwar
nicht selten da am schwierigsten, wo es auf Begriindung der einfachsten Sitze,
welche sich am Eingange der Wissenschaft befinden, ankommt  Viele solche
Sitze werden aber, auch ohne dafs von ihnen ein eigentlicher, der Wissenschaft
wiirdiger Beweis gegeben wird, leicht aus Beispielen begriffen; und hiemit be-
gougt sich die bei weitem grofsese Anzahl derer, welche Mathematik treiben,
indem sie so schnell als moglich den kriftiger lockenden Anwendungen der ersten
Elemente zueilen, und die Nothwendigkeit einer festeren ‘Begriindung dieser
Elemente entweder gar nicht fithlen, oder der Schwierigkeit wegen scheuen
Dabei ist nicht der ungemein grofse Einflufs zu {iberschen, welchen die einmal
eingefithrten, oft sehr unzweckmilsigen Bestimmungen und Bezeichnungen man-
nichfaltiger Begriffe und Operationen durch Sprach- und Schrifi-Zeichen, so
wie auch die gebriuchlichen Abgrenzungen und Anordnungen der Theile der
Wissenschaft auf den Geist ausiiben. Die Gewohnheit ist auch hier von grofser
Gewalt; man bedient sich meisiens der Worte und Zeichen, welche man bei
Erlernung der Mathematik selbst kennen gelernt hat, so wie des eingefiibrien
Fachwerkes der Wissenschaft, ohne die nicht selten Statt findende Unzweckmilsig-
keit zu ahnen, oder wenigstens, ohne sie hinwegzurdumen.. In Hinsicht der
Zeichen, und zwar sowoh! der Sprach- als Schrift-Zeichen, ist es aber aus-
gemacht, dafs, so wie die Erweiterungen der Wissenschaft oft neue Zeichen

nbthig machen, so auch umgekehrt neu eingefithrie, gut gewihile Zeichen oft
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den Forischritten der Wissenschaft sehr forderlich sind, wund dafs durch Eine



eichens oft mehr, als durch viele Worte, zur
Aufhellung einer besondern Theorie beigetragen werden kann, so dals gerade
die zweckmifsige Bezeichnung wichtiger ist, als man vielleicht gewohnlich glaubt.
Bei diesem Allen ist es gewils nicht zu bewundern, wenn die gewohnliche Darstel-
lung der Anfangsgriinde der reinen Mathematik, selbst in den b?ssern Lehrbiichern,

ten Forderungen erfiillet. Gestenen mufs man aber

noch lange nicht alle gerech
doch, dals seit ciner Rethe von Jahren die Zahl der Lehrbiicher auf erfreuliche

Weise zunimmt, welche die Elemente der Mathematik mit dem Sireben nach
Griindlichkeit und auf eigenthiumliche Art behandeln, so dafs dadurch die in
shren hoheren Theilen so erstaunlich angewachsene Wissenschaft auch in Hinsicht
der Ausbildung der Flemente wirklich um Etwas vorgeschritten ist. Wir diirfen
daher die angenehme Hoffnung hegen, man werde auch in Zukunft immer weiter
vorwirts gehen, miissen aber auch wiinschen, dafs bei solchen Bestrebungen
manche Abwege und Uebertreibungen vermieden werden, wie z. B. das Hinein-

welche mehr philosophischer Art, (man mochte fast.
wobei man auf die mathematischen Begriffe eine

fithrung eines zweckmifsigen Z

ziehen von Spekulatiﬁnen,
sagen konnen ,Unart*) sind,
Behandlungsart anwendet, welche einer gesunden Mathematik fremd seyn mufs;
oder wic das ubertriebene, zwecklose Umstofsen herkémmlicher Kunstausdriicke
und Bezeichnungen, und das Einfithren neuer VWorte und Zeichen, die oft
schiecht gewihlt sind, und vor den dadurch verdriingien keinen wesentlichen
Vorzug haben.

Folgende Blatter haben den Zweck, in zerstreuten Bemerkungen tber

mancherlei Gegenstinde der reinen Anthmetik auf dic angedeutete Weise Eini-
ges zur Forderung der VVissenschaft beizutragen, indem sie theils neue, theils
von Andern aufgestellte, aber in der VVissenschaft noch nicht zum Biirgerrechte
gelangte Ansichien, wenn gleich im Ganzen nur kurz, entwickeln, und hie und
da neue Benennungen und Bezeichnungen vorschlagen. Zugleich aber sollen
diese Blitter auch versuchen, einem Lehrbuche der Arithmetik, welches in
einiger Zeit nachfolgen mochie, wo moglich freundlichen Empfang vorzubereiten.

L

Den Begriff der Grdfse, eines Quanti, streng zu definiren darf und kann
man schwerlich won der Mathematik verlangen. Erklirungen, wie man sie ge-
wohnlich findet, und welche darauf hinauslaufen, dals Grolsen Gegenstinde sind,
bei welchen Vermehrung, so wic auch im Allgemeinen (wenn gleich mnicht in
jedem besondern Falle; man denke nur Zz B. an die Grofse 1 Person”) Ver-
minderung Stait finden kann, und .uf welche sich die Begriffe eines Ganzen
und eines Theils anwenden lassen, sind wohl ganz geniigend.  Mehr ist aber
in Bezug auf die Begriffe der steligen und der discreten Grofsen, als der beiden
Apten yon ::Gréfsen , 20 sagen. Ganz gewohnlich lieset man, stetige Grolsen seyen
solche, bei denen ein Zusammenbang der Theile Stait finde, discrete, bei denen
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die Theile getrennt seyen. Wenn gleich hierin etwas Wahres ist, so sind den-
noch, wie mir scheint, diese Definitionen nicht ganz geniigend,- und lcicht Mils-
verstindnissen ausgesetzt. Am richtigsten und verstindlichsten scheint es mir,
diese Grofsenarten auf folgende Weise zu unterscheiden.

Discrete Gréfsen enistehen aus irgend einem Begriffe, so bald ich
mir mehrere Gegenstinde denke, denen dieser Begriff zukommt. Thre Quantitit
bestehet in Dblofser Vielheit. Es giebt bei ihnen eine untheilbare Grundeinheit,
als das Einfachste und Kleinste, z B. fiir eine Menge von Personen ist der Beguﬂ'
JEine Person” die untheilbare Grundeinheit. Die letzten, kleinsten Theile einer .
discreten Grofse sind der Grundeinheit gleich, wund koénnen nicht willkihrlich
bestimmt werden, sondern sind wunabinderlich gep‘c%ﬂn

Bei den stetlgen Grofsen ist keine untheilbare Grundeinheit vorhan-
den, sie sind bis ins Unendliche theilbar. Ihre Quantitit beruht nicht in blofser
Vielheit, sondern in etwas Eigemhiimhchem gcwiqsar njm:!e, in der Ausdeh-
nung (bei den Raumgrdlsen) oder in etwas, das der Ausdehnung analog gedacht
wudﬂn kann, (bei den Zeit-, Kraft-, V\Jerth Grofsen und cvs‘) Die Theile
der stetigen Grofsen lassen sich ganz nach Willkithr bestimmen. Die Vergleichun-
gen zwischen gleichartigen discreten Gréfsen kommen auf blofses Zihlen zuritck,
die Vergleichungen aber zwischen gleichartigen stetigen Grofsen erfordern ein
Messen, im engsten Sinne, worin das Zihlen ein vorhergegangenes Hervorbrin-
gen gleicher Theile voraussetzt.

Wendet man bei discreten Gréfsen die untheilbare Grundeinheit an,
so konnen sie nicht zu Brichen fithren, wendet man ein Aggregat von Grund-
einheiten als kiinstliche Einheit an, so konnen sie nur zu guvis:m Briichen fiih-
ren; z. B. es giebt wohl £ Dutzend Personen, aber nicht ein ¥ Duizend Personen.

Irrationalzahlen sind auf discrete Grofsen gar nicht “anwendbar.

Die stetigen Grofsen fithren ohne alle Einschrinkung zu Briichen und
zu Irrahonalmlﬂcn Zu den letztern fihren sie durch die MO'Jhchkeﬁ des In-
commensurabel -Seyns gleichartiger stetiger Grolsen, welche Mo%c’ﬁkcﬁ wieder
in ihrer Theilbarkeit ins Unendli che gegrindet ist.

Die Geometrie hat nicht alle stetigen Grofsen, sondern blofs die des
Raumes zum Gegenstande; und es ist nicht gut, blofs die Raumgréfsen als stetige
Grofsen, oder wohl gar als die einzigen eigentlichen Groéfsen zu beh achten.
Die Arithmetik lifst sich nicht blofs auf discrete, sondern auch auf stetige
Grélsen anwenden, daher ist die Unterscheidung der stetigen und der discreten
Grofsen in der Einleitung zur Arithmetik nicht so wichtig, wie siec seyn wiirde,
wenn es richtig wire, dals die Arithmetik die discreten, die Geomelrie die steti-
gen Grofsen bctmchtetg Durch diesen falschen Satz wird die Geometrie neben
die Arithmetik gestellt, statt dals sie, wenigstens in so fern man blols auf die
Gegenstinde dieser Wissenschaften siehet, unter ihr stehen muls.

Wie leicht die Erklirung: ,discrete Grofsen sind solche, deren Theile
(Einheiten) getrennt sind, stetige solche, deren Theile zusammen hingen” mils-
verstanden werden kann, mag Fﬁlgenges zeigen. Jedermann wird zugeben, dals,
obgleich eine Seiie eines Fiinfecks, als Linie, und in so fern sie eine bestimmte
Ausdelmuﬂo, eine Linge hat, zu den stetigen umiqon gehort, doch der Ausdruck
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5 Seiten eines Fiinfecks” nicht eine stetige, sondern nur eine discrete Grolse
bestimmt, bei deren Grundeinheit .Seite die Ausdehnung, die Linge ganz un-
berticksichtigt bleibt. Sind aber die Seiten des Finfecks getrennt? Haben sie
nicht einen Zusammenhang an den Eckpunkten? Sollte also ein Anfinger nicht
nach obiger Definition glauben missen, der Ausdruck ,5 Seiten eines Finfecks*
zeige eine stetige Grofse an? 5

An gleichartigen Gréfsen, stetigen wie discreten, kénnen mannichfal-
tige Operationen vorgenommen werden. Am 11}est(:,n. ist es, bei der Betrachtung
dieser Operationen stetige Grolsen, etwa gerade Linien, als Beispiele zu nehmen,
weil bei den discreten diese Operationen zum Theil Einschrankungen erfahren, (die
Division nimlich wegen der beschrinkten Theilbarkeit discreter Gréfsen), und
iiberhaupt die stetigen Grofsen am wichtigsten sind. :

Zwei gerade Linien kénnen zunichst addirt werden. Man kann dabei
den ersten Addendus, als Grundlage der Operation, dann den zweiten
Addendus, und endlich das Resultat der Operation, die Summe, unterschei-
den. In Bezug auf die Ordnung der Addenden hat man das Axiom, dals die-
selbe gleichgultig ist, dals man ohne Aenderung der Summe den ersten und
zweiten Addendus vertauschen kann. = Mit der Addition hingt auf bekannte
Weise die Subtraction zusammen, bei der die Summe und ein Addendus
gegeben ist, der andere Addendus aber bestimmt werden soll. Genau genom-
men sind aber zwei Subtractionen zu unterscheiden. - Bei der einen sucht man
den ersten Addendus, bei der andern den zweiten. Jene fragt: Zu welcher
Linie, als erstem Addendus, muls eine gegebene Linie, als zweiter. Addendus,
hinzukommen, um die gegebene Summe hervorzubringen? und ist die Sub-
traction im engern Sinne. Diese fragt: Was muls, als zweiter Addendus,
zu einer gegebenen Linie, als erstema Addendus, hinzukommen, um eine gege-
bene Summe hervorzubringen? und sie ist die vergleichende Subtraction,
oder die Bestimmung des arithmetischen Verhiltnisses. — Addition,
Subtraction und Bestimmung des arithmetischen Verhiltnisses sind die drei Ope-
rationen der ersten Stufe.

Aus der Addition entsteht auf bekannte Weise die Multiplication.
Es wird eine Summe aus lauter gleichen Addenden gebildet; ein solcher Adden-

. -
1

3
dus giebt den Multiplicandus; die Menge der Addenden wird durch eine
Zahl ausgedriickt, und giebt den Multiplicator; die Summe aller Addenden
ist das Product. — Mit der Multiplication hingen zwei andere Operationen
zusammen; die Division, welche aus dem Producte und dem Multiplicator
den Multiplicandus bestimmt, und die Bestimmung des geometrischen
Verhiltnisses, welche aus dem Producte und dem Multiplicandus den Multi-
plicator sucht. Bei der Division heilst der gesuchte Multiplicandus am besten
aliquoter Theil, oder schlechthin Theil; man sagt aber hiefiir gewdhnlich, ob-
-schon eiwas unpassend, Quotient. Bei der F mung des geometrischen Ver-
_halinisses heilst der gesuchte Multiplicator gewGhnlich Exponent des Verhilinisses;
aber man kdnnte thn, mit einem gerade hier sehr passenden Worle, auch Que-
-tient nennen. Die Besummung des geometrischen Verhalinisses kann auch ver-

;
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gleichende Division genannt werden, wenn man dies Wort Division in
einem weiteren Sinne gebrauchen will. Multiplication, Division und Bestimmung
des geometrischen Verhiltnisses bilden die zweite Stufe der Operationen an
Grofsen. :

Erst bei der Multiplication ergaben sich die Zahlen als nothwendig; zur
Ableitung der Idee der Operationen der ersten Stufe waren sie nicht erforderlich.
Bei der Multiplication sind aber die Zahlen nichts anders, als Zeichen, wie
eine gewisse Grofse aus einer andern, gleichartigen, durch Setzen
dieser Grolse, hervorzubringen ist.  Dieses konnen wir daher fuglich
als Definition des Begriffs der Zahl ansehen; ganz kurz konnen wir auch sagen:
»die Zahlen sind Multiplicatoren,“ odéer auch, indem wir die mit der Multipli-
cation zusammenhingende Bestimmung des geometrischen Verhiltnisses der Defi-
nition unterlegen: ,Zahlen sind Ausdriicke, Exponenten, fiir das Ver-
hilinils einer Grofse zu einer gleichartigen;* die leiztere Grifse ist
dabei die Einheit, mit welcher jene gemessen wird.

Eine benannte Zahl ist nun nichis anders, als eine Grolse, ausgedrickt
vermittelst einer Zahl in Verbindung mit einer zu Grunde gelegten Einheit; oder
ist ein Product aus dieser Einheit, als Multiplicandus, und der Zahl,  als Mul-
tiplicator. » :
Wenn gleich die hier gegebene Besiimmung des Begriffs der Zahl nicht
durchaus fir neu ausgegeben werden kann, so ist sie doch schwerlich schon
ganz auf die obige Weise begriindet, und noch weniger in die Lehrbiicher ganz
aufgenommen. Gerade der Begriff der Zahl, der Hauptbegriff der Arithmetik,
findet sich in den mathematischen Elementarwerken meistens stiefmiitterlich be-
handelt. In einigen Werken wird er wie ein undefinirharer Grundbegriff ange-
schen, und kaum einigermalsen verdeutlicht; in andern wird er mit dem Begriffe
der discreten Grofsen verwirrt, so dafs man behauptet, die Arithmetik habe die
discreten Grofsen zum Gegenstande. Ganz besonders hiufig sagt man, eine un-
benannte Zahl sei eine solche, die sich auf. eine unbestimmte FEinheit beziehe.
Dieses mag, auf gewisse Art verstanden, sich mit der obigen Ansicht vereinigen
lassen; aber man scheint hiebei z. B. die Zahl 5 fiir einerlei zu halien mit der
Angabe .5 Dinge.” Es ist aber gewils nothig, sich in der Abstraction hoher zu
heben, und mit VWWeglassung selbst der umfassendsten Einheit, Ding, das blofse
Zeichen 5 als eine Zahl anzusehen, und sich nach der obigen* Weise darunter
nichts zu denken als das Zeichen der Operation, welche man nach der Vorschrift
dieser Zahl 5 vornimmt, wenn man aus dem Begriffe eines Dinges den Begriff
»2 Dinge® sich ableitet.

deder Zahl kann nun eine bestimmte Bedeutung zugeschrieben werden,
so dals dadurch jede einzelne Zahl ibre besondere Definition erhdlt So ist 1
das Zeichen dafiir, dals man ein Eiwas, die Grélsen- L eit, geradezu und wm-
verindert denken soll. (Dabei ergiebt sich sehr deutlich der_ wesentliche Unter-
schied des Begriffs der Einheit und des Begriffs der Zahl 1 *). Die Zahl 2 ver-

¥) In dem Lehrbuche der Arithmetik fiir Schulen von E. G. Fischer, Berlin 1822, heifst
§ Jedes

es im § 3: ,,Man mufs aber Eins als Zahl, und Eins als Einheit unterscheiden.
8 EE) )
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langt, die Emheit 1 mal und noch 1 mal zu denken, und das einzeln Gedachte
etwas 2 mal dm ken. Die Zahl 3 verlangt,
noch 1 mal (oder 1 mal, noch 1 mal, und noch 1 mal)
zu denken, und das einzeln Gedachte zusammenzufassen; u. s. w.

Uo“’)uw\na wr"uht es 51&1 von selbst, dals im Verfolge der Arithmetik
e die Zahlen hoherm Arten, ab negative, Briiche
und wie der Begriff der Zahlen gmam werden
Zablen unter sich zu begreifen. "
eibt ein Einwand zu widerlegen, welcher hier gemacht werden
mochte. Wie kann man, mochte gefragt werden, den Begriff der Zahl auf den
da ja schon die Addition die Zahlen voraussetzt, und
ion dw Multiplication entstehet? Die Antwort ist leicht. Es »
r Multiplication an Zahlen, sondem as | F
. der unmaztui5 aren ‘vlcﬂhﬁml;on an Grofsen geschopft worden, woheu er 1 \Iulti-

zZu verel l.l}geﬂ

die Einheit 22 mal und

genau g(wﬂm* werden mu
und Irrational-Zahlen cn*sie}un
mufs, um auch seciche

Nnch bl

der Multiplication stiitzen,
erst aus dﬂr Additt
ist der Begriff der Z

iese Opera

ja nicht-aus der

plicandus eine unmittelbar gegebene Grofse, und nur der Mulhplmtor eine Zahl 8
ist; diese Multiplication wird aus der Addition an geradezu gegebenen Grolsen

verstindlich, welche nicht den Begrift der Zahl w)ramsz,tz:t Die Ordnung ist also ”
folgende. Man stellt zue aL die Lu*mﬁe der Operationen der ersten Stufe an

unmittelbar gegebenen Gro

aus diesen leiten sich die Operationen der

aweiten Stufe, “ebenfalls fiir unmnltelbar gegebene Grofsen, und mit diesen Ope- ”

rationen zuglmc‘l die Idee der Zahlen ab; erst jetzt exgebe'} sich die Oper ationen
an Zahlen, die eigentlichen Rechnungen,
nen, und der wichtigste Gegenstand der

welche wieder mit der Addition begin-
Arithmetik sind. — Es bleibt bei diesen

vOperatlonen zu zeigen, wic sie an den unbenannten Zahlen, im obigen Sinne,

oglich sind, und was sie an ihnen zu bedeuten haben. In so fern d;e Zahlen
mcht Grofsen sind, sondern nur Operationen an Grolsen bezeichnen, mufs man
die Arithmetik n,fhi mgcndsch als eine Wissenschaft betrachten, welche von den

Grolsen an sich sondern nur als eine WWissenschaft der Operationen

an Grofsen.

Es mébgen hier noch einige Erklarungen der Zahlen, welche in ver-
schiedenen mathematischen Werken. gegeben werden, und welche der hier gege- I
benen Erklirung mehr oder weniger nahe stehen, Platz hx,den li

In v. Segner's Ldm)uc‘*e ,,Ewmenta Arithmet
“ demn ersten H‘r,ue seines immer noch sc
~Numerus autem est abstractus conceptus

culi geometrici,

maticus, heifst es im §. 2.

2, (” cometriae et Cal- 5
dtzbaren Cursus maithe-

'l
Cil

.-,'iwf]l quo magnitudo au/ua Aft ex alia B, m’ hujus Jmu’ms aliquotis, quae

,,quz(w'n B jam Unum dicitur,

vel Uniias” Man sicht, diese Erkiir rung um- g

fafst die ganzen und he W\;)\ ochenen Zahlen. R

VYon einem
welche die Mathematik bctrﬁ;uc n.

Prémontval sind einigce Discours vorhanden,
Der Verfasser kennt deren 4, nimlich 1) den

- yeinzelne gezihlte Ding ist die Zahl Fins;

\:a-\;z,,gememsphafthche Benennung oder Begriff ist die Einheit,* Hier darf man wohl fragent

2o Wie kann ein gezshltes Ding die Zahl 1 seyn? Es scheint, man konne blols sagen:
_ Das geziblie Ding wird durch 1 ausgedruckt.

aber die allen gezihlten Dingen zukommende
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Discours sur 'utilité des ﬂfnf]zanatzqwes. Paris. 1742, 3) den Discours sur diver-

uf,lt), ses notions préliminaires a Uétude des mathém ratiques:  Pards. 1743, '4) den Djs
cours sur la nature di nombre. Paris. 1743. In diesen A,Jﬂ(nmhzlﬂ,{‘n findet

etk | Man Witz und gute, klar vorgetragene Gedanken. In der vierten \V(‘,g,‘.d(ln. man-

ke cherlei Erklirungen der Zm,!eu als unguz!m@nu verworfen, wund als die richtige

dok aufgestellt: ~,, Le nomz’rc est le rapport j/?c(/:s‘ et déterminé d'une quantité quel—
» CONGUE avec une utre de méme genre pi rise pour uni e
den In den P; o:’;hm& et Développemens sur {,/uﬁr ses parties des mathémaii-
den  qles par M. Beynaud et M. Duhamel. }'-“ is 1823, sagt der zuletzt genannte
i Verfasser gleich zu Anfange des Art. 1: ,, Le 207 ._56 re est le rﬁr);wrz‘ de devx gran-
s wdeurs de’ méme espéce; 7! dongc la n:,é’& re de lune par ra j’)xo.?f @ Lautre consi-
i »dérée comme ta;rm;'.](le r(rm;va;!uzsc?z et & laguelle on donne alors le nom d’unité ™
i So wohl de Prémontval als Duhamel hitten wohl statt » apport besser
7.hl  6esagt: le;r;)regwon du re ;“;)u;i

Py Auch in Eulers Algebra heilst es im §. 4.: ,so dals eine Zahl nichts
it 1 1 A "“‘ - Yo ray 'x.} - -3 = 1
alet sanders ist, a.ls das thdltnns,' worin_eine Grolse gegen eine andere, welche
o . fir die Lmhmt angenommen wird, steht.

Jd‘er In Thibaut's ,,Grundrifs der reinen Mathematik“ lieset man Seite 2:
5. . So entstehen Zahlen, Darstellungen der bestimmten Art und Weise, durch
)xilen »das Setzen einer gewissen Grofse dle Vielheit einer andern zu erzeugen.“ Dieses
egih« erklirt freilich blofs die ganzen Zahlen.

s 3

esen ; -

Die Addition an unbenannten (ganzen, positiven) Zahlen kann als
nne, f = h d 11 I 3 1 z 0y ey ¥
hlen €0 Aufwirtsgehen in der Zahlenrei 1e anfreoehm d durcn Verbindung zweier
s Za}nenreihen versinnlicht werden. HL Additio mit dem ersten Adden-
dc = dus 5 werden versinnlicht durch
— 0,1, 2 3, ,5678,9......

0, 1, 2 3 4.
ver- ' Die Subtraction ist d”m Gegent

1

rege- 1n der Zahlenreihe, m*d kann durch Verbir
5Ls = -

licht werden. Z. B. dic Subtractionen mit
Cal-  sinnlicht:

'C}”UL‘H 50 ver=

athe- 9. 1, 2. 3 456, 7

eplus : i.6. 5. 4.3 2. 1,0
Guay ‘Die Addition 5% 3 = 8 gxcbt in Hinsicht ihrer Anwe ,ds:;g auf Grélsen
L det Eine Einheit 5 mal nehmen, dann dieselbe 3 mal nehmen, und das
- Re u»u~l* jener vcmmffvh\mo und das. dieser Verdreifact usaminensetzen,
1den, o eben so viel, wie die eselbe Einheit 8 mal sétzen. So spricht h~ 256 pcchnunb
den 4y d so spree ‘hen tiberhaupt die Rechnungen der reinen Arithmetik, da sie sich
auf Zahlen beziehen, welche nur Operauonen an (;roioen andeuten, im Allge-
mende Meinen nicht Si tze ubcr Grofsen an sich, sonderr S:zt iber Operationen an

ragent Grolsen irgend einer Art aus, und die Ariil man kann wohl sagen die

sagen: allgemeine Grofsenlehre, handelt nicht eigentlich von den Groise n, sondern von
den Operationen an Grofsen, und von dem Zusammenhange zwischen Grofsen,

[ —
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: 4.

Die Subiraction wiirde in Fillen, wo der Subtrahendus gréfser ist als
der Minuendus, unmoglich scheinen, wenn man nicht eine besondere Klasse von
Zahlen, nimlich die Zahlen unter 0, oder die negativen Zahlen aufstellen
wollte. *)

, So ist 5—8 = 0—3 oder == — 3; dieses ist eine Zahl, welche 3 Stellen
unter 0 steht.

Die Idee der Addition einer negativen Zahl zu einer positiven oder auch
selbst negativen, erhilt man leicht aus der Versinnlichung der Addition. (Siehe 3).
Die Addition 5 % (— 2) = 3, und iiberhaupt alle Addiiionen mit dem ersten
Addendus 5, sichet man versinnlicht in:

cirn=m 5 Qo . O 3£ 58 7 ...
viey — 7,—6,—5,—4,—3,—2,—1, 0, 1, 2 ....

Eben so ist es mit der Subtraction. Die Subtractionen mit dem Mi-
nuendus 3, z. B. 3 — (—2) — 5, werden so versinnlicht:

= = F D 1,2 3 4 & ...
4, 3, 2,1, 0,—1,—2 ......

Dadurch erhilt man die Sitze: Addition einer negativen Zahl ist ein
Hinuntergehen in der Zahlenreihe, oder so viel wie Subtraction der positiven
Zahl, welche ihr entgegengesetst ist. — Subtraction einer negativen Zahl ist ein
Hinaufgehen in der Zahlenreihe, und so viel wie Addition der entgegengesetzten
positiven Zahl. — Subtractionen kénnen allenthalben in Additionen verwandelt
werden; die Subtraction wird also durch Anwendung positiver und negativer
Zahlen mit der Addition verschmolzen.
= Es ist eine Hauptfrage: Wie kénnen negative Zahlen auf Groéfsen an-
gewendet werden? VVas hat eine negative Zahl hier fiir eine Bedeutung? Hier
zeigt sich: Die negativen Zahlen kénnen. auf eine Grofsenart angewandt wer-
den, wenn bei zwei Grofsen dieser Art ein Gegensatz Statt finden kann, der
dem Gegensatze positiver und negativer Zahlen analog ist.  Eine negative Zahl
fordert bei dieser Anwendung, dafs man die Einheit so viel mal setze, wie die
entgegengesetzte positive Zahl anzeigt, dann von dem Resultate das Entgegen-
gesetzte nehme, oder auch, mit umgekehrter Ordnung, dals man von der Ein-
heit dals Entgegengesetzte nehme, dann dieses so viel mal setze, wie jene posi-
tive Zahl anzeigt.,

‘ Das Zeichen — erscheint bei negativen Zahlen als Zeichen der Ent-
gegensetzung, wihrend es auch Zeichen der Subtraction ist, ¥ ist als Zeichen
der Bestirkung anzusehen, wihrend es auch Addition bezeichnet.  Bestir-
kung aber ist Addition zu 0, und Entgegensetzung ist Subtraction vom Mi-
nuendus 0; hieraus erklart ec sich, in wie fern jene doppelien Bedeutungen dieser
Zeichen erlaubt sind, und nicht zu Irrungen fithren konnen.

o 3’331}¢1:‘>Yerfasser glaubt, hier um so mehr kurz seyn zo konnen, da er schon in dem Werk-
S Chen‘*?-_?,ﬂ.-eb€t‘“ den Gegensatz positiver und negativer Grofsen. Nordhausen 1817, seins
— - Ounsicht ziemlich vollstindig entwickelt hat. - , :
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Ein Buchstabe kann eben sowohl eine negative wie eine positive Zahl
als  bedeuten. Man dart nicht sagen, — = sey negativ, sondern nur — a sey ein Buch-
on  stabe mit dem Vorzeichen —; es sey denn, dals ausdriicklich gesagt wire, a
en | solle eine positive Zahl bedeuten, wo dann freilich — a negativ ist. Jedesmal ist

— —a= a
en e s Aameed WS W

ich 5.

3). Zu den Rechnungen der ersten Stufe gehsrt auflser der Addition und

en der Subtraction auch die Bestimmung des arithmetischenVerhiltnisses

zweier Zahlen. Wie diese von der Addition abhingt, zeigt Folgendes:
In der Addition a¢b —c kann man den ersten Addendus a die Grund-

lage, den Ausdruck #b, welcher die Addition des zweiten Addendus fordert,

Mi- die Bestimmung, und ¢ das Resultat der Rechnung nennen, so dafs b die
in der Rechnungsbestimmung enthaltene Zahl ist. Die Subtraction ¢ —b —a
sucht aus dem Resultate ¢ und der in der Rechnungsbestimmung enthaltenen
Zahl b die Grundlage a. Man kann aber auch die Summe ¢ und den ersten

ein Addendus a als gegeben annehmen, und nach der in der Reqllnungsbgstimmung

on €nthaltenen Zahl b fragen. So entsteht aus 5+ 3 —8 eine Rechnung, in welcher

: 3 aus 8 und 5 gesucht wird, und die folgendermalsen versinnlicht werden kann.

ein

o 0,1,2,3,4,5,6,7,8

lelt : - : 0, 1,2, 3

ok Diese Versinnlichung zeigt, dafs zu 5 addirt werden mufs 3, wenn 8
kommen soll. Man kann diese Rechnung, wodurch das arithmetische Verhiltnifs

ap- Yon 8 zu b bestimmt wird, als eine Vergleichung zwischen 8 und 5 ansehen,

und daher vergleichende Subtraction nennen; durch Vergleichung erfihrt man

er ja Verhiltnisse. Statt der bei der gewshnlichen Subtraction gebriuchlichen Be-
v . g 4 88
d‘er nennungen, Minuendus, Subtrahendus, Rest, hat man hier die Benennungen

ah1 Vorderglied, Hinterglied, Exponent des Verhiltnisses; statt Exponent
‘die des Verhdltnisses sind aber die kiirzern Ausdriicke Unterschied, Differenaz,
‘ ganz passend, welche sich aber eigentlich nicht eignen, um das Resultat der ge-

ﬁg: wohnlichen Subtraction zu bezeichnen. - 7 -
= Da tbrigens askb—b+#a, d. h. da man die Addenden vertauschen
O°F  kann, ohne dals der Werth der Summe sich andert, so folgt, dals diese Ver-

gleichung von ¢ mit a dieselbe Zahl als Differenz geben muls, welche als Rest
2t~ erscheint, wenn man a von c subtrahirt. So giebt ja aiich die Subtraction 8 —5
‘t';;’ den Rest =3, wie die Versinnlichung zeigt: :

MG 0,1,2 3,45 81 8
I 54 3, 2. 1,0

¢% denn hier sicht man, 5 mufs zu 3 addirt werden, wenn 8 kommen soll.
Daher kann das Zeichen — auch als Zeichen der vergleichenden Sub-
traction gebraucht werden; es ist 8 —5—38, man mag — als Zeichen der eigent-

— lichen oder der vergleichenden Subtraction ansehen. So bezeichnet also — iiber-

cing Daupt dreierlei, namlich aulser diesen beiden. Subtractionsarten auch Entgegen-
setzung.




Daf—g denselben Werth hezpichnet, man mag — als Zeichen der
Subtraction oder als Zeichen der Bestimmung des arithmetischen Verhiltoisses
betrachten, so erklirt es sich, woher. es korpmt, d?fs man gewohnlich nur
zwei Rechnungen , Addition und Subtraction, aufstellt, die Bestimmung des arith-
metischen Verhilinisses aber nicht als Grundrechnungsart auffiihrt, sondern ge-
wohnlich nur spiter einige Sitze iiber arithmet.lsche Vel‘hiilt.mss.e nachholt, und
dabei auf die eigentliche Subtraction zuriickweiset. Es scheint in der That nicht
ganz wissenschaftlich, die vergleichende Subtraction mit der gewshnlichen Sub-
traction zusammen zu fassen, da diese Subtractionsarten in der Idee und wirk-
Lch auch in der Ausfithrung, wie die Versinnlichungen zeigen, verschieden sind,
und nur in Hinsicht des Resultates zusammen stimmen. Man kann die Rech-
nungen der ersten Stufe, Addition, Subtraction und Bestimmung des arithmeti-
schen Verhilinisses, nach der Reihe zusammensetzende oder vorschrei-
tende, aufléosende oder zuriickschreitende, und vergleichende Ope-
ration nennen. .

Die positiven 7ahlen konnen nach ihrer Hoéhe in dgr Zahlenreihe ver-
glichen werden. Ungleichungen, in denen ausgesprochen wird, eine Zahl sey
hoher als eine andere, sollen durch die Zeichen > und < bezeichnet werden,
so dals die Oeffnung des Winkels der hdheren Zahl zugekehrt ist. So ist 5> 3.
Wendet man diese unbenannte 7ahlen auf dieselbe Einheit, z B. 1 Fufs an,
so findet sich, dals 5 Fuls grofser ist als 3 Fufs, und so giebt, auch bei jeder
andern Einheit, die hohere Zabl immer die grofsere Grofse; daher mag man auch
sagen, B sey grofser als 3, obgleich man hiebei eine Beziehung «wischen den
hervorgebrachten Grofsen auf die Zeichen fiir die Art des Hervorbringens iiber-
trigt. «Grofser», «gleich» und «kleiner» werde durch die Zeichen |i, || und 1]
bezeichnet, so dals 5|13, 5|5, 81|56, Man erkennt, dafls bei positiven Zahlen
die hohere auch die grofsere ist.

Beide Vergleichungsweisen der Zahlen, die nach Quantitit und die nach
Hohe in der Zahlenrethe, missen nun auch auf negative Zahlen ausgedehnt
werden. Positive Zahlen sind héher als 0, hoher als negative Zahlen, und desto
hoher, je mehr sie sich von 0 entfernen; negative Zahlen sind niedriger als 0,
niedriger als positive Zahlen, und desto niedriger, ‘je mehr sie sich von 0 ent-
fernen. Es ist also:

7> —5
B 5
‘ — 3> —5

Wendet man auf djeselben Zahlen die Vergleichung nach Quantitit an,
indem man sie z. B. mit der Einheit «Fuls rechts» verbindet, so wird, weil 7
Fuls rechts grofser als (— 5) Fuls rechts, d. h. grolser als o Fuls links sind,
auch seyn miissen
. . 7 L —35;
weil 5 Fufs rechis an Linge (wenn gleich nicht an Lage) mit (— 5) Fuls rechts,
oder mit 5 Fufs links gleich sind, so wird seyn miissen
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und weil (—3) Fufls rechts, d. h. 3 Fuls links, kleiner sind, als (— 5) Fufs rechts,
d. h. 5 Fuls links, so wird seyn ,

— 3 1| — 5.
Bei zwei negativen Zahlen ist dic hohere immer die kleinere, bei einer
positiven und einer negativen Zahl ist die positive zwar immer héher, aber bald

grofser, bald kleiner als die negative, ja zuweilen derselben gleich, wie bei

B8l —5. Ueberhaupt ist eine Zahl desto grofser, je weiter sie von 0 entfernt

liegt.

= Zwischen <hoher» und «niedriger» liegt in der Mitte «auf derselben
Stelle stehend» oder «véllig gleich.» Dieser Begriff werde durch = bezeichnet.
So ist 5 = 5, — 5 — — 5, aber nicht 5 —= — 5, sondern nur 5 [| — 5.

Gewohnlich nimmt man nur die Zeichen >, —, < an, und spricht
sie aus: «grofser», «gleich», «kleiner», wo nur das mittlere Zeichen richtig be-
nannt ist, die Benennungen der beiden andern Zeichen falsch sind, und, besonders -
bei einem Anfinger, die Begriffe verwirren miissen. Jeder verstehet — 7 < 0,
d. h. — 7 ist niedriger als 0, sobald er sich gewohnt hat, die positiven Zahlen
von 0 nach oben hin sich erstreckend zu denken; aber es kostet Mihe, dem
Ausdrucke « — 7 ist kleiner als 0» (die negativen Zahlen sind kleiner als nichts)
einen verniinftigen Sinn unterzulegen. — Ein grolser Vortheil, der sich aus der
Einfithrung der doppelten Vergleichungsweise der Zahlen und der Einfuhrung
der Zeichen |!, ||, 1| ergiebt, wird sich weiter unten zeigen, wenn die Rech-
nungen der zweiten Stufe erdrtert seyn werden.

1

Die Multiplication entspringt aus der Addition gleicher Zahlen. Als

Definitionsgleichung derselben kann man aufstellen:
am=—_—ashakad...Fa
z 2 3 m -

Dieses giebt aber noch nicht den Begriff von einer Multiplication durch
einen negativen Multiplicator; man gelangt aber zu dem Begriffe einer solchen
Multiplication auf doppelte Weise. Niimlich:

1) Aus der Lehre von der Addition lifst sich leicht der Begriff der
arithmetischen Progression ableiten, und diese fithrt zu dem Begriffe des Viel-
fachen einer Zahl, und zu dem Begriffe der Muliiplication. Die Multiplicationen

~mit dem Multiplicandus 5 werden durch Verbindung zweier arithmetischen Pro-

gressionen versinnlicht, von denen die eine die Reihe der ganzen Zahlen, ‘die
andere aber eine Progression mit der Differenz 5 ist; auf folgende VWWeises
Multiplicatoren ... -~ 3, — 2. 1 0. 1, 2, 3.
Producte:...qooviiis. — 15, — 10, — 5, 0, 5, 10, 15 ....
Die Multiplicationen mit dem Maultiplicandus — 5 werden durch Ver-
bindung folgender Reihen versinnlicht:
Multiplicatoren .5 = 8 = 3 - 1 0,- 3 2. 3 ..:
Producte. s =, 15, 10, 5,0,—5,—10,—15....
Aus diesen Versinnlichungen ergeben sich die bekannten Regeln, mnach
denen man das Vorzeichen des Products aus den Vorzeichen der Factoren
2 @




bestimmt, und es ergiebt sich zugleich, dals die Quantitit des Productes wunab-
hangig ist von den Vorzeichen der Factoren.

2) Zu demselben Resultate gelangt man auch, wenn man die Mult-
plication an geradezu gegebenen Grolsen, und die Bedeutung der negativen
Zahlen zu Grunde legt.

Eine Grélse durch eine Zahl multipliciren heifst, an der Grofse die
Operation vornehmen, welche die Zahl durch ihre Bedeutung vorschreibt. So
mufls man, um «(— 3) Fuls rechis» zu erhalten, an der Einheit «Fuls rechts»
die Operation vornehmen, welche — 8 vorschreibt, d. h. man mufls den Fuls
rechts 3 mal setzen, also mit 3 multipliciren, und was gefunden wurde, in das
Entgegengesetzte verwandeln. .

Dieses trage man nun auf die Multiplication an unbenannten Zahlen
itber, und nehme dieselbe Operation vor, wenn man mit — 3 die unbenannte
Zahl 5 multipliciren soll. Man multiplicire 5 mit 3, so hat man 5.3=— &3 o 3
= 15; hievon nehme man das Entgegengesetate, so findet man 5.(— 3)— —15.
Multiplication durch eine negative Zahl giebt daher jedesmal ein Product, das
an Qualitit von dem Multiplicandus verschieden ist, und es entstehet auf eine
sehr klare Weise, die Regel: Gleiche Zeichen geben #, ungleiche —.

Dies gilt aber auch fiir Buchstaben, selbst wenn es unbestimmt bleibt,
ob ein Buchstabe eine positive, oder eine negative Zahl bedeutet. So ist (4a).
(#b) =+ ab, d.i. den Multiplicandus und den Multiplicator unverindert lassen
(bestirken) heilst das Product unverindert lassen; (#a). (—b) =—ab, d. i
den Multiplicandus unveriindert lassen, den Multiplicator aber ins Gegentheil
verwandeln, heilst das Product ins Entgegengesetzte verwandeln, u. s w.

Die Division ist diejenige Operation, bei welcher man aus einem ge-
gebenen' Producte und einem gegebenen Multiplicator den Multiplicandus sucht.
Daraus leitet sich fiir sie bekanntlich ebenfalls.jene Regel in Bezug auf die Vor-
zeichen ab: Gleiche Zeichen geben &, ungleiche — .

Bei der Division sind die Benennungen Divisor, Dividendus, so wie

Division selbst, zweckmilsig gewiihlt, aber die Benennung Quotient ist unzweck-

mifsig. Man sollte dafiir sagen «aliquoter Theil», oder schlechthin «Theil». Doch
mag man auch die gewohnte Benennung beibehalten, wenn man nur den richti-
gen Begriff damit verbindet. '

= 8.

- Wie, um alle Subtractionen an gewshnlichen Zahlen méglich zu machen,
die negativen Zahlen aufgestellt werden miissen, so ist zur Moglichkeit aller
Divisionen an ganzen Zahlen die Einfithrung der Briiche nothig. 2 deutet die
Forderung der Division 3:7 an.

In wie fern konnen aber Briiche auf Grofsen angewandt werden? Was
haben Briiche fiir eine Bedeutung bei ihrer Anwendung auf Grofsen? Antwort:
Der Bruch Z ist, auf eine Grofseneinheit U angewandt, da Z. U= (m:n). U=
M.U:n, ein Zeichen, dals man an U eben so verfahren solle, wie der Ausdruck
mU:n _fordert, d. h. dals man das m fache der Einheit nehmen, und dieses
o 1 gleiche Theile theilen, einen solchen Theil aber angeben soll; oder, mit
gednderier Ordnung, dals man die Einbeit in n gleiche Theile theilen, und einen
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Ein positiver Bruch enthilt also

solchen Theil m mal setzen soll. : zwei Ope-
rationen , eine Multiplication und eine Division, in $einer Bedeutung. FEin nega-

tiver Bruch fordert aufser diesen beiden Operationen auch noch eine Entgegen-
setzung. .

Die Definitionen der Zahlen: «Zahlen sind Zeichen fiir die Hervorbrin-
gung einer gewissen Grdfse aus einer Einheit»; oder «Zahlen sind Ausdriicke des
Verhiltnisses zweier gleichartigen Grofsen» sind nun immer noch giiltig, indem
sie auch die Briiche, wie die negativen Zahlen umfassen.

Dem Gegensatze einer positiven und der gleich grofsen negativen Zahl,
dem Gegensatze zwischen % a und — a, ist der Gegensatz eines Bruches Z und
des umgekehrten % analog. Der erste dieser Gegensitze kann A dditionsge-
gensatz, der andere Multiplicationsgegensatz genannt werden. Z und 2
sind reciproke Zahlen. Hier ist einer von den Punkten, wo sich die Unter-
scheidung der Begriffe «Grofse» und «Zahl» recht deutlich als nothwendig zeigt;
der Multiplicationsgegensatz nimlich kann nicht an eigentlichen Grofsen, sondern
nur an unbenannten Zablen Statt finden. Der Additionsgegensatz ubrigens findet
auch an Gréfsen Statt.

Soll eine Grilse oder Zahl a durch den Bruch I multiplicirt werden,

AR T Y

s

so ist an a die Operation auszufithren, welche der Bruch + durch seine Bedeu-
tung vorschreibt, d. h. man mufs a durch r multipliciren, und das Resultat mit
s. dividiren.

Wie eine negative Zahl durch einen Buchstaben ohne vorgesetztes Minus-
zeichen angedeutet werden kann, so darf man auch unter einem einfachen Buch-
staben, im Allgemeinen, wenn nichts Niheres dariiber bestimmt wird, eben so
gut cinen Bruch, wie eine ganze Zahl denken.

3, :

Zu den Rechnungen der dritten Stufe gehort, aufser Multiplication und
Division, auch die Bestimmung des geometrischen Verhiltnisses. Den
Zusammenhang dieser Rechnung mit der Multiplication zeigt Folgendes:

In der Multiplication a.m =—p kann man a die Grundlage, .m die
Bestimmung, p das Resultat der Rechnung nennen, so dafs m die in der
Rechnungsbestimmung enthaltene Zahl ist. (Man konnte den Multiplicator m,
und eben so bei der Addition den zweiten Addendus, nicht unpassend mit dem
Worte Operator bezeichnen, welches den Benennungen Multiplicator, Factor,
Divisor analog gebildet ist). Die Division p:m=—a nun sucht dié Grundlage
aus dem Resultate und der in der Rechnungsbestimmung enthaltenen Zahl (dem
Operator), man kann aber auch das Product p und den Multiplicandus a, oder
also das Resultat und die Grundlage der Multiplication, als gegeben annehmen,
und den Multiplicator, oder die Zahl suchen, welche in der Rechnungshestim-
mung enthalten ist, (man kann den Operator suchen). Dies ist eine Verglei-
chung von p mit a, und wird Bestimmung des geometrischen Verhilt-
nisses von p zu a genannt; p heilst Vorderglied, a Hinterglied, m Exponent
des Verhiltnisses. Gerade hier wire aber fir m die Benennung Quotient sehr
passend, denn m zeigt an, wie viel mal a in p enthalten ist.




“enisteht.

-dition und Subtraction,

Da am — ma, so mufs iibrigens, bei unbenannten Zahlen, diese Ver-
gleichung von p mit a diese!be Zahl hervorbringen, welche aus der Divisionp:a
Daher wird auch diese vergleichende Rechnung durch : bezeichnet,
und hiufig Division genannt. - Es mag dieses auch immerhin geschehen, nur mufs
man doch dann die eigentliche, eintheilende Division von dieser vergleichenden
zu unterscheiden wissen. Der Unterschied beider Divisionsarten erhellt am deut-
lichsten bei der Anwendung auf benannte Zahlen, oder selbst auf unmittelbar
gegebene Grofsen. Hier ist bei der Division der Divisor eine unbenannte Zahl,
das Resultat eine mit dem Dividendus gleichartige Grofse; bei der ‘Bestimmung
des geomeirischen Verhilinisses dagegen ist das Hinterglied (Divisor) dem Vorder-
gliede (Dividendus) gleichartig, das Resultat aber eine unbenannte Zahl; iiber-
haupt ist hier diese Operation nichts anders, als ein Messen des Vordergliedes
durch das Hinterglied.

Unter den Rechnungen der zweiten Stufe ist die Multiplication die
zusammensetzende oder vorschreitende, die Division die auflésende
oder zurtickschreitende], diec Bestimmung des geometrischen Verhilinisses
aber die vergleichende.

10.
In Betreff des Zusammenhangs zwischen Ungleichungen vermittelst Ad-
Multiplication und Division, findet man in den Lebr
buichern folgende Sitze: f :

1) Gleiches zu Grofserem addirt giebt Gréfseres.

2) Gleiches von Grofserem subtrahirt giebt Grofseres.
3) Grolseres von Gleichem subtrahirt giebt Kleineres.

4) Grofseres zu Grélserem addirt giebt Grolseres.

5) Kleineres von Gréfserem subtrahirt giebt Grolseres.
6) Grolseres mit Gleichem multiplicirt giebt Grofseres.
7) Grofseres durch Gleiches dividirt giebt Grolseres.

8) Gleiches durch Grofseres dividirt giebt Kleineres.

9) Grofseres durch Grofseres multiplicirt giebt Grofseres.
10) Grofseres durch Kleineres dividirt giebt Grolseres.

Alle diese Sitze sind ohne allen Zweifel richtig, so lange man sie blofs
auf positive Zahlen anwendet. Es bleibt aber zu untersuchen, wie sie ausge-
driickt und verstanden werden miissen, wenn sie fiir alle Zahlen tUberhaupt,
negative wie peositive, gelten sollen. Hier findet sich die oben aufgestellte Unter-
scheidung zwischen den Begriffen «hoher, vollig gleich, niedriger», und den
Begriffen «grofser, an Quantitit gleich, kleiner», und zwischen den entsprechen-
den Zeichen >, =, <, und |1, ||, '] als besonders zweckmilsig und wichtig.

= Namlich :

I Die 5 Siize, welche die Addition und Subtraction betreffen, muls

_man auf die Vergleichung der Zahlen nach ihrer Hohe und Tiefe, und auf die

“Zeichen > — < beziehen, wenn sie allgemein richtig seyn sollen. Fir die
Vergleichung der Zahlen nach blofser Quantitit und die Zeichen |[i, ||, 1]

Te
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wiirden diese Sitze falsch seyn, Z. B. Satz 1. mufs ges'pro‘chen werden: «Vollig
Gleiches zu Héherem addirt giebt Héheres.» So ist

richtig: falsch:
25 — 2 =5 [1 — 2
2> —5 21— 56

Der Satz 4. ist auszusprechen: «Hoheres zu Hoherem addirt giebt Hohe-
res.» Z. B. Es ist
richtig: falsch:
55 2 2
— 6 > —7 — 7 |1 —6
— 1 p =5 — 2 |1—4

I. Die sich auf Multiplication und Division bezichenden 5 Sitze sind,
so wie sie oben ausgesprochen wurden, micht blo(s fiir positive!, sondern auch
fir negative Zahlen giiltig, wenn man die Worte «grolser, kleiner» so versteht,
wie sie frither bestimmt worden sind, und wenn man sie mit |1 1] bezeichnet.
Was das Wort «gleich» betrifft, so kann man dasselbe, indem man darunter
nur Gleichheit an Quantitit versteht, . durch || bezeichnen, aber freilich auch
durch =, weil das, Wwas vollig gleich ist, auch an Quantitit gleich ist: Man er-
hilt aber bei Anwendung des Zeichens || umfassendere Sitze, als bei Gebrauch
des Zeichens =.

Der Satz 9 giebt z. B.

6|1 4 — 6] 4 e Bl vl
5|1 3 —5 3 bl i3
30 | 12 30 |1 12 30 [1 12 usow

Man siehet augenscheinlich, dals es bei diesen. Siizen auf die reine
Quantitit der Zahlen ankommt, da die Vorzeichen der Zahlen nur die Vorzei-
chen der Producte und Quotienten, nicht deren Quantitit bestimmen.

Wollte man aber, ganz auf die herkémmliche Weise, die Worte grofser
und kleiner in den Sitzen 6 bis 10 in dem Sinne verstehen, welchen wir den
Worten hoher und niedriger beigelegt haben, und wollte sie durch > und <

bezeichnen, so wiirde man zu einer Menge von falschen Schlissen gefithrt wer-
den. Z. B. :
==ibis 4 — 6 < — 4 — 6 < — 4
— b <« 3 —5 < —3 3 < 5
30 < 12 .3 <« 12 —18 < — 20
und dergl.
11.

Multiplication gleicher Factoren leitet zu dem Begriffe der Potenzen
und des Potenzirens. ~Die Definitionsgleichung des Potenzirens ist

Wu-—:—.‘ . e—— — - = o s e
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2 ist Grundzahl, m der Exponent, der Werth von a® oder das Resultat des
Potenzirens ist die Potenz selbst.

Zur Erweiterung der Potenzen auf den Fall negativer Potenzen, gelangt
man unter andern durch V erbindung einer arithmetischen Progression, der Zah-
lenreihe, welche die Exponenten enthilt, und einer geometrischen, in welcher
die Potenzen enthalten sind, und deren Quotient der Grundzahl gleich ist. So
sind die Potenzen von 5 versinnlicht in

Exponenten ..... g 2 1.0, 15 &
Potenzen ....... . tis, %5, £,1,5,25,125 ...

Der Additions- Gegensatz der Exponenten fithrt auf den Multiplications-

Gegensatz der Potenzen. Es ist allgemein a= "= - .
a

Potenzirungen kénnen pur an unbenannten Zahlen im strengsten Sinne,
micht an Grofsen oder benannten Zahlen vorgemommen werden. So zeigt sich
hier wiederum die scharfe Unterscheidung zwischen Gréfsen und Zahlen als sehr
vortheilhaft, ja nothwendig. ,

‘Mit dem Potenziren, als einer zusammensetzenden, vorschreitenden
Rechnung, hiingt zusammen: 1) die Wurzelausziehung, als auflésende, zu-
riickschreitende Rechnung, welche fiir die Gleichung a®™ =p aus p und m sucht
a; 2) die Bestimmung des logarithmischen Verhiltnisses (des Potenzial- Verhiit-
nisses?) oder die Logarithmen-Berechnung, ( das Graduiren, nach Gartz),
welche aus p und a sucht m, als vergleichende Rechnung. Die Bezeichnung
dieser Rechnung geschiehet nach gewshnlicher Art durch log p (bas a) = m,
oder auch auf eine in neuern Zeiten eingefihrte, recht passende und fiir manche
Zwecke sehr zu empfehlende Art durch pfa=m. .

Wir haben nun 3 Stufen von Operationen der Arithmetik, jede mit
einer zusammensetzenden oder vorschreitenden, ener auflosenden oder zuriick-
schreitenden, und mit einer vergleichenden Operation; eine Ansicht des Systems
der Grund - Operationen, welche gewifs die Einsicht und die Uebersicht der
Arithmetik sehr befordert.

Es scheint nothwendig, in einem Lehrbuche der Elemente den reichen
Stoff der Lehre von den Potenzen, Wurzeln und Logarithmen, in zwei Theile
wu sondern, und ehe man den zweiten Theil behandelt, erst mancherlei andere
Gegenstinde der Arithmetik (Zerfillung der Zahlen, Primzahlen: Decimalzahlen,
und iiberhaupt systematische Zahlen; Proportionen) der Untersuchung zu unter-
werfen, welche nur einige Kenntnifs der Potenzen erfordern. Aufserdem scheint
es aber selbst nothwendig, in den Sitzen aus der Lehre von den Wurzeln,
welche man zuerst aufzustellen hat, sich gewisse Einschrinkungen zu setzen. S0
vor allen Dingen scheint es nothwendig,  zuerst hauptsichlich nur VWurzeln aus

positiven Zahlen, und, da bekanntlich Wurzeln mehrfache Werthe haben, nur
die positiven Werthe der WWurzeln zu betrachten. Ohne diese Einschrinkung
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wiirde es schwerlich méglich seyn, in den elementaren Sitzen iiber Wurzeln
Unrichtigkeiten und zugleich unertrigliche Weitliufigkeit zu vermeiden.

In Bezug auf die mehrfachen Werthe der Wurzeln mag fiir die wei-
tere Ausfithrung der Wurzelnlehre wohl mit Recht eine besondere Bezeichnung
zu empfehlen seyn, welche andeutet, man solle bei einer Wurzel aus einer posi-
tiven Zahl nur den einen positiven Werth denken, und eine andere Bezeichnung,
welche andeutet, man solle bei einer Wurzel jeden ihrer Werthe denken diirfen.
Hieftir hat bis jetzt nur Cauchy (Cours d'Analyse 1821) etwas vorgeschlagen.
V4 bezeichnet bei ihm nur den Werth # 2; unter (1)), oder, was wohl passender
ist, /4 versteht er dagegen alle Werthe der Quadrat-Wurzél aus 4, nimlich
2, — 2 Auf analoge Art bedeutet ihm 1.a, wo 1 den Neperischen Logarithmen
andeuten soll, wenn a eine positive Zahl ist, blofs den reellen positiven Loga-
rithmen, dagegen 1((a)) die Werthe des Ausdrucks 1a + 2k ».i.

Das Kapitel, welches die einfachsten Lehren von den Potenzen und

Waurzeln enthilt, schlielst fuglich mit Betrachtung der Rechnungen an Aus-
driicken von der Form '

e

Aa“bg»f-Ba“ bR e 2

In diesen Ausdriicken mischen sich Addition, Multiplication und Poten-
zirung, und sie kénnen etwa Potenzial-Polynome genannt werden. Auf die
Theorie dieser Potenzial-Polynome kann dann am grindlichsten die Lehre der

Zahlensysteme gestiitzt werden, welche zugleich die Lehre von den ganzen Deci-
malzahlen und Decimalbriichen umfalst.

12.

Die Begriffe des Malses und des Vielfachen sind anwendbar auf
Grolsen, wie auf unbenannte Zahlen. Eine Groéfse heifst ein Mafs einer andern,
gleichartigen, wenn der Exponent des Verhiltnisses dieser zweiten zur ersten eine
ganze Zahl ist, und in diesem Falle heilst zugleich die zweite ein Vielfaches der
ersten. Ganz dasselbe gilt fiir Zahlen. -Es ist aber fiir Zahlen nicht wohl pas-
send, statt des Wortes Mals zu sagen Theiler, und noch unpassender ist es,
den Begriff des Mafses nur. auf ganze Zahlen anzuwenden, und die Briiche aus-
zuschlielsen. Es muls z B. 2% ein Mals der ganzen Zahl 7, wie des Bruches 42
genannt werden.  Da iibrigens allerdings die Betrachtung der ganzen Zahlen in
Beziehungen dieser Art eine besondere Wichtigkeit hat, (in o fern man bei die-
sen Betrachtungen blofs ganze Zahlen beriicksichtigt, gehoren sie zu den ersten
Sitzen desjenigen Theils der Arithmeiik, welchen man «Theorie der Zahlen»
oder nach dem Beispiele eines Gauls mit Recht «hchere Arithmetik» nennt),
so mochte es gut seyn, bei der Einschrinkung jener Begriffe auf ganze Zahlen,
das Wort Theiler zu gebrauchen. So wire also z. B. 3 ein Mafs und auch ein
Theiler von 6, 9, 12..... dagegen ¥ nur ein Mals von 1, 1z, 2, 2% .... Jede Zahl
hat also eine unendliche Menge von Malsen, wie eine unendliche Menge von
Vielfachen; aber eine ganze Zahl hat nur eine endliche Anzahl von Theilern.

Ganze Zahlen, die nur 1 und sich selbst zu Theilern haben, heifsen Prim-
zahlen.

—— e =
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Die Sitze und Aufgaben iiber Malse und Vielfache beziehen sich auf
eigentliche Grofsen und auf Zahlen. Daher wi_ireaes vielleicht in diesen Sitzen
der Kiirze wegen recht passend, das VYort Grofse in dem weiteren Sinne zu ge-
brauchen, welchen man ihm gewohnlich beilegt, und in dem es die Zahlen sammt
den eigentlichen Gréfsen umfafst.  Es kann hieraus kein Nachtheil entsteben,
wenn man nur sonst jene Begriffe gehorig zu unterscheiden weils. Andere Siitze
dagegen, iiber Zerfillung der Zahlen in Factoren, iiber Primzahlen, und dergl.,
gelten nur von den Zahlen. Eine Gréfse kann nicht in 2 Factoren zerfillt wer-
den, nicht Primzahl seyn u.s.w. Dieses zeigt wieder den scharfen Unterschied
zwischen Grofsen und Zahlen.

Fiir einen Bruch, dessen Zibler und Nenner Primzahlen unter sich
sind, der also nicht durch kleinere Zahlen ausgedriickt werden kann, fehlt eine
einfache Benennung. Dem Verfasser scheint es sehr passend, solche Briiche
Primbriiche zu nennen, es ist ja zB. # wirklich der erste Bruch in der
Reihe der Briiche 2, 3%, % .... welche ihm alle am Werthe gleichen. Jede ganze
Zahl ist, in so fern sie :

Pmed oo et . Ppoed pus on e

Pogd

1 sie mit dem Nenner 1 geschrieben werden darf, als ein
Primbruch zu betrachten. .

An die Aufgabe, das grofste gemeinschaftliche Mals zweier gleichartigen h
Grolsen zu bestimmen, ist der Begriff und die Erkenntnils der Moglichkeit in- n
commensurabler Grofsen anzukniipfen, deren Verhiltnils durch keine Zahl von v
den bisher erwihnten Arten, durch keine ganze und keine gebrochne, vollig

hestimmt werden kann.

Die Lehre von den Mafsen und Vielfachen, der Zerfillung der Zahlen &
in Factoren w.s. w. bildet einen Theil der Arithmetik, welcher nach des Ver- D
fassers Meinung keinesweges zu vernachldssigen ist,  aber leider in den Lehr- K
biichern meistens sehr vernachlissigt wird,  Die Wichiigkeit dieses Theiles der 8
Arithmetik liegt in Folgendem: 1) zur genauern Einsicht in andere wichtige Leh- %

ren der Arithmetik ist Kenntnils mancher Begriffe, welche zu diesem Theil der B

Arithmetik gehoren,  selbst mancher Sitze, die man in den Lehrbiichern verge- ™
Bens sucht, unerlafslich. 2) Die Fertigkeit in der Auflosung mancher hieher _©
gehorigen Aufgaben trigt schr viel zur Ferligkeit im Zahlenrechnen iiberhaupt f;

bei. 3) Das Studium dieses Theils der Arithmetik (und noch mehr der damit
verwandten Theorie der Zahlen oder hohern Arithmetik) ist Jedem,  der in der
Mathematik sich nur elwas hohere Kenntnisse verschaffen will, wegen seiner -p
eigenthiimlichen, den mathematischen Sinn bildenden und ubenden Kraft ganz -

vorziglich zu empfehlen. fe
13. B
Die Form des Potenzial - Polynoms 2]

AR L bBE AR L mBEndkoB " hpB k.

filhrt zu der Idee der systematischen Zahlen. B ist die Basis des Systems:
Setzt man B=—zehn, so hat man die Decimalzahlen. Es braucht kaum
gesagt zu werden, dafs hier unter Decimalzahlen sowohl die ganzen Zahlen des
dekadischen Systems, als auch die Decimalbriiche verstanden werden.
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-und 211570000000 enthalten seyn. Dieses zeigen auch folgende Multiplicationen,
o %

. —— = — e

In der gewdhnlichen Schreibart werden nur die Coefficienten a, b,
u. 5. w. geschrieben, die Potenzen der Grundzahl aber auf bekannte Weise durch
die Stellung jener Coefficienten und durch das Komma oder den Decimalstrich
bestimmt. Die Exponenten bezeichnen den Rang der einzelnen Ziffern. Die
Rangzeiger der 5 Ziffern der Zahl 72,483 z B. sind nach der Reihe 1, 0, — 1,
= 2, — 3. Bedient man sich dieser Kunstausdriicke, so sind die Regeln fir die
Rechnung mit Decimalzahlen, besonders in Bezug auf die Bestimmung der Stelle
des Komma, leicht aussudriicken. Z.B. fiir die Multiplication gilt die Regel: ‘der
Rangzeiger des Pmdacts ist die Summe der Rangzeiger der Factoren.

Die Lehre von den sogenannten abgekiirzten Rechnungen mit Deci-
malzahlen ist fir die Praxis von grofser Wightigkeit, wird aber in den Lehr-
biichern nicht der gehorigen Aufmerksamkeit gewiirdigt, ja nicht wenig Lehr-
biicher begehen offenbare Fehler im Vorirage dieser Lehre und der Verfasser
kennt kein einziges Lehrbuch, in dem dieselbe geniigend abgehandelt wiire.

Zunichst ist schon zu tadeln, dafs man den Vortrag auf das Rechnen
an Decimalbrichen beschrinkt, da doch selbst bei vielziffrigen ganzen Zahlen:
hiufig die letzten Ziffern fehlen, oder als unsicher angesehen und in der Rech-
nung nicht beriicksichtigt werden miissen, so dafs bei diesen Rechnungen noth-
wendig Abklrzung eintreten muls,

Um zu bestimmen, was vom Producte einer vollstindigen Multiplication
an .Decimalzahlen hinweggelassen werden miisse, sobald die Factoren nur als
Néiherungen zu den Werthen, welche sie darstellen sollen, angesehen werden
konnen, bezichen sich die Lehrbiicher gewdhnlich auf die Anzahl der Decimal-
stellen in den Factoren. Hiedurch lassen sich aber die Regeln nicht bequem
ausdriicken, und was in den Lehrbiichern gesagt wird, ist gewshnlich fehlerhaft.
Man kann zweckmilsiger einen andern Begriff zu Grunde legen, den Begriff der
Hauptziffern Unter Hauptziffer versteht der Verfasser alle Ziffern einer De-
cimalzahl, welche nicht nachgesetzte oder vorangesetzte Nullen sind; zwischen-
stehende Nullen werden mitgezihit. 7. B. 6073000 hat 4 Hauptziffern wie §073;
0,0050408 hat 5 Hauptziffern wie 56408, :

Fiir die Multiplication findet sich nun: Sind beide Factoren bis auf-m
Hauptziffern genau, oder der, welcher die wenigsten Hauptziffern hat, ist bis
zur mten Hauptziffer genau, so darf man das Product bis auf m — 1 Hauptzif-
fern als gemau betrachten; oder auch: Verlangt man ein Product bis zur nten
Hauptziffer genau, so ist es hinreichend, beide Factoren bis zur n + 1ten Haupt-
ziffer- genau anzuwenden. Z. B. das Product der Zahlen mit 6 Hauptziffern
742063 und 285106 ist vollstindig berechnet =— 211566613678. Sind aber die
Factoren nur bis zur 6ten Hauptziffer genau, und zwar etwa so, dals der Mul-
tiplicandus zwischen 742062 und 742064, der Multiplicator aber zwischen 285105
und 285017 liegen mufs, so kann obiges Product nur bis zur 5ten Hauptziffer
als genau betrachtet werden, und mulfls also zwischen den Grenzen 211560000000

<
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wovon eine an den kleinern, die andere an den grolsern Grenzwerthen der
Factoren ausgefiihrt ist.
742062 » 285105

= 221565586510
742064 »4 285107 =

= 211567640848.

Das Product aus 7420,63 und 285106 wiirde liegen zwischen 211560
and 211570; das aus 0,00742063 und 285,106 zwischen 2,1156 und 2,1157; end-
lich das aus 0,742063 und 0,285106 zwischen 0,21156 und 0,21157. In allen die-
sen Exempeln sind die Hauptziffern der Factoren dieselben, nur ihr Rang ist
verschieden; die Producte stimmen ebenfalls in den Hauptziffern {iberein; haben
die Factoren allenthalben denselben Grad der Zuverlissigkeit, so sind auch die
Producte allenthalben im gleichen Grade sicher; die Producte unterscheiden
sich nur durch den Rang der Ziffern.

Die abgekiirzte Multiplication des letzten Exempels giebt Folgendes:

0,742063
0,285106
1484126
593650
37103
742

44 (oder 45)
0,2115665

Man bedarf aber einer Regel, um bei jeder abgekiirzten Multiplication
beurtheilen zu konnen, in welchem Grade das Product hichstens fehlerhaft seyn
moge. Dazu gehort aber, dals man wisse, in wie weit sich die Factoren den
durch sie darzustellenden Werthen nihern. VVir wollen nun als ein Beispiel
annehmen, der Fehler in den letzten Ziffern jeder gegebenen Decimahlzahl sey,
was haufig Statt findet, kleiner als die Ziffer 5 vom nichst niedrigern Range.
Dann liegen also die Facloren des obigen letzten Exempels zwischen 0,7420625
und 0,7420635 und zwischen 0,2851055 und 0,2851065. Unter dieser Annahme
gilt nun fiir solche Multiplicationen, in welchen, wie hier, die hdchsten Haupt-
zitfern vom — Iten Range sind, die Regel: Waren die Factoren bis auf n Haupt-
ziffern gegeben, so ist im Producte der Fehler hochstens gleich der Ziffer 1 vom
— nien Range, d. h. hochstens = 10 **, und er wird diese Grinze nicht ein-
mal dann erreichen, wenn die absoluten Werthe der Factoren beide dem Werthe
1 sehr nahe kommen. -So ist in jenem Exempel n=6, und also der Fehler
des Productes 0,2115665 kleiner als 0,000001. Auch bei Multiplicationen, wo
die ersten Haupiziffern der Factoren nicht vom — 1ten Range sind, isthienach
die Fehlerhaftigkeit der Producte leicht zu beurtheilen,

Um jetzt zu zeigen, dals in den mathematischen Elementarwerken beim

. Vortrage der abgekiirzien Rechnungen bedeutende Fehler begangen' werden,
: magdgsl aus. einigen Lebrbiichern von anerkanntern Werthe Einiges ausgehoben
werder == .
. . . a dem Lehrbuche der Avithmetik von Lehmus (Leipzig 1822) wird
im § 103% far die Multiplication an Decimalbriichen, welche den Werth, den
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sie darstellen sollen, nur niherungsweise angeben, (irrationale Decimalbriiche
werden sie, dem eigentlichen Sinne des WWortes irrational zuwider, genannt)
folgende Regel aufgestelli: «Hat der eine Factor n, der andere m Decimalstellen,
und ist n > m, so kaon man im Producte nur die ersten m — 1 Decimalstellen
1560 als richtig beibehalten, die iibrigen n+# (m—1) «[soll heilsen n#1]» sind als
end- ganz oder zum Theil unrichtig wegzustreichen. Diese Regel bleibt auch passend,
dies %venn n =m ist.» Als Beispiel wird hinzugefiigt: «Fiir die Factoren 0,8564 und
¢ ist  0,0593» [deren vollstindiges Product = 0,05078452] «kann man also mit Sicher-
aben heit nur 0,050 annehmen.» : ‘
)y die Die Behauptung iiber die Genauigkeit des Products in diesem Beispiele
iden findet sich ganz richtig, wenn man sie nach der oben gegebenen Regel aus der
Zahl der Hauptziffern beurtheilt. Nur zufilliger Weise giebt hier auch die fal-
: sche von Lehmus" aufgestellte Regel etwas Richtiges. Die Falschheit dieser
Regel zeigt sich deutlich, wenn man die Hauptziffern der Factoren beibehalt,
aber ihren Rang indert. Wiren die Factoren z. B. 1) 0,008564 und 0,000593,
so wire das vollstindige Product 0, 000005078452; nach der falschen Regel diirf-
ten nur 5 Decimalen genommen werden, man haite 0,00000 als Product, da
doch offenbar 0,0000050 zuverlissig ist. 2) Aus den Factoren S5, 64 und 5, 93
wire das vollstindige Product 507,8452; mnach Lehmus dirfte man nehmen
507,8. da doch offenbar nicht einmal 507 ganz zuverlissig ist, und nur die zwei
Ziffern 5 und 0 immerfort sicher bleiben. — Die von L ehmus angegebene Regel
: wirde richtig seyn, wenn die Bedingung hinzugefiigt wire, dals die hdchsten
alion Yaypiziffern der Factoren vom — lten Range seyn sollten.
SEY R : In Thibaut's Grundrifs der reinen Mathematik dritte Auflage S. 59.
: d?ﬂ heifst es: «Wenn man bei wirklichen Rechnungen mehrere Briiche in Decimal-
ispiel  priiche verwandelt, so ist es durchaus nothwendig, fiir die drei ersten arithme-
S€Y, - tischen Operationen bei ihnen allen die Entwickelung bis auf denselben Grad zu
ange. greiben. Bei Additionen und Subtractionen bekommt das. Resultat eben so viel
0625 Pecimalstellen als die Theile; bei Multiplicationen kann es doppelt so viele ent-
ahme  halten als die Factoren, aber es lifst sich leicht zeigen, dals die letzte Hilfte
aupt- davon ganz sicher als vollkommen unzuverlissig weggeworfen werden muls.»
aupt- Hier ist die vorangeschickte Forderung, man solle die Decimalbriiche bis auf
vom  denselben Grad d. h. bis auf dieselbe Anzahl von Decimalstellen entwickeln, fiir
- ein-  die Addition und Subtraction allerdings richtig, fiir die Muliplication aber
erthe goffenbar falsch. Die Unrichtigkeit in der darauf gegebenen Regel, dafs man die
ehler Jetzte Hilfte Decimalsiellen wegwerfen solle, erhellet schon aus dem Vorigen
wo Jeicht. Doch zum Ueberflufs noch folgendes Beispiel. Das vollsiindige Product
nach  aus 0,000742063 und 0,000285106 ist 0,000000211566613678. Das zuverlissige
Product liegt zwischen 0,00000021156 und 0,00000021157, wahrend nach Thi-
beim . baut's Regel blofs 0,000000211 genommen werden diirfie. Bei den Factoren
‘Jen, 74206,3 und 28510,6 schwankt das Product zwischen 2115600000 und 2115700000,
oben wihrend nach Thibaut zu nehmen wire 2115666136,7. Die falsche Regel ist
aber ebenfalls so ziemlich richtig fiir Decimalbriiche, deren hdchste Ziffer vom
wird Range der Zehntel ist. . Ferner beilst es: «Bei d(—;r Division Wi}?d‘r{ian den Divi-
den dend wenigstens auf doppelt so viel Stellen entwickeln als den Divisor, und der
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Quotient kann hoéchstens auf so viel Stellen richtig gefundenwerden, als Zifferns
[vielleicht Decimalstellen?] «im Divisor enthalten sind.» Dies ist génzlich un-
richtig. ~ Die richtige Regel ist: Ist der Divisor auf n Hauptziffern bestimmt,
so muls man auch den Dividendus auf n oder etwa n ¥ 1 Hauptziffern entwickelt
haben, und wird dann den Quotienten bis auf n—1 Hauptziffern richtig er-
halten.

Zum Schlusse ist noch zu erwihnen, dafs auch eine abgekiirzte
Wurzelausziehung, welche fast blofs auf abgekiirzte Division zuriickkommt,
moglich ist, und in den Lehrbiichern aufgefithrt zu werden verdient.

5 14.

Woaurzeln aus ganzen Zahlen wie aus Briichen sind hiufig weder ganze
Zahlen noch Briiche, und doch kann man ihnen Werthe beilegen, vermoge
deren sie im Stande sind, Verhiltnisse gleichartiger, obschon incommensurabler
Grofsen auszudriicken. So erscheint V2 als Ausdruck des Verhilinisses der Dia-
gonale zur Seite eines Quadrats. Man kann sich den ‘Werthen solcher Wurzeln
in gewohnlichen Briichen nihern; z B. V2 hat die Niherungswerthe 3, %, 1%,
%5, 55 u.s.w, Hiedurch erhilt die VWurzel ihre bestimmte Quantitit und kann
in Hinsicht dieser Quantitit mit den gewshnlichen Zahlen verglichen werden.

Gebrochne Zahlen wareni Zeichen fiir die Hervorbringung einer Grifse
aus einer Einheit vermittelst Eintheilung und Vervielfachung. FEine solche Be-
deutung kann freilich einer solchen WWurzel, wie V2, nicht beigelegt werden;
aber in den Niherungswerthen %, % w.s.w. findet man doch Vorschriften, wie
man sich durch Eintheilung und Vervielfachung wenigstens einer Gréfse in be-
liebigem Grade nihern koénne, deren Verhiltnifs zur Einheit durch 2 bestimmt
‘wird.  In dieser Hinsicht kann man die Definition der Zahlen «Zahlen sind
Zeichen fiir die Hervorbringung einer Grofse aus einer Einheite
fast ansehen, als umfasse sie auch solche Wurzeln. Auf jeden Fall aber ist es
klar, dals die Definition «Zahlen sind Ausdriicke des Verhiltnisses

gleichartiger Gréfsen,» auch fiir die Werthe solcher Wurzeln passend ist;

mit Recht konnen dieselben also auch zu den Zahlen gerechnet, und etwa, im
Gegensatze der rationalen Zahlen, d.h. der ganzen Zahlen und der gewéhn-
lichen Briiche, irrationale Zahlen genannt werden.

' Die irrationalen Wurzeln zerfallen nach dem Grade der VWurzeln in
verschiedene Kiassen. Es ist aber noch zu bemerken, -dals der Begriff der irra-
tionalen Zahlen nicht blols auf irrationale Wurzeln einzuschrinken ist, denn
irrationale Zahlen erscheinen auch durch andere mannigfaltige Rechnungen hé-
herer Art, und auch die sogenannten transcendenten Grofsen oder Zahlen
sind unter den irrationalen Zahlen zu begreifen, als eine besondere Klasse der-
selben bildend; denn sonst wiirde der Begriff des Irrationalen nicht den Gegen-
satz des Rationalen erschépfend bezeichuen. *)

~ ) Im Léhrbuche der Arithmetik von Liehmus wird dem Worte rrationalzahl auf eine un.
: %fwab?‘h‘jh?, nicht zu empfehlende Weise ein anderer Sinn beigelegt, durch welchen
- eﬁﬁ‘%ﬂﬁguﬁ'«emen-noch‘ grofsern Umiang erhilt. Jn §, 95. niwmlich heifst es: |, Jeder
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15. _

‘Was die Lehre von den Logarithmen betrifft, so mag hier nur mit ein

Paar Worten angezeigt werden, wie sich die Regeln fiir den Gebrauch der Lo-

garithmen als Mittel zur Abkiirzung der Rechnungen in ihrer V ollstindigkeit und
zur bequemsten Uebersicht ausdriicken und zusammenstellen lassen.

I Es sey ab=c, so dafs auch die Gleichungen c:b=a, fir die Divi-
sion, und c:a=Db fir die Bestinmung des geometrischen Verhiltnisses gultig
sind.

Nun folgt aus ab==c die logarithmische Gleichung loga%logb=1logec,
und hieraus fiir die Subtraction die Gleichung logc —logb=loga, fiir die Be-
stimmung des arithmetischen Verhilinisses aber logc —loga =logh.

Es lifst sic}} leicht einsehen, dals aus einer dieser € Gleichungen alle
tibrige 5 folgen, dals sie gleichbedeutende Gleichungen sind.

Nun ergiebt sich: 1) Statt ab==c kann man die Gleichung loga+logh
=logc anwenden.  Hiedurch wird die Multiplication zweier Zahlen, auf die Ad-
dition ihrer Logarithmen zuriickgefithrt. 2) Statt der Gleichung c:b==a ist anzu-
wenden logc—logb=loga. Die Division kommt also auf Subtraction zuriick.
3) Statt c:a=Db hat man die logarithmische Gleichung logc—loga =1logh. An
die Stelle der Bestimmung des geomeirischen Verhiltnisses tritt also, bei An-
wendung der Logarithmen, die Bestimmung des arithmetischen Verhiltnisses.

Diese drei Sitze konnen so zusammengefalst werden: Durch Anwen-
dung der Logarithmen kommen die drei Rechnungen der zweiten
Stufe auf die entsprechenden Rechnungen der ersten Stufe zu-
riick, ndmlich die zusammensetzende auf die zusammensetzende, die-auflosende
auf die auflosende, und die vergleichende auf die vergleichende.

IL. Essey a®=p, und also ™/ p=a, p?a=m(oderlogp(bas.a)=m).
Dann ist auch die logarithmische Gleichung giiltig mloga==logp, wund hieraus
die Gleichung -‘%13 loga, welche eine Division, und die Gleichung logp:loga
= m, welche eine Bestimmung eines geometrischen Verhiltnisses enthilt.

Die Richtigkeit einer dieser 6 Gleichungen zieht die Richtigkeit der 5
tbrigen nach sich, und man findet: 1) Statt der Gleichung a® = p dient die
logarithmische m.loga==logp. Die Potenzirung wird auf Multiplication zurtick-

gefithrt, 2) Statt der Gleichung ™/ p==a hat man die logarithmische 1c’;';"i]P::“log a

Zahlenausdruck, welcher das, was er darstellen soll, nur ni
Irrationalzahl, im Gegensatze von einer yollstindig ang aren oder rationalen Zahl.
Ferner: ,,Jeder irrationale Decimalbruch, bei welchem eine gewisse Anzahl Decimalziffern
immer wiederkehren, heifst ein periodischer Decimalbruch. Nach der gewdshn.
lichen, gewifs vorzuziehenden Aunsicht sind aber periodische Decimalbriiche keine Irra.
tionalzahlen, "denn sie sind am Werthe einem gewshnlichen Bruche vollig “gleich, und
driicken das Verhiltnifs commensurabler Gréfsen aus, ¥ nd irrationale Zahlen nur Vér:
haltisse incommensurabler Grofsen bestimmen.

weise angiebt, heilst eine

e —




. wirklich vorhandener Grofsen erscheinen konnen.

Die Wurzelauszichung geht in Division tiber. 3) Endlich statt p?a==m ist an-
zuwenden logp:logm =—a.  Die Bestimmung des logarithmischen Verhaltnisses
(des Potenzial - Verhiltnisses) kommt auf die Bestimmung des geometrischen
Verhaltnisses zurick. .

Diese 3 Sitze koénnen so in einen zusammengefafst werden: Durch
Anwendung der Logarithmen kommen die Rechnungen der drit-
ten Stufe auf.die entsprechenden Rechnungen der zweiten Stufe
guritck. Man mufs dabei nur sich einprigen, dals in den logarithmischen Glei-
chungen die eine Zahl, nimlich die, welche als Potenzexponent, als Wurzelex-
ponent und als Logarithme durch m bezeichnet wurde, nur schlechthin enthal-
ten ist, ohne dals von ihr der Logarithme aufgesucht werden milste oder ge-
funden wiirde.

16.

I. Wie die Subtraction zu den negativen, und die Division auf die ge-
brochnen Zahlen, so fiithrte die WWurzelausziehung zu den irrationalen Zahlen.
Aufserdem giebt aber die Wurzelausziehung noch durch ibre Beziehung auf ne-
gative Zahlen den Begriff von einer andern Art aritbmetischer Formen, némlich
den der imaginiren Wurzeln. Diese Wurzeln konnen nicht wohl als ei-
gentliche Zablen angesehen werden, da sie nicht als Exponenten des Verhiltnisses
Dennoch kann man auch mit
solchen Wurzeln rechnen, indem man die Regeln fiir die Rechnungen an den
eigentlichen Zahlen, namentlich die Regeln fiir die reellen Wurzeln, consequent
anwendet.

Die Analysis zeigt, dals alle imaginiren Wurzeln héherer Exponenten
sich in gewisser Art auf die Quadratwurzeln aus negativen Zahlen zurickfiihren -
lassen, daher mogen im Nichsten nur diese imaginiren Quadratwurzeln naher
betrachtet werden.

II.. Wie eine Quadratwurzel aus einer positiven Zahl immer zwer
Werthe hat, welche sich entgegengesetzt sind, so muls man, der Analogie
nach, auch der Wurzel aus — 1 solche zwei Werthe zuschreiben, oder sagen,
— 1 habe zwei entgegengesetzte Wurzeln. Es ist auch klar, dals, angenommen
r wire eine solche Wurzel, also r?*=—1, auch nothwendig (—r)?*=(—r). -
(—r)= r>=-—1, und also auch —r eine Wurzel aus — 1 seyn miilste. |
Bedient man sich der von Cauchy angewandten Bezeichnung (siehe 11.), so
umfalst W/ —1, diese beiden Wurzeln. 'Wir wollen diese durch i’ und i” be.
zeichnen, und i die erste, i” die zweite Wurzel nennen. Dann ist also

o f

W—1=

&

to

= Da'\"die be:i’de.r} ‘Wurzeln entgegengesetzt seyn sollen, so hat man |
PRIT=0, =—1i,i =—i’. Man muls sich aber hiiten, hier das Zeichen
— als Zeichen des Negativen zu betrachten. Jene Wurzeln sind ja weder posi-
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tive noch negative, iiberhaupt keine reelle Zahlen; daher sind die Ausdriicke
—1i" und —1i" weder positiv noch negativ. — ist nur Zeichen der Entgegen-
setzung; i“ == — i’ sagt blofs, i” sey das Gegentheil von i’

Zwischen i’ und i” findet nun freilich ein eben solcher Gegensatz Statt,
wie zwischen einer positiven Zahl, etwa %2, und der negativen enigegengesetz-
ten, also — 2. Allein % 2 und — 2 haben aufserdem einen inneren, wesentlichen
Unterschied, der sich bei jhrer Anwendung auf Gréfsen zeigt. Denn 2 fordert
nur die Einheit einmal und noch einmal zu setzen, — 2 fordert aber aufserdem
noch eine Entgegénsetzung.  Etwas Gleiches gilt aber keineswegs fur i’ und i”,
da sie sich gar nicht auf Gro6fsen anwenden lassen. Man kann ihnen also keinen
solchen innern Unterschied beilegen, und es unterscheidet sich iiberhaupt i’ in
nichts Wesentlichem von i”; nur das lilst sich von ihnen sagen: Sie sind sich
gegenseitig entgegengesetzt, Dieser Mangel eines sonstigen innern Unter-
schiedes wird sich auch bei allen Rechnungen an imaginiren Wurzeln bestitigen.

Man bezeichne i’ schlechthin durch i, so ist i"= — i, und also
i
W’-—-l::{ "
—.—l

Wollte man i” durchiandeuten, so hitte man ebenfalls }/ —1= { -

o

Man kann also eigentlich gar nicht wissen, welchen Werth von W —1
man unter i denken soll, ob den ersten oder zweiten. Durch i wird nur irgend
eine der beiden Wurzeln aus — 1 bezeichnet, und —i bezeichnet dann das
Gegentheil dieser beliebigen Wurzel, also die andere noch vorhandene Wurzel.
Bei einer zusammenhingenden Rechnung mufs freilich unter i immer dicselbe
Wurzel gedacht werden: allein bei zwei verschiedenen Rechnungen, die keinen
Zusammenhang mit einander haben, ist es gleichgiiltig, ob man sich vorstellt,
das i der einen Rechnung sey einerlei mit dem i, oder mit dem —i der zweiten
Rechnung. Es ist also erlaubt, sich in allen mathematischen Schriften, sobald i
als Zeichen einer imaginiren Wurzel aus — 1 gebraucht wird, darunter immer
einen und denselben Werth zu denken, obschon nicht ganz nothwendig.

Fiir eine positive Zahl a sollte va nur die positive reelle Wurzel, als
Hauptwerth, und — /a die negative Wurzel andeuten. Ist diese Bezeichnungs-
weise angenommen, so darf man nicht wohl die beiden Werthe von W/ —1
darch ¢ — 1 und — ¢ —1 bezeichnen, da weder i noch —i als Hauptwerth
angesehen werden kann. ‘'Wir wollen daher uns der Bezeichnung v — 1 ginzlich
enthalten.

Das ¥maginire kann nur dem Imaginiren selbst entgegengesetzt seyn;
es giebt keinen Gegensatz 2wischen dem Imaginiren und dem Reel!en. :
Il. Bedeuten a und b positive Zahlen, so hat man die vier Gleichun-

gen Va./b=/ab, Va.(—Vb)=—Vab, (—Va). fb=—/ab, (—Va).
{—v¢b) =y ab. Man konnte diese Gleichungen in den einen Ausspruch Wa. Wb

=1/ ab vercinigen wollen. Hierin wiirden aber auch noch vier andere Giei-
: 4

— e —————— )



chungen enthalten zu seyn scheincn, némlich Va.Vb=—ab, Va.(—= VD)
= /ab, (—a).Vb=Vab, (—Va). (—v'b) = — Vab, welche simmtlich falsch
sind. Man dirfte daher diese das von Gau chy eingefithrte doppelte VWurzel-
zeichen enthaltende Gleichung nur aussprechen: «Eine der Wurzeln von a mit
einer der Wurzeln aus b multiplicirt, - giebt immer eine der Wurzeln von ab,»
aber keinesweges so: «Irgend eine der Wurzeln aus a mit irgend einer der
VWurzeln aus b multiplicirt giebt jede Wurzel aus ab.» Der richtige Ausspruch
gilt itberhaupt von VVurzeln eines jeden Grades.

Man kann tibrigens die beiden Werthe von Wab auf die positive Wur-
zel aus a und die beiden Werthe von Wb zuriickfihren, indem man schreibt
Wab=Va . Wb, worin aulser zwei falschen auch zwei richtige Gleichungen lie-
gen, nimlich vab=va.V'b, und —Jab=Va. (—Vb).

Auf gleiche Weise geniigt es, um die Wurzeln aus einer negativen Zahl
— a auf i zuriickzufithren, zu schreiben W/ —a=Va.W —1, welcher Ausdruck
die beiden Gleichungen

Jva.i

W—a=
Va.(—i)em—Va.i
in sich vereinigt.

IV. Additionen und Subtractionen zwischen dem Reellen und dem Ima-
giniren kénnen, nach den urspriinglichen Begriffen dieser Operationen, nicht
wirklich ausgefiithrt werden; man darf sie aber andeuten, und an Ausdriicken
wie p* qi nach den sonstigen Regeln fir die Rechnung an Binomen wirklich
rechnen.

Ein imagindrer Ausdruck von der Form fi dagegen kann zu einem von
shnlicher Form addirt und davon subtrahirt werden, Es ist fikgi= (f¥g)i

V. Das Imaginire kann man, nach den ersten Begriffen von Multi-
plication und Division, durch etwas Reelles, als Multiplicator, multipliciren, und
auch durch etwas Reelles dividiren. Es ist fipd m = (m 1) i, und fi:m=(3). i

VI. Multiplication des Imaginiren durch etwas Imaginires kommt
hauptsiichlich auf die im Begriffe des i gegriindete Gleichung ii= — 1 zuriick.
Aus ihr folgt auch i.(—i) =1L :

Nun ist W/ —a. W —Db=Wab=_ Vab.
chungen : :

L a.i Yb.i =—/ab (=) il = /ab

(—ya.i).(—{¢b.i))=—Vab Va.i. (—Vyb.i)=Vab
- Es liegen aber auch in obiger Gleichung vier falsche, die aus den rich-
figen durch Aenderung eines Vorzeichens entstehen. Z.B. (Vai.) (V' bi) ==Vab.
Es t_a’i‘hell“e_,t;hie}*aus, dafs man zu grofserer Bestimmtheit gelangt, wenn man sich
blols der Bezeichnung Vai u. w.s. bedient.

1
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In Eulers Algebra (I Th. I Abschn. 13 Kap. §. 148) findet sich die
Gleichung v —2 ./ —8=V6. Setzt man y —2==/2.i, und Vv —8=/
ist' aber v —2./ —3=—/6. Indessen scheint Euler unter
=V 6 zu verstchen W—2.W—8=w6,
und vier falsche Gleichungen umfalst.

3.1, so
v—2./__3

welches nach Obigem vier richtige

VII.  Die Division des Imaginiren durch das Imaginire ist ohne Schwie-
rigkeit, und kannf am natiirlichsten als vergleichende Division angeseben werden.
Esist fiigi=q. :

Fiir die Divisision des Reellen durch das Imaginire sind die Grundfor.
meln 1:i= r=—1i, und =7 =1, welche aus i.(—i)=1 entstehen: Sie sind
in 1:W/—1 =1/ — 1 enthalten, worin aber auch die falschen Gleichungen
l:i=i und 1: —i==—1 liegen.

Euler hat in seiner Algebra § 149. die Gleichung

b &

=
Hienach wire, wenn /' —1==1i, auch =1, eine jetzt als falsch anerkannte Glei-
chung.  Allein Euler scheint unter seiner Gleichung zu verstehen 1L:wW — 1
=1/ — 1. Auch hier erhellet iibrigens, indem diese Gleichung halb richtig,
halb falsch ist, die in der Bezeichnung durch i begriindete grofsere Bestimmt-
heit und Verstindlichkeit der Gleichungen.

VIIL. Fir die Potenzirung des Imaginiren findet man leicht die be-

kannten Grundgleichungen
101 (—i)¢"=1
jemti—g (___i)-i—m‘ﬂ:___i
i4mf==_1 (___i)4m+:=____1

jrmtem 3 (—i)*™ 3=y

IX. Hohere imaginire Wurzeln kommen bekanntlich alle auf die Form
p ¥ gi, und also auf imaginire Quadratwurzeln zuriick, Dabei findet sich aber,
dals jedesmal, wenn p # qi einen Werth von W a ausdriickt, auch p—qi einen
solchen Werth darstellt. Es ist auch bekannt, dals tiberhaupt bei allen algebrai-
schen Gleichungen, selbst den unreinen, die Wurzeln immer doppelt sind,. so
dals p  qi verbunden ist mit p — qi.- Es kénnen iiberhaupt in der ganzen
Analysis imaginidre Werthe nie anders als in Paaren von dieser Art erscheinen,
denn wiire es nicht so, so wiirde dies der Bebauptung widerstreiten, dals sich
1von —i, abgeschen von ihrem Gegensatze, in nichts Wesentlichem unterscheiden.

Damit eben diese Behauptung als richtig erscheine, ist auch erforderlich,
dals man in jeder allgemein richtigen i enthaltenden Gleichung statt i setzenkénne
—1i, ohne dals dadurch die Gleichung unrichtizc werde. Und dies ist auch
wirklich so. Z.B. die Gleichung 1:i= —1i, gehet durch die Umtauschung in
die ebenfalls richtige 1:— i =i @iber. Die Gleichungen in VIII. tberdie Poten-
zen von i zeigen dieselbe Eigenschaft besonders deuilich. Man kénnte solche
zwei Gleichungen, deren eine aus der andern durch Umtauschung des i und —i
entsteht, durch Gebrauch der Bezeichnung i’ und i” in eine einzige Gleichung




zusammenfassen.  Z.B. 1:1"=1i" enthilt sowohl 1:i==—ials auch 1:—i=j
Dic acht Gleichungen von VIIL sind dann ino folgenden vier enthalten:

(i)t e s e T

(iu)q,mf: :"_'I (if)q_m?a:zin

die ‘Wahrheit des Satzes, dals i und — i zwar entgegengesetzt sind, .aber sich|
aulserdem in pichts unterscheiden, eines Satzes, der fiir eine griindliche Theori¢ |
des Imaginiren besonders wichtig scheint.

gl A—

Alle diese Bemerkungen dienen wohl zu iiberzeugenden Beweiscen fir |

{

— pm——

e

g







A

v - i R e M e G T
> e = SRR s ek e o = e =il Ll %

<
Bathia |

3




00 4

_ it < ¢







Bénlerkuxlgei;

iber

VERSCHIEDENE BEGRIFFE UND THEORIEN

, H ,} aus der
; ALLGEMEINEN GROSSEN- usp ZAHLENLEHRE, |
1e
i ;«1 : = e xrite colorchecker

18

Pr. Wrrnrervm Aveuosa Fo

r_. .

Professor am Gymnasium zu

Danzig, 1825.

Commission der Gerhardschen

LI

Gedruckt in der




	Bemerkungen über Verschiedene Begriffe Und Theorien aus der Allgemeinen Grössen- Und Zahlenlehre
	Vorderdeckel
	[Seite 1]
	[Seite 2]
	[Leerseite]
	[Seite 4]

	Titelblatt
	[Seite 5]
	[Leerseite]

	Abschnitt
	[Seite 7]
	Seite 2
	[Seite 9]
	[Seite 10]
	Seite 5
	Seite 6
	Seite 7
	Seite 8
	Seite 9
	Seite 10
	Seite 11
	Seite 12
	Seite 13
	[Seite 20]
	Seite 15
	Seite 16
	Seite 17
	Seite 18
	Seite 19
	Seite 20
	Seite 21
	Seite 22
	Seite 23
	Seite 24
	Seite 25
	Seite 26
	Seite 27
	Seite 28
	[Leerseite]
	[Leerseite]

	Rückdeckel
	[Seite 37]
	[Seite 38]
	[Colorchecker]



