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Einleitung

Living matteris the mostinterestingsubjectof investigationfor the living matter
thatis ableto investigate
L.A. Blumenfeld1]

Eine lebendeZelle ist ein komplexes System,in dem zehntausendehemische
Reaktionergleichzeitigablaufen.Die Tatsachedal3dieseReaktionertrotz ther
mischerFluktuationerund Schwankungerder Umgelungsparametaegelmaliig
und voraussagbasind, weist auf einenhohenGrad an Organisationin diesem
Systemhin. Die Prinzipien,die hinterdiesenhochgeordneteRrozessesteclen,
sind gegenwartig jedochnoch nicht klar verstanden.Zwar existierendurch die
Fortschritteder MolekularbiologiesehrgenaueKenntnisseaiberdie Strukturder
wichtigstenBausteineder lebendenZelle — den Proteinenund Nukleinsauren.
Dennochsind sich Biologenund Biochemiler weitgehenckeinig, dalRselbstzum
VerstindnisdesFunktionierenginesEinzellersdasWissenuberdieseelementa-
renBausteinenicht ausreich{2, 3]. Die Einsichtin die Wechselirkungsmecha-
nismenzwischenden Teilen einesbiologischenSystemdst mindestengienauso
wichtig wie Erkenntnissaiberdie Teile selbst.

Um dieseEinsichterzu erhaltenjst die AnwendungphysikalischeMethoden
bei der Untersuchunglieserkomplexen Systemesinrnvoll. Physikalischerheori-
en zeichnensich oft durchdie einfache Struktur der ihnen zugrundeliegenden
Modelleaus.DieseModelleals AbstraktionerrealerProzesséildeneinenKom-
promif3 zwischenden kompliziertenWechselbeziehungether Realitat und dem
Versuchgdiesezu verstehendermeistnur fiur einfacheZusammenéngegelingen
kann. Biologische Systemezeigeneine solcheVielfalt an Strukturenund Pro-
zessengal3die Analysederchemischemund physikalischerVorgange ,auf denen
dieseberuhenyvorlaufig zur Erklarungnicht ausreichf4]. Als Erganzungzum
beschreibendedugangder Biologie, konnendieseeinfachenModelle jedochin-
teressant&rkenntnissdiefern.

Die raum-zeitlicheOrganisationin lebendenSystemerist engmit demUm-
standverknipft, daf3sich diesefernabvom thermodynamischefeleichgavicht
befinden[5]. Strukturbildungsprozesseit dieserEigenschafgibt esbereitsin
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6 Einleitung

physikalischerund chemischerSystemen Beispielesind der Laser([6, 7], Kon-
vektionsinstabiliditenin Flussigleiten[8, 9] oder die Strukturbildungsprozesse
der Belousw-Zhabotinsk-Reaktion[10, 11]. Alle dieseBeispielesind Formen
dissipatver Selbstoganisationverursachdurch Kooperatvitat der Teilsysteme
fernabvom thermodynamische@Gleichgevicht. Insbesonderedie Thermodyna-
mik irreversiblerProzessalie TheoriederPhaseiibegangesawie die nichtlinea-
re Dynamik und Synepetik liefertenwertwlle Beitragezum Vers&indnisdieser
Prozess¢l2,13 14,15].

Die Anwendungderin dieserDisziplinenentwickeltenMethoderaufbiologi-
schePhanomenewie Evolution, Morphogenesend Populationsdynamikrach-
tenwichtige neueErkenntnissg¢16]. Aber auchintrazellubreVorgangewie Kal-
ziumwellen[17, 18] oderOszillationenm glykolytischenSysten 19, 20] kdbnnen
als Phanomendlissipatver Selbstoganisationverstanderwerden[21]. In [22]
wurdenundie Fragediskutiert,ob die Mechanismermler Selbstoganisationwie
sie in makroslopischenDimensionenbeobachtetverdenkonnen,in jedemFall
aufmikroskopischeBereichewie in lebenderzellentibertragbasind.

Die raumlicheAusdehnungon Zellkompartimentenn denendie Stoffwech-
selprozessablaufen,betiagt meisteinenMikrometer oderweniger Bei diesen
ProzesserspielenEnzymeals biochemischeKatalysatoreneine entscheidende
Rolle. In solcherbiochemischeriMikroreaktoren”ist die Zahl derEnzymeeiner
Art aufeinigehundertbistausendeschéankt. Die diffusive Durchmischungann
in solchkleinenRaumbereicheam Grofenordnungeachnellererfolgenalsdie
DauereineseinzelnemmolekularenEnzymzyklus[23, 24]. Erscheinungsformen
makroslopischerSelbstoganisatiorwie die fur Reaktions-Difusionssystemegy-
pischenraum-zeitlichenMuster [25] kdnnensich unter solchenBedingungen
nichtherausbildef26]. Jedochuhrt dieseschnellediffusive Durchmischungur
KopplunggetrenntablaufendeReaktionsereigniss&ieist nachmeinerMeinung
einewichtige Voraussetzungjr die Herausbildungrzon Netzwerlen miteinander
wechsealirkenderProteing(insbesonderEnzyme) die essentiellé-unktionerfur
dielebendezelle haben27, 28].

NebenderDiffusionin dieserMikroreaktorerspielendie Prozessealie anden
BiomolekilenwahrendihresWirkensablaufen gineentscheidendRolle fur das
VerhalterdieserNetzwerle. Soist beispielsweiselie komplexe interneDynamik
von Konformationgnderungemmn einzelnenEnzymenwahrendeinesEnzymzy-
klus fur derenkatalytischeWirkung notwendig[29, 30].

Neue experimentelleMethodenwie die zeitaufgebste Rontgenspektrosk
pie von Proteinkristallenoder die Einzelmolekil-Fluoreszenzspektrosgie [31,
32, 33, 34] erlaubendie BeobachtungeinzelnerenzymatischeZyklen [35, 36).
DaruberhinausrmiglichenneueexperimentelleVerfahrenbereitsdie Beobach-
tungenzymatischeReaktionenn biologischrelevantenmikroskopischerRaum-
bereicher{37, 38]. DieseneuenexperimentellenMethodenversprecherir die



naheZukunfttiefereEinsichtenin die Eigenschaftener Enzymdynamik.

Experimentemit dem lichtempfindlichen Cytochrom-P-450-Systemeig-
ten[39, 40,41], dal’die EnzymzyklereinzelnefEnzymeexterndurchperiodische
Lichtpulsesynchronisiertverdenkonnen.Ein anderefTyp externerSynchronisa-
tion wurdeim MembrantransportsystedesEnzymsNA, K-ATPasedurchauliere
zeitlich veranderlicheelektrischa~eldergefunder{42]. Die gemeinsam&chlul3-
folgerungdieserexperimentellerintersuchungerst, daf3sichals Folge externer
BeeinflussunginesynchronentramolekularddynamikzwischerdenMolekilen
herausbilderkann.

Das Ziel dieserArbeit bestehtin der Klarung der Frage,ob es prinzipiell
moglich ist, dal3dieseSynchronisatiomolekularerEnzymzyklenauchohneex-
terneBeeinflussungsondermur henorgerufendurchinterneWechselirkungen
zwischendenEnzymen stattfindet.In diesemFall wirde essich bei der mikro-
skopischerSynchronisatiomlerEnzymzyklenum eineneueEigenschafhandeln,
die soin makroslopischerReaktionssystemarichtauftreterkannundeineForm
mikroskopischerSelbstoganisationdarstellt. Um dieseFragezu beantvorten,
werdenenzymatisché&reaktionerunter Einbeziehungler internenDynamik der
EnzymeuntersuchtTypischfir alle betrachtetefReaktionenst die Existenzvon
Wechselirkungenzwischendenelementaremeaktionsereignissehlierzuwer-
dendrei grundstzlicheMechanismerbetrachtetProduktaktvierung,Produktin-
hibierungund parallelablaufendeReaktionen Bedingtdurchdie Winzigkeit der
betrachteteiRaumbereich&dnnenFluktuationerin derZahl derbeteiligtenMo-
lekiile nicht vernachéssigtwerden[43]. Eswerdendeshalbvor allem stochasti-
scheModelle zur BeschreilnngderReaktionskinetikverwendet.

Im erstenKapitel dieserArbeit werdendie Eigenschaftermikroskopischer
Selbstoganisationwie sie z.B. auchbeim Laserzu findenist, genaueerlautert.
Danacherfolgtin Kapitel 2 die DarstellungderwichtigstenGrundlagendie zum
Verstindnisder Enzymkatalysaind chemischeReaktionenn mikroskopischen
Raumbereichenotig sind. Im Kapitel 3 wird ein einfachesstochastischeblio-
dell einerallosterischerenzymreaktiormit Produktaktvierunguntersucht.Dar-
anschlie3tsichin Kapitel 4 die Diskussionder Mastegleichungfuir dasim vor-
heigehenderKapitel vorgestellteReaktionssysteran. Im daraufolgendenKapi-
tel 5 wird ein komplexeresModell einer produktinhibierterEnzymreaktiorein-
gefuhrt und hinsichtlich des VorhandenseinsnikroskopischerSynchronisation
studiert.Zum Abschlu3werdenin Kapitel 6 Wechselirkungenzwischemichtre-
gulatorischerEnzymenbetrachtet DieseWechselirkungenhabenihre Ursache
im gleichzeitigenAblauf mehrererverschiedeneReaktionermit gemeinsamen
EduktenundProdukten Eswird wiederzuerstein stochastischelglodell betrach-
tetundanschlieRendie Meanfield-Gleichungeranalysiert.



Kapitel 1

Synchronisationvon Oszillatoren als
Selbstorganisationsplanomen

1.1 Mikr oskopische und makroskopische Selbst-
organisation

LebendeZellenbesitzergeordnetéStrukturenn Raumbereichemit nurwenigen
MikrometernAusdehnungsieheAbschnitt2.3,S. 31). Die Moglichkeit derHer-
ausbildungdieserStrukturenemibt sichausderpermanente@ul3ererEnegiezu-
fuhr, die dasSystemfernabvom thermodynamische@Gleichgavicht halt [5] und
die Grundlagefur die unterschiedlicheiselbstoganisationsprozesse lebenden
Zellenschatt.

In [22] warfenHessund Mikhailov die Frageauf, ob diein Zellenbeobachte-
ten SelbstoganisationsprozessenfacheineverkleinerteKopie makroslopischer
Selbstoganisationspnomengwie z.B. der raum-zeitlichenMusterbildungin
der Belousw-Zhabotinsk-Reaktion[44, 45] ) seinkdnnen. Die Autorenbeton-
ten,dal’die Anwendungder physikalischerGesetzeauf Langen-und Zeitskalen,
wie sie fur intrazellure Prozessaypisch sind, zu vollig neuenEigenschaften
fuhrenkonnendie soin makroskopischerReaktionsgeiRemicht existieren.

SofuhrtzumBeispieldie BrownscheMolekularbavegungfir die meistender
andenbiochemischemiReaktionenm StoffwechselbeteiligtenMolekile zu mitt-
lerenfreien Weglangenzwischenzwei Reaktionsereignissedie im Bereichvon
Mikrometernliegen(sieheAbschnitt2.3). Damitist die diffusionsbedingtenitt-
lerefreie Weglangevemleichbarodersogargrof3eralsdie raumlicheAusdehnung
derZelleoderdesZellkompartimentsin demdie Reaktionerablaufen Musterbil-
dungwie in makroslopischerReaktions-Difusionssystemekannesunterdiesen
Bedingungemicht geben.Andererseitermoglicht die starke diffusive Durchmi-
schungeinenintensven,schnellerAustauschvon Molekilenunddamitauchvon

8



1.1 Mikroskopischeund makroslopischeSelbstoganisation 9

Informationen(z.B. Homone,Boten-RNSusw) innerhalbdes Reaktionswelu-
mens. Eine lebendeZelle hat deshalbAhnlichkeit mit einemNetzwerk, beste-
hend aus aktiven funktionellen Einheiten,die miteinanderdurch den schnellen
Austauschvon Molekilen kommuniziererkonnen. In [22, 24, 26] wurde des-
halbvermutet,daf3sich unterdiesenBedingungemeueFormenmikroslopisder
Selbstoganisatiorherausbildekdnnendie aufdenWechselirkungenzwischen
denfunktionellenEinheitenderZelle wie z.B. denEnzymenberuhen.

Die EinfuhrungdesBegiffs “mikroskopischeSelbstoganisationlegt die Exi-
stenz‘makroslopischelSelbstoganisation’naheundist sicherlichnurdannsinn-
voll, wennklare Kriterien zur UnterscheidungwischenbeidenFormenangee-
benwerdenkodnnen. Bevor ich mich in den folgendenKapiteln dieserArbeit
mit Bedingungerund Beispielenfur mikroskopischeSelbstoganisationséékte
in lebenderzellen besclaftige, sollenzuerstan ausgavahltenSystemerdie Ge-
meinsamkitenund UnterschieddeiderFormender Selbstoganisatiordiskutiert
werden.

Die in dieserArbeit studierteSynchronisationrmolekularerEnzymzyklenist
ein Phanomendissipatver Selbstoganisatio. Durch intensie experimentel-
le undtheoretisché&JntersuchungebeispielhaftelSelbstoganisationsdékte wie
sie bei Konvektionsinstabiliattenin hydrodynamischeisystemeri9, 8, 46, 47],
der Belousw-Zhabotinsk-Reaktion[10, 11] oder dem LaserOszillator [6, 48]
auftreten, gelang es, wichtige Gemeinsaméiten gleichsamdas Wesendieser
Effekte aufzudeckn. Zur Theorie der Selbstoganisationgibt es umfangrei-
che Darstellungen,die diesesGebiet unter verschiedenerAspektenbetrach-
ten[12, 16, 13,49, 14,25, 50, 15].

Esgibt einigewichtige Prinzipien,die bei dissipatver Selbstoganisatiorauf-
treten. Allen diesenEffektengemeinsanist der Entropieeport als eine Grund-
bedingungir Selbstoganisation Die Entropieabgabwird durchdie Zufiihrung
hochwertigerEnegie und der AbfiihrungniederwertigerEnegie (z.B. Warme)
ermoglicht. Die Enegie wird im Systemalsomeisttransformiert.Innerhalbdes
betrachteterbystemsxistierenWechselirkungenzwischendeneinzelnerkle-
mentenund Ruckkopplungsmechanismerfir Selbstoganisationist als Grund-
bedingungein Mindestabstangtom thermodynamische@leichgavicht erforder
lich. MeistkdbnnenOrdnungsparametgefunderwerden die die Systemdynamik
determinieren.OftmalswerdenauseinerVielzahl moglicher Ordnungszusginde
oderModennur einigewenigeversfirkt, die danndurchdenOrdnungsparameter
beschriebenverden. Im Ubeigangsbereiclvom ungeordneteZustandzum ge-
ordnetenselbstoganisiertenverhalten,der mit wachsendemf\bstandvom ther
modynamischerGleichgavicht auftritt, zeigendiese SystemeAhnlichkeit mit
Gleichgavichtsphaseiltbegangen.

1Konsenative (z.B. Kristallbildung) und dispersve (Solitonen) Selbstoganisationsdékte
werdennichtweiterbetrachtet.



10 1 Synchronisatiorvon Oszillatorenals Selbstoganisationspanomen

Obwohl dissipatie Selbstoganisationsprozessehfernabvomthermodyna-
mischenGleichgevicht vollziehen,kann manfur einige dieserSystemeanneh-
men,dal3siesichlokal betrachtetilennochim thermodynamische@leichgavicht
befinden.Fur Glansdorf und Prigoginewar dieseTatsachen [13] ein wichtiger
Ausgangspunkbei der Entwicklung einer Nichtgleichgavichtsthermodynamik.
Sie schreibenzu Beginn desKapitel Il §2 ([13], S. 14): “In genearl, the eva-
luation of entropy productionand entropy flow can only be performedusingthe
methodsof non-equilibriumstatistical medanicsor of kinetic theory of gases.
Eventhe problemof definingentropy outsidethe stateof equilibriumis clearly a
subjectwhich goesbeyondmacioscopicthermodynamicsWe shall however con-
sider throughoutthis monaraph situationsfor which a macwoscopicevaluation
of entropyproductionandentropyflowsstill remaingossible Thiswill bethecase
whenthere existswithin ead small masselemenif the mediuma stateof local
equilibriumfor which thelocal entropysis the samefunctionof thelocal macios-
copic variablesas at equilibrium state This assumptiorof local equilibriumis
notin contradictionwith the factthatthe systemmaswholeis out of equilibrium?

Selbstoganisationsprozessa Systemengdie sich lokal im thermodynami-
scherGleichgeavicht befindenwerdeich in ZukunftalsmakroslopischeSelbstor
ganisatiorbezeichnenBesitztein SystemdieseEigenschaftyeichenbeispiels-
weisedie Verteilungsfunktionder Geschwindigkit oder die raumlichenVertei-
lung der Teilchennicht oder nur sehrwenig von denenim thermodynamischen
Gleichgavicht ah Die thermodynamische@ustandsgienTemperaturDruck
und chemische$otentialhabendanndie gleiche Bedeutungwie im thermody-
namischerGleichgevicht. UnterdiesenBedingungerkannjedochausdenther
modynamischertigenschaftenn einemkleinen Raumelemennichts tiber den
GesamtzustandesSystemsausgesagiverden.DenndieseskanndennochHernab
vom Gleichgeavicht liegen.

NebenSystemengie makroslopischeSelbstoganisatiorzeigen,gibt esauch
solche fur die die Naherungdeslokalen Gleichgevichts nicht getrofen werden
kann. Selbstoganistionsprozesdéhrendannauchlokal zu starken Abweichun-
genvomthermodynamische@leichgevicht. Deshalbwerdeich in solcherFallen
von “mikroskopischerSelbstoganisation’sprechen.Ein typischesBeispielmi-
kroskopischeiSelbstoganisatiorfindetsich,wie im folgendergezeigtwird, beim
Laser

Ein Laserbestehtbekanntlichausaktiven Elementenlonen, Molekule), die
verschieden&negieniveaushesetzerkonnen.Zum prinzipiellenVersandnisist
esausreichencdgin 2-Niveausystemyie esin Abb. 1.1 dagestelltist, zu betrach-
ter?. Die Zahl der besetzterZustindea sei n,, die der Zustindeb seinp. Im
thermodynamische@leichgavicht ist die Besetzungler beidenEnegienveaus

2Um Resonanzfluoreszera vermeiden, missenjedoch in realen Lasern mindestens3-
Enegieniveausystemeerwendetverden.



1.1 Mikroskopischeund makroslopischeSelbstoganisation 11

durchdie Boltzmanwerteilung
Na = npexp(—hv/ksT) (1.1)

gegeben.Ein aktivesElementkannvom Niveaub durch AbsorptioneinesPho-
tonsderEnegie hv in dasenegetischhohergelegeneEnegieniveaua tibegehen
undwiederumdurchEmissioneinesPhotonsn dastiefergelegeneEnegieniveau
a zuriuckkehren. DieserProzelider Emissionkannsowohl spontanablaufen als

auchdurchbereitsexistierendePhotonemmit der Enegie hv erzwungerwerden.
In diesemFall sprichtmanvoninduziertetbzw. stimulierterEmission.Die ausge-
sendeteelektromagnetisch@/elle hat bei stimulierterEmissionnahezudie glei-

cheRichtung,Phasaind Frequenavie die stimulierendé/Nelle [48].

7y a

hv

A 4 b

Abb. 1.1: Schematisch®arstellungdes2-Niveau-Lasersystems.

Der Effekt derinduziertenEmissionkannzu Lichtverstirkungfihren,wenn
pro ZeiteinheitmehrPhotonerdurchinduzierteEmissionemittiertals erneutab-
sorbiertwerden.DieserFall kanndanneintretenwenneineBesetzungsiersion
derBesetzungszahleserbeidenEnegieniveausvorhandenst, d.h. falls

Na > Np (1.2)

gilt3. Wird die auRer&Enegiezufuhr(PumpenusreichendroR,sovollziehtsich
eine qualitative Anderungvon vorher ungeordneterstochastischet/bergangen
deratomarerDipole hin zu synchronerDszillationen Ohnedie weiterenDetails,
wie denzur RuckkopplungundModenselektiomotwendigerResonatooderden
konkretenMechanismuslerEnegiezufuhrzumErreicherderBesetzungswersi-
ondiskutiererzuwollen, sinddieseBetrachtungeiereitsausreichendjmzu er

kennendalein Laserauchlokal fernabvom thermodynamische@leichgeavicht
arbeitet.

3Der genaueéWert der minimal notwendigeninversionder Besetzungsreaushangtvon der
guantenmechanisdberechenbareWahrscheinlichkit fir die induzierteEmission,der Rateder
spontanerEmissionundweiterentechnischerraktorenwie derResonatagiiteah DasVerhaltnis
Na/Np istin jedemFall groRerals 1.
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AusGl. (1.1)folgt sofort,dal3derFall ny > ny, fur keinenochsohoheTempe-
ratur erreichtwerdenkann. Unter Laserbedingungeliegt aberBesetzungsiver-
sionvor undesgilt Ungleichung(1.2). Selbstfur ein einzelnesaktivesElement
ist danndie Aufenthaltsvahrscheinlichkit im enegiereichererNiveaua hoher
alsim Niveaub, wie esim Geggensatalazudie Boltzmaniverteilungvoraussagen
wirde. Genald der obengegebenenUnterscheidundiandeltes sich beim La-
serdeshalbum mikroskopischeSelbstoganisation.Als Folge davon hatdie ele-
kromagnetisch&trahlungeinesLaserOszillatorskoharenteEigenschaftengha-
rakterisiertdurchstrengePhasenbeziehungendMonochromasiehenorgerufen
durchdaskooperatve VerhaltenderaktivenElemente.

In verschiedenehiochemischemeaktionerwie derenzymkatalysiertetly-
kolyse[19, 51, 52] oderder HR-Peroxidasereaktiofb3, 54] konnensich kom-
plexe raum-zeitlicheStrukturenherausbilderfsieheAbb. 1.2). DieseFormender

Selbstoganisationsind typischeBeispielefir makroslopischeSelbstoganisati-
on.

Abb. 1.2: Ausbreitungvon spiralformigen(A) NADH-Wellen und (B) Protonenwellen
wahrendder Glykolysereaktiorin Hefeextrakt. Aus [52].

In dieserArbeit werdenBeispieleenzymatischeReaktioneruntersuchtdie
innerhalbsehrkleinerRaumbereichablauferundeinevollig anderd~ormselbst-
organisierterVerhaltenzeigen.DieseFormist dadurchgekennzeichnetdalRdie
EnzymzyklerunterschiedlicheEnzymesynchronisierekonnen.Betrachteiman
unterdiesenBedingungereinenRaumausschnitinit nur wenigenEnzymen,so
zeigendieseEnzymesynchroned/erhaltendasdurchdennahezugleichzeitigen
Beginn desEnzymzyklus,der gleichzeitigenFreisetzungler Reaktionsprodukte
usw gekennzeichneist.

1.2 GekoppeltePhasenoszillatoen

In denletztenJahrzehntehatsichdasVersaindnisdynamischeSystemesowvohl
derklassischemHamiltonscherSystemg55, 56] alsauchvon allgemeineremie-
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derdimensionaleisystemeri57, 58, 50, 59] stark vertieft. Eine wichtige Auf-
gabeder gegenwartigenphysikalischerForschungist die Analysedynamischer
Systemanmit vielen FreiheitsgradenDiesezeigenoft interessant&igenschaften
raum-zeitlicheMusterbildung[60, 61, 62, 25, 63], henorgerufendurchkoope-
ratives Verhaltenund Wechselirkungen. Die UntersuchunglieserSystemest
jedoch,bedingtdurchderenKomplexitat, sehrschwierig. Eine vielversprechen-
de Herangehensweiseur LosungdiesesProblemsist das Studiumvon Syste-
men, die ausgelkoppeltenUntereinheiterbestehendie jedefir sichgenommen
eine sehreinfacheDynamik aufweisenund derenEigenschaftewvollig verstan-
densind[64]. TypischeBeispielesolcherUntersuchungesinddie Analysevon
Automaten[65, 66], NeuronalenNetzen und gekoppeltendiskretenAbbildun-
gen[67, 68,69].

Einein denletztenJahrerbesondermtensy untersucht&lassevon dynami-
schenSystemendie ausElementermit einereinfachenDynamik bestehensind
PopulationemgekoppelterOszillatoren70, 71, 72, 73,74,75,76,77,78,79, 80].
In dieserArbeit werdenchemischeéreaktionerbetrachtetdie durchEnzymeka-
talysiertwerden.DerenkomplexeszeitlichesVerhaltenwird durchElementean-
gerahert,die eine einfacheDynamik besitzenund sehrstark Phasenoszillatoren
ahneld.

Zeitlich periodisched/erhaltenist in der realenWelt weit verbreitet. Syste-
me, bestehendwusgekoppeltenOszillatoren,weisendeshalbviele Analogienin
ihrer Strukturundin ihrem Verhaltenzu wirklichen physikalischenchemischen,
biologischenund sozialenSystemerauf, sind abernocheinfachgenug,um ana-
lytisch oder numerischuntersuchtzu werden. Die Eigenschafder Periodizitt
der n-dimensionalerzustandsgif3eX(t), die die Dynamik eineseinzelnenEle-
mentseinessolchenSystemsbeschreibterlaubtdie Verwendungeiner skalaren
Phasewariableng(X(t)) als Funktionvon X(t) [86, 85] zur Beschreilbnng desZu-
standediesesElements. Von einemmathematischestandpunkiausgesehen,
kanndie periodischeDynamik in einemhodherdimensionaleZustandsraunauf
die Beschreilnng mit einereindimensionaleiPhasewariablenreduziertwerden.
DasGesamtsystenpestehendusN Elementenpesitztnuninsgesamthur noch
N Freiheitsgrade.

ExistierenWechselirkungenzwischerderzeitlich periodischebynamikei-
nes Oszillatorsund einessich periodischandernderSignals,dasz.B. von der
Dynamik eineszweitenOszillatorsodereineraul3ererKraft heriihrenkann, so
kanneszu Synchronisationségktenkommen. Diese Synchronisationst durch

“Wie in denKapiteln 3-6 nochgenauewdiskutiertwird, ist die Dynamik dieserElementeim
Geayensatzu typischerkontinuierlichenPhasenoszillatoresiurcheinezufallige Verweildauetim
Grundzustandharakterisiert.Sie konnendeshalb&hnlichzu Neuronenmodellef81, 82] unter
diesemGesichtspunkals anrggbareElementg83, 84] betrachtetverden.Eine Einfuhrungin die
mathematischeGrundlagernvon SystemergekoppelterOszillatorerfindetsichin [85].
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feste Phasenbeziehungewischenden Oszillatorendefiniertund kann auchin
Systememmit mehrals zwei Oszillatorengefunderwerden.Betrachtemanzum
Beispiel zwei Oszillatorenmit den Phasenp (t) und @,(t)°, sogilt im Fall von
Synchronisation

A@=n@y(t) — mgp(t) = kong., m neG. (1.3)

Tatsachlich sind Synchronisationsgimomenegekoppelter Oszillatoren in
natirlichen Systemenweit verbreitet[87, 88. Wichtige Beispielein physika-
lischen Systemensind Synchronisationséfkte mechanischeszillatorenund
elektronischeschaltungeri89] oderFeldervon Josephson-#ntakten90]. Bei-
spielefur Synchronisationséfkte in biologischenSystemerfindensichin Zell-
populationen[91, 92, 93] oder sind das periodischelLeuchtenvon Gluhwiirm-
chen[94]. DiesekonnendurchModelle, bestehendusgrolienPopulationervon
gekoppeltenPhasenoszillatoremeschriebemverden.

In vielenrealenSystemerspielenFluktuationerund zufallige externeStrun-
geneinegrofReRolle und modifizierenderenDynamik. Viele derobenangetihr-
tenBeispielevon Synchronisationsginomenersind solche in denendieseFluk-
tuationeneinenwichtigen Einflul3 auf das Systemerhaltenhaben. StarrePha-
senbeziehungemwischensynchronenOszillatorenkonnenin diesenSystemen
durchRauscherzersbrt werden. Die obengetrofene Definition (1.3) von Syn-
chronisationals Existenzfester Phasenbeziehungertwischenmindestenszwei
Oszillatorenoder mindestensinemOszillatorund einemexternenSignalist in
Geagenwart von Fluktuationenpraktischnie erfullt. So bewirkt Rauschengdal3
die Phasendynamikon Oszillatorenund damitauchdie PhasendferenzAg ei-
ner Diffusion unterliegt [95, 96]. Definition (1.3) wirde also bedeutengdal3in
Systememit Fluktuationenkeine Synchronisationmoglichist. Im Fall von Sy-
stemermit Fluktuationenist esdahersinnvoll, nichtdie Phasendferenzerselbst,
sonderrdie WahrscheinlichkitsverteilungerP(Ag) derPhasendferenzerzu be-
trachten.Falls zwischendenPhaserder OszillatorenSynchronisatiomestehtso
sind bestimmtePhasendferenzemA@ gegerilberandererbevorzugt. Ihr Auftre-
ten besitzteine hohereWahrscheinlichkit. Somit existiert mindestensin Ag,
andemP(Ag) maximalwird. Sind die Phaserjedochvollig unkorreliert, soist
P(A@) konstant. Da in dieserArbeit stochastisch&ystemeuntersuchtwerden,
wird Synchronisatiomnmmerin diesemerweiterterSinnverstanden.

TypischeBeispielefiir realestochastisch&ystemejn denenPhasensynchro-
nisationauftritt, sind Muskelaktitaten(gefundemmit magnetoenzephalographi-
schenUntersuchungen]97], Synchronisationséfkte des menschlicherKreis-
laufsystemgq98] oder die Funktionsweiseder Elektrorezeptoreres Polyodon

SDie DynamikdeszweitenOszillatorsmit der Phasep, kannauchalsauReresSignalinterpre-
tiert werden.



1.2 GeloppeltePhasenoszillatoren 15

Spathula(Loffelstor — engl.: Paddle-fish)[99]. Oftmalsfuhrt Rauschenn Sy-
stememit gekoppeltenPhasenoszillatorezu einer Schwachungder Synchroni-
sationundletztlich zu derenUnterdfickung.

Die weitelgehenddJntersuchungtochastischedynamischeSystemeoffen-
barte,dallRauschemichtimmer Synchronisationsginomenaunterdiickt. Oft-
mals kannfur bestimmteintermedare Bereicheder Rauschintensitt eine Syn-
chronisationserstirkungbeobachtetverden. TypischeBeispielefir derartige
rauschinduziert&ynchronisatiorgibt esin bistabilenSystemer{100, 101, 102,
103 undin anrgbarenMedien[104, 105, 106. Ahnliche Effekte sindkiirzlich
auchin Systememmit Phasenoszillatoregefundenworden[107, 108, 83, 109,
11Q.

GroRReUnterschieden den Modellen gekoppelterPhasenoszillatorebeste-
henin der Art und Wirkung der Kopplung. In den Modellen der Kapitel 3—6
ist dieseKopplungzum Teil verzgert. DerartigeDelay-Zeitenkdnnenje nach
dem betrachtetersystemgekoppelterOszillatorensovohl Synchronisatiorver-
ursacher[111, 112] als auchunterdiicken [113, 114]. In denin Kapiteln 3-6
untersuchterModellen spielensolcheDelay-Zeitenebenélls eine grof3eRolle.
Die dabeigefundenerSynchronisationsginomenaler Enzymzusihndekodnnen
je nachbetrachteteArt der Kopplungdurch Variationder Delay-Zeitensowohl
ausgebstalsauchunterdiicktwerden.



Kapitel 2

PhysikalischeEigenschaftenvon
Enzymreaktionen

In diesemKapitel wird ein Uberblick iberdie wichtigstenEigenschafteron
EnzymerundenzymatischeReaktionergegeben Zuersterfolgtin Abschnitt2.1
einekurzeDarstellungiberdasVorkommendie Funktionunddie physikalischen
Merkmalevon katalytischwirkendenBiopolymeren. Es werdendariiber hinaus
wichtige Vorstellungereur ErklarungdeskatalytischerProzessesdiskutiert. Da
fur die folgendenUntersuchungeregulatorischeEnzymevon besonderenmter-
essesind, werdendie verschiedenemRegulationsmechanismemlje bei der En-
zymkatalyseauftreterkonnen kurz vorgestellt.

Im daraufolgendenAbschnitt 2.2 werden zwei wichtige Experimentebe-
schriebenund diskutiert, in denendie internenEigenschafterdes molekularen
Enzymzyklusuntersuchtwurden. BeidenExperimenterist gemeinsamgdal3es
durchexterneBeeinflussungelingt, die EnzymzyklenderindividuellenEnzyme
in makroslopischenReaktionssystemeru synchronisierenDieseexterneSyn-
chronisationermbglicht Erkenntnissdiber Konformationgnderungemund stati-
stischeEigenschaftemeskatalytischerProzessesDie Kinetik dieserspeziellen
Reaktionssystemén denenmehrals 101° Enzymesynchronoperierenkannmit
denModellenderklassischerfenzymkinetiknicht beschiebemverden.

EinewichtigeBesonderheinzymatischeReaktionenn lebenderZellensind
die mikroskopischenvolumina,die zum Teil kleinerals 10~1° sind. Darauser-
gebersichtiefgreifendeKonsequenzehinsichtlichdercharakteristischediffusi-
onsablkngigenDurchmischungsund Transportzeiteeran denReaktionerbe-
teiligten Molekile. Im letztenAbschnitt2.3 dieseKapitelswerdendieseZeiten
fur solchebiochemischeMikroreaktorenabgeschtztund derenEinfluld auf die
chemischeKinetik diskutiert. Es stellt sich heraus,daRunterden Bedingungen
abgeschlossen&eaktionseluminamit der LangenausdehnurgnesMikrome-

16
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tersoderweniger ein enzymatischeReaktionssysterandereRelationenderdie
Kinetik bestimmendenharakteristischeBAeitenaufweiserkannalsin makrosio-
pischenReaktionssystemeiBesitztein ReaktionssysterderartigeEigenschaften
soll esalsmolekularedNetzwerkbezeichnetverden.

2.1 Biopolymere als Katalysatoren

Struktur und physikalische Eigenschaftenvon Enzymen

Enzymesind biologischeKatalysatorendie durchdie Bindungder molekularen
Ausgangsstdé die Wahrscheinlichkit fur das ZustandekmmeneinesReakti-
onsereignissedrastischernbhenkdnnen. Sie kommenin derlebendenzelle in
Konzentrationeawischenl0-8mol/I bis 10~*mol/I vor [115].

In der physikalischenChemiewird zur Klassifizierungoft zwischenhomo-
generund heterogeneKatalyseunterschiedenBei derhomogenerKatalysebe-
finden sich Substratund Katalysatorim gleichenAggregatzustandpei der he-
terogenerKatalysehingeggenin verschiedeneggregatzusandenmeistmit fe-
stemKatalysator Der Versuchdie Enzymkatalyseindeutigeinemdieserbeiden
Grundtypenzuzuordnenist schwierig. Einerseitssind bei Enzymreaktionerso-
wohl Substratals auchEnzymin Wassergelost und befindensichin derselben
Phase Andererseitdbesitzeralle Enzymedie Eigenschafder Substratattigung,
die fur die heterogen&atalysetypischist [116]. Man sprichtdeshallmanchmal
bei Enzymreaktionemuchvon mikroheterogeneKatalyse[117].

Zur Zeit sind etwa 2000 verschieden&nzymebekannt. Der weitausgrofite
Teil sindProteine gsgibt aberauchEnzyme die ausRNA besteherfRibozyme).
Nebenden“klassischen”’Enzymen,derenFunktion ausschlief3lichn der Kata-
lyse chemischelReaktionenn derlebendenZelle bestehtsind in jungererZeit
Proteinemit enzymatischeg&igenschaftegefunderworden die bisdahinmit an-
derenFunktionenin Zusammenhangebrachtwurden. DazuzahlenAntikdrper
desimmunsystemsnit katalytischenEigenschafter§118, 119 und Zytokine —
Makromolekile zur interzellubrenSignalibertragung- die ebenélls chemische
Reaktionerkatalytisiererkonnen[120].

Nebender strukturellenund funktionellenVielfalt der Enzymekdnnenauch
hinsichtlichderGroReunddesMolekulaigewichtserheblichdJnterschieddeste-
hen. Beispielsweisédat die Ribonukleaseinerelative Molekillmassenzahlvon
13000wahrenddie Ribulosel,5-bisphosphatarboxylasesine von etwa 500000
besitzt. Oft ist esso, daBEnzymeauskatalytischaktiven identischenJnterein-

IDimensionslose&ahl, die angibt, wieviel mal groRerdie RuhemasseesbetrefendenMo-
lekiils als 1/12 derRuhemassgon Kohlenstof C-12ist. Bei Proteinerist dieserWert - wie auch
anderephysikalischeEigenschaftenvom Herkunftsoganismusblrangig.
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heitenbestehenAuch Multienzymkomplexe ausmindestengwei verschiedenen
Enzymenkdnnengebildetwerden,die aufeinanderfolgendehemischeReaktio-
nenkatalysiererkdnnenunddurchdie kurzenraumlichenEntfernungerder akti-
venZentrendie mittlere Zeit zwischenzwei Reaktionsereignissererkiirzen.

NochgrolRereUnterschieddesteherinsichtlichderWechselzah(Turnover-
Zahl). Diesegibt die maximaleZahl der Substratmoleitle an, die von einem
Enzymmolekil pro Zeiteinheitin Produktmolekile umgevandeltwerdenkdnnen.
DasReziprole dieserGrol3eemibt die Zeit, dieim Mittel fur ein einzelneReak-
tionsereigniderdtigt wird. DieseZeitwird Turnover-Zeitgenanntln Tabelle2.1
sindfur verschieden&nzymedie Wechselzahlindtypischerelatve Molekilmas-
senzahlemagestellt[121, 122,115. Die Turnover-Zahlenund Molekilmassen
in Tabelle2.1 sind als Richtwertezu verstehen Es kannUnterschiedennerhalb
einesOrganismugebengdie durchMutationerbedingtsind. Nochgrol3ersinddie
SchwankungerzwischerEnzymenausverschiedene@rganismenDie Wechsel-
zahlvariiert ibereinenBereichvon sechZehnerpotenzen.

Tabelle2.1: Wechselzahlund relative MolekillmassenzaHiiir verschieden&n-
zyme

Enzym Wechselzahin s~ | Molekillmassenzah|
Carboanhydrase 600000 2.8-10* - 3.10
Acetylcholinesterase 25000 26-10*—33-10
Penicillinase 2000 1.24-10*-4.9.-10
Lactat-Dehydrogenasg 1000 1.10° — 1.5-10°
a-Chymotrypsin 100 25.10°
Phosphofruktokinase 100 14.10°
Tryptophan-Synthetase 2 195.10%
Lysozym 0.5 1.4.10°-1.8-10"

Die Erhdhung der Reaktionsgeschwindight bei enzymatischkatalysierten
Reaktionenm Verleich zu nicht-katalysierterReaktioneniegt wenigstendei
einemFaktorvon 10°, kannaberauchbis zu 10?° mal hdherseinalsim Fall der
unkatalysierterReaktion[117, 115]. DieseBeschleunigungler Reaktionssge-
schwindigleit wird, im Gegensatzu verschiedenetechnischgenutztemichten-
zymatischerKatalysatorendie meist deutlich hbhereTemperaturerberitigen,
bereitskurz oberhalbder Zimmertemperatuerreicht. Das Temperaturoptimum
dermeistenenzymatisctkatalysierterReaktionerliegt etwa bei 50°C (mit Aus-
nahmevon EnzymenrausthermophilerOrganismen)OberhalldieserTemperatur
kommteszur Denaturierungler Proteine.

Wie alleKatalysatorebeschleunigeEnzymedie Einstellungdeschemischen
Gleichgeavichts durchgleichzeitigeBeschleunigungler Hin- und Rickreaktion,
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verschiebemiesesabernicht. Nebender Temperatuhabenverschiedenaktivie-
rendeoderinhibierendeMolekille, die lonenlonzentrationewerschiedenefalze
undder pH-Wert der LosungentscheidendeRinfluld auf die enzymatisché\kti-
vitat[115].

Meistensbeschéanken sich die katalytischenFahigkeiten einesbestimmten
Enzymsauf die KatalyseeinereinzigenchemischerReaktion. DiesehoheSpe-
zifitat und der hohe Beschleunigungsktor unterscheiderEnzymedeutlichvon
anderertechnischgenutzterKatalysatorerj117, 115. Fur die Modellierungen-
zymatischeReaktionerkdnnendeshalbenzymatischheschleunigtéNebenreak-
tionen, die moglicherweisedurch ein Enzym katalysiertwerdenkdnnten,meist
vernachéssigtwerden.

VerschiedeneRorschegruppenist esgelungen Enzymesynthetiscmachzu-
bilden[123, 124]. Dazuwerdenbeispielsweisé&omplexverbindungenn Lipid-
membraneringebautdie dortihre katalytischerFahigkeitenentfaltenkdnnen.

Der katalytische Prozel3

Da die EnzymeurverandertausdemkatalytischenProzeRzuriickkehreniist die
direkte Beobachtungler Vorgangewahrendder Katalyseschwierig. Allerdings
kanndie Wirkung der Enzymein Form der neuentstandeneReaktionsprodukte
ausdenvorhervorhandeneiusgangsstdén direkt nachgaiesenwerden.Zwei
interessant&xperimentedie Erkenntnissdiberdie internenVorgangewahrend
desenzymatischeRrozessebefern, werdenin Abschnitt2.2 diskutiert.

Esgibt verschieden&lodelleund Theorienzur ErklarungderKinetik derEn-
zymkatalysg125]. Im Folgendersoll die TheoriedesUbegangszustandd 26]
(“transition statetheory”) kurz vorgestelltwerden. Bei dieserTheoriewird aus
der Enzympopulatiorim Grundzustantiund den Enzymenim instabilstenund
entlangder Reaktionskordinateenegetischam hochstergelegenenUbeigangs-
zustandAbb. 2.1) die Enzymkinetikbestimmt.

Um zu verstehenwie esEnzymengelingt, den Ablauf chemischeReaktio-
nenzu beschleunigersoll zuerstkurz auf denVerlaufderunkatalysierterReak-
tion eingegangenwerden. Betrachteimandie ReaktionS — P der Umwandlung
einesSubstratmoleildls in ein Produktmolekil, so erkenntman (Abb. 2.1), dal3
zuerstein freiesSubstratmoleldl vorliegt, dasim Verlaufeinenenegetischhoher
gelgenenUbegangszustandinnimmt.

NachdemdasEnegiemaximumiberschritterwurde, befindetsich am Ende
der ReaktiondasProduktmolekl enegetischin einemniedrigerenZustandals
das Systemim Ubeigangszustand Der Enegieunterschiedzwischender Frei-
en EnthalpiedesAusgangszustandesd demZustandmaximalerFreier Enthal-

27Zustand,jn demein Enzymnochkein Substratmole#il getundenhat, dazuaberin derLage
ware.



20 2 PhysikalischéEigenschaftenron Enzymreaktionen

pie desUbeigangszustandesird als Freie Aktivierungsenagie AGE‘) bezeichnet.
Enzyme,wie Katalysatorenm allgemeinen konnendiese Aktivierungsenthal-
pie reduziererund dadurchdie Wahrscheinlichkit fur dasAuftretender chemi-
schenReaktiondrastischerhbhen. Der Verlauf der Reaktionsenthalpiei der
enzymatischkatalysierterReaktionist schematiscldurchdie gestricheltelinie
in Abb. 2.1 dagestellt.

Transition state

nichtkatalysierte Reaktion
— i ysi i

Q2

a

]

Ll

O Pt - - T - - - ESTTRAN - - - - -
TR TN P oG N e

Reaktionskoordinate

Abb. 2.1: Reaktionsdiagramrder FreienEnthalpiefur eine nichtkatalysiertgdurchge-
zogenelinie) und eine enzymatkatalysiert®Reaktion(gepunktetd_inie). Jetiefer der
Einschnittim Enegieprofil der enzymatischkatalysiertenReaktion, desto stabiler ist

dasbetrefende Zwischenprodukt.Rechtsist der katalytischeZyklus schematischdar

gestellt[127]. Durchdie Wirkung desEnzymswird die Freie Aktivierungsenayie AG(*,

aufAG* verringert.

Beim katalytischenProzel3konnenverschiedeneleilschritte unterschieden
werden. Zuerstbildet sich ein Enzym-Substrat-Emplex ES durchdie Bindung
desSubstratmoleiidls S an dasEnzym. Danachkonnensich aktivierte Zwischen-
zustinde(in der Abb. 2.1 durchES, ES’ und ES” dagestellt)bilden. Im Ver-
lauf der Reaktionkommteszur Entstehungund DissoziationdesReaktionspro-
duktsundderRuckkehrdesEnzymsin denAusgangszustandgerin Zukunftauch
GrundzustandlesEnzymsgenanntvird. Der gesamtekatalytischeProzeleines
einzelnemrmolekularenEnzymzyklusist als Kreisprozefinterpretierbarausdem
dasEnzymurveranderthenorgeht.

Obwohl die bisherigeBeschreiling der WirkungsweiseeinesEnzymsunter
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AnnahmemetastabileiZustindesehranschaulichist, muf3ihnr Modellcharakter
betontwerden.Die TheoriedesUbegangszustandgfert eine Erklarungfir die
katalytischeNirkung derEnzymeundgestatteauchdie Abschatzungvon Reakti-
onsratenlal3taberFragerhinsichtlichderEigenschaftedeskatalytischerZyklus
offen. Eine wichtige Erweiterungder Theorieder Enzymkatalyseerfolgt durch
die Einbeziehungler experimentellbeobachteteionformation&nderungenles
EnzymswahrenddesmolekularenEnzymzyklus.DieseKonformationgnderun-
genderProteinstruktuscheinerfur die FunktionsweiselesEnzymsessentielku
sein.

Ein Enzymist ein heteropolymeredakromolekil, dasim Verlaufderenzy-
matischerKatalyseKonformationgnderungeerfahrt. DerenvollstandigeDyna-
mik ist durchein gekoppeltesSystenvon Bewegungsgleichungefiir die einzel-
nenMonomere ausdenersichdasEnzymzusammensetzgiegeben Einedirekte
numerischéntegrationdieserBewegungsgleichungewaresorechenzeitaufwen-
dig, daRdiesegegenwartig nicht einmal fur den Bruchteil einesenzymatischen
Turnover moglich ist. Um trotzdemdie Dynamik einesEnzymswahrenddes
enzymatischeiurnoverzuerfassensinddeshalliNaherungerrforderlich.Kon-
formationginderungerund Relaxationsprozesseon Proteinenwurden sovohl
fur Proteinfltungsprozessfl28, 129 130, 131, 30] als auchfir die wahrend
der biologischenFunktionauftretenderstruktuneranderungeringehendinter
sucht[132,133. Oft konnendieseVorgangealsdynamischeProzelentlangei-
nerinternenReaktionskordinateanger@hertwerden[134, 135 136, 137]. Wen-
detmandiesesKonzeptauf die Konformationginderungenvahrendder Enzym-
katalysean, so kann man eineneinzelnenEnzymzyklusals Bewegung entlang
einerkontinuierlichenPhasen&ordinatebeschreiben.

Vemleicht man diese Erkenntnissemit der schematischerDarstellungin
Abb. 2.1, sofindensichdortnurwenigemetastabil&wischenzusinde die durch
Enegiebarrierengetrenntsind. In diesemFall bestehtder enzymatischezy-
klus ausnacheinanderfolgendafiskretenZustanden,zwischendenenmit einer
von der Hoheder jeweiligen EnegiebarriereabtangigenWahrscheinlichkitsra-
te Ubemgangestattfinden. Beziehtman hingegen die wahrendder Katalyseab-
laufendenKonformationgnderungemit ein, so ahneltder dynamischeProzel}
desenzymatischerZyklus ehereinem Diffusions-Drift-Prozefdn einemhoch-
dimensionalenZustandsraumgder wie im Fall der Proteinfltung durch einen
Diffusions-Drift-Prozel&ntlangeinereindimensionaleiiReaktionskordinatean-
gerahertwird [138,134,139 136.

Eng verwandt mit der Betrachtungdes enzymatischeurnoverZyklus als
Diffusions-Drift-Prozel¥entlangeiner Reaktionskordinateist das Relaxations-
konzeptenzymatischeReaktioner{140, 141,29, 142. Esgehtvonder Annah-
me aus, dal3der katalytischeZyklus durch Relaxationerdes Proteinsausdem
Nichtgleichgeavichtszustandin demesdurchdie BindungdesSubstratmoleilds
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gekommenist, in denGleichgavichtszustandingetrieberwird. DieseSituation
istin Abb. 2.2 graphiscidamgestellt.

A

nichtkatalysierte Reaktion

enzymkatalysierte Reaktion

Freie Enthalpie

A 4

Reaktionskoordinate

Abb. 2.2: Enegieprofil alsFunktionder Reaktionskordinate die zu einerdermoglichen
TrajektorienderenzymkatalysierteReaktionS— P gelort (nach[29]).

RegulatorischeEnzyme

Eine wichtige Eigenschaftvieler Enzymeist die Abhangigleit inrer enzymati-
schenAktivitatvon andererMolekillen. Esgibt sovohl aktivierendalsauchinhi-
bierendwirkendeStoffe (Aktivatorenbzw. Inhibitoren). Im Fall derInhibierung
unterscheidetnanzwischenderreversiblenundirreversiblenHemmung.Auf die
irreversibleHemmungdie meistdurchkovalenteBindungdesinhibitorsaneine
wichtigefunktionelleGruppezustand&ommt,soll hier nicht weitereingegangen
werden.Der Inhibitor wirkt in diesemFall praktischals Gift.

Meist wird zwischenHemmungder Enzymaktvitat und der eigentlichenEn-
zymregulation, die sowohl inhibitorisch als auch aktivierend sein kann, unter
schieden[117, 127. Es werdenvier Hemmungsmechanismamterschieden:
kompetitive undnicht-kompetitve Hemmung unkompetitve Hemmungsowie al-
losterischeHemmung?®.

3Der Begriff “Allosterie” soll die raumlichvon der SubstratbindungsstelgetrennteBindung
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BeiderkompetitvenHemmungkanndasinhibitormolekil | anderselberin-
dungsstellevie dasSubstratmoleldl bindenund stehtdamitin direkter Konkur
renzzu diesem.Bei der nicht-kompetitvenHemmungbindetder Inhibitor in der
Naheder SubstratbindungsstelleDas Substratmolelll kann zwar noch an das
Enzymbinden,die weiterekatalytischeUmsetzunglesSubstratsn dasProdukt-
molekill ist jedochgestrt. Bei der unkompetitven Hemmungbindetein bereits
vorhandeneES-Komplex dasinhibitormolekil. Esentstehtlsoein ES Enzym-
Substrat-InhibitostKomplex, dernicht weiterreagiert.

Die allosterischéHemmungist wie auchdie allosterischeéAktivierungein ty-
pischerRegulationsmechanismua metabolischerKetten. AllosterischeEnzy-
me, von denenesetwa hundertgibt [145], besitzerdie Eigenschaftjin mehreren
stabilenKonformationerexistierenzu konnen.Mit jederKonformationsindcha-
rakteristischechemischeEigenschaftervertbundenwie z.B. eine bestimmteEn-
zymaktvitat. Esist moglich, dal3ein Proteinvon einemstabilenKonformations-
zustandin einenanderenstabilenKonformationszustandbegeht. Damit sind
auchVeranderungemlerchemischertigenschaftenerknipft. Ausgebstwerden
solcheUbemgangemeistdurchnicht-kovalenteBindungeinesregulatorischeMo-
lekiils andasProtein,weit entferntvon der Bindungsstellaler Substratmoleile.

Nebender allosterischerRegulation der Enzymaktvitat wird die Aktivitat
mancherEnzymeauch durch kovalenteModifikation ihrer Strukturenerreicht.
Diese Modifikationender Enzymstrukturwerdendurch andereEnzymekataly-
siert. Vor allemdie Ubertragungron Phosphat{Phosphorylierunglind Aderyl-
gruppen(Aderylierung) sinddabeivon besondereBedeutund127, 14§.

In dieserArbeit spielt die Kinetik regulatorischefEnzymeeinegrofReRolle.
Wegenihrer weiten Verbreitungund groRenBedeutungbei der Regulation von
Stoffwechselworgangenwerdeich mich dabeiauf allosterischeAktivierungund
Inhibierungbeschéanken. Deshalbwerdenim Folgendemochdie beidenwich-
tigstenModelle derallosterischeriRegulationgenauerorgestellt.

Zwei einfache Modelle zur Erkl arung des Mechanismusder allosterischen
Kooperativitat

AllosterischeEnzymebesitzermindestengweiraumlichgetrenntdBindungsstel-
len, einefiir dasSubstratmoleldl und die anderefiir einenEffektor. DasEnzym
kannsichin zwei Konformationszuginden demaktiven R-Zustand R=relared)
unddeminaktiven T-Zustand(T=tensedpefinden.DasSubstrakannleichteran
die R-Form als an die T-Form binden. Hat ein aktivierendwirkenderEffektor
andasEnzymgehunden,sowird die R-Form stabilisiert. Bindetein inhibierend
wirkenderEffektor an dasEnzym, sowird hingegendie T-Form stabilisiert. Ist

desEffektorshenorheberundwurdenachAussagevon J.-P Changeux143] im Zusammenhang
mit derVeroffentlichung[144] eingefihrt.
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dieserEffektorebenélls dasSubstratmoleidl, sprichtmanvon homotropeiRegu-
lation. Handeltessichbei demEffektor um dasMolekill eineranderemrt, liegt
heterotropdregulationvor.

Abb. 2.3: Zwei verschiedend&onformationerder PhosphofruktokinaselLinks befindet
sichdasEnzymim aktivierten (R-Zustand)147] rechtsim inhibierten(T-Zustand)Zu-
stand[148].

DasklassischéBeispieleineshomotropallosterischerProteinsist dasHamo-
globin, bei dem die Anlagerungvon Sauerstdf die Fahigkeit zu weiterer Sau-
erstofbindung erhoht. Beispiel eines heterotropenallosterischenEnzymsist
die PhosphofruktokinaseEs steuertdurch seineregulatorischerEigenschaften
Teile desKohlenhydratstdivechsels. Dabei bestehtfur diesesEnzym sovohl
die Moglichkeit der Inhibierung(durch Anlagerungvon Adenosintriphosphadn
spezielleBindungsstellerdiesesEnzyms)als auchdie Moglichkeit der Aufhe-
bung dieserInhibierung (durch Adenosinmonophosphat) Das Verhaltnis von
ATP/AMP bestimmtso die Enzymaktvitat. In Abb. 2.3 (links) ist als Beispiel
fur die verschiedeneiKonformationereinesallosterischerenzymsdie aktive R-
Formundin Abb. 2.3 (rechts)die inaktve T-Form der Phosphofruktokinasabge-
bildet.

DasersteModell zur ErklarungdesallosterischerMechanismustammtvon
J.Monod, J. Wymanund J.-P ChangeuX144]. DiesesModell gehtdavon aus,
dal’ das Enzym mindestenszwei identischeUntereinheitenbesitzt, an die je-
weils ein Substratmoleldl bzw. regulatorischesviolekill bindenkann. Die Be-
sonderheidiesesModells bestehtdarin, dal3 Konformation&nderungemnd da-
mit UbeigangezwischenR- und T-Zustandund umgelehrtgleichzeitigerfolgen.
Aus diesemGrundwird diesesModell auchSymmetriemodelbder“Alles-oder
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Nichts-Modell” bezeichnet.DieseSituationist fur die homotropeRegulationin
OO+ = 9 +s =

+S — |S +S &= (S| S

Abb. 2.4: Schematisch®arstellungdes Symmetriemodell$iir homotropeRegulation.
Kreise symbolisiererUntereinheiterim R-Zustand Quadrateém T-Zustand.Ubeigange
vom R- in denT-Zustandund umgelehrt kbnnennur beide Untereinheitergleichzeitig
vollfithren. Die Ubegangsratéiangtvon der Zahl der gehundenerSubstratmolelide ah
DazweiUntereinheitervorhandersind,gibt fur denFall eineseinzigengetundenerSub-
stratmolekils zwei moglicheKonfigurationenEsist abernur einegraphisctdagestellt.

Abb. 2.4 schematiscldagestellt.

Ein zweiteswichtiges Modell zur Beschreilong der Allosterie ist das so-
genanntesequentielleModell. Es wurde von Koshland,Nemethyund Filmer
in [149] vorgeschlagenBeim sequentiellerModell zur Erklarungallosterischer
Kooperatvitat sind Untereinheitemnit freien Bindungsstellerstetsim T-Zustand
zufinden. Die BindungeinesEffektorsaneineUntereinheifiihrt zu einemUber
gangdieserUntereinheit,aberauch nur dieserUntereinheit,in den R-Zustand
(sieheAbb. 2.5). Zusatzlich kbnnenWechselirkungenzwischenden Unterein-
heitendesProteinsexistieren. Durch dieseWechsealirkungenkdnnenKonfor-
mationginderungerinerUntereinheitdie Substratbindungsafiriteineranderen
Untereinheiteeinflussen.

s = [ [9+s = 5

Abb. 2.5: SchematischBarstellungdessequentielletodellsfiir homotropeRegulation.

Bezeichnungerentsprechemenenin Abb. 2.4. Im Gegensatzzum Symmetriemodell
kdnnendie Untereinheiterin verschiedeneionformationenvorliegen. Wie in Abb. 2.4

wurde bei einemeinzigengelundenenSubstratmolelld nur eine der beidenmdglichen

Konfigurationerabgebildet.

BeideModelle bilden, wie Eigenin [150] betont,jeweils denGrenzhll eines
allgemeinereModells. In diesemallgemeinenvodell gibt esauchUbegange
zwischenR- und T-Zustandernvon Untereinheitendie weder wie beim sequenti-
ellenModell durchEffektorbindungverursachtverdennochwie bei Symmetrie-
modell alle Sulunits gleichzeitigbetrefen missen125]. Bei Enzymreaktionen
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findetsich sehroft heterotropeAllosterie. Bei dieserForm wird der Zustandder
enzymatischetntereinheiterdurchBindungvon Effektorenbeeinflu3die keine
Substratmoleldle sind.

2.2 Konformationsanderungenund Enzymkinetik

Die klassischeMichaelis-MenterKinetik und erweiterteModelle, die dasenzy-
matischeReaktionssysterdurcheine bestimmteAnzahl diskreterZus&ndecha-
rakterisierenzwischendenendefiniertdurchRatenlonstantenJbeigangeerfol-
gen,sind zur Beschreiling vieler Enzymreaktionersehrerfolgreich. Allerdings
handeltessichum Modelle, derenwesentlichstéApproximationin der Postulie-
rung der ExistenzsolcherdiskreterZus&ndebesteht. Inzwischenist allgemein
akzeptiert[151, 115, dalRRder uberwiggendeTeil der Enzymeim Verlauf eines
enzymatischeurnover charakteristisch&onformationgnderungerer Prote-
instruktur durchkuft. Diese Konformationgnderungererbtigen charakteristi-
scheZeitenundkdnnenals Diffusions-Drift-Prozelangerhertwerden[136]. In
diesemAbschnittwerdendie Ergebnissewei verschiedeneExperimentevorge-
stellt, die die BedeutungdieserKonformationgnderungeriur die enzymatische
Katalysezeigenundim Widerspruchzur klassischerEnzymkinetikstehen. Ty-
pischfir beideExperimentest, dal3sichdasSystermichtim thermodynamischen
Gleichgavicht befindet.

UntersuchungdesenzymatischenZyklus der Malatdehydrogen-
ase

In diesemAbschnittwerdenexperimentelleErgebnissaler Untersuchunglesen-
zymatischenrurnover der Malatdehydrogenasmit Hilfe einer“Stopped-Flov-
Apparatur’vorgestellt.Bei dieserMethodewerdenSubstratmoleldle, Coenzyme
und Enzymeinnerhalbkurzer Zeit gemischt,so dal3die Reaktionerstnachei-
nem klar definiertenZeitpunkt ablaufenkann. Kurz nachder Durchmischung
befindetsich das Reaktionssystenfiernab vom chemischenGleichgevicht, da
praktischnochkeineReaktionsprodukteorhandersind. Dieserelaxationskineti-
scheUntersuchungsmethod&52] wird sehrhaufig zum Studiumenzymatischer
Vorgangeinsbesondereur IdentifizierungintermedarerProzesseerwendet.

P. Pleshane und L.A. Blumenfeldfuhrten“Stopped-Flov Messungen'mit
derMalatdehydrogenag®DH) durch[153, 154], die die Reaktion

L-Malat+ NAD* = Oxalacetat- NADH (2.1)

katalysiert. Die Turnover-Zeit der Hinreaktionbetrugunter den gevahltenBe-
dingungen10.9ms und die der Ruckreaktion2.6ms Enzyme,Coenzymeund
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Substratevurden,wie eingang$eschriebennnerhalbkurzerZeit gemisch{Tot-
zeitder Apparaturl.2 — 1.5mg und damitdie Reaktioninitialisiert. Die Konfor-
mationsinderungemnler aktivenEnzymeim VerlaufdesTurnover-Zyklus wurden
durchMessungder mittlerenLebensdauers derintrinsischenTryptophanFluo-
reszendestimmt.

20340 107

' i i i

0 2 A 6 8 10 tms

Abb. 2.6: “The time-coursedor tryptophanedluorescenc@arameterss andNAD ™ re-
duction(A) or NADH oxidation(B) reactionscatalyzedy malatedehydrogenas@bbil-
dungundBildunterschriftaus[29] S.107

Im Abstandvon 0.5msab Reaktionsinitialisierungvurde dasEnzymsystem
periodischangeregt (Laserpulse: A = 297nm Tpyise = 2p9) und T¢ gemessen.

4Tryptophanist eine Aminosaure,die in Abhangiglkeitinrer Umgelung einecharakteristische
Fluoreszenzlebensdauern optischerAnregungszusinderbesitzt.Bei der Malatdehydrogenase
befindetsichdieseAminosaurein derNaheder Substratbindungsstelle.
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Parallel wurde durch Absorptionsmessungetie Konzentrationdes Coenzyms
NADH betimm®.

Die Mel3egebnissesindin Abb. 2.6 dagestellt. Abb 2.6azeigtdie mittlere
Fluoreszenzlebensdauand die Absorptionsintensétvon NADH im Verlaufder
Hinreaktionvon L-Malat zu OxalacetatEsist deutlicherkennbaydaf3der struk-
turabtangigeParametenr ; zu BeginndesTurnover-Zyklusabnimmt,um beietwa
6msein Minimum zu erreichen.DanachsteigtdieserWert wiederan, um nach
10— 11msetwa denAusgangswerkurz nachder Initialisierungder Reaktionan-
zunehmen.AnschlieBendallt T+ erneut. Im Gegensatzdazuzeigt der Verlauf
von 1+ bei der Ruckreaktionvon Oxalacetatzu L-Malat, derin Abb 2.6bdamge-
stellt ist, keine so starke Abnahmevon t5. L.A. Blumenfeldund P. Pleshano
schlieRerdarausdalidie KonformationginderungemnlesEnzymsim Verlaufder
Hinreaktionvon denender Ruckreaktionverschiedersind. Nebendieserwichti-
genErkenntnissiehtmanin Abb 2.6a,dal3die durchdie schnelleMischungvon
Substraund EnzyminitialisiertenTurnover-Zyklen nahezusynchronablaufen.

Im Zusammenhangnit den in [153, 154 prasentiertenErgebnissendie-
ser “Stopped-Flev Untersuchungentvurdendurch V.B. Polyalov, N.N. Khar-
lashinaund E.M. Galimov in [155] Computersimulationeriner Mehrstufen-
enzymreaktiorverodffentlicht, die die Moglichkeit verschiedewerlaufendeFluo-
reszenzlebensdauerkervfir die Hin- und Riickreaktionbei ansonstemgleichen
Reaktionsschrittemeigensollten.In [156] wiesenL.A. BlumenfeldundP. Plesha-
nov allerdingsauf mehrereschwerwigiendeFehlerin [155] hin, die dieseArbeit
wiederin Fragestellen.

Externe Synchronisation desCytochrom P-450Enzymsystems

In [157] fandenH. Grulerund D. Muller-EnocheinelichtinduzierteAktivierbar
keit desCytochromP-450Monooxygenas&ystems Wahrendfolgenderexperi-
mentellerUntersuchungefd0, 39] gelangesdenAutorenunter Ausnutzungder
Lichtsensitvitat diesesEnzymsystemsiie EnzymzyklenverschiedeneEnzyme
zu synchronisieren.Dazuwurde im Reaktionsgeil3 die Konzentrationder Re-
aktionsproduktéontinuierlichbestimmt.OhnesonstigeBeeinflussungteigtdie
Konzentratiorder Reaktionsproduktstetigan. Wird dasReaktionsgef3hinge-
genperiodischHir die Dauervon0.1sbeleuchtetsteigt,wie in Abb. 2.7dagestellt
ist, die Konzentratiorder Reaktionsproduktstufenftyrmig an.

Die Autoren schlieBendaraus,dafl3die Enzymeim unbeleuchtete@ustand
unkorelliert Enzymzyklenaustihren,wahrenddurchdie periodischeauf3ereAn-
regungdieseZyklen synchronisieremnd dadurchdie Reaktionsproduktaur zu

SDie beidenanderReaktionbeteiligtenCoenzymeNAD * undNADH weisenunterschiedliche
Absorptionsspektreauf. NADH absorbierbei A = 340nmsehrstark.
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bestimmterZeitenfreigesetztwerden. Auch nachdendie periodischeBeleuch-
tung gestopptwird, operierendie Enzymeweiter in Phasewasim stufenbrmi-
genAnstieg derReaktionsprodukterkennbaiist. Die Starke der Synchronisation
hangtentscheidengton dergewahltenPeriodederBeleuchtungsintealle ah Sie
erreichtein Maximum,wenndiesePeriodestwaskirzeralsdie Turnover-Zeitvon
T = 1.54s gewahlt wird. UnteroptimalenBedingungersind die Phasenzuande
von Uber80%aller Enzymesynchronisiert.
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Abb. 2.7: “Effect of periodically (1.32s) appliedshortlight pulses(0.1s, 390— 460hm,

0.27J/nmolP-450)on productformationfor 7-ethoxycoumari®-deethylasactuity pro-
ducedby a reconstituted?-45011 B1: NADPH-P-450reductase&comple. The product
concentratior{7-hydroxycoumarinjn thetesttubeincrease a steplike mannetbefore
andafterthelastlight flash. Thearravs (abore 2s) representhelocationof the step-like

productformationin the caseof coherentworking enzymecomplees” Abbildung und
Bildunterschriftaus[39].

Die experimentelleéSynchronisatiovon Enzymzusindenermbglicht die Be-
obachtungder EigenschaftemlesEnzymzyklus. So wurde herausgefunderdald
die synchronisierterEnzymzyklenauchohne au3ereBeeinflussungliesenZu-
standfir mehrereenzymatischélurnover beibehalten.In Abb. 2.7 ist die stu-
fenformige Freisetzungder Reaktionsprodukt@och nach4 Zyklen deutlicher-
kennbar Das laf3t den wichtigen Schlu3zu, dafd die Schwankungsbreiteder
Turnover-Zeitkleinerals 20%ist.

DieseEigenschafterkonnenmit denklassischenvorstellungender Enzym-
kinetik, nicht erklart werden. In [41] untersuchterdeshalbM. Schienbeinund
M. Gruler ein kinetischesModell, dasden enzymatischerProzel3durch einen
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Diffusions-Drift-Prozefanrahert.

Weitere Untersuchungen zur Dynamik und Konformati-
onsanderungvon Proteinen

Enzymesind, wie bereitsdiskutiertwurde, Heteropolymere.lhre katalytischen
Eigenschaftemangendirekt mit denKonformationgnderungemahrenddesen-
zymatischenZyklus zusammer|30]. Gegenwartige theoretischdJntersuchun-
gen[158,134, 159 160, 136,161] solcherdynamischeProzesseén Heteropoly-
merenzeigen,dalRKonformationgnderungeikinetischeVorgangesind, die Mil-
lisekunderoderlangerdauernkonnen.

Allerdings sind wesentlicheAspekteder Dynamik von Proteinenim Verlauf
ihres“Funktionierens”nochunklar Wahrendbei einfachenchemischeMecha-
nismenreindeutigfestgelgteReaktionswgemit einigenwenigenZustanderdiese
gutanrahern,ist esnochnicht geklart, ob solcheeindeutigerReaktionswge fur
Proteinexistieren.Fur einevollstandigeBeschreibngmu3tedie FreieEnthalpie
derZustindedesProteinsalsFunktionderKoordinaterseiner(mehrerertausend)
Atome untersuchiwerden. Es stellt sich nun die Frage,ob die Trajektorien,die
denVerlauf der Konformationg&nderungern diesemhochdimensionale®Raum
beschreibenbei WiederholungdesProzessesngbeieinandetiegenoderstark
voneinandernbweichen.

DieseFragestellungvurdeerstmals/on Levinthal diskutiert[162], derbeton-
te, daRbereitseinePolypeptid-kettemit nur 100 Aminosaurenprinzipiell in 10%°
verschiedeneKonformationervorliegenkann. UnterdiesenBedingungenst es
zurachstschwervorstellbar daf3ein ProteineinenbestimmterKonformationszu-
standin wenigenMillisekundenfindenkannunddasjeweils in nahezwlerselben
Weise. In diesemZusammenhangar auchdie Erkenntniswichtig, dal3Proteine
und Spinglas-Systemeinewichtige Gemeinsaméit, namlich die Existenzeiner
groRenZahl von Zustinden,aufweisendie sich enegetischnur geringfigig un-
terscheidel58,163 160.

Allerdingsermgabdie UntersuchungaiirlicherProteinsequenzesderspeziell
ausgevahlter Sequenzendal3fir diesenur ein Zustanddominierendist. Die-
serliegt enepgetischdeutlichtiefer alsdie andererZustnde[159]. Dadurchwird
dieausRontgenstrukturuntersuchungsthonangerbekannteratsacherklarbar
dalRProteineoft in einer Konformationvorliegen. Die Eigenschaftvon natirli-
chenoderspeziellselektierterHeteropolymerenvird auchals “principle of mi-
nimal frustration”[164] bezeichnetAuf der GrundlagedieserErkenntnissevird
beispielsweis@lasEnegieprofil, dasbei der Proteinfltungeine Rolle spielt, als
Trichterangenommefil65].
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2.3 Enzymreaktionenin kleinen Raumbereichen

LebendeZellenwerdenin drei Gruppendie ProkaryontenArchaeaunddie Euka-
ryonteneingeteilt. Beispielefur Prokaryontersind einzellige Mikroorganismen
wie EubakterieroderBlaualgen.Sie sind evolutionsgeschichtlickilter als Euka-
ryonten.Prokaryonterund Archaeabesitzenm Gegensatzu Eukaryonterkeine
ausgepagtenSubstrukturerund sind meistsehrkleine Zellen (ein bis einige Mi-
krometerAusdehnung).

Eukaryonterhingegegensind mit einem100bis 10000fchenvolumen[166]
deutlichgrof3erals Prokaryonterundbesitzterkomplexe Substrukturenvie Zell-
kern,LyosomeroderMitochondrien.Dieserelativ abgeschlossenetellkompar
timentebesitzerwiederumeine Ausdehnunggdie meistim BereicheinesMikro-
metersliegt. Sowvohl in Prokaryonterals auchin Eukaryontenaufendie Stoff-
wechselwrgangealsoin Mikroreaktorermit einemVolumenvonwenigenFemto-
liternah Eswird in diesemAbschnittgezeigtwerden dalidie “Winzigkeit” dieser
Raumbereicheu einerstarken diffusiven Durchmischunduhrt. Diesekanndie
AusbildungraumlicherMuster, wie sie beispielsweisen Reaktions-Difusions-
Systemerauftreterkdnnen[25, 63], verhindern22, 24].

Zur BeschreibngderchemischeiKinetik in abgeschlossenétaumbereichen
spielenzwei charakteristischdiffusionsabfngigeZeiten,die Durchmischungs-
zeit und die Transit-Zeit,einegrof3eRolle. Die Durchmischungszettyx ist die
Zeitdauey die vergeht, bis ein Molekul, nachdemeszuwvor an einembestimmten
Ort freigesetztvurde, mit etwa gleicherWahrscheinlichkit tiberallim Raumbe-
reichdesMikroreaktorsvorgefunderwerdenkann. Die Transit-Zeitt anst iSt die
mittlere Zeit, die ein Molekill berbtigt, um einesvon N “Zielmolekulen™ zutref-
fen.

Die Relationendiesercharakteristischedeitenund derenmogliche Auswir-
kungenauf die Reaktionskinetiksollenin diesemAbschnitt diskutiert werden.
Zu diesemZweck werdenzuerstdie diffusive Durchmischungszeiindanschlie-
Renddie Transit-ZeiteinesMolekulsberechnetdessemiffusionslonstanten der
GroRRenordnungdypischerReaktandenm Metabolismusvon Organismenliegt.
Die Ergebnisseverdenmit der DauermolekularerEnzymzyklenverglichenund
die Konsequenzeder Zeitrelationerauf die Enzymkinetikdiskutiert.

®DiesezielmolekillekdnnerauchmolekulareBindungsstellemnderOberfcheeinesEnzyms
sein.
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Charakteristische Zeiten
Durchmischungszeit

Unter der Bedingung,dal3die Reaktionin einemabgeschlossendRaumbereich
stattfindet, sollen im Folgendendie typischendiffusionsbedingterzeiten ab-
gesclatzt werden. Details der Zellstruktur werdenvernachéssigt. Es wird ein
kugelformigesmit Flussigleit gefulltes “Gefald” betrachtet.Zuerstwird die dif-
fusive Durchmischungszett,ix berechnetUm ty,ix zu erhaltenwird ein Molekul
im Innereneiner abgeschlossenddugel mit dem RadiusR betrachtetdasder
BrownschemMolekularbavegungunterliegt. Wird diesesTeilchenzur Zeitt =0
im MittelpunktderKugelvorgefundensoist die mittlere Zeit, die vergehermul3,
um dasMolekil mit nahezugleicherWahrscheinlichkit anirgendeineiStelleim
Raumbereiclvorzufindengeradedie Durchmischungszettx.
Die Brownsche Bewegung des Molekills wird durch die Fokker-Planck-
Gleichung
op(%t) _ 9p(%.Y)
oo ox
fur die Wahrscheinlichkitsdichtep(X,t) beschriebeniur die Anfangsbedingung

(2.2)

p(X,0) = 3(%)

lautetdie Losung(im 3-dimensionalen)

1 X2
p(Xt) = (4nDt)% exp (_ﬁ) ) (2.3)

Ist L derRadiusderKugel,soist nachderZeitt = L?/D die Wahrscheinlich-
keit

p(L,t) = e4p(0,1).
Dae 4 ~ 0, 779ist, kannfur Zeitent > L2/D in groberNaherungeineGleichwer
teilungangenommenmverden. Diesecharakteristisch&eit soll im folgendenals
Durchmischungszett,ix bezeichnewerden.

L2
tmix = B (2-4)

Wird beispielsweisals Diffusionslonstanteir die Flussigleit innerhalbder
Kugel D = 5- 10 %cn?s~! angenommef so emibt dasbei einemKugelradius
von L = 10~*cm eine Durchmischungszeimix = 2- 10~3s. DasbedeutetdaR
nachdieserZeit dasTeilchenbereitsmit nahezugleicherWahrscheinlichkit an
jedemOrt innerhalbdesKugelwlumensvorgefundenverdenkann.

’Eswurdedie Diffussionskonstantevon Glukosein Wassebei 303K verwende(siehe[115]).
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Die Losungwurde unterVernachassigungler Reflexionen desMolekiils an
der Wand desReaktionsgeif3esgevonnen. Die Berlicksichtigungder Reflexio-
nenwirdeim Vemleich zur BetrachtungphneWandzu einerleichtenErhdhung
der Wahrscheinlichkitsdichtefur den Aufenthalt einesProduktmolekls in der
Umgelung der Wand fuhrenund damit die Unterschiedan der Verteilungvon
p(X,t) zwischenZentrumund RanddesReaktionselumensweiterverringern.

Transit-Zeit

Nachdemdie DurchmischungzeiginesMolekills berechnetvurde,soll nundie
Fragebeantvortetwerdenwieviel Zeit ein solchedMolekil, dasderBrownschen
Molekularbevegungunterligyt, braucht,um ein anderesMolekil oderbeispiels-
weiseeineBindungsstelleinesEnzymszu treffen. Zuerstwird der Fall betrach-
tet, daf3innerhalbdesReaktionselumensnur ein Molekill und ein Enzymvor-
handenist. Gesuchtist die Traffic-Zeit ti af fic, die im Mittel von dem Molekil
berdtigt wird, um dasEnzymzu treffen. Darausergibt sich direkt die Zeit, die
dasProduktmolekil braucht,um irgendeines/on N vorhandenerEnzymenzu
treffen, durchtranst = tiraf fic/N-

Es mul’ an dieser Stelle betont werden, dal’ die Bindung eines Molekils
an eine Bindungsstellades Enzymstatsachlich kompliziertersein kann und so-
wohl elektrostatisch&Vechselirkungenals auch2-dimensionaleiffusion des
Molekuls an der Oberfachedes Enzymsentlangzur Bindungsstellebeinhalten
kann[167, 152. EswerdenhierdiesemoglichenKomplikationenvernachéssigt.
Eswird davon ausggangendalRdasMolekill der BrownschenMolekularbeve-
gungunterliggt und dabeiirgendwanndie enzymatischdBindungsstelleberiihrt.
NachdenesdieseStellebertihrt hat,wird esanschliel3endelunden.

In [168] wurdeim Zusammenhanmgit derZeitabscltzungbei Koagulations-
prozessewin sehrahnlicheProblemvon Smolucheski untersuchf22].

Als Reaktionselumenwird wieder eine Kugel mit dem RadiusL betrach-
tet. In dieserKugel befindetsich ein Produktmolekil und ein Enzym. Es wird
eine“imaginare” Sphare eingefihrt, die im Mittelpunkt desReaktionselumens
mit demRadiusL liegt. Der RadiusR dieser‘imaginaren” Sphareist gleichder
SummederRadienvon Enzymund Produktmolekl R = Rg 4+ Rp. Falls dasPro-
duktmolekil dieseSparetrifft, wird esadsorbiert. Die Wahrscheinlichkit q(t),
daRein Produktmolekil ein Enzymitrifft, ist q(t) = 1 — po(t). Dabeiist po(t) die
Wahrscheinlichkit, dalRkeineBerihrungerfolgt.

Die Wahrscheinlichkit pg ist durch das Integral Giber die Kugel vom Ra-
diusL fur die Wahrscheinlichkitsdichtep(X,t) der Losungder Fokker-Planck-
Gleichunggegeben Durchdie ander“imaginaren” Spraremit demRadiusR er-
folgendenAdsorbtionsnaglichkeitenverringertsichderWert diesedntegralsmit
der Zeit. Die Wahrscheinlichkit fur einenAdsorptionsprozefan dieserSphare
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im Intenall (t,t 4 dt) ist j(t)dt, wobei
j(t) = da/dt

die Wahrscheinlichkit der BerihrungdesProduktmolekils mit deradsorbieren-
denSphareje Einheitszeidarstellt.

Enzymehabentypischerweisesine bis zu 1000 mal grol3ereMasseund ein
entsprechendrol3eres/olumenalsdie ander ReaktionbeteiligtenSubstrat-und
Produktmolekile und kbnnendaherals nahezuunbeveglich angenommenver-
den. Die Diffusionslonstanteder Enzymeist etwa zwei Zehnerpotenzeklei-
neralsdie der Produktmolekile [115]. Eswird dahernur die DiffusionderPro-
duktmolekile mit der DiffusionslonstanterD undderRadiusderenzymatischen
BindungstelleR~ Rg, beiVernachéssigunglesRadiusderProduktmolekile, be-
trachtet.Der Radiusderadsorbierende8phareentsprichalsodemEnzymradius.

DerRadiusR betfagtetwa 1-5 Nanometeundist damitzwei Gro3enordnung-
enkleiner als der RadiusL desReaktionselumensderim Bereichvon einigen
hundertNanometernliegt. Zur weiterenVereinfachungder Rechnungsoll als
Anfangsbedingungin Abstandin der GroRenordnungron L zwischenProdukt-
molekiil und Enzymangenommenverden. Falls tmix < tiraffic Qilt teilt sich die
zeitlicheEntwicklungderWahrscheinlichkitsdichtep(X,t) in zwei Stufen.

In der erstenStufe dominiert die diffusive Durchmischung,die durch die
Durchmischungszett,ix charakterisierist, denProze3.Fur t ~ tmx liegt nahezu
eineGleichwerteilungunablangigvon derWahl der Anfangsbedingungeim Re-
aktionswlumenvor. Danachwird der Prozelider Adsorptionan der Sprarefur
die Veranderungron p(X,t) bestimmend.

DerWahrscheinlichkitsfluf3j(t) kannnunausderLdsungder Fokker-Planck-
GleichungunterBerucksichtigungder Randbedingung(X = R) = 0 auf derad-
sorbierenderSphare, die sich im Mittelpunkt des Reaktionselumensbefinden
soll, berechnetwverden.

DieseAufgabewurdevon Smoluchaeski [168] gelost. SeiinnerhalbdesRe-
aktionswlumensk < r < L dasProduktmolekl mit gleicherWahrscheinlichkit
Peart = 1/V (V = 411/3(L3 — R®) = 411/3L%) zum Zeitpunkttgar = 0 zu finden,
dannhangtp(X;t) infolge derRadialsymmetri@urvonr ah Mit derVerwendung
von Kugelkoordinatemimmt daherdie Fokker-Planck-Gleichunglie Form

ap(r,t)  Do(rp(r,t))
ot r  or2 (2:5)
an. Die LosungdieserGleichungunter Beriicksichtigungder Randbedingung
p(r =R) =0 lautet

r-R

p(r,t) = Psart (1— R+ R /2\/ﬁ e_zzdz> . (2.6)
0

rrym
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Der Wahrscheinlichkitsfluf3 j(t), der die Adsorptionsvahrscheinlichkit je
Einheitszeitim Zeitintenall (t,t 4 dt) charakterisiertkannausdemProduktdes
FlacheninhaltslerOberflachederadsorbierendeSphareunddemGradienterder
Wahrscheinlichkitsdichtep(r,t) derLosung(2.6) ander Oberflacheder Sphare,
multipliziert mit der DiffusionslonstanteD, berechnewerden.Esergibt sich

o op B R
J(t) - 4T[R2D E r=R— 4T[RDpstart (1+ \/ﬁ) . (27)

Fir groReZeiter? t > R?/(mD) kannder Term R/+/TiDt vernachassigtwerden.
UnterBerticksichtigungvon

ergibt sichdamit

DaslnversedieserGleichungergibt die mittlere Zeit t; 55 fic fUr ein erstesZu-
sammentréén von Molekil undEnzym

L3 L3

tiraf fic = BF? ~ ﬁ? (2.8)

Da tiraf ic die Zeit charakterisiertdie im Mittel ein Molekul berbtigt, um ein

ganzspeziellmarkiertesEnzymzu treffen, ist in einemReaktionselumenmit N

EnzymenderselberSortedie mittlere Zeit, bis ein Molekil irgendeinbeliebiges
Enzymtrifft, gegebendurch

tratfic L3

tiranst = N NDR' (2.9)

Zur Herleitungder Transit-Zeitwurde angenommenglal3jede Kollision des
der Diffusion unterliegendenMolekils mit der Sphare, die die Oberflachedes
Enzymsrepiasentierersoll, bericksichtigtwird. Tatsachlich nimmt die mole-
kulare BindungsstelledesEnzyms,die ein Substratmoleldl oder ein regulatori-
schedMolekil bindenkann,nur einenkleinenTeil der Enzymoberfcheein. Zur
Abschatzungder Transit-Zeitwird deshalbanstelledesEnzymradiudir die obi-
genBerechnungederRadiusderenzymatischeBindungsstell&R = R, verwen-
det.

8Fir R=0.5-10"%cmund D = 5- 10 5cn?s ! gilt t als groRfallst > 2-10%s. Daz.B.
typischeWerte von tmix ~ 10~3s finf GroRenordnungehiangersind, ist dieseBedingungimmer
erfullt.
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Die Herausbildung molekularer Netzwerke

In Kapitel 1.1wurdenaustihrlich die Griindedafur diskutiert,dal3essinnvoll sein
kann,zwischenmikroskopischemund makroslopischerSelbstoganisatiorzu un-
terscheidenUnterVerwendunglerin denletztenUnterabschnitteheigeleiteten
charakteristische@eitentmix und tiranst Werdennun die Verhaltnisseinnerhalb
von Mikroreaktorendiskutiert[169]. Unter nochnaherzu bestimmendeBedin-
gungenkannesbei enzymatischeReaktionerzu mikroskopischerSelbstogani-
sationkommen die aufder HerausbildungnolekularemNetzwerle basiert.

Jetztwird ein Molekil betrachtet,dald die Eigenschaftbesitzt, durch Bin-
dung an die regulatorischeBindungsstelleeines Enzyms, dessenSubstratbin-
dungséhigkeit zu andern.Bei diesemMolekil soll essichum ein Zwischenpro-
duktinnerhalbeinerKettevon Reaktionerhandeln.Sokonnteesbeispielsweise
dasReaktionsprodukeiner durch EnzymekatalysiertenReaktionsein. Dieses
Reaktionsproduksei nun zusammermmit denN Enzymenin einemkleinen ku-
gelformigen Raumbereichder mit Flussigleit gefullt ist, eingeschlossenDie
Zeit, die dasregulatorischéProduktmolekil brauchtum seineAnfangsbedingung
zu “vemgessen’und mit nahezugleicherWahrscheinlichkit irgendwo in dieser
Kugel vorgefundenzu werden,ist die Durchmischungszeitnix (Gl. 2.4). Die
Zeit, die dasregulatorischeéProduktmolekil berdtigt, um aneinesderN Enzyme
zubinden,ist die Transit-Zeitt; ansi (Gl. 2.9).

Aus Gleichung2.4 folgt sofortdie Korrelationsdnge

Lkorr = v/ Dliranst- (2.10)

DieselL angegibt die mittlere Distanzan, die dasregulatorischeMolekil zurick-
legt, bevor esan dasEnzym bindet. Die charakteristisché angekannmit der
linearenAusdehnund. desMikroreaktors,in demdie Reaktionablauft, vergli-
chenwerden. Es ergebensich zwei grundsitzlich verschieden&onstellationen.
Falls L > Liorr gilt, sobindetdasregulatorischeéProduktmolekil anein Enzym,
dasin der NahedesEntstehungspunktedesregulatorischerMolekills liegt. Da
diesesMolekill Informationeniiber Reaktionsereignissieag®, jedochbereitsin
derNahedesEntstehungsortwiedergetundenwird, sinddie Wechselirkungen
in diesemReaktionssystentypischerweisdurzreichweitig.

Die Situationist hingegenvollig verschiedenfalls L < Lyq,r erfullt ist. Das
EnzymwelchesdasregulatorischéProduktmolekil bindet,kannpraktischiiberall
innerhalbdesMikroreaktorsvorgefundenwerden. Das bedeutetdalRdasregu-
latorischeMolekil in der Lageist, unablangigvon der raumlichenPositiondes
Enzyms,mit nahezugleicherWahrscheinlichkit an irgendeinesier N Enzyme

9Aus desselrExistenzfolgt, daRein EnzymkurzvorherdasProduktmolekil freigesetzhatund
sichin einemadaquaterEnzymzustandefindet.
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zu binden. DieseBedingungkannauchdurchdie charakteristische#Zeitendes
Diffusionsproblemausgedickt werdend.h. esgilt

ttranst > tmix- (2.11)

Falls die Transit-ZeitgroRerals die Durchmischungszeist, kanndasersteEn-
zym,dasdurchdasregulatorisché’roduktmolekil berihrtwird, mit etwagleicher
Wahrscheinlichkit irgendwo im Reaktionselumenvorgefunderwerden.
WegenGl. (2.9) ist die Transit-Zeitumgelehrt proportionalzur Gesamtzahl
N der Enzyme. Daherkanndie Bedingung2.11 nur fur ausreichendkleine En-
zymzahlenerfullt werden. Setztmantmix = tiranst, €mgibt sich fur die kritische

Enzymzahl

L

Dieseist nurvonderlinearenAusdehnunglesReaktionselumend. unddemRa-
dius R der Bindungsstellean der Enzymoberficheabhangig. Ist die Enzymzahl
kleinerals Ny, soerstreckensichdie Wechselirkungendurchdie allosterischen
Effekte der ReaktionsproduktéberdasgesamteReaktionselumen. Wahlt man
R=1- 10nmalscharakteristischAusdehnunglerenzymatischeBindungsstel-
le undL = 1umalsGroRedesMikroreaktors soemjibt N, = 100— 1000Enzyme.
Die charakteristischeZeitentmyix und tiranst konnenmit der Dauert eines
einzelnenkatalytischernZyklus verglichenwerden. DieseZeit ist bis auf weni-
ge Ausnahmer(siehez.B. Experimentin Abschnitt2.2) nicht direkt zuganglich.
Jedochkannsie ausder Wechselzah({Turnover-Rate)abgeschtzt werden. Dar
auseribt sich ein typischerWert von T = 10— 100msfir viele Enzyme(siehe
Tabelle2.1,S. 18). Ein Vergleichzwischernt undtnx zeigt,dal3in Submikrome-
terwoluminamit einigenhundertEnzymendie Zeit 1 viel grol3erseinkannsawohl
alsdie Durchmischungszetf,ix alsauchdie Transit-Zeittiransi. Esemibt sichdie
Relation
tturn > transt > tmix- (2.13)

Dasist einbemerlenswerteResultat.In einemmakroskopischerSystensind
alle charakteristischehkinetischenZeiteneinerchemischerReaktionviel langer
alsdie mittlere Zeit fur ein einzelnesnolekularesReaktionsereignisDahersind
diesepraktischinstantaneEreignisse.Dasbildet die Basisder traditionellenki-
netischerlheorie.Man siehtjedoch,dal3in sehrkleinenRaumbereicheflr En-
zymreaktionerder entggiengesetzt€&renzall geltenkann, so dal3die Zeit der
internenmolekularenDynamik der Enzymelangerist als die kinetischenZeiten
derReaktion.In diesemFall muf3die theoretischéeschreilnng der chemischen
Reaktiongrundsitzlichmodifiziertwerden.

Dasbetrachtete&Systemkannals Populationaktiver Makromolekile verstan-
denwerden,die wie molekulareMaschinenarbeiten[29]. JedemolekulareZy-
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klus einesEnzymsendetin der UmwandlungeinesSubstratmoleidls in ein Pro-
duktmolelil. Der Zyklus stellt eine Reihevon Konformationgnderungerdar,
die alskontinuierlicheBewegungentlangeinerinternenReaktionskordinatever-
standenwerdenkodnnen. Im Fall allosterischelEnzymekodnnendie Enzymzy-
klen durchdie BindungregulatorischeiMolekille beeinflul3twerden. DieseBin-
dungkannin Abhangigleit vom jeweiligenEnzymsowohl zu einerErndhungals
auchzu einerVerringerungder Substratbindungsratend damit der Enzymakii-
vitatfuhren.

Wenndie regulatorischerMolekille durchdie Enzymeselbstproduziertwer-
den, fuhrt daszu Wechselirkungenzwischenden Enzymzyklenverschiedener
Enzyme.Falls die Bedingung2.13gilt, sind die charakteristischefiransportzei-
ten der regulatorischerProduktmolekile zwischendenverschiedeneEnzymen
im Vemleich zur DauerdesEnzymzykluskurz. Falls die Transit-Zeitgrof3erals
die Durchmischungszeist, kannein regulatorischesroduktmolekl, dal3durch
ein bestimmtesEnzym freigesetztwurde, mit nahezugleicher Wahrscheinlich-
keit den katalytischenZyklus irgendeinesler anderenN Enzymebeeinflussen.
Ein solcheReaktionssysteniestehenduskatalytischerMakromoleKilen, zwi-
schendenenWechselirkungen existieren, wurde in [24] deshalbmolekulares
NetzwerkgenanntEin wichtigesZiel dieserArbeit ist es,die Auswirkungensol-
chermolekulareMNetzwerle auf die Enzymkinetikzu verstehen.



Kapitel 3

StochastischeModellierung eines
produktakti vierten Enzymsystems

Im Abschnitt2.2wurdenExperimentevorgestelltin denerEnzymedurchanfang-
liche externeStimulierungmit Licht zu synchronekatalytischerAktivitat ange-
regt wurden. In denfolgendendrei Kapitelnwird untersuchtpb und unterwel-
chenBedingungereineinterneSynchronisatiovon Enzymzyklend.h. ohneex-
terneBeeinflussungnoglich ist. Die Funktion,die die externeAnregungin den
Experimenterhatte,wird durchdie Einbeziehungvon Kopplungsmechanismen
zwischenden Zus@indenunterschiedlicheEnzymeersetzt. Die wesentlichsten
Regulationsmechanismdrei Enzymreaktionein wassrigei.dsungsind bereits
in Kapitel 2 diskutiertworden.Ich betrachtan diesemKapitel denFall derallo-
sterischerProduktaktvierung. Dazuwird ein einfachesModell einerproduktak-
tiviertenenzymatischeiin-Substrat-Reaktioantwickelt, bei der die intramole-
kularenProzessavahrenddesenzymatische@yklus mit bericksichtigtwerden.

Zuerstwird fur die Modellierung dieser Enzymreaktionein anschauliches
zeit- und zustandsdiskreteButomatenmodelverwendet{170]. Damit werden
die grundlggendenVerhaltensweisedesReaktionssystemgeranschaulichtFur
weiterequantitatve Untersuchungewird dasdiskreteModell durchein kontinu-
ierlichesModell ersetzunddesseVerhaltenstudiert.

3.1 StochastischedModell mit zeitdiskreter Phasen-
dynamik

Die Untersuchungebeginnenmit der BetrachtungeinereinfachenEnzymreakti-
on

S+E-ES—E+P (3.1)

39
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Bei dieserEin-Substrat-Reaktiobindetein Substratmolelél an ein Enzymund
bildeteinenEnzym-Substrat-BEmplex (im folgenderES-Komplex genannt) Die-
ser ESKomplex zerfallt anschlie3endveiter in dasfreie Enzym und ein Pro-
duktmolekil. UnterAnnahmediesesinfacherReaktionsmechanismgeglanges,
wesentlicheEigenschafteer Enzymkinetiktheoretisclezu versteherf171, 172,
173 174]. Dazuwurdendie Ratengleichungefiir dasReaktionsschema. 1 auf-
gestelltund untersucht.DieseMethodeder Verwendungvon Ratengleichungen
setztsehrgroR3eTeilchenzahlersonohl fur die Enzymeals auchfur die Edukte
und Produktevoraus,da Fluktuationenin der Zahl der an der Reaktionpartizi-
pierendenTleilchenvernach@ssigtwerden.In diesemFall ermbglichendie kine-
tischenRatengleichungeaineBeschreilningdesmakroslopischerSystemshne
aufdie einzelnemmikroskopischerProzesseinzugehen.

Die Anzahlvieler physiologischwichtiger Enzymeeiner Sorteinnerhalbder
lebenderzelle liegt zwischen10! — 10* [115]. Fluktuationerum denMittelwert
der Zahl der freien Enzymeund ES-Komplexe kbnnendeshalbnicht mehrver-
nachhssigtwerden.Falls die Kinetik einesenzymatischefReaktionssystemsn-
ter diesenBedingungeruntersuchiwverdensoll, missendeshalbmikroskopische
Modelle und stochastisch&lethodenverwendetwerden. Eswird angenommen,
dafRdie raumlicheAusdehnunglesMikroreaktorswesentlichkleiner sei als die
charakteristisch®iffusionshnge(Korrelationsinge)der Produktmolekile, die
sichausGl. (2.10),S. 36 ergibt. UnterdieserBedingungst dasSystemhomogen
durchmischt.

Nun werdendie verschiedeneRrozessdetrachtetdie wahrendeinesenzy-
matischerzyklus ablaufen.

1. Kollision desfrei beweglichenSubstratmoleldds mit demEnzym.

2. MoglicheBindungdesSubstratmolellsandie BindungsstellelesEnzyms,
falls derZusammenstolh derNahederenzymatischeBindungsstellales
Enzymserfolgt.

3. MoglicheDissoziatiordesSubstratmoleldlswahrenddesBindungswrgan-
ges.

4. Durchdie BindungdesSubstratmolelllsausgebsteProzesseavie z.B. Kon-
formation@nderunglerraumlichenEnzymstruktur

5. Bildung desReaktionsproduktes.
6. DissoziationdesReaktionsproduktes.

7. Relaxationsprozesseées Enzyms, Wiederherstellungdes urspiinglichen
Zustandesin demdasEnzymerneutein Substratmoleldl bindenkann.
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Die erstenbeidenProzessaverdenzu einem Ereigniszusammerdl3t. Es gibt
danneinebestimmtéNahrscheinlichkit vAt, dal3ein Enzympro Zeitintenall At
ein Substratmoleldl bindenkann. DieseWahrscheinlichkit vAt hangtvon der
Wahrscheinlichkit weo derKollision einesSubstratmolells mit demEnzymin
derNahederBindungsstellgoro ZeiteinheitAt ah Ich nehmein diesemKapitel
an,dalldie ZahlderSubstratmoleifle konstanist. DieseZahlbeeinfluRtvgg; und
damit vAt, wird jedochansonstemicht weiter betrachtet.Nach einer erfolgten
Kollision gibt eseinebestimmteNahrscheinlichkit wying dafur, dalsicheinES
Komplex bildet. Die Bindungsvahrscheinlichkit vAt ist somitvAt = Weqji - Whing-

Von entscheidendeBedeutungzum Verstindnisaller Reaktionsmodellen
dieser Arbeit sind die in Punkt 4 genanntenProzesse,die durch die ES
Komplexbildung induziertenKonformationgnderungerder Proteinstrukturdes
Enzyms. KlassischeModelle der Enzymkinetikgehendavon aus,dal3der ES-
Komplex mit einerbestimmterRatein ein Produktund ein Enzymzerfallt. Wie
in Abschnitt2.2 anhandexperimentellefErgebnissegezeigtwurde, spielensteti-
geKonformationgnderungebeieinigenEnzymreaktionemineerheblicheRolle
zumVersandisihrer Kinetik. Die Konformationgnderungefiberiihrendie En-
zymstrukturim VerlaufderKatalysevon einerstrukturellerKonfigurationin eine
andere Esist klar, dal3dieserVorgang,physikalischbetrachtetkein Sprungsein
kann,der mit einerbestimmterUbegangsraterfolgt. Es handeltsich vielmehr
um einendynamischerProzel3der “Re-Arrangierung’der raumlichenPositio-
nen der Atome (und den von diesengebildetenAminosauren)zueinander Er
kann,wie in Abschnitt2.2 diskutiertwurde,naherungsweisals Diffusions-Drift-
Prozelin einemPotentialentlangeinerReaktionskordinatebeschriebemerden.

In Abb. 2.2, S. 22 wurdeein Beispielfur denVerlaufeinessolchenPotentials
dagestellt[29]. Sinddie lokalenMinima der Potentialfunktionentlangder Re-
aktionsloordinatesehrtief, sowird nachErreichendiesesMinimums dasEnzym
sehrlangein diesemZustandbleiben.Die LebensdauediesesmetastabilerZwi-
schenzustandésnndanndeutlichlangerseinalsdie mittlereZeit zumErreichen
desnachsterenegetischerMinimums. Unter diesenBedingungerkannder ka-
talytischeZyklus als eine Sequenz/on Zustandenverstanderwerden,zwischen
denemmit einerbestimmterRateUbegangeerfolgen. DieseSituationentspricht
faktischder klassischerBetrachtungsweiselst die Zahl der diskretenZustande
allerdingssehrhoch,sokanndieserSprungproze@urcheineDiffusionsgleichung
angetdhertwerden(sieheAbschnitt3.3). Sinddie Enegiebarriererzwischenden
lokalen Minima des Potentialsder freien Enegie hingegen so niedrig, dal3die
mittlere WartezeitdesEnzymsim dazugebrigenZustandkleinerodervemleich-
barmit der Zeit ist, um von einemdieserZustndein dennachsterzu gelangen,
sokanndieserProzel¥ebenélls alsDiffusionbeschriebemverden.

Um die Zustandanderungerdes Enzyms nach erfolgter Bildung desES
Komplexeszu modellierenwird zuerstein Modell mit diskretenPhasenpunkten
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verwendetzwischendenenUbeigangemoglich sind. Die Prozesseler Bildung
(Punkt5) und FreisetzungPunkt6) desReaktionsprodukteserdensoweit ver
einfacht, dalnachErreichendes Phasenpunktelk, ein Produktmolekil freige-
setztwird und sich dadurchdie Zahl der freien Reaktionsproduktem 1 erhbht.
Dain derlebenderiZelle nacheinemenzymatisctkatalysierterReaktionsschritt
meistweiterefolgen, die die Produkteder vorherigenReaktionwiederals Aus-
gangsstde verwendenwird dariberhinaugolgendeReaktion

P—C,

angenommen.Die Produktewerdenmit der Wahrscheinlichkitsratey in Mo-
lektle C umgeavandelt,die keinenweiterenEinfluR auf unserReaktionssystem
haben.

Zusatzlich wird in diesemKapitel der Fall betrachtet,dalR die Bildung des
Enzym-Substrat-Emplexes(ES) durchdie Reaktionsproduktallosterischakti-
viert wird. In dem hier vorgestellteneinfachenModell wird dieseAktivierung
durch die direkte Abhangigleit der Bindungsvahrscheinlichkitsratev(m) der
Substratmoleldle von derZahl derfreien Reaktionsproduktesalisiert.DieseAb-
straktionist dannrichtig, wenndie BindungdesregulatorischerProduktmolekls
und damit die AktivierungdesEnzymssofort zur Bildung einesES-Komplexes
fuhrt und dasReaktionsprodukschnellwiedervom Enzymdissoziiert. Dadurch
kannein Produktmolekl in kurzerZeit mehrereEnzymeaktivieren.

Ein Enzymwird in diesemModell als Automatmodelliert,der verschiedene
Zus@ndebesitzt,zwischendenenUbeigangemit bestimmterWahrscheinlichi-
tenerfolgen(sieheAbb. 3.1). Dasmathematisch&onzeptvon Automaten[175]
wurdedurchvon Neumanreingefihrt. Es hatsichvor allem bei der naherungs-
weisenBeschreibngvon biologischerVorgangenfur die die zugrundeligenden
physikalischerProzessaicht bekannioderzu kompliziertsind, als sehreffizient
erwiesen.SolcheModelle wurdenbeispielsweiseon N. Wienerund A. Rosen-
blueth[176] zur Beschreiling der Musterbildungin anrggbarenMedien, beste-
hendausNetzwerlenmit neuronenartige&lementenyerwende{l177, 25].

Zur Modellierungder Reaktion(3.1) in einemkleinenRaumbereichder nur
einigehundertEnzymeenthalt, wird jedesEnzymals Automatdaigestellt. Ent-
sprechendkanndasVerhaltenvon molekularerNetzwerlen durchdie kollektive
Dynamikin einerPopulationvon Automatenbeschriebenverden,die durchdie
Freisetzungund den Empfang von Botenmolekilen miteinander‘kommunizie-
ren”.

Eswird ein kleinesZeitintenall At eingefihrt und dasSystemzu diskreten
Zeitent; = jAt mit | = 0,1,2,3,... betrachtet.Zu einembestimmtenZeitpunkt
konnendie N Enzymein unterschiedlichefPhasenzuandenvorgefundenwer-
den. Ich bezeichnaliesediskretenPhasenzuanhdedesEnzymsi zum Zeitpunkt
j durch®;(j). Angenommerv At (v_At) ist die Wahrscheinlichkit, daf3vom
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Zeitpunkt j zum nachstenZeitpunkt j + 1 die Phasewariable ®; um 1 erhoht
(verringert)wird, dannist 1 —v_ At —v_At die Wahrscheinlichkit, dal ®;(j)
urverandertbleibt. Im allgemeinerkdnnendie Wahrscheinlichkitenv At und
v_At phasenabiingigsein.

V+% . y At o
'Atfo/o P C
Enzym- Q/ =K, Q
Substrat- @ :
Komplex Relaxations-
phase
ES
E*
O(D 1
V(m)At\
St E
o Grundzustand

Abb. 3.1: Modell desmolekularenEnzymzyklusvon Enzymi. Zwischenden diskre-
ten Phasenzuahden®d; = 1, ®; = 2, ..., K¢ kdnnenUbegangezum nachfolgendeZu-
standmit der Wahrscheinlichgit v, At und zum zuriickliegendenZustandmit der Wahkr
scheinlichleit v_At erfolgen.Der Enzymzyklusbeginntam Phasenpunk®; = 1 mit der
Wahrscheinlich&it v(m)At durchBindungeinesSubstratmolelds durchdasEnzymim
GrundzustandAm Phasenpunk®; = K, wird ein Produktmolekl freigesetztdasdann
mit der Wahrscheinlichgit yAt in ein Molekil vom Typ C umgevandeltwird. Erreicht
dasEnzymdenPhasenpunke, kehrteszum nachsterZeitschrittin denGrundzustand
zurick.

Die Dynamik der Phasenzuandealleri = 1, 2, ..., N Enzymewird dannin-
nerhalbdesEnzymzyklusdurch

®i(j)+1, mit Ws. v ()AL, falls0 < @ (j) < Ke
®i(j) —1, mit Ws.v_(P)At, falls0 < @ (j) < Ke
®;(j), mit Ws. 1 —v (P)At —v_(D)At, fallsO < Pi(j) < Ke
0, falls®i(j) =Ke

di(j+1) =

(3.2)
beschriebenDie BindungeinesSubstratmolellsandasEnzymundderdadurch
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ausgebsteEnzymzykluserfolgt mit der Wahrscheinlichkit vAt und ist ein rein
stochastischdpProzel3.

In diesemAbschnittbeschankt sich die Analyseauf deneinfachenFall, daf3
die BindungeinesregulatorischerMolekils nurim Grundzustandlesfreien En-
zymsmoglichistd.h.im Phasenzustarn@ = 0. Die Dissoziationsratseisohoch,
daRdie charakteristischmittlereBindungszeikiirzerist alsdasDiskretisierungs-
intervall At. Dadurcherfolgt die Bindungund Dissoziationder regulatorischen
Molekule innerhalbdesdiskretenZeitschrittsAt, wasdie Untersuchungestark
vereinfaicht. Unter diesenBedingungerhat jedesder Produktmolekile im Re-
aktionswlumendieselbeWahrscheinlichkit v1At, ein Enzymin der Umgelung
seinerregulatorischerBindungsstellezu treffen. Da davon ausggangenwird,
dal3die Konzentratiorder Substratmoleitle sehrhochist, fuhrtjedesZusammen-
treffen einesregulatorischerProduktmolekils mit derentsprechendeBindungs-
stelledesEnzymszur gleichzeitigeninitiierung der Bindung einesSubstratmo-
lektls. Daherkannein einzelnesProduktmolekil denkatalytischerZyklus eines
bestimmterEnzymsmit derWahrscheinlichkit viAt ausbsen.

Nimmt manweiter an, daf3eine kleine Wahrscheinlichkit voAt zur sponta-
nenSubstratbindungxistiert, soist in Anwesenheivvon m Produktmolekilendie
Wahrscheinlichkit dafur, daf3ein EnzyminnerhalbdesZeitintenalls At denen-
zymatischerProzeldurchBindungeinesSubstratmoleildls beginnt

VAt = 1— (1—VvoAt)(1—viAt)™. (3.3)

Falls die WahrscheinlichkitenvoAt undv,1At klein sind,wasdurchdie Wahl aus-
reichendkleiner At immer erreichtwerdenkann,ergibt sichausGleichung(3.3)
als ErgebniseinerTaylorentwicklung die nachder erstenOrdnungabgebrochen
wird

VAt &~ VoAt 4+ mviAt. (3.4)

Fur die numerischerSimulationendiesesModells wird aberdie Bindungsvahr
scheinlichleit (3.3) verwendet.
Fur @; =0 gilt

. 1, mit Ws. vAt, falls®;(j) =0
®i(j+1) :{ 0, mit Ws.l—vAt,faIIsdgi()j) =0. (3.5)
Die gesamtePhasendynamikler Enzympopulatiorwird danndurch Gl. (3.2)-
(3.5) beschriebenlm AutomatenmodellpeschriebemurchGl. (3.2)-(3.5),wird
dasProduktmolekl durchein beliebigesEnzymi amPhasenpunk®; = K, frei-
gesetztWie spatererkennbarwird, bestimmtdieserPunkt,falls dasSystemsyn-
chronisiertist, die Zahl synchroneEnzymgruppenEntsprechendesReaktions-
schemag3.1) werdendie Reaktionsproduktenit der Ratey weiterabgebautDie
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Wahrscheinlichkit, daf3ein bestimmtedProduktmolekl innerhalbeineskurzen
Zeitintenvalls At abgebautvird, ist yAt.

Die Gesamtzahim(j + 1) der Produktmolekile im Reaktionselumenzum
nachsterZeitpunktj + 1 ist dahergleich

N m(j)
m(j+1):m(j)+Z\A(cbi(j)—Kp)— > Uk (3.6)

k=1

Die binareZufallsvariable kanndie Werte1 und 0 mit der Wahrscheinlichkit
yAt und 1 — yAt annehmenDie FunktionA(x) = 0 fallsx # 0 und A(x) = 1 fur
x = 0. Der zweite Term auf derrechtenSeitevon Gl. (3.6) beschreibtdie Frei-
setzungeinesProduktmolekils, wenndasEnzymi denPhasenpunk®d; = K, er-
reichthat. Der letzte TermdieserGleichungbestimmtdenAbbaueinesjedender
freien Produktmolekile mit derWahrscheinlichkit yAt. Da nachReaktionssche-
ma (3.1) die Enzymedurchdie Reaktionsproduktallosterischaktiviert werden,
ist die Wahrscheinlichkit vAt in Gl. (3.5), die die Bindungsvahrscheinlichkit
einesSubstratmoleidls angibt, davon abhangig, ob zum Zeitpunkt j dasEnzym
ein Produktan derregulatorischerBindungsstellgebundenhatodernicht. Die-
sesMolekil erreichtein gegebene€Enzym mittels diffusiver Bewegung durch
dasReaktionselumen,freigesetztvon einemanderenEnzym. Falls die Bedin-
gung(2.13)fur die ExistenzeinesmolekularerNetzwerleserfullt ist, ist die An-
fangsbedingundesfreigesetzte®roduktmolekils unwichtig. JedeslerProdukt-
molekille im Reaktionselumenhat die gleicheWahrscheinlichkit, irgendeines
der Enzymein der Naheder regulatorischerBindungsstellezu teffen. Daherist
dieseWahrscheinlichkit vAt nurdurchdie Gesamtzahdller freienReaktionspro-
duktebestimmtundnichtdurchderenraumlicheVerteilung.

Es ist wichtig zu betonen,daR der Enzymzyklusnicht mit der Freisetzung
desProduktmolekils beendeist (sieheKapitel 2.2). Zum Zeitpunktder Freiset-
zung desProduktmolekils befindetsich dasEnzymin einer Konformation,die
sichi.a. vom freien Grundzustandinterscheidet.Daherschlief3tsich nochein
Relaxationsprozefur Riuckkehrin dieseAusgangsknformationan. Erstdanach
kann dasEnzym wieder ein neuesSubstratmolelél binden. Das bedeutetdal
jedermolekulareEnzymzyklusausdrei Teilen besteht. Wahrenddeserstenhat
dasEnzymein Substragelunden- ein Enzym-Substrat-Bmplex gebildet—und
wandeltdasSubstratin ein Produktum. DieserProzel3endetmit der Produkt-
freisetzungDaranschlieRersichim zweitenTeil Relaxationsprozessa,die das
Enzymwiederin denGrundzustanduriickfuhren.Die VerweildauedesEnzyms
im Grundzustandn demeskein Substratmoleldl gelundenhat,aberdazubereits
wiederfahigist, kannalsdritter Teil desEnzymzyklusaufgea3twerden.Falls die
KonzentratiordesSubstratsehrhochist, kanndieserTeil sehrkurz sein(siehe
Kap.2).
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3.2 Gegenseitige&synchronisation der Enzymzyklen

Als Anfangsbedingungeimm denfolgendenSimulationenist die Besetzungder
Enzymzusindeeine gleichwerteilte Zufallsverteilung. Die Abbaurateder Pro-
duktmoleKile wurdeso groRgewahlt, daRdie mittlere freie Lebensdauey* der
Produktmolekile immer kiirzerals die mittlere Turnover-Zeit 1 ist. Die Anzahl
derPhasenzuandeist im untersuchteModell K¢ = 100. DaskleinsteZeitinter
vall At zwischerzwei Zeitschrittenist

T

At =— =0.01r.
Ke
50 .
(@)
40 - »
30 4 b
[
20 1 s
10 - b
. Luh.hnjuld.umdum
0.0 0.5 1.0
DK,
60 . L . L . L . L .
(b)
40 -
e
N MMMWMWWWM%WWMW

0
190 192 194 196 198 200
AtK

e

Abb. 3.2: (a) Enzym\erteilungentlangder Reaktionskordinateund (b) Zeitablangigleit
derZahl der Produktmolekile im asynchroneModusfir N = 200Enzyme.Die Reak-
tionsparametesindvoAt = 0.01,v;At = 0.002,v At = 1,v_At =0, K, = 50, Ke = 100
undyAt = 0.2.

Abb. 3.2 zeigtdaskinetischeVerhaltenvon Reaktion(3.1) mit N = 200Enzy-
men,wenndie allosterischeRegulation, charakterisierdurchden Parametewn,
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schwachist. Abb. 3.2astellt dasHistogrammder Verteilungder Enzymeent-
langderPhasewariablen® dar. Die EnzymzyklendereinzelnerEnzymesindfur

dieseParametennkorreliert. Da die allosterischeéAktivierunghier sehrschwach
ist, erfolgt die Substratbindungneistspontan.Die mittlere Wartezeitder freien
Enzymebis zur Substratbindungst relativ lang. Daherverweilt ein relatv ho-

her Anteil (Ng ~ 50) von Enzymenim Grundzustandd = 0. Der restlicheTell

derEnzymeist entlangder Reaktionskordinatenahezugleichwerteilt. In diesem
Fall weist,wie in Abb 3.2berkennbatrist, auchdie zeitablangigeZahl derfreien
Produktmolekile Zufallsfluktuationerum einenMittelwert auf.
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Abb. 3.3: Haufigkeits\erteilungder Produktmolekle im asynchronerReaktionsmodus.
Die Balken stellendie Haufiglkeitswerteilung der Produktmolekile aus der Simulation
dar Die gepunktetelinie zeigt die theoretischzu erwartendePoissorerteilung (3.7)
mit pAt = 1.5 undyAt = 0.2. Parametemwie in Abb. 3.2.

Fur kleine Wertevon v, ist die KopplungzwischendenEnzymzusindersehr
klein. Wie ausAbb. 3.2 henorgeht,sind unterdiesenBedingungerdie Enzyme
beziglichihrerPhasanahezigleichwerteilt. Die mittlereZahlderEnzymedie sich
innerhalbdesZyklus befinden betiagtfur dieseSimulation150. Pro Zeitschritt
werdendeshalbdurchschnittlichpAt = 1.5 Produktmolekile erzeugt. Falls man
annimt, daRp konstantist, kann man leicht die Bilanzgleichungfir die Wahr
scheinlichleits\verteilungq(m), aufstellenundlosen(sieheAnhangA.1, S. 149).
DerenLosunglautetim statiorarenFall

am = (/" e () 37)

DieseGleichunggibt die Wahrscheinlichkit an, m freie Produktmolekileim Re-
aktionssystenvorzufinden Eshandeltsichum einePoissorerteilung.
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Die Haufigkeits\erteilungderZahl der Produktmolekile, die ausdenSimula-
tionenberechnetvurde,ist in Abb. 3.3aabgebildet.Sie schwanktum den Mit-
telwert < m >~ 7. Diese Verteilungwurde auseiner Zeitseriemit j = 4-10°
ZeitschrittenunddenselberParametermwie in Abb. 3.2berechnet.
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Abb. 3.4: (a) Enzymerteilungentlangder Reaktionskordinae und (b) Zeitablangig-
keit derZahl derProduktmolekile fur densynchronerReaktionsmodumit zwei Enzym-
gruppenfir N = 200 Enzyme. Die Reaktionsparameteaind voAt = 0.01, v;At = 0.01,
V At =1,v_At=0,K,=50,Ke =100undyAt = 0.2.

Das kinetische Verhalten der Reaktion (3.1) andert sich jedoch vollig
(Abb. 3.4), wennder Parametewn,, der die Intensitt der allosterischerAktivie-
rungbeschreibternbhtwird. DasHistogrammAbb. 3.4azeigt,dal3nundie Enzy-
mein zweisynchroroperierend&ruppengeteiltsind,derenTurnover-Zyklusum
einehalbePeriodeverschoberst. Die ZahlderEnzymeim Grundzustand® =0
istnunviel kleinerals(Np < 10)in Abb. 3.2a.Gleichzeitigweistdie ZahlderPro-
duktmolekile im Reaktionselumenin Abb. 3.4bperiodischesSpiking mit etwa
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derhalbenPeriodeder Turnover-Zeit auf. Die mittlere Lebensdaueder Produkt-
molekille, charakterisierdurch die Abbauwahrscheinlichkit yAt, ist kirzerals
die mittlere Turnover-Zeit 1. Deshalbsindnahezwalle Produktmolekile bereitsin
Molekile vom Typ C umgevandelt,bevor dernachsteSpike durchdie synchrone
Produktfreisetzunder Enzymeentsteht.
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Abb. 3.5: Haufigkeits\erteilungder Produktmolekle im synchronerReaktionsmodus.
Die Balken stellendie Verteilungder Produktmolekle ausder Simulationdar Die ge-
punktetelLinie zeigtdie Poissomerteilungim asynchronemodusausAbb. 3.3. Parame-
terwie in Abb. 3.4.
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Abb. 3.6: Zeitlicher Verlauf der Zahl der Produktmolekle im Fall von zwei enzymati-
schenGruppen Als AnfangsbedingungumZeitpunktt = 0 liegt einestatistischésleich-
verteilungderEnzymzusindeentlangdesPhasenzyklusor. Parametemwie in Abb. 3.4.

In Abb. 3.5ist wiederdie HaufiglkeitsverteilungderZahlderProduktmolekile
fur dieselberParametemwie in Abb. 3.4 gezeigt.DiesmalliegenjedochSpiking-
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bedingungervor, so dal3eine starke Abweichungder Haufigkeitsverteilungder
Produktmolekile von der Poissorerteilungvorhandenist. Insbesonderést die
Zahl der Zustandemit grofRenProduktlonzentrationerviel haufigeralsim Fall
ohneSpiking. Die Verteilungwurde wieder auseiner Zeitseriemit j = 4-10°
Zeitschrittenund denselberParameterrwie in Abb. 3.4 berechnet.Da die Bin-
dungdesSubstratsger Produkteund die UbeigangezwischendeneinzelnerEn-
zymzustndenrstochastischProzesssind,ist die Formder Spikesnichtidentisch
und unterligyt statistischerSchwankungen.Die maximaleProduktlonzentration
ander SpitzeeinesSpikesin Abb. 3.4bist viel hoheralsdie mittlere Produktlon-
zentrationin Abb 3.2b,falls keine Synchronisatiorder Enzymzusandevorliegt.
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Abb. 3.7: Enzym\erteilungentlangderReaktionskordinateim asynchroneia) undsyn-
chronen(b,c,d)Zustandmit vier enzymatischefruppenin einerPopulatiormit N = 600
Enzymenfir verschiedenéntensititender allosterischeriktivierung (a) viAt = 0.002,
(b) v1At = 0.004,(c) v1At = 0.006,und(d) viAt = 0.2. Die andererReaktionsparameter
sindvoAt = 0.01,v At =1,v_At = 0,K, = 80,Ke =100,y = 0.2.

In Abb. 3.6 ist der transienteProzel3der Herausbildungsynchroneriverhal-
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tensgezeigt.Zum Zeitpunkt j = 0 warenalle Enzymetiberalle Phasenzuande
gleichwerteilt.

Die SynchronisationseigenschaftdasbetrachtetermolekularenNetzwerks
hangerstarkvondenDetailsdesTurnover-Zyklusah Variiertmanbeispielsweise
denPunkt® = K, andemdie Reaktionsproduktéreigesetztverden kannSpi-
king mit verschiedenefrrequenzerbeobachtetverden. Die Simulationsegeb-
nissein Abb. 3.4 mit zwei enzymatischeGruppenwurdenmit K, = 50 erhalten.
DasProduktmolekil wurdealsoetwain derMitte desEnzymzyklusfreigesetzt.
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Abb. 3.8: Enzym\erteilungentlangder Reaktionskordinateim asynchroneia) undsyn-
chronen(b,c,d)Modusmit einerenzymatischesruppein einerPopulationrvon N = 200
Enzymenfir verschiedendéntensititender allosterischerktivierung(a) v, At = 0.001,
(b) v1At = 0.002,(c) viAt = 0.003und(d) viAt = 0.1. Die andererReaktionsparameter
sindvoAt = 0.01,v At =1,v_At = 0,K, = 10,Ke = 100,yAt = 0.2.

Abb. 3.7 zeigt fur verschiedenéMNerte der allosterischenAktivierung fur
Kp = 80 und N = 600 die Verteilungder Enzymeentlangder Reaktionskordi-
nate. Unterhalbder Synchronisationsschwell@bb. 3.7a)weist die Verteilung
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derEnzymzusindeunkorrelierteZufallsschvankungerauf. StarkereKorrelatio-
nenzwischendenPhasenzuandeneinzelnerEnzymebilden sich herauswenn
die Intensitt der allosterischerRegulierungerhdoht wird. Diesmalentstehert
EnzymgruppenHohereWertevon v, At verstrken diesenEffekt (Abb. 3.7c,d),
ersichtlichin derabnehmendeBreiteder Enzymgruppen.

Die LebensdauederProduktmolekileistin unsererSimulationenwie bereits
erwahnt,immerkirzeralsdie durchschnittlichddauereineseinzelnerEnzymzy-
klus. Dahersind alle Reaktionsproduktedie von einerenzymatischerGruppe
freigesetztwurden, bereitsweitgehendverschwundenbevor die Enzymedieser
Gruppeihren Zyklus beendethabenund wiederaktivierbarsind. Die Zyklen ei-
ner gegebenenEnzymgruppewerdendurch die freigesetzterProdukteanderer
Enzymgrupperigetriggert”.

Als Folge diesesArgumentskonnteman erwarten,dal3 Synchronisatiormit
einereinzigenenzymatische®ruppenur fur groReK, moglichist, wenndie Re-
laxationsdauetdlesEnzymzyklusunddamitdie Zeit biszumErreichendesGrund-
zustandkurzerist alsdie Lebensdaueder ReaktionsprodukteUnter diesenBe-
dingungerexistierttatsachlichSynchronisatiomit einereinzigenEnzymgruppe.
Allerdings findet sich dieseForm der Synchronisatiommit einer Gruppeauch,
wennKp, klein ist (Abb. 3.8). Die Reaktionsprodukteverdenin diesemFall be-
reitskurz nachBeginn desEnzymzyklusfreigesetztso dal3die Lebensdaueder
freien Reaktionsprodukteiel kleinerist als die Relaxationszeitler Enzymebis
zur Ruckkehrin denGrundzustandln diesemFall ist der Synchronisationsme-
chanismusetwas verschiedervon den bisherigen. Wennder vorauseilenddeil
der Enzymgruppeden PhasenpunkK, erreicht,erhoht sich die Zahl der freien
Reaktionsprodukteadie wiederumdie restlichenEnzymeim Grundzustandkti-
vieren.Dadurchwird alsoein “lawinenartiger’Prozelfausgebst.

Zum AbschluRdieseAbschnittswird aneinemBeispielderEinfluRderUber
gangsraten . undv_ zwischendiskretenPhasenzuahdenuntersuchtZur Ver
besserungler Ubersichtlichleit wurdenbei denbisherigemumerischerBeispie-
lenv At =1 undv_At = 0 gewahlt. Unter diesenBedingungergibt eskeine
Fluktuationenin der Turnover-Zeit, und alle Enzymebeenderexakt nacht =
AtK, denenzymatische@yklus. Nunwird v At < 1undv_At =0.5- (1-v_ At)
gesetzt.In Abb. 3.9 ist die Zeitabtangigleit der Zahl der Produktmolekle fur
verschieden®Vertevonv_ At abgebildet.

Zuerstwurdein Abb. 3.9adie Wahrscheinlichkitv At = 0.5 gewahlt. Damit
emibt sichv_At = 0.25. Firr diesebeidenUbegangsraterist nochkein qualita-
tiver Unterschiedzu denvorherigenBeispielenausAbb. 3.4bund 3.6 erkennbar
Der einzigewichtige Unterschiedbestehtin der Verlangerungder Periodezwi-
schenden Spikesder Produktmolekile. DieseVerlangerungst nicht nur darauf
zuriickzutihren,daf3in Abb. 3.4bund 3.6 zwei Enzymgruppemxistieren(im Ge-
gensatzu Abb. 3.9, wo nur eineGruppevorhandenst), sondernn dererheblich
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angestigenenmittleren Turnover-Zeit'. Wird die Ubeigangsrater, weiter ver-
ringert,soschwachtsichdie Spiking-Amplitudeabundunkorreliertestatistischen
FluktuationerdominierendasVerhaltendesReaktionssystem@bb. 3.9bundc).
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Abb., 3.9: Zeitablangigleit der Zahl
der Produktmolekle fur verschiedene
£ 101 | Ubegangsvahrscheinlickeiten v At
(@) v At = 05 und v_At = 0.25 (b)
v At = 045 und v_At = 0.275 (c)
ﬂ l M v, At = 0.4 undv_A = 0.3 fur N = 200
0 i m““WIMH“WH‘M |H|||H|L|‘||‘W|JH}| SnAyme, Vol - DO0% vill = 0.0L
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Kp =20, Ke = 100undyAt = 0.2.

Die numerischeUntersuchunglesdiskretenAutomatenmodellkonnenfir
verschieden®arametedurchgeiihrt werdenundliefern eineFulle von Informa-
tionen tiber dasSynchronisationsrhaltender Enzyme. Allerdings ist die Zahl
derdiskretenPhasenzuandeKe einwichtiger SystemparametsilesseVerande-
runginsbesonderen Fall einerkleinenZahlvondiskretenZustanderdasVerhal-
ten desSystemdeeinflusserkann. Liegt ein bekannteReaktionsmechanismus
mit bekannterReaktionsratewor, so kanndiesesModell sehrgenaudesserki-
netischesverhaltenwiedegeben. Fir eine grofeZahl von Zwischenzusinden
oderwennder Enzymzyklus,wie in in Kapitel 2 daigestelltwurde, ein stetiger
Prozeldst, der als Bewegungin einemPotentialentlangeiner Reaktionskordi-
natebeschriebenverdenkann,ist die VerwendunglesAutomatenmodelsvegen

IMan kannfiir jedegewahlteUbemgangsraté\t soanpassenjaRdie mittlere Turnover-Zeit t
konstantbleibt. Daraufsoll hier abermit Blick auf dennachstemAbschnittverzichtetwerden.
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der Abhangigleit des Systemerhaltenssom diskretenParameteiKe unginstig.
Die EliminierungdiesesParametersind der Ubeigangzu einemkontinuierlichen
Modellist daherangebrachund wird im nachstembschnittvollzogen.

3.3 Stochastische$lodell mit kontinuierlicher Pha-
sendynamik

Modellbeschreibung

In Abschnitt2.2 wurdenverschieden¢heoretischaind experimentelleErkennt-
nissediskutiert,nachdenenderEnzymzyklusals Diffusions-Drift-Prozef@ntlang
einer 1-dimensionalerkontinuierlichenReaktionskordinateverstanderwerden
kann. Die bisherigeBeschreilnng desEnzymzyklusdurch eine bestimmteAn-
zahl diskreterZustinde zwischendenenUbeigangemdglich sind, ist fir solche
EnzymzyklereineschlechteNahl. Fur groReWerte K von diskretenZustanden
nahernsichjedoch,wie im AnhangA.2 gezeigiwird, beideBeschreibngsweisen
an.

Betrachtetvird derDiffusions-Drift-Prozel@ntlangdereindimensionaleRe-
aktionsloordinatep in einemeffektiven Potentiaf U (¢). Die BewegungdesEn-
zymsi entlangderReaktionskordinatep im Verlaufdesenzymantische@yklus
kanndanndurch

dg ~ oU(q)

at o +r]i(t) (3.8)

mit GauRBschemwveiRenRauschem(t) beschriebemerden.DiesesRauschermat
die statistische&Eigenschatft

< ni(t)n;(t") >=208;;5(t —t'). (3.9)
Wahlt mandasspeziellePotential
U =cong —vo (3.10)
mit konstantermegatvemAnstieg v, sofolgt daraus

da =V+n;(t) (3.11)
dt
2Wie der VerlaufeinessolchenPotentialsaussehekonnte,istin Abb. 2.2,S. 22 damgestellt.
3In dieserArbeit wird immer davon ausggangendaRdie Diffusionslonstanteo, die die In-
tensitit der intramolekularerFluktuationerbeschreibtyon der Phasep unablangigist. Esliegt
alsokein multiplikativesRauschewor.
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als Gleichungzur Beschreilong der PhasendynamikFur dieseGleichungkann
manleichtdie zugetdrige Fokker-Planck-Gleichung

oP(e) _ _ OP(g) 9*P(¢)

op 09 0¢?

angeberj178, 179]. Die folgendenUntersuchungemwerdenimmervon demein-
fach geformtenPotential(3.10) ausgehenda nachmeinemWissenuber Poten-
tialformenrealerEnzymezur Zeit nochkeineKenntnissevorliegen. Sie konnen
jedochleicht unter Verwendungvon Gl. 3.8 auchauf komplizierterePotentiale
ausgedehnwerden.

JedesEnzym kann entwederim freien Zustand(Grundzustandpder inner
halb desenzymatischeZyklus vorgefundernwerden.Um denEnzymzustandu
charakterisierenyird deshalldie binare Zustandsariableu; (t) eingetihrt. Falls
u; = 0, befindetsichdasEnzymi im freienZustandundfir u; = 1 innerhalbdes
Enzymzyklus.Die BindungeinesSubstratmoleidls durchdasEnzymi zumZeit-
punktt wird somitdurchdenUbemgangvon u; = 0 zu u; = 1 beschriebenDer
Ubegangvon u; = 0 zu u; = 1 erfolgtnachGl. (3.4) mit derWahrscheinlichkits-
rate

(3.12)

V(t) = vo+vim(t). (3.13)

Der Parameten; spezifiziertdie Wahrscheinlichkitsrate mit derder Enzymzy-
klus ausgebst wird, falls ein freies Produktmolekl im Reaktionselumenvor-
handenist. Durchvg wird die spontaneRateder Zyklusinitialisierungohneallo-
sterischeéAktivierungdeterminiert.

Die stochastischBifferentialgleichund3.11)lautetin diskretisiertef~orm

@ (t+At) = @(t) + VAt + ¢ VoAt (3.14)
Dabeisind¢; unablangigeGaul3sch&ufallszahlensodafd
< Gi(t)gj(t") >=25;0(t —t')

gilt. Die Dynamik der Phasewariable an den beidenRandpunktenp = 0 und
@= kp mul3nochdefiniertwerden.Falls zum Zeitpunkit + At die Phasewariable
@ (t+At), gegeberdurchGl. (3.14),negativ ist, wird @ (t + At) = VAt gesetztDer

Enzymzykluskannin zwei Teilintervalle zerlegt werden.Im Intervall 0 < @ < kp

existiert der ESKomplex. DieserTeil desZyklus wird mit der Freisetzungder
Reaktionsproduktéeendet.Im Intenall k, < @ < 1 relaxiertdasEnzymnach
und nachzuriick in denGrundzustandDa die FreisetzunglesProduktmolekls

unumlkehrbarist, darf der Punktk, nichtvonrechtsnachlinks tiberquertwerden.
Falls die Phasewariableq denPunktk, bereitsvonlinks nachrechtsdurchlaufen
hatundzu einemspaterenZeitpunktt + At durchzufallige Fluktuationerkleiner
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alskp wird, sowird @ (t + At) = kp + VAt gesetzt.Dieseabsorbierend®andbe-
dingungdriickt die BeendigunglesEnzymzyklusbeim ErreichendesPunktesk,
unddie Ruckehrin denGrundzustan@us.

Die zeitlicheEntwicklungder Zustandsariablenu; wird durchfolgendenAl-
gorithmusdeterminiert

1, fallsy;(t) = 0, mit WS vAt
0, fallsuj(t) =0, mit WS1— vAt
0,fallsuj(t) =1und@(t) >
1,fallsui(t) = 1und@(t) < 1

In Analogiezu Gl. (3.6) folgt fur die Zeitentwicklungder Zahl der Produktmo-
lekiile

Ui(t -+ At) = (3.15)

m(t+At) = +Zl® )O(kp — @ (t — At)) Zq;k (3.16)

Die binareZufallsvariableyy kanndie Werte1 und 0 mit der Wahrscheinlichkit
yAt und 1 — yAt annehmenDie Stufenfunktion® ist durch®(x) = 1, fallsx > 0
und ©(x) = 0 fur x < 0, definiert. Der zweite Term auf der rechtenSeitevon
Gl. (3.16) beschreibtie FreisetzungeinesProduktmolekils, wenndasEnzymi
denPhasenpunkiy = k;, erreichthat. Der letzte TermdieserGleichungbestimmt
die UmwandlungeinesiedenderfreienProduktmolekile in Molekillevom Typ C
mit derWahrscheinlichkit yAt.

Der AlgorithmusdesstochastischeModells mit kontinuierlicherPhasewird
durchdie Gl. (3.14)-(3.16)gebildet. Die DiskretisierungsschrittweitAt muf3so
klein gewahlt werden,daRdasVerhaltendesModells von der diskretenSchritt-
weite unablangigist. Ein Vorteil zumdiskretenAutomatenmodel(3.2)-(3.6)ist
die EliminierungdesParameterKe. Welchesder beidenModelle zur Untersu-
chungkonkreterReaktionssystemeerwendetwird, hangtauchvon der “Ener-
gielandschaft'entlangder Reaktionskordinateah Existiereneinige als diskret
approximierbar&Zwischenzusinde,ist die Verwendungdes Automatenmodells
naheligend.Mit demkontinuierlichenModell kanndariberhinaugpraktischiede
beliebigestetigeEnegiefunktionU (¢) untersuchtverden.

In Abschnitt1.2 wurdeein Uberblick iberwichtige Arbeitenauf demGebiet
gekoppelterPhasenoszillationegegeben. Zwei Gleichungendie die Dynamik
von Oszillatorenbeschreibensollen an dieser Stelle noch kurz mit GI. (3.11)
unddemstochastischeModell (3.14)-(3.16)verglichenwerden.Es handeltsich
um das Kuramoto-Modell[85, 80] mit globaler Kopplungund die Adlerglei-
chung[99].

Dasstochastisch&uramoto-Modell

N
@(t)=w+ni(t)+K Zsm — @) (3.17)
=



3.3 StochastischelBlodell mit kontinuierlicherPhasendynamik 57

beschreibkin SystemgekoppelterPhasenoszillatorerDabeiist @ (t) die Phase
desi-tenOszillatorszum Zeitpunktt und wy desserFrequenzdie zufallig ausei-
nerWahrscheinlichkits\erteilungg(w) mit demMittelwertwy ausgavahltwurde.
Dasweil3eRauschem;(t), fur dasGl. (3.9) gilt, verursachFluktuationenin der
Frequenzder Oszillatoren. Der dritte Term auf derrechtenSeitevon Gl. (3.17)
definiertdie globale Kopplungzwischenden Phasenoszillatoremit der Kopp-
lungssairke K. Die UntersuchungediesesSystemsemgaben,dal3in Abhangig-
keit von g(w), K und der Starke desGauf3schetiRauschenslie Phasenzuande
der Oszillatorensynchrones/erhaltenzeigenkdonnen. Ein Vergleich zwischen
Gl. (3.11)und Gl. (3.17) zeigt eine groReAhnlichkeit beiderGleichungen.Der
Rauschtermals auchder Geschwindigkits- bzw. Frequenzternsind identisch.
Unterschiedgibt esin der Art derKopplung.In Gl. (3.17)ist die globaleKopp-
lung der Oszillatorenexplizit erfal3t. In Gl. (3.11), die die Phasendynamilei-
neseinzelnenEnzymsbeschreibthingegennicht. Tatsachlichexistiertin denin
dieserArbeit untersuchtemModellenkeinedirekte KopplungzwischendenPha-
senzusindenunterschiedlicheEnzyme. Die Kopplungwird indirekt durchdie
Anzahlderfreien Produktmolekle vermitteltundkommtin Gl. (3.15)durchdie
produktabkngigeBindungsrater(m) zum Ausdruck.

Die Dynamik einesVan-defPol-Oszillatorsunter dem Einflul3 weiRenRau-
schensund bei Wechselirkung mit einem externenperiodischenSignal kann
durchdie sogenanntédlergleichung

ot) = w—wp +n(t) —esin(Q) (3.18)

fur die Phasendferenz@ beschrieberi99, 95] werden. w— wy auf derrechten
SeitedieserGleichungdricktdenUnterschiedwischenderEigenfrequenzo des
Oszillatorsund der FrequenzdesexternenSignalswy aus. Der zweite Termn

stellt dasGaul3schaveil3e Rauscherdar Der Parametele im dritten Term von

Gl. (3.18)bestimmtdie Nichtlinearitt. Im Gegensatzu Gl. (3.11)undGl. (3.17)
beschreibGl. (3.18),wie bereitsbetont,die Dynamik der Phasendferenzeines
einzelnenOszillatorsmit der Frequenaw beziglich einerexternenFrequenzuwy

unterdemEinfluR GauRscheRauschens.

StatistischeEigenschaften

Zum Studiumdes Systemerhaltensberdtigt man noch die statistischerkEigen-
schafterdesdurchGl. (3.11)und(3.9)definierterfrandomwalk”. Der Zeitpunkt,
andemderZyklus ander Stelleg = 0 beginnt, wird zut = 0 gesetztDer Zyklus
ist nachder Zeit T beendetwennder Phasenpunkp = 1 erreichtist. DieseZeit
T stellt deshalbdie Zyklusdaueralsodie molekulareTurnover-Zeit, dar Da die
DynamikinnerhalbdesZyklus ein Zufallsprozefist, schwanktT von einerReali-
sierungzur nachsten.Jedochkanndie mittlere Turnover-Zeit t und die Schwan-
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kungsbreitéAt = /< 12 > — < 1 >2 definiertwerden.Als nachstesverdendafur
die analytischerAusdriicke abgeleitet.

Die Abhangigleit der Driftgeschwindigleit von ¢ wird durch dasPotential
U (@) entlangder Reaktionskordinateg bestimmt. Uber die Form diesesPoten-
tials im Fall wirklicher Enzymeist nur sehrwenig bekannt(sieheKap. 2). Fur
alle numerischeruntersuchungewird deshalbdie konstanteDriftgeschwindig-
keitvt = 1 angenommen.

Die Zeit, die vergeht,um vom linken reflektierenderRand @ = 0 erstmalig
denrechtenabsorbierendeRanddeslintervalls 0 < @ < 1 zu erreichenjst T. Der
Mittelwert t fur ein EnsemblesolcherProzessest gesucht.Es handeltsich also
bei FestlgungdesStartpunktesim die Bestimmungder mittlerenZeit, die notig
ist, um dieseSchwellezu erreichef.

Fallsder“randomwalk” zur Zeitt = 0 amPunktks im Intenall [0, 1) beginnt,
soist die Wahrscheinlichkit, daRzur Zeit t die Phasesichnochim Intervall [0, 1)

liegt
1

Gliet) = [ Plo.ths 0)do (3.19)

Wegender Anfangsbedingun® (¢, 0ks, 0) = &(ks — @) gilt zur Zeitt =0 G = 1.
WegendesrechterabsorbierendeRandesp = 1 gehtdie FunktionG(ks,t) gegen
Null frt — oo,
Die bedingte Wahrscheinlichkitsdichte P(@,t|ks,0) erfullt die adjungierte
Fokker-Planck-Gleichung
OP(@,tlks,0) _ OP(@tlks,0) =~ 9°P(@tlks0)

= DAY e (3.20)

Dahererhalt manfir die zeitliche Entwicklungvon G(¢o, t) die Gleichung

0G(ks,t)  0G(ks,t)  0%G(Ks,t)
a ok T ek

Die Wahrscheinlichkit Q(ks,t), dal3zur Zeit t die Phasewariableschonden
rechtenRanderreichthat,ist durch

Q(ks,t) = 1— G(ks,t)

gegeben. Somit ist die Wahrscheinlichkit, diesenRandinnerhalbdeskurzen
Zeitintenalls (t,t 4 At) zu erreichendurchQ(ks,t + At) — Q(ks,t) gegeben.Die
WahrscheinlichkitsdichtedenRandg = 1 je Zeiteinheitzu erreichenjst

k37 kSv
(o, t) = ant Y = —ath t). (3.22)

4Diese Aufgabenstellungvird in der Literatur auchals “mean first passaggime” Problem
bezeichnefsiehez.B.[178, 180 181]).

(3.21)
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Die mittlere Zeit t(ks) bis zum Erreichender Schwellegp = 1 fiir den*“random
walk” mit demStartpunkis ist

T(Ks) z/oootn(ks,t)dt: _/

0

[ee]

t0,G(Ks, t)dlt = / Glket)dt.  (3.23)
0

Fur die Varianzgilt demzufolge

2(ks) = —/OootzatG(ks,t)dt:/Oth(ks,t)dt. (3.24)
UnterVerwendunglerldentitat

/0 " 120, ke, t)dlt = G(ks, ) — G(ks, 0) = —1 (3.25)

engibt sichzusammemit Gl. (3.22)und (3.23)fur 1 die Differentialgleichung

di(ks)  d?t(ks)
ik %Ak T

~1. (3.26)

Die Losungvon Gl. (3.26) muf3zwei Randbedingungeerfullen

dt(ks)
dks

=0furks=0, 1(ks) =0flr@=1. (3.27)

Die entsprechendé&sleichung fur das zweite statistischeMoment der “first-
passagéime” ist
dt?(ks) N d?t?(ks)

dke o a2 = —21(ks) (3.28)
mit denRandbedingungen
2
dtdlikS) — Ofiirks = 0, T2(ks) = O fir go = 1. (3.29)
S

Die Losungvon Gl. (3.26) mit denRandbedingungef8.27)ist

T(ke) = 1;ks+ ° {exp(—é) —exp (—%)] . (3.30)

V2 o

DurchEinsetzerdieserLosungin Gl. (3.28)unterBerucksichtigungder Randbe-
dingungen(3.29) erhalt maneineDifferentialgleichungdie direkt gelostwerden
kann. Beide Losungerbestimmerdie “mean-first-passageéme” und daszwei-
te statistischeMlomenteines“randomwalk”, der am Punktks = 0 anfangtund
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bei @ = 1 endet. Da die mittlere Turnover-Zeit T die “mean-first-passageme”
(Gl. (3.30))mit demStartpunkiks = 0 darstellt,gilt

1-ks © v VKs
=151 O fop(-Y)—ep(-%)].  @a
)= 2+ e (~3) e (-5 (3.31)
Die Varianzder Turnover-Zeit emgibt sichalsLosungvon Gl. (3.28)fur ks =0 zu
206 50° 4o vy 02 2v
a2 25 B (V) Cep(-2). a2
T e V4+V3exp 5 +V4exp( 0) (3.32)
e
0.8 1
|<~1 0.6 r ]
04 + B
0.2 P ]
0.0 L==" : :
0.0 0.1 0.2 0.3 0.4

Abb. 3.10: Die Abhangigleit der mittleren Turnover-Zeit T (durchgezogenéinie) und
derVarianzAt der Turnover-Zeit (gestricheltdLinie) von der Rauschintensit n).

In Abb. 3.10ist die mittlere Turnover-Zeit T unddie VarianzAt?, die ausden
Gl. (3.31)und(3.32) berechnetvurde,dagestelltworden. Die numerischdnte-
grationder Gleichung(3.11) zeigt,dal3die Gl. (3.31)und(3.32)die statistischen
Eigenschafterdes Turnover-Zyklus korrekt beschreiben.Fur kleine Werte der
Rauschintensiit o folgt unterVernachéssigungler GliederhdhererOrdnungfir
T, AT und¢ durch
T~ 1)V, (3.33)

AT ~ (/20 /\3, (3.34)
&= g ~ \/20/V. (3.35)

und
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NumerischeUntersuchungdesstochastischerModells mit kon-
tinuierlicher Phasewvariable

Mit demstochastischelodell (3.14)-(3.16)eikontinuierlicherPhasendynamik
werdennun fir verschieden®arametemumerischeSimulationendurchgeiihrt.
Die Diskretisierungsschrittweitbettagt At = 0.0005. Falls esnicht besonders
henorgehoberwird, sindals Anfangsbedingundie Enzymezufallig entlangder
Phasaundim diskretenGrundzustandjleichwerteilt. Die Geschwindiglkit inner
halbdesintenalls (0,1) ist vt = 1.
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Abb. 3.11: (a) Zeitabtangigleit derZahl derProduktmolekle, und (b) Haufigkeits\ertei-
lung fur densynchronerReaktionsmodusn kontinuierlichenModell. SonstigeParame-
terentsprechendie in Abb. 3.4. (b) wurdeausdenDatender ZeitserieausAbb. 3.11(a),
im Intenall [50t,500t] berechnet.

Die SimulationerdiesedModellszeigengenausavie die Untersuchungedes
Automatenmodellgn Abschnitt3.1 zwei prinzipiell verschieden&erhaltenswei-
sen.Wie zu erwartenist, bestehfur entsprechendenvahlte Parameteeinehohe
Ubereinstimmung.Um diesezu demonstrierensind unter analogerBedingun-
genwie in Abb. 3.4und 3.5die zeitliche Abhangigleit der Produktmolekile und
die Haufiglkeitserteilungder Produktmolekile in Abb. 3.11dagestellt.Ein Ver-
gleichmit denResultaterdesAutomatenmodell§Abb. 3.4bund3.5undmachen
diesdeutlich.

Um in Gegenwvart starler Fluktuationerdie Synchronisationseigenschaften
Abhangigleit von denSystemparametezu untersucherherdtigt manein quan-
titativesMal3 der Synchronisationsatke. Ein solchesMald kannz.B. unterVer-
wendungder WahrscheinlichkitsdichteP(Ag), dasdie Wahrscheinlichkit an-
gibt, die PhasendferenzAg zwischenzweibeliebigenEnzymerzufinden. Diese
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Wahrscheinlichkitsdichtest definiertals

N 1 N
P(A<P)=<[ > Uin] > Uin5(<ﬂ—<Pj—A<P)>- (3.36)

Li=Li#] Li=Li#]

Daim Grundzustand; = 0 ist, wird nur iberPhasenzuandevon Enzymensum-
miert, die sich innerhalbdes Turnover-Zyklus befinden(u; = 1). Die aul3eren
Klammernsymbolisierendie zeitliche Mittelwertbildungwahrendeinesausrei-
chendlangenZeitintenalls, um zufallige Fluktuationernzu eliminieren. Der Ko-
effizientin eckigenKlammernin Gl. (3.36)stellt denNormalisierungsdktordar,
sodafld

0.5
/ P(Ag)dAg= 1 (3.37)
—-0.5

gilt; 3(x) symbolisiertdie Diracsche-Delta-Distrilstion. Um die VerteilungP(Ag)

in denfolgendennumerischerJntersuchungenu berechnenwird, nachdendie
transientePhasevoriber ist (dasist fur die gewahlten Parameterimmer nach
t/1 = 250 der Fall gewesen),zu verschiedenezeitpunkten(hier 312 mal) im

gleichenAbstandim Zeitintenall 250 < t /T < 500der Ausdruckin deneckigen
Klammernvon Gl. (3.36)berechnetDanachwird darausderMittelwertgebildet.
Abb. 3.12zeigtflr verschieden@arameterwertk, undo typischeFormendieser
Wahrscheinlichkits\erteilung.

Ist die Intensititv, derallosterischerfRegulierungniedrig,ist keineSynchro-
nisationderEnzymzusiandevorhanderunddie PhasemnterschiedlicheEnzyme
sind unablangig. In diesemFall sind alle Phasendferenzengleichwahrschein-
lich und die Wahrscheinlichkits\verteilung zeigt einen flachen Verlauf wie in
Abb. 3.12a. Aus der Normalisierungsbedingunfiplgt dannP(Ag) = 1 fir alle
A@. Falls Synchronisatiorder Phasenzyklerinsetztzeigtsichin derVerteilung
von P(A@) ein Maximum. FiUr eine enzymatischesruppehat die Wahrschein-
lichkeitswerteilungein einzigesMaximum an der Stelle Ag wie in Abb. 3.12b
Im Fall von zwei synchronerEnzymgrupperzeigtdieseVerteilungzwei Maxima
(Abb. 3.12cP. DaszentraleMaximumanderStelleA@= 0 istimmeretwashoher
Dasist eineFolge davon, dal3die Zahl der Enzymein unterschiedlicheEnzym-
gruppemichtexaktibereinstimmenindstndigum einenMittelwertfluktuieren.

Unter Benutzungder Wahrscheinlichkitsverteilungfur die Phasendferen-
zen(3.36) kannnunder Ordnungsparametaur Charakterisierungler Synchro-
nisationssirke der Enzymzusindedurch

60— / " (1_P(ag)2dAg (3.38)
-05

SDie Phasendferenzent-0.5 sindaquivalent.
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definiertwerden. Falls keine Korrelationenzwischenden Phasenzuandenver-
schiedeneEnzymeexistieren,ist 6 = 0. Im Gegensatadazuindiziert ein nicht
verschwindendéewert von 8 SynchronisationAllgemeingilt, je hoherder Wert
von 6, umsostarker ist die KorrelationzwischendenEnzymzusanden.
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Abb. 3.12: Wahrscheinlich&itsdchtevertdlungen der Phasendférenzen(a) ohne Syn-

chronisation(vot = 1, v1T = 0.001, k, = 0.3 und 0 = 0.0018/1?), (b) einer Enzym-

gruppe (Vot = 0.001, v1T = 1, k, = 0.3 und ¢ = 0.0018/1?), (c) zwei Enzymgrup-
pen (ot = 0.001, v1T = 1, k, = 0.55 und 0 = 0.0018/12), (d) drei Enzymgruppen
(Vo1 =0.001,v1T =1,k, =0.71undo = 0.0004572). SonstigeParametesindyt = 20,

vt = 1undN = 500.

Um den Einflu3 der Fluktuationeninnerhalbdes Turnover-Zyklus auf den
Synchronisationsprozefds untersuchenyerdenin einer Reihevon Simulatio-
nenjeweils ein Parametelin dem stochastischeModell variiert. Alle anderen
Parametemwerdenkonstantgehalten. Zuerstwird das Reaktionssysteninter
sucht fallsderPunkt,andemdie Reaktionsproduktentsteherk, = 0.2 ist (siehe



64 3 Stochastisch&lodellierungdesproduktaktviertenEnzymsystems

Abb. 3.13). UnterdiesenBedinungersind die meistenEnzymein einerGruppe
synchronisiert.
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041 Abb. 3.13: Synchronisationspameer 8

als Funktion(a) derrelativen statistischen
Schwankungsbreiteder Turnover-Zeit &

(b) der Bindungsratev; und (c) der Ab-

bauratey der Produktmolekile, falls Syn-

chronisationin einer Enzymgruppevor-

liegt. Fur N =100,k =0.2, &; = 0.15

oo (0 = 0.011251?), vot = 0.0001, v1T =
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Zuerstwird die Rauschintensiit o in der stochastischemifferentialglei-
chung(3.11),beginnendmit o = 0, erhbht. Nachdendie transientdPhasevoriiber
ist, wird der Ordnungsparametdd durch Mittelung in einem Zeitintenall von
500 fuir o = 0 berechnetAnschlieBendvird o um5- 10~° erlbhtundnachdem-
selbenVverfahrend erneutbestimmt.DasErgebnisistin Abb. 3.13adagestellt.

Fur kleine Werte der Rauschintensiit o und damitder relativen statistischen
Schwankungsbreité derTurnover-Zeit (sieheGl. (3.35),S.60)hat0 die hochsten
Werte. Unter diesenBedingungenst die Synchronisatioram starkstenausge-
pragt. Mit wachsendeng nimmtder Ordnungsparamet&sukzessie ab,um bei
etwa & = 0.25 zu verschwinden.Fur nochhohereWertevon & gibt espraktisch
keinePhasensynchronisationehrzwischendenPhaserverschiedeneEnzyme.
Der Wert & = 0.25 bedeutetdal350% aller Enzymeden Enzymzyklusinnerhalb
desZeitintenalls +25%dermittlerenTurnover-Zeit T beendenAls Ergebnislalit
sichfeststellendalikleine Werteder Varianzder Turnover-Zeit die Synchronisa-
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tion derEnzymzyklererleichtern.

Als nachstesvird die Abhangigleit der Synchronisationsatke von der Bin-
dungsratey1 der Substratmoleltle untersuchtAnalog,wie obenfiir o bzw. & be-
schrieberwurde, bestimmtmandenOrdnungsparametd fir wachsendéVerte
vonvi. DasResultaistin Abb. 3.13babgebildetFurv,t < 0.5ist praktischkeine
Phasensynchronisatiater Enzymzusihndevorhanden. OberhalbdiesesWertes
wachstmit zunehmendem; auch® monoton,umbeiviT ~ 3 seinMaximumzu
erreichen.Die weitereErhdhungvon v, fuhrtinteressanterweisgiederzu einer
Verkleinerungvon 8. Oberhalbvon vt = 6 ist praktischkeine Phasensynchro-
nisationmehrvorhanden.Hinsichtlich der VariationdesBindungsparametens
existiertalsoein “Fenster”,innerhalbdesserdie Enzymzyklensynchronisieren.

Abschlie3endvird nochdie Abhangigleit desOrdnungsparameteésvon der
ProduktabbauratgbetrachtetDasErgebnisistin Abb. 3.13cgezeigt.Furyt < 4
istkeineSynchronisatiomlerEnzymzusandevorhandenErhohtmany tiberdiese
Schwellehinaus steigtd sehrschnellan,um beiyt ~ 25 maximalzuwerden.Fur
nochhdhereWertevony nimmt0 unddamitdie Intensititwiederab,ohnejedoch
bisyt = 100vollig zu verschwinden.

Als nachstesvird die Abhangigleit der Synchronisationsatke von denPara-
meterno, vy undy furk, = 0.55,d.h. wenndie Enzymezwei Grupperentlangder
Phasen&ordinatebilden, untersuchtZuerstwird wiederc und damitdie Starke
derrelativen Schankungsbreite der Turnover-Zeit variiert. Ahnlich wie im Fall
derPhasensynchronisatiam einerEnzymgruppest die Synchronisatioir sehr
kleine Wertevon ¢ amhochsten.Wie in Abb. 3.14aerkennbarist, steigt,begin-
nendvon & = 0 mit wachsender, 8 sogaretwasan. Allerdingsist dieserAnstieg
sehrklein. Danachfallt 6 mit weiter zunehmenden sehrschnell,um bei etwa
¢ ~ 0.07vollig zuverschwindenDie Phasensynchronisatiamzwei Enzymgrup-
penist alsodeutlichempfindlichergegeriberFluktuationenn der Turnover-Zeit
der Enzymeals die Synchronisationin einer Enzymgruppe. Diese Sensitvitat
setztsich fur andereParameteiky, bei denennoch grof3ereZahlenvon Enzym-
grupperentstehekonnen fort. Wie UntersuchungedesstochastischeModells
zeigen tretenflir k, = 0.8 beispielsweis@ier Enzymgruppemntlangder Reakti-
onsloordinateauf, allerdingsmuf3dazué < 0.04 sein.

Nunwird in Abb. 3.14bdie Abhangigkeit desOrdnungsparametefsbei Va-
riationderSubstratbindungsrata betrachtetWie bereitam Fall von Phasensyn-
chronisationin einer Enzymgruppéritt auchfur zwei Enzymgrupperein Para-
meterfensteauf,innerhalbdesserPhasensynchronisatiamzwei Enzymgruppen
moglich ist. Auch dieseEigenschafist typischundlal3tsich auchbei groReren
ZahlenenzymatischeGrupperfinden.

Zuletzt soll nochdie Abhangigleit der Synchronisationsintensit unter Va-
riation der Abbauratey derregulatorischerProduktmolekile untersuchtverden.
Auch hier zeigtsich,wie in Abb. 3.14cerkennbarist, einesehrahnlicheParame-
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terablangigleit der Synchronisationsatke wie fur eineEnzymgruppeOberhalb
einesbestimmterWertesy, derim hiervorliegenderfall von zwei Enzymgruppen
etwashoherbeiy~ 12t~ liegt, steigt® sehrschnellan, um beiy ~ 30t—! ma-
ximal zu werdenundfur nochhohereWertevon y wiederzu sinken. Wie bereits
in Abb 3.13cerkennbamwar, verschwindeselbstfiir yt = 100die Phasensynchro-
nisationnicht. Sieist hierim Fall von zwei Enzymgruppersogarnochdeutlich
hoher
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0.6 1 . Abb. 3.14: Synchronisationsparanesto

als Funktion (a) derrelativen statistischen
Schwankungsbreiteder Turnover-Zeit &
(b) der Bindungsratev, und (c) der Ab-
bauratey der Produktmolekile, falls Syn-
0.2 1 t  chronisationin zwei Enzymgruppenvor-
liegt. Fir N =500, k, = 0.55, {; = 0.05
(0 = 0.001251?), Vot = 0.0001,v1T = 1,
0 20 40 60 80 100 YT =25vi=1.

0.0

Die Parameterfir die Phasensynchronisati@nsetzthangenvonderZahlN
derEnzymeah Bei der AnalysedesMeanfield-Modellsdaszu demin diesem
Kapitel untersuchterstochastischeModell im Limes gro3erEnzymzahlerkor-
respondiertemibt sichein einfacherZusammenhangwischender Bindungsrate
vi undder EnzymzahIN (Kapitel 4, S.91). Bei der Betrachtungder Meanfield-
Gleichungerbemerktman,dal3diesefiir irgendeinebeliebigeKonstantec invari-
antunterder Skalentransformatiom; — v1/c, m— cmundn — cn sind. Diese
Transformationbedeuteteinfach, daf3, falls die GesamtzahN der Enzymeum
einenFaktorc verandertwird, sichdie Zahl der Reaktionsproduktand Substrat-
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molekille proportionalandert.
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Abb. 3.15: Synchronisationsparseter 8 als Funktionder Bindungsratev; fir N = 50
(durchgezogent.), N = 100 (gepunkteted..), N = 200 (gestricheltel.) und N = 500
(Strichpunktl.).Firvet = 0.001,vi = 1,ky =0.2,§ = 0.2 (0 = 0.02/1?) undyrt = 20.

DieseEigenschaftierSkaleniwarianzfindetsichfir gro3eEnzymzahlemmuch
im stochastischeModell wieder Setztz.B.fur N = 200oberhalbvonv4,t = 0.5t
Phasensynchronisatiain, so erhoht sich dieseSchwelleim Fall von N = 100
Enzymeauf vit = 1. Wahrendjedochim Meanfield-Modelldes Reaktionssy-
stems,dasim nachsterAbschnittuntersuchwird, dieseBeziehungzwischenN
undvq exaktist, stimmtdieserZusammenhantjir sehrkleine Enzymzahlerund
damit verbundenenstarken Fluktuationenin der Zahl der Produktmolekile- im
stochastischeModell nichtmehr Fur sehrkleineEnzymzahlererstrecksichdie
Phasensynchronisatid@riberraschenderweigiderwesentlichgrof3ereParameter
intervalle. DieseEigenschaftoll zuerstamBeispieldesEinflusseslerBindungs-
ratev; betrachtetverden.

In Abb. 3.15ist fur verschieden&nzymzahlerdie Synchronisationsatke 6
alsFunktionder Bindungsratev; gezeigt.DieseErgebnissavurdennachdersel-
benMethodewie in denAbb. 3.13bund Abb. 3.14berhalten.Qualitatv verlauft
die Abhangigleit desOrdnungsparametefisvon v1 gleich. Fur alle betrachteten
Enzymzahlerexistiert ein Parameterinterall fur v, innerhalbdesserSynchro-
nisationder Enzymzusindeauftritt. Vergleicht manjedochden Verlaufvon 6
fur N = 50 (durchgezogenkinie), soerkenntman,dal3dieserviel grofRerist als
fur N = 500(Strichpunktlinie).Falls jedochdie bereitserwahnteSkalenitvarianz
(Abschnitt4.2, S. 91) exakt gultig ware, muf3tenin derlogarithmischerDarstel-
lungvon Abb. 3.15sowohl fir N = 50alsauchfiir N = 500dasParameterinterall
vonv1, innerhalbdesserSynchronisatiorexistiert, gleichgrol3sein. So erstreckt
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sich diesesintenvall fur N = 500vonvs ~ 0.2 bisv1 ~ 0.7. Hingegenverlauft
dieseParameterinterall fir N = 50 nichtvonv; ~ 2 bisv, ~ 7, wie dasausder
Skaleniwarianzfolgenwirde,sondernvonv; ~ 0.5 bisv1 &~ 25. DieseBeobach-
tung,dalRdie Synchronisationsinteallefir kleineEnzymzahleriberproportional
anwachsergilt auchfur groRereZahlenvon Enzymgruppen.

2.0

154 §

0.5+

0.00 0.10 0.20 0.30 0.40

Abb. 3.16: Synchronisationspargeter0 als Funktionderrelatven Schwankungsbreité
derTurnover-Zeit im Fall einerEnzymgruppdir N = 10 undv,t = 25 (durchgezogene
L.), N=50undviT = 5 (gepunktetd..), N = 100undv;t = 2.5 (gestrichelte..) sovie
N = 250undv;T = 1 (Strichpunktl.). Fiir vt = 0.001,vt = 1, kp, = 0.2, (0 = 0.02/1?)
undyrt = 20.

Nun werdendie Auswirkungender EnzymzahIN auf die Phasensynchroni-
sationbei Variationder relatven Schwankungsbreit€ der Turnover-Zeit unter
sucht. DasErgebnisist fir k, = 0.2 (Synchronisationn einer Enzymgruppejn
Abb. 3.16 gezeigt. Der Ordnungsparametdr wurde unter Variationvon & wie
in Abb. 3.13aundAbb. 3.14adurchSimulationerdesstochastischeModellsbe-
stimmt. Der qualitatve Verlaufvon 6 als Funktionvon ¢ ist fur alle Enzymzahlen
N ahnlich. Fur kleine Wertevon ¢ ist die Synchnchronisatioam hochstenum
mit wachsenderj stetigabzunehmenUm die Vergleichbarleit fir verschiedene
N zu gewahrleisten,wurde wieder die obenbeschrieben&kalenivarianzaus-
genutzt. Betrachtetmandie Abhangigleit desOrdnungsparametefsvon & fur
N = 10 (durchgezogenkinie), sosiehtman,dal3selbstfiir { = 0.4 nochPhasen-
synchronisatiovorhandenst. Im Gegensatalazuverschwindetir N = 100die
Synchronisatioereitsbei § ~ 0.2. Interessanist auch,daf3sichderVerlaufvon
8 fur nochhdohereWertevon N kaumnochverandern Daraudaldtsichschliel3en,
daflunterdengewahltenBedingungerbereitsoberhalbvon N = 100 dasSystem
gutdurchdie Meanfield-Naherungbeschriebemverdenkann.
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Als letzteswird nochdie Abhangigkeit der Synchronisationsatke 6 von ¢
furkp = 0.55 (zwei Enzymgruppenbestimmt.Genausavie im ebendiskutierten
Fall einer Enzymgruppest 8 als Funktionvon & wiederfur verschiedend in
Abb. 3.17 abgebildet. Auch hier ist gibt esfir N = 10 (durchgezogentginie)
noch bei deutlich hoherenWertenvon & Phasensynchronisatiais fur grof3ere
EnzymzahlerN. Jedochsind die Unterschiedenicht so gro3wie in Abb. 3.16.
Obwohl die Kurven 8 als Funktionvon & fur N = 100 (gestrichelteLinie) und
N = 250 (Strichpunktlinie)in Abb. 3.17 eingezeichnesind, ist derenVerlaufso
ahnlich,dal3die Unterschiedewischenbeidenkaumbeobachtbasind. Daraus
folgt, daRim Fall von zwei Enzymgrupperdie Skaleniwvarianzbereitsunterhalb
vonN = 100gultig ist.
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Abb. 3.17: Synchronisationspargeter 8 als Funktion der relatven Schwankungsbreite
& der Turnover-Zeit im Fall von zwei Enzymgrupperfir N = 10 undv;t = 25 (durch-
gezogend..), N = 50 undv;1 = 5 (gepunktetd..), N = 100undv;1 = 2.5 (gestrichel-
te L.) sovie N = 250 und vyt = 1 (Strichpunktl.). Fir vot = 0.001, vt = 1, k, = 0.2,
(0 = 0.02/1?) undyt = 20.

Die SimulationendesstochastischeModells kdnnenfur verschieden®ara-
meterdurchgeiihrt werdenund fiihrenzu vielen neueninformationentiber das
Systemerhalten. Allerdings erlaubensie keine Voraussagemnd Abschatzun-
genzur Lageder Synchronisationsschwellemd Synchronisationseigenschaften.
Daherwerdenim nachstermAbschnittmakroslkopischeGleichungerfir die Mit-
telwerteder Enzymeentlangder Reaktionskordinateund die Reaktionsprodukte
hegeleitet,die dasReaktionssystenm LimesgrofRerEnzymzahlererfassen.



Kapitel 4

Die Meanfield-Naherungdes
produktakti vierten Enzymsystems

Im letztenKapitel wurde fur eine einfacheallosterischaktivierte Enzymreakti-
on ein stochastische®lodell eingefihrt und mithilfe numerischeiSimulationen
untersucht.Fur diesesReaktionssysterwird in diesemKapitel die Masteglei-

chungaufgestellt. Unter VerwendungdieserMastepgleichungwerdendie Glei-

chungenfir die zeitliche Dynamik der Mittelwerte helgeleitet. Im Spezialéll

vernachéssigbageringerFluktuationerninnerhalbdesEnzymzyklusergebersich
darauszwei einfache“Delay-Gleichungen”. Die danachdurchgeiihrte lineare
Stabilitatsanalyseler Delay-Gleichungerermdglicht die UntersuchunglesEin-

flussederParameteauf dasSystemerhalten.

4.1 Herleitung der Meanfield-Gleichungenaus der
Mastergleichung

Die Mastergleichungflr ein einzelnesEnzym

In diesemAbschnitt werdenWahrscheinlichkitsmal3efiur die Zuséndedesin
Kapitel 3 untersuchterReaktionssystemsiner produktaktvierten Enzymreakti-
on eingefihrt. Wegen der internenDynamik des Reaktionssystemsind diese
Wahrscheinlichkitsverteilungenzeitabtiangig. Fir die zeitliche Anderungdie-
serWahrscheinlichkits\erteilungerkanneineBilanzgleichung- die Masteglei-
chung- aufgestellwerden die die Ubelgangein einenbestimmterZustandund
ausdiesemZustanderfal3t[178, 49,181,15, 179] (sieheAnhangA).

Zuerstwird die Mastegleichungfiir denFall eineseinzelnerEnzymsim Re-
aktionssystemufgestellt.Dervollstandigeenzymatisch@®rozelbestehtiuszwei
Teilen. Im erstenTeil verweiltdasEnzymim Grundzustandin diesemZustand

70
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laufenkeine dynamischerProzessean demEnzymah Die BindungeinesSub-
stratmolekils' mit derBindungsrate/(m) beendetlieseWartezeiundinitialisiert
denzweitenTeil desEnzymzyklus. DieserTeil wird als Diffusions-Driftprozel3
entlangder Phasewariablen(Reaktionskordinate)g mit der Geschwindigkit v
und der Diffusionslonstantes beschriebenDie Wahrscheinlichkitsdichte,das
Enzymam Phasenpunkp anzutrefen, falls gleichzeitigm Produktmolekile vor-
handersind,ist P(¢@, m). Die Produktmolekile m habemureineendlicheLebens-
dauerundreagierermit der Ratey zu andererMolekilen, die nicht mehrander
hier betrachteterReaktionbeteiligt sind. Entsprechendgjilt fir die Wahrschein-
lichkeitsdichteerteilungP (@, m,t) der Enzymeentlangder Reaktionskordinate
die folgendeMastegleichung

oP(p,m) oP(@,m)  9°P(@,m)
o e 9o
+ yl(m+1)P(@,m+1) — mP(p,m)]. (4.1)

Der ersteTerm auf der rechtenSeitevon Gl. (4.1) beschreibtie Anderungder
WahrscheinlichkitsdichteP(¢, m) durch die Drift desEnzymzustandesntlang
der Phasep mit der Geschwindigkit v. Der Einfluf3 der Diffusion mit der Dif-
fusionslonstantes ergibt sichdurchdenzweitenTerm. An letzter Stelleauf der
rechtenSeitedieserGleichungwird die Anderungder Wahrscheinlichkitsdichte
durchdenAbbauderReaktionsproduktenit der Ratey beschrieben.

Dariberhinaugibt esdenbesondereRunkt® = kp innerhalbdesEnzymzy-
klus, an demdie Reaktionsproduktéreversibelfreigesetztwerderf. Esist des-
halb guinstig, dasgesamtdntenall 0 < ¢ < 1 der Reaktionskordinatein zwei
Segmente(0, kp — €] und (kp, 1] einzuteilenundfur beideTeilintervalle die Rand-
bedingungemndenEndenzuformulieren.Die Bezeichnundk, — £ soll denrech-
ten Randpunkdeslinken Intervalls (0,k, — €] beschreibenDie Zahl der freien
Produktmolekile m erhdht sichum 1, sobaldder Punktk, im Zyklus durchdas
Enzymerreichtwird. WegenderlrreversibilitatderProduktentstehunsgelltk, — &
einenabsorbierenderechterRanddesTeilintervalls (0, k, — €] dar Darausergibt
sich,falls o > O ist, die Randbedingung

P(kp—€,m) =0. (4.2)

Im Spezialall o = 0liegt nurein Driftprozemit derGeschwindigkit v vor. Dann
gilt dieseRandbedingungicht. InnerhalbdesTeilintervalls (kp, 1] befindetsich

lwie in Abschnitt3.1 erfautertwurde, ist Substraim UberschuforhandenDesserkonzen-
trationwird im betrachteteZeitbereichdurchdie ablaufendeReaktionpraktischnicht verandert.
Die Substrathnzentratiorgehtnur indirekt durchdenWert der Substratbindungsratgm) in das
Modell ein.

2RelkombinationeroderRiickreaktionerwerdenausgeschlossen.
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dasEnzymin der Relaxationsphaseim danachin den Grundzustanaurickzu-
kehren.Der Fluf3 durchdenlinkenRand@ = kp — € muRgleichdemFlu durch
denrechterRanddesintervalls (0, k, — €] sein.Man erhalt deshalb

= {vP(kp —€&,m)— 0M .
o @=kp—¢
(4.3)
Zur Vereinfaichungder Schreibweisavird derFluR derWahrscheinlichkitsdichte

durch

oP(e,m+1)

vP(om+1)—0o }
¢ ¢=kp

oP(@,m
F(em) = vP(@m) — o2 e (4.9
abgekirzt. DannkannGl. 4.3zu

vereinfachtwerden.

SobalddasEnzymdenPhasenpunkp = 1 erreichthat,ist desserZyklus be-
endetundeskehrtin denGrundzustanduriick. Im Spezialéll o = O liegt nurein
DriftprozeRBmit der Geschwindigkit v vor. Die UberquerunglesPunktesp= 1
ist dannin jedemFall unumkehrbar Falls hingegeno > 0 gilt, wird einezusatzli-
cheRandbedingungeritigt. In diesenfall ist derrechteRand@= 1 im Intervall
(kp, 1] absorbierendyndesgilt

P(1,m) =0. (4.6)

Zusatzlich zur Mastegleichung (4.1) wird zur vollstandigenBeschreiling
des Gesamtsystemsoch die Gleichungfir die zeitliche Anderungder Wahr
scheinlichleit Q(m) berbtigt. Diese gibt die Wahrscheinlichkit an, das En-
zym im Grundzustandbei gleichzeitigerAnwesenheitvon m freien Produktmo-
lekuilen vorzufinden. Die Wahrscheinlichkit Q(m) beschreibdemnachdener-
stenTeil desenzymatischeRrozessefdie Wartezeitim Grundzustand)yahrend
P(¢,m) die Aufenthaltsvahrscheinlichkitsdichtedes Enzymsim Enzymzyklus
angibt. Die Wahrscheinlichkit Q(m) erhbht sichdurchdenWahrscheinlichkits-
flud F (@, m) an der Stelle @ = 1, der die Ruckkehr desEnzymszum Zeitpunkt
t in den Grundzustandeschreibtund verringertsich mit der Ratev(m) durch
die BindungeinesSubstratmolells unddamitdemVerlassemesGrundzustands.
ZusatzlichmufRwiederderEinfluRdesAbbausderReaktionsproduktenit derRa-
tey aufdie Wahrscheinlichkit Q(m) bericksichtigtwerden.Die Mastegleichung
fur Q(m) lautetdemnach

0Q(m)
ot

= F(1,m)—v(m)Q(m) (4.7)
+ yl(m+1)Q(m+1) — mQm)].
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Der Wahrscheinlichkitsflu durch den linken Rand ¢ = 0 des Intenalls
(0,kp — €] ist durchdie Wahrscheinlichkit der Bindung einesSubstratmoleils
durchdasEnzym

F(O,m)= |vP(p,m) — ow =v(m)Q(m) (4.8)
¢ Jeo

gegeben. Die Randbedingundg4.8) stellt die BeziehungzwischenGl. (4.1)
und(4.7) her.

Das Enzym kann sich entwederim diskretenGrundzustandder an einem
Punkt des Enzymzyklus,beschrieberdurch die kontinuierliche Phasewariable
@, aufhalten. Ahnliche Kombinationervon kontinuierlichenund diskretenZu-
standserteilungerkonnenbei StoRprozesseauftreten.Dort handeltessichum
Geschwindigkits\erteilungendie sichauseinerkontinuierlichenverteilungund
einerDeltafunktionzusammensetzdt82].

Die beidenMastegleichungen(4.1) und (4.7) kdonnenzu einereinzigenGlei-
chungzusammengefdtwerden. Dazufuhrt mandie Wahrscheinlichkitsdichte-
verteilung

M(@,m) = P(@,m) + Q(m)d(¢) (4.9)

ein. Die gemeinsam@lastegleichungzur BeschreibbngderProzessém Grund-
zustandundim Phasenzyklutautetdann

onem _ _ an(em . o°N(@m

ot B 0 0’
+y[(m+ 1) (@,m+1) —ml (@ m)].

(4.10)

Die VerwendunglieserMastegleichunganstellevon Gl. (4.1) und (4.7) ist
fur die Herleitungder Meanfield-Gleichungemicht zwingenderforderlich, er-
weist sich aberfir die Diskussionder Mastepgleichungfur ein Reaktionssystem
mit N Enzymenalsgunstig.

Um zu zeigen,dal3 Gl. (4.10) wirklich die beidenMastegleichungen(4.1)
und (4.7) einschlie3twird dieseGleichungfur ¢ # 0 undamPunkt@= 0 unter
sucht.DasEinsetzenvon Gl. (4.9)in die Mastegleichung(4.10)ergibt

aP(gi,m) +5((p)a%(tm) _ _V%‘fém)_v(g(m)%((p@ (4.11)
2 2

+ YI(m+1)(P(em+1)+Q(m+1)3())
— mM(P(@,m) +Q(m)3(¢))].
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Aus Gl. (4.11) folgt speziellfur ¢ # 0 sofort die Mastegleichung(4.1). Nun
werdendie Eigenschafterder Gl. (4.11) am diskretenPunkt @ = O betrachtet.
Durch Integrationlimg_.« fff dieserGleichungbeziglich @ um den Nullpunkt

unterBeachtung/on
+€
lim P(@,mde=0
€

€—00 J_

(Mengevom Maf3 Null) und

+e
lim 0tP(p,m)de

E€—0 J_¢
OP(+€, m)

30 +VP(—g,m)—0

= lim (—vP(+s, m)+ao

£—00

OP(;;, m))

= {VP(([), m) — Om

] 9P (¢, m)
00 |40

- {VP((p, m) — GT@] ot

folgt mit dervereinbarterDefinition (4.4) fur denFIuRF (¢, m)

0

% =F(1,m)—F(0,m)+y[(m+1)Qm+1)—mQm).  (4.12)
Unter Verwendungder Randbedingund4.8) emibt sich also die Masteplei-
chung(4.7). Damitist gezeigt,da3die Mastegleichung(4.10) die beidenGlei-
chungen4.1) und(4.7) enthalt.

Die Mastergleichungfir N Enzyme

Falls anstatteines einzigen Enzyms N Enzymeim Reaktionssystenexistie-
ren, wird der Systemzustanddurch die Wahrscheinlichkitsdichteerteilung
M(@1,@,...,on,m) beschrieben. Die Mastegleichung (4.10) fur das Ein-
Enzymsystenal3tsichauf N Enzymeerweiternundlautet

(e, @,...,on,m) o (@1, @2, ....,n,m) 82N (@,m)
at =v2 20 TO5@

Die Wahrscheinlichkitsdichtel (@1, @, ..., @y, m) setztsichwiederausdenAuf-
enthaltsvahrscheinlichkitenQ fur die Enzymeim Grundzustandind die Wahr
scheinlichleitsdichtenP, Enzymeinnerhalb des Enzymzykluszu finden, zu-
sammen. So ermgibt sich beispielsweisals Wahrscheinlichkitsdichteerteilung
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M(@1, @2, M) fir zwei Enzyme

(@, @,m) = [Pi(@r,m) +Qr(m)d(@1)] [P2(@2, M) + Q2(M)d(¢p)]
= Pr2(@1, @2, M) + Pr(@1,m)Q2(m)d(¢2) (4.14)
+P2(@2, M) Q1 (M) (1) + Q1,2(m)d( 1) d(2)

undallgemeinfur N Enzyme

(@1, @2, -, Oy, M) = [PL(1, M) + Qu(M) ()] [Po(@2, M) + Q2(M)3(@2)] ..
N

[P (@n, M) + Qn(M)d(en)] = [![H(cn,m) +Q(M)3(@)]. (4.15)

Fur N Enzymegibt essomit 2N FunktionenP_j 1. undQ_;iy1... Dadie An-
zahlderunablangigenVariablenin der Mastegleichung(4.13)N + 2 betiagt (N
Phasewariablen die Zahl derfreien Produktmolekile unddie Zeit), ist diesenur
schwerhandhabbar

Die Mastepleichungsoll zur Herleitungder Meanfield-Gleichungeffur die
Mittelwerte der Enzymlonzentrationentlangder Reaktionskordinateund der
Konzentratiorder Reaktionsproduktgerwendetwerden.Um diesesProblemzu
vereinfachenwerdenzwei EigenschaftedesEnzymsystemausgenutztErstens
sind Wechselirkungen zwischenden PhasenzuandenverschiedeneEnzyme
nurdurchdie FreisetzungindBindungregulatorischeProduktmolekile moglich.
InnerhalbdesEnzymzyklusst die AnderungderPhasep desEnzymsi ein Diffu-
sionsprozef@nit der Diffusionslonstantero und der Driftgeschwindigleit v. Die
beidenParameter und o sindnurvon @ ablangigundnichtvon denZustnden
derandererEnzyme.Die VerweildauerinesEnzymsim Grundzustandst eben-
fallsunablangigvom ZustandderandererEnzymeundwird ausschlie3licidurch
die Zahl m derfreienProduktmolekile beeinflu3t.Nur tiberdie Produktmolekile
kommt eine indirekte Kopplungder EnzymzusandeunterschiedlicheEnzyme
zustandeAls Konsequenzolgt darausgdalRdie Wahrscheinlichkitsdichteertei-

lung N (@1, @, ...,Gq, M) in

zerlgt werdenkann.Zweitenswird in dieserArbeit davon ausggangengdalialle
N Enzymeidentischsind. Deshalbgilt

M (@, m) = N(@j,m),i # j. (4.17)

Esmuf3ausdiicklich betontwerden dalRdie Wahrscheinlichkitsdichteerteilung
M(@1, @, ..., oy, M) nichtbeiglich derZahl m derfreien Produktmolekile fakto-
risiert. Esgilt alsokeineswegs

(@, @, ..., on, M) = N(Qr, @2, ..., on) (M),
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denn zwischenden Phasenzuahdenund den Produktmolekilen exisistieren
Wechsalirkungen. Die Eigenschaf(4.16) kannbeispielsweisdei der Integra-
tion entlangder Phasewariablenausgenutztverden. Suchtman z.B. die Wahr

scheinlichleit G(m), m Produktmolekile im Reaktionssystenvorzufinden,so
erhalt mandiesedurchintegration

1 1
G(m) = /0.../0 M(@1, @, ..., oy, M)d@...dey
1 1
= /OI'I(cpl,m)cpl---/o M (on, m)dan
entlangder Phasewariable@. Die FunktionG(m) kanndaherdirekt ausder Ma-

stegleichung(4.10)bzw. denGl. (4.1) und (4.7) desEin-Enzymsystembeige-
leitetwerden.Mit Hilfe von G(m) kanndurch

<m>= % mGm)
m=0
sofortder Mittelwertder Produktmolekile berechnetverden.

Herleitung der Meanfield-Gleichungen

AusdenMastegleichunger(4.1)und(4.7)fur dasEin-Enzymsystemverdennun
die Gleichungerder Meanfield-Naherunghemgeleitet. Die Dichteverteilungfi( )
derEnzymlonzentratiorentlangder Reaktionskordinateist durch

(@) =N P(@, m) (4.18)

gegeben AusGl. (4.1)und (4.18)folgt

aﬁ( O cp, m) | 9°P(g,m)
= N Z { +0 o7

+v[(m+ P ((P, m+1) — mM(@,m)].

Berucksichtigtmannoch,daf3

(o]

ZOK”” DP(@.m+1) — mP{g.m)

m=1
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undgilt, soergibt sichausdiesenBeziehungen

ofi(g) _ _ 9h(g) 0% (4.20)

Der Flul? der Konzentrationsdichtder Enzymeim Phasenpunkg wird im Fol-
genderdurch

~ on
f(g) =vii(g) — 0 (4.21)
¢
abgekirzt. Die Randbedingungetiir Gl. (4.20)folgenausdenRandbedingungen
(4.2)und (4.3) der Mastegleichungundfiihrensofortzu

filkp—€) =0 (4.22)
f(kp) = [Vn((p) o P :| kp =—0 P |(p:kp_g. (423)

Der Mittelwertn = N3 7_,Q(m) der Enzymeim Grundzustanaemibt sich
ausder Differenzder Gesamtzahtler Enzymeund der Zahl der Enzymedie sich
innerhalbdesEnzymzyklusbefindenzu

1
n=N-— /0 (@) do. (4.24)

UnterVerwendungron Gl. (4.20)qgilt somit

% - /Olatﬁ(q’)dq’: /01 (vogfi(@) —032i(e) ) dp  (4.25)
F(1) — £(0).

Benutztmandie zu Gl. (4.8) entsprechend@andbedingunéir fi(g) anderStelle
¢=0

_ vit(@) — @] _
f(0) = {vn((p) o 20 :|(p:0 v(m)n, (4.26)
emibt sichausGl. (4.25)
&~ von + () (4.27)

DieseGleichungbeschreibtlie DynamikdesMittelwertesderEnzymlonzentrati-
onim GrundzustandDurchdie ProduktabBngigleit der Ratev(m) berbtigt man
nocheineGleichungfir denMittelwertder Reaktionsprodukte.
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Die Wahrscheinlichkit G(m), m freie Produktmolekile vorzufindenjst

kp—€ 1
cm = [ Pomde+ [ Pamde+Qm.  (4.28
p
Daraudfolgt
dG(m)  [ke—e 1
T /0 0iP(,m)do+ /kpatP(cp,m)dcthQ(m)-

0:P(@,m) wird durchdie rechteSeiteder Mastegleichungen(4.1) und 9;Q(m)
durchdie rechteSeiteder Mastepgleichung(4.7) substituiert. Dannemibt sich

de(tm) = —v[P(ky—&,m)—P(0,m)] (4.29)
oP(p,m) oP(p,m)
i 0{ 0 R og |“’=°]
— VIP(Lm) Pl m] o | PR, PR

+ F(L,m)—=v(mQ(m) +y[(m+1)G(m+ 1) — mG(m)].

WegenderRandbedingungef.3) kannP(k, — €, m) durchP(kp, m) ersetztwer-
den. Dariberhinauserlaubtdie Ausnutzungder Randbedingung4.8) die Elimi-
nierungvon v(m)Q(m) in Gl. (4.29). Zur Vereinfichungder Schreibweisevird
derFluRaneinembestimmterPhasenpunkwiederdurch

OP(e,m)
F = VP -
((pa m) v ((‘p’ m) o a(p
abgekirzt. Esfolgt
de(tm) = F(0,m) —F(kp,m+1) +F (kp,m) — F(1,m) + F(1,m) — F (0, m)

+y[(m+1)G(m+ 1) —mG(m)]. (4.30)

Gl. (4.30)vereinfachtsichweiterzu

dG(m)
dt

= —F(kp,m+1)+F(kp,m)
+y[(Mm+1)G(m+1) —mG(m)]. (4.31)



4.1 Herleitungder Meanfield-Gleichungen. 79

Der Mittelwertderfreien Produktmolekle ist durch
<m>= Y mG(m) (4.32)
m

gegeben.Multipliziert manGl. (4.31) mit m und summiertiberalle m, so erhalt
man

n i mF(Kp, M) — i mF(kp, m-+1)
m=0 m=0
unddaraus
d - S
E Y 3 mGm)+ 3 [mF(kpm)— (m—1)F (kp, m)].

Als ErgebnisderMittelwertbildungemibt sichschlieflich

d<m>
dt

=—y<m> +f(kp). (4.33)

Derletzte Termstelltdenin Gl. (4.21)definiertenFlu3 der Konzentrationsdichte
dar Zum AbschluRsollennocheinmalalle Ergebnisseusammengesteliterden.
Die Meanfield-Gleichunge(¥.20),(4.27)und (4.33)lautengemeinsanmit ihren
Randbedingungef®.23)und(4.26).



80 4 Die Meanfield-NiherungdesproduktaktviertenEnzymsystems

ar:;(t(p) - _Var;((;p) + Oaj;()ch) (4.34)

% = —v(<m>)n(t)+ f(1) (4.35)
d<d:“> = y<m> +f(kp) (4.36)
f(q) = vi(g) — oag((;p) (4.37)

fi(k, — £) = 0, /i(1) = 0, falls & > 0 (4.38)
(k) = f(kp—£) (4.39)
f(0)=v(<m>)n (4.40)

Die Gleichungen(4.34)—(4.40)sind die gesuchterMeanfield-Gleichungen.
Zukunftig werdendie Klammern“ <>" um die Variablem, die andeutengdal3es
sichumeinenMittelwerthandeltweggelassenVerwechslungemit derdiskreten
Variablenm sind nicht zu befurchten. Die Meanfield-Gleichungemernachéssi-
gendie molekularenFluktuationenin denKonzentrationemer Reaktandenim
Fall molekularerNetzwerle spieltder Phasenzykluslie Rolle einerinternendy-
namischerVariable.Die raumlicheVerteilungist wegender schnellerdiffusiven
Durchmischungunwichtig. Zum Zeitpunktt wird der Systemzustandurchdie
Konzentratiorii(¢) der EnzymeinnerhalbdesZyklus, die Zahl n der Enzymeim
Grundzustandinddie ZahIm(t) derfreien Produktmolekile beschrieben.

BetrachtetmandenSpezialall o = 0, d.h. unterVernachéssigunglerintra-
molekularerFluktuationensokonnendie Meanfield-Gleichungeenormverein-
fachtwerden.Aus Gl. (4.34)-(4.40)ergebensich

o) _  oi(¢)
ot 0@
dn

G = ~VOnm+f) (4.42)

(4.41)
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d
d_rt“ = —ym+ f(kp). (4.43)

Da die Dynamik von fi ausschlief3lichdurch den Driftprozel3 mit der Ge-
schwindigleit v bestimmtwird, ist die PassagalesPhasenpunktels, durchdie
Enzymebereitsohne zusatzlichereflektierendeRanderirreversibel. Analog ist
die Situationam EndedesZyklus am Phasenpunk$ = 1. Die einzigenotige
Randbedingungu3fur denPunktg = 0 anggebenwerden.Sie lautet

VAi(0) = v(m(t))n. (4.44)
Die Losungvon Gl. (4.41)ist

Insbesondergilt

oder
(g = A(v(t— 1) =A(0,t—2).

Setztmanty = kp/v undt = 1/v, soerhalt manmit dieserL 6sungunterBeach-
tungderRandbedingung4.44)

Y] 1 1

Y - ~
\—/n(t 1) = \—/n(t - \—/) =f(0,t — \—/) = f(1,t)
und K K
Vit — 1) = Vit — SPy A0t — Py _ 5
Vn(t 11) = Vn(t V) Ai(0,t V) fi(kp,t).
Darausergebensichmit GI. (4.42)und (4.43)
dn
P —v(t)n(t) +v(t—1)n(t —1) (4.45)
dm
P —ym+v(t —11)n(t —11). (4.46)

Diese beidenGleichungenkann man anschaulichinterpretieren. Der erste
TermderrechtenSeitevon Gl. (4.45)beschreibtie VerringerunglerKonzentra-
tion derEnzymeim GrundzustandyjahrendderzweiteTermdie Zunahmedieser
Konzentratiorangibt. Da die intramolekularerFluktuationemun vernachéssigt
werden, betiagt die Zyklusdauert. Die Zahl der Enzyme,die zum Zeitpunkt
t in den Grundzustanauriickkehren,ist deshalbgleich der Zahl von Enzymen
V(t —1)n(t — 1), die zumZeitpunktt — T denEnzymzyklusbegonnerhaben.

Der ersteTerm der rechtenSeitevon Gl. (4.46) beschreibtdie Abnahmeder
Produktmolekile durchdie Umwandlungin Molekille vom Typ C mit der Ratey.
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Der zweiteTermerfal3tdie Zunahmeder Produktmolekile durchdie Enzyme die
zum Zeitpunktt denPhasenpunki, kreuzen.Da die Zeitdauervom Beginn des
Enzymzyklusbis zum ErreichendiesesPunktest; ist, entsprichtdieseEnzym-
mengev(t —T1)n(t —11).

Die Differentialgleichungemler Meanfield-Naherungbilden ein geschlosse-
nes System. Man erkennt, daf3im Gegensatzzu Gleichungender klassischen
Reaktionskinetikdiesedurchden Bezugauf Systemzustndein der Vergangen-
heit ein “Gedachtnis” aufweisen. Das LosungserhaltenderartigerGleichun-
gen besitzt,bedingtdurch den Einfluf3 der Werte von Variablenin der Vergan-
genheitund Gegenvart, Ahnlichkeit mit dem partieller Differentialgleichungen.
Beispielsweisast die Anfangsbedingungine Funktionder Zeit, also ein Ele-
ment aus einemunendlich-dimensionaleRunktionenraum. Im Gegensatzda-
zu ist die Anfangsbedingundpei gevdhnlichenDifferentialgleichungssystemen
ein endlich-dimensionaleYektor. Eine Darstellungder Eigenschaftervon sol-
chenals Funktionaldiferentialgleichungebezeichneteleichungerfindetsich
in [183]. Speziellfur Delay-Gleichungenvird in [184, 185 186 ein Uberblick
gegeben.Eine grol3eZahl von Anwendungsbeispielefiir Delay-Gleichungern
PhysikundBiologie findensichin [187,188 189].

4.2 Untersuchungder Meanfield-Gleichungen

Numerischelntegration

Zur Integrationwerdendie Delay-Gleichungern Differenzengleichungeiaber-
fuhrt

m(t + At) = m(t) — At [ym(t) —v(m(t — 11))n(t — 11)] (4.47)
n(t +At) = n(t) — At[v(m(t))n(t) —v(m(t—1))n(t —1)]. (4.48)

DawederEnzymezerstrt nocherzeugtwerden,muf3die Erhaltungder Enzym-
zahlim Verlaufdernumerischerntegrationgewahrleistetsein. Dieseemibt sich
alsSummeausder Anzahlin(t) derEnzymeim Grundzustandindim Zyklus. Da
sichzum Zeitpunktt geradgene Enzymeim Zyklus befindendie innerhalbdes
Zeitintenalls [t —1,t] ein Substratmolelél gelundenhabenjst derenZahleinfach
daslintegral

/t " v(mt)n(t)dt

!
Somitfolgt fur die GesamtzahtlerEnzyme

N(t) =n(t) + t v(m(t"))n(t)dt". (4.49)

t—T1
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In diskretisiertef~orm lautetdieseGleichung

N(t) = n(t) + iv(m(t —1AL))N(t — 1AL)AL. (4.50)
=1

DabeiistL = 1/At die Gesamtzahdler ZeitschritteeinesEnzyms die zumDurch-
guerendesEnzymzyklusnotig sind. Falls der Algorithmus(4.47)und (4.48)die
Teilchenzahkrhalt, mul3

N(t+At)—N(t)=0 (4.51)

gelten.Aus Gl. (4.50)folgt

N(t 4+ At) — N(At) = n(t 4+ At) —n(t) + At [v(m(t))n(t) —v(m(t—1))n(t —1)].
(4.52)
Zusammemnit Gl. (4.48)folgt schliel3lich(4.52)

n(t) —At[v(m(t))n(t) —v(m(t—1))n(t —1)] — n(t) (4.53)
+At[v(m(t))n(t) —v(m(t—1))n(t—1)] = 0.

Daherist mit dem verwendeterAlgorithmus (4.47) und (4.48) die Bedingung
(4.51) erfullt. Bei der numerischerLosungder Delay-Gleichungerkann diese
Eigenschafausgenutziverden,um die korrekteDurchfuhrungder Integrationzu
kontrollieren.

Um die Ahnlichkeitim LésungserhalterzwischerdenMeanfield-Gleichung-
en und dem stochastischeModell zu Uberpiifen, integriert mandie Gl. (4.45)
und (4.46) mit vergleichbarenParametermumerisch.Die Zeitablangigleit der
ZahlderProduktmolekile als LosungerdieserbeidenGleichungerfur zwei ver-
schieden@arameteratzeist in Abb. 4.1 gezeigt.Die Parametein Abb. 4.1akor-
respondiererzu denentsprechendeBarameternn Abb. 3.2,in derdie Zahl der
Produktmolekile, gemal einer Poissorerteilung,um einenbestimmtenMittel-
wertschwankt. Wie ausAbb. 4.1aerkennbaiist, ergibt die LosungderMeanfield-
Gleichungenn diesemFall gedampfteOszillationendie dasSystemin denstati-
onarenZustanduberiihren. Die Konzentrationder Reaktionsproduktém Fix-
punkt stimmt sehrgut mit dem Mittelwert der Zahl der Reaktionsproduktén
Abb. 3.2desAutomatenmodellgiberein.

Wenn andererseitslie entsprechendeRarameterfir den Fall von Spiking
gewahltwerden(wie in Abb. 3.4undAbb. 3.6), bildensich,wie in Abb. 4.1bge-
zeigt,stabileperiodischeDszillationenin derLosungder Meanfield-Gleichungen
heraus.Beim Vergleich von Abb. 4.1b mit Abb. 3.6b zeigt sich, dal3beideBe-
schreilungsweisersehrahnlichesvVerhaltenhinsichtlichder Periodeund Ampli-
tudedieserOszillationenergeben.DieseUbereinstimmungwischendenResul-
tatendesAutomatenmodellsind den Meanfield-Gleichungerst typischfir das
hier betrachtet&Systemundwurdeauchfur andereParametegefunden.



84 4 Die Meanfield-NaherungdesproduktaktviertenEnzymsystems

16
@
e
15 20
t/t
40
(b)
30 +
g 20
10 WMM/WMWWW
0 L L L L L L
0 10 20 30 40
t/t

Abb. 4.1: Zeitablangigleit derKonzentratiorderReaktionsproduktausdernumerischen
L 6sungder Meanfield-Gleichungemit denParameterr(a) vot = 1 undv;t = 0.2 (ent-
sprechend®arametewie in Abb. 3.1)und(b) voT = 1 undv1T = 1 (entsprechendeara-
meterwie in Abb. 3.2). Der Transientffiihrtin (a) zu einemstabilenFixpunktundin (b)
zu periodischentpiking mit der halbenPeriodeder Turnover Zeit. SonstigeParameter
sindyt = 20,11 = 0.5t undN = 200.
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Lineare Stabilitatsanalyse

Der Vorteil der Systembeschreilmg durch die Meanfield-Gleichungeresteht
in der Moglichkeit der analytischenUntersuchungder Synchronisationsbedin-
gungenunter Benutzungder linearenStabilitatsanalyse.Die Untersuchungler
Meanfield-Gleichungei@.34)-(4.40),die die intramolekulareDiffusion bertick-
sichtigen,bereitetdurchdie Randbedingungearheblichetechnischeschwierig-
keiten. Da an dieserStelle die lineare StabilitatsanalysalasersteMal Anwen-
dungfindet, werdenzuerstdie UbersichtlicheretMeanfield-Gleichungei4.45)
und(4.46)untersucht.

Der Gleichgavichtszustandh = n, m= mdesSystemsst durchdie statiorare
LosungderGl. (4.45)und (4.46) gegeben.Die Betrachtungron Gl. (4.45) zeigt,
daRfur jedenbeliebigenstatiorarenZustanddie rechteSeitetrivialerweisever
schwindetAus Gl. (4.46)folgt mit v =vgp+vim

VoI’T

m= =
Y—Vin

(4.54)

Die Gesamtzahtier Enzymeist gleichder SummeausderZahln derEnzymeim
GrundzustandindderZahl derEnzyme die sichgeraddennerhalbdesEnzymzy-
klus befinden. Im FixpunktkanndieseZahl leicht bestimmtwerden. Zu einem
bestimmterZeitpunktt sindalle die Enzymeim Zyklus, dieinnerhalbdesZeitin-
tenallst — 1 <t < t denkatalytischerzyklus begonnerhaben Befindetsichdas
Systemim Fixpunkt,sobeginnenvnAt Enzymeje Zeitintenall At diesenProzel3.
Daherist die Zahl der Enzymeinnerhalbdeszyklus gleichvnt. Die Gesamtzahl
N aller Enzymeist somit

N = n+v(m)nt. (4.55)
UnterBenutzungderGl. (4.54)und (4.55)emgibt sichdaraus

5V viN
2 pYoyty+viN N

0= 4.56
v Vi (4.56)
Die Wurzeldieserquadratischeleichungist
2
_ Vvo+y+viN Voy+Y+ViN YN
=2 =2 4,57
: 2V1 \/( 2V1 > V1 ( > )

Die zweiteLosungderquadratische®leichung(4.55) mit positvemVorzeichen
vor der Wurzel kann ausgeschlossenerden,dain diesemFall die Zahl m der
Produktmolekile negativ ware.

Die Gl. (4.54)und(4.57)beschreibendie statiorareL 6sungdesSystemsDie-
sekannihre Stabilitat bei Erhdhungderallosterischemindungsratey, verlieren.
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Zur DurchfuhrungderlinearenStabilitatsanalys&ihrtmandie kleinenStrungen
desFixpunktes
m(t) = m+3dm(t) , n(t) = n+dn(t) (4.58)

ein.
Damitemgibt sichalsLinearisierungvon Gl. (4.45)und (4.46)

d6;rt|(t) = —ydm+vdn(t —11) +vindm(t — 1) (4.59)
d6dnt(t) = —vdn —v1ndM+vdn(t — T) +v1ndm(t — 1). (4.60)

Die LosungendieserlinearenDifferentialgleichungemmit Zeitverzogerung
kénnenin der Form dm ~ €M, &n ~ eM angenommenverden. Setztmandiese
Ausdiiicke in die Gl. (4.59) und (4.60) ein, so ergibt sich ein homogeneslei-
chungssystengusdemdie charakteristisch&leichung

A2 A [y+\7(1— e‘“) —vere—Ml] +y\7<1— e—“) —0 (4.61)

folgt. Diesequasi-polynomial&leichungst typischfir dynamisch&ystemanit
Zeitverzgerung.

Die LosungerderGl. (4.61)sindi.A. komplex (d.h. A = x+iw). DerFixpunkt
n und m ist stabil, falls der Realteilnegativ ist. Die Instabilitatsgrenzeavird des-
halb durchdie Bedingungx = 0 gegeben. Der Imagirarteil von A verschwindet
jedochfir x = 0 nicht. Esliegt alsoeineHopf-Bifurkationvor.

Wird A = iwin Gl. (4.61)eingesetztemibt sich eine Gleichungmit komple-
xen Koeffizienten,ausder die Stabilitatsgrenzerdes Fixpunktesim Parameter
raumunddie Oszillationsfrequenm ermitteltwerdenkonnen.Die Untersuchung
dieserGleichungzeigt,dal3eineunendlicheZahl von Losungerfir verschiedene
Frequenzemny ~ 21K/t mitk=1,2 3 ... existiert.

Die Gl. (4.61)wurdenumerischmit A = iw fUr verschieden®arameteunter
sucht.Abb. 4.2zeigtdasberechnet8ifurkationsdiagramnmn derParameterebene
(v1,11). Fur kleine Werteder allosterischerfktivierungvs ist der statiorére Zu-
stand,in demsich dasSystemim Fixpunktn und m befindet,stabil. Durch die
ErhdhungdesParameters; wird dasSystembeim Uberschreitemer Stabilitats-
grenzeinstabil,undesbildensichstabileperiodischeDszillationen.

Wie bereitsbetont,existierenunendlichviele Losungervon Gl. (4.61),die zu
verschiedene®szillationsfrequenzeay gehbren. Wie sich ausdenResultaten
der Bifurkationsanalyseergibt, verschiebtsich die Lage der zu diesenverschie-
denenL 6sungergelbrigenBifurkationsastemit steigendenk immerweiternach
oben,d.h. zu htherenWertenvon v1, dem Parameterzur Beschreiling der In-
tensiitderallosterische\ktivierung. Da dasSystembereitsbeim Erreichender
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untersterBifurkationsgrenzenstabilwird undzu oszillierenbeginnt, sindandere
Bifurkationslinien,die zu hoherenFrequenzegetbren,hinsichtlichder Stabilitat

jedochunwichtig.

St |

0 ‘
0.0 0.5 1.0
T/t

Abb. 4.2: DasBifurkationsdiagramnin derParametereben@1,11). Der stabileFixpunkt
wird instabil und Oszillationen,henorgerufendurchk Enzymguppensetzenein, wenn
einederdurch“k” bezeichneteturvenin dervertikalenRichtungvon untennachoben
gekreuzivird. Die Reaktionsparametsmdvoet = 1, yt = 20undN = 200. Nur dieersten
vier Instabiliatsgrenzendie zuk = 1, 2, 3 und4 geloren,sindeingezeichnet.

Die verschiedeneKurvenin Abb. 4.2 gelbrenzu verschiedenefrequenzen
wx = 21K/T mit verschiedeneAnzahl k enzymatischeGruppen. Innerhalbdes
Intervalls 0 < 11/1 < 0.34und 0.955< 11 /1 < 1 geldrt die untersteGrenzlinie
zuk = 1. Daherwird dasSystemoberhalbdieserLinie synchroneOszillationen
dergesamterEnzympopulatiorzeigen.Zwischen0.34 < 11 /1 < 0.4 und0.65 <
11/1 < 0.780,zeigtdasSystemSpiking mit 3 synchronerEnzymgruppertk = 3)
USW

In Abb. 4.3 sind die Frequenzeny zu denBifurkationsgrenzein Abb. 4.2,
die sich ausder numerischerLosungvon Gl. (4.61) egeben,dagestellt. Man
siehtdarin deutlich, dalRdieseFrequenzerder ersteninstabilenModenmit ver-
schiedenerk nicht ganzmit wy = 21k/1 UbereinstimmenDie tatsachlichenFre-
guenzersindimmeretwaskleinerals wy, dadie EnzymeeinebestimmteZeitim
Grundzustandrerweilen,um durch die Bindung einesSubstratmoleiltls diesen
wiederzuverlassen.

DasBifurkationsdiagramm.2weistzweiL iickenbeit; /1= 0.45undty /1 =
0.95 auf. GenauerdJntersuchungefir hohereWerte von k zeigen,dal3diese
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Abb. 4.3: Frequenzerw der erstenOszillationsmoderfir verschiedenénzahl k von
Enzymgruppernn Abhangigleit von 1;. Die Reaktionsparametesind dieselbenwie in

Abb. 4.2. Der Bifurkationsparametev; ist an derjeweiligen Instabilitatsgrenzedie in
Abb. 4.2 damgestelltist, gevanhlt.
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Abb. 4.4: Ein AusschnittdesBifurkationsdiagrammson Abb. 4.2 zwischen(a) 0.43 <
T1/T < 0.465 und (b) 0.945 < 13 /1 < 0.955. Die Instabilititsgrenzendie zu hdheren
Zahlenvon Enzymgruppemetiren(bisk = 19), sinddagestellt.
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Lucken ebenélls durch Bifurkationsgrenzemgeschlossewerden(Abb 4.4). Je-
dochliegendiesebeiviel hoherenwWertendesBifurkationsparameteng;, derdie
Intensititderallosterische\kti vierungkennzeichnetBeispielsweisavird ander
Stellet1 /T = 0.952 dieseBifurkationsgrenzdur v, /T = 37.9 erreichtund zwar
furk = 19,alsoim Fall von 19 enzymatischeGruppen(Abb 4.4).

Nun soll die Abhangigleit derInstabilitatsgrenzerom Parametewng, derdie
BindungsrateeinesES-KomplexesohneallosterischeéAktivierungangibt, an ei-
nemBeispielbetrachtetverden. In Abb. 4.5aist dieseAbhangigleit fur ein In-
tervall, dassich tberfunf Zehnerpotenzesrstreckt,daigestellt. Fur sehrkleine

1.1 -
- &
5 007 x/ thad
0.7
0.06 = = ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘
107 10" 10° 10 10° 10° 0'?0*2 10° 10° 10 10° 10°
Vol A

Abb. 4.5: (a) DasBifurkationsdiagramnin der Parametereben@1, Vo). Die Linie ist die
Bifurkationsgrenzéir t; = 0.2t (eineEnzymgruppe)(b) Frequenzei dererstenOszil-
lationsmodeentlangderin Abbildung(a) daigestellterBifurkationsgrenzeDie sonstigen
Reaktionsparametsindyt = 20undN = 1000.

Wertevon vg verringertsich mit wachsendenfarametewng der Bifurkationspa-
rameterv, und erreichtetwa bei vo = 10 ein absolutesMinimum, um danach
wiedersehrlangsamanzusteigenlnteressanterweiseariiert der Bifurkationspa-
rametefedochinnerhalbdesgesamtemntervalls [10~2, 10°] umwenigerals 10%.
Darauskanngeschlossemwerden,dal3dieserParametemur eine untegeordnete
Rolle bei der Beeinflussungler Dynamik spielt. Im nachsterkKapitel wird man
sehengdalieineahnlicheEigenschafauchfur dasModell derallosterischerPro-
duktinhibierunggilt. Deutlichstarker ausgepagtist, wie in Abb. 4.5berkennbay
die Schwankungsbreiteler Frequenzw, mit der dasSysteminstabilwird. Diese
steigtmit wachsendemg von 0.67- 211/1-0.95- 211/T immerweiteran.
EinweitererParameterdesserkinfluaufdie StabilitatdesReaktionssystems

nununtersuchwird, ist der Parametery, derdie Umwandlungsrateer Produkt-
molekillein die Molekulevom Typ C festlegt. Fur eine(durchgezogenkinie) und
zwei(gepunkteté.inie) Enzymgruppesinddie Instabilitatsgrenzem Abhangig-
keitvonyin Abb. 4.6aabgebildetDer VerlaufdieserGrenzenst fur beideFalle
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qualitatv derselbe Zuerstfallendie Bifurkationslinienmit wachsendeny leicht,
um bei etwa yt &~ 10 ein absolutesvlinimum zu erreichen.AnschlieRendsteigen
die Bifurkationslinienmit weiterwachsendem wiederan.

Einenqualitatv ahnlicherVerlaufzeigtin Abb. 4.6bdie AbhangigleitderFre-
guenzerw an deninstabilititsgrenzenDie durchgezogeneinie gelort wieder
zumSpiking,henorgerufendurchPhasensynchronisatiomt einerEnzymgruppe
bzw im Fall dergepunktetetvinie fur zwei Enzymgruppen.

10.0 ; ' 2.0 +=
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Abb. 4.6: DasBifurkationsdiagramnin der Parametereben@,,y). Der stabileFixpunkt
wird instabil und Oszillationenentwiclkeln sich. Die durchgezogentinie ist die Bi-

furkationsgrenzdir 11 = 0.2t (eine Enzymgruppe)wahrenddie gepunktetelinie die
Bifurkationsgrenzdir t; = 0.55t (zwei Enzymgruppenkeigt. Die sonstigerReaktions-
parametesindvot = 1, yt = 20undN = 200.

Das Systemerhaltenoberhalbder Bifurkationslinien wurde durch die nu-
merischeLdsungder Meanfield-Gleichungei4.45) und (4.46) untersucht.Die
LosungdieserGleichungerfir verschieden®arameterzeigt, dal3die durchdie
Bifurkationsanalysdetrachtetennstabilitatentatsaichlich zu stabilenOszillatio-
nen mit der vorausgesagtefrequenzfihren. Diese Bifurkationenkodnnenin
Abhangigleit von den Parameternsovohl sub- als auch superkritischeHopf-
Bifurkationensein.

Erhoht manallmahlich die Intensitit v, derallosterischerRegulierung,wird
der Fixpunkt n und m andemdurchdie lineare Stabilitatsanalysevorausgesag-
tenPunktvyc instabil. Dasfuhrt zu Oszillationenmit einerendlichenAmplitude
(harte Anregung), die, wie in Abb 4.7azu sehenist, sich mit wachsendenv,
weitererhoht. Startetmanjedochim oszillatorischerBereichund verringertden
Parametewr1 langsamfindetman,dafRdie Oszillationersogamochunterhalbder
fruherenBifurkationsgrenze ;i c existieren,um plotzlich unterhalbeineszweiten
kritischenv1C < vic Werteszu verschwinden.Es tritt alsoHysteresebeziglich
derVariationdesParameters auf. Solchesubkritischerbeigangesindtypisch
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fur diesesSystem,jedochfindensich fur andereParameterknstellationerauch
superkritischéJbeigange(weicheAnregung)vom stabilenFixpunktzu oszillato-
rischemVerhalten(Abb. 4.7b).
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Abb. 4.7: Die Amplitude Amfiir stabile(a) Zwei-Gruppen-Oszillationen(t; = 0.55t und
yt = 50) und(b) Ein-Gruppen-Oszillationen(t; = 0.2t undyt = 20) alsFunktionvonv;.
Im Fall (a) ergibt sicheinesubkritischeHopf-Bifurkation,im Fall (b) einesuperkritische
Hopf-Bifurkation.

Die Abhangigleit desVerlaufsder Bifurkationslinienvon der Gesamtzahtler
EnzymeN im Reaktionselumenkann leicht verstanderwerden. Bei der Be-
trachtungder Meanfield-Gleichungei.45) und (4.46) bemerktman, dal3diese
invariantunter der Skalentransformation; — v1/c, m — cmund n — cn fur
irgendeineKonstantec sind. Diese Transformatiorbedeutetinfach, dai3,falls
die GesamtzahN der Enzymeum einenFaktor ¢ verandertwird, sich die Zahl
derReaktionsproduktebenélls proportionalandert.Die ExistenzdieserSkalen-
transformatiorkannzur Bestimmungder Bifurkationsdiagramméir beliebigeN
benutztwerden.In Abb. 4.2 sinddie Bifurkationslinienz.B. fur N = 200Enzyme
bestimmtworden. Falls mandasBifurkationsdiagramnfir N = 2000 Enzyme
findenmochte muBmannurv; durchv; /10im urspiinglichenDiagrammerset-
zen. DieselbeTransformatiorkannauchauf die andererBifurkationsdiagramme
angevendetwerden.



Kapitel 5

Untersuchungeines
produktinhibierten Enzymsystems

In diesemKapitel wird unterdenBedingungemnmolekularemetzwerle einepro-
duktinhibierteEnzymreaktioruntersuch{190]. Die verschiedenem der Natur
auftretenderMechanismerenzymatischetnhibierungwurden bereitsin Kapi-
tel 2.1 vorgestellt. Ich werdemich bei der Betrachtungder Kopplungenzyma-
tischerReaktionerdurch Produkthemmunguf die allosterischdnhibierungbe-
schianken. Nebender Einbeziehungler intramolekularerDynamikim Verlauf
desenzymatischermurnover werdenexplizit die Bindungs-und Dissoziations-
vorgangederregulatorischerProduktmolekile beriicksichtigt.DieseErweiterung
fuhrtzueinemdeutlichkompliziertererstochastischeReaktionsmodeklsdasin
Kapitel 3 fur denFall der Produktaktvierunguntersuchtéviodell.

NachderBeschreibngdesverwendeteiModellsin Abschnitt5.1werdenda-
nachin Abschnitt5.2 die Ergebnisseder numerischerSimulationenvorgestellt.
Auchim Fall derProduktinhibitionkanneszur SynchronisatiomlerEnzymzyklen
kommen. Numerischwird die Synchronisationsatke als Funktionder System-
parameteuntersucht.

Unter Verwendungder Mastepleichungfir diesesReaktionssysterwerden
in Abschnitt 5.3 die Meanfield-Gleichungernegeleitetund numerischgelost.
Daruberhinausverdenunter Benutzungder linearen Stabilitatsanalysalie In-
stabilitatsgrenzerals Funktion der Reaktionsparametdrestimmt. Anschliel3end
werdenin Abschnitt5.4 verschiedendodifikationendesInhibitionsmechanis-
musunddesserAuswirkungenauf dasSynchronisationsarhalterbetrachtet.

Die Meanfield-Gleichungekdnnenin Abhangigleit der verwendeterPara-
meterdas Systementwederim Fall von allosterischeProduktinhibierungoder
-aktivierungbeschreibenDarauseribt sich die Moglichkeit, Gemeinsaméiten
und UnterschiedaewischendenErgebnisserter Stabilitatsanalyselesstarkver-
einfachterModellsallosterischeProduktaktvierungausKapitel 3 mit denendes

92
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in diesemKapitel eingefihrtenkomplexerenModells sovohl fur denFall derin-
hibierungalsauchAktivierungdurchzutihren.DieserVergleicherfolgtim letzten
Abschnitt.

5.1 Stochastischedlodell mit kontinuierlicher Pha-
sendynamik

Wie bereitsin Kapitel 3 wird die enzymatischéJmwandlungeinesSubstratmo-
lektlsin ein Reaktionsprodukt

S+E—-ES—E+P (5.1)

untersucht.Fur die katalytischeUmwandlungspielenverschieden®rozessei-
ne Rolle. Frei bewvegliche Substratmoleldle kollidieren mit einer bestimmten
Wahrscheinlichkit pro Zeiteinheitin der Nahederenzymatischem®indungsstel-
le, kbnnendort bindenund wiederdissoziieren.Durch die Bildung desEnzym-
Substrat-KWmplexes werdenKonformationgnderungerder Proteinstrukturver
ursacht. NacheinerbestimmtenZeit wird ein Reaktionsprodukireigesetztund
dasEnzymrelaxiertin denGrundzustandDieseProzessavurdenbereitsin dem
einfachsterModell einerallosterischproduktaktviertenEnzymreaktiorin Kapi-
tel 3 bericksichtigt(fur eineaustihrliche DiskussionsieheS. 401.). In diesem
einfachenModell war die Bindungsratey(m) der Substratmoleldle eine Funktion
der Zahl der freien Reaktionsproduktephnedal3die Bindungund Dissoziation
desregulatorischerProduktmolekilsanjedeseinzelneEnzymbetrachtetvurden.
Nun wird dieseseinfacheModell um folgendezusatzlicheProzessemganzt, die
die BindungdesregulatorischerProduktmolekils aneineseparatdindungsstel-
le, raumlichgetrenntvon der Substratbindungsstellbetrefen.

¢ Kollision desfrei beweglichen regulatorischerProduktmolekls mit dem
Enzymin derNahederregulatorischerBindungsstellelesEnzyms.

e BindungdesProduktmolekils und dadurchhenorgerufeneine Anderung
der Substratbindungsrate.

e DissoziatiordesProduktmolekils mit einerbestimmterWahrscheinlichkit
undeineerneuteAnderungder Substratbindungsratédbb 5.1).

Die beidenerstenPunktewerdenanalogwie in Abschnitt3.1(S.41) zu ei-
ner effektiven Bindungsrate: zusammengef3t. Ahnlich wie die Substrat-
molekille, die nur an dasEnzymim Grundzustandindenkodnnen,kann
die Bindungsrateu der regulatorischerMolekille im allgemeinenvom En-
zymzustandcabhangen.Im erstenTeil diesesKapitelswird der Spezialéll
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betrachtetdaRdasregulatorischéProduktmolekil nurim Grundzustanen
dasEnzymbindenkann. Spaterin Abschnitt5.4 untersuchech zwei wei-
tereMoglichkeiten. Einmal die BindungdesProduktsmit konstanteBin-
dungsrateu mit Ausnahmeder Relaxationsphasend die Bindungmit der
Ratep vollig unablangigvom Enzymzustand.

' I
o7

01 \“

|y

Abb. 5.1: Schematisch®arstellungdesmolekularerEnzymzyklusdesEnzymsi entlang
der Reaktionskordinate@. Der Enzymzyklusstartetdurchdie BindungeinesSubstrat-
molekills mit der Ratev. Diesehangtdavon ab, ob ein regulatorischeg$roduktmolekl
gelundenist odernicht. InnerhalbdesEnzymzykluswird am Phasenpunk$ = k, ein
Produktmolekl freigesetztdasdannmit der Ratey abgebautvird. Dasregulatorische
Produktmolell kannmit derRatep andie regulatorischeBindungsstelldindenund mit
derRatek dissoziieren.

Wie bereitsin Kapitel 3 wird wiedereinenachfolgenddreaktion
P—C.
angenommendie die freiwerdenderReaktionsprodukt® mit der Ratey in Mo-

lektile vom Typ C umwandelt,die im ReaktionsablaukeineweitereRolle mehr
spielen.
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Zur Formalisierungder Zustandanderungdurchdie BindungeinesSubstrat-
molekills durchdasEnzymi wird die binareZustandsariableu; eingefihrt. Falls
sichdasEnzymi im freien Zustandbefindetund bereitist, ein Substratmoleil
zubinden hatu; denWert0. Die Bildung einesEnzym-Substrat-Emplexesfiihrt
zu einerAnderungder Zustandsariablein u; = 1. Die Substratbindundnitiiert
denkatalytischerzyklus, bestehenausderkatalytischerdmwandlungdesSub-
stratmolekilsin ein Produktmolekl undnachfolgendeRiickkehrdesEnzymsin
denGrundzustandDieserZyklus wird durcheinenDiffusions-Drift-Prozelin-
nerhalbeinesPotentialprofileentlangder Reaktionskordinatep ange@hert.Der
Phasenpunkfy = 0 definiertden Beginn desenzymatische@yklus. Am Ende
desenzymatischerZyklus erreicht@ denWert 1 und dasEnzymkehrtin den
Grundzustanauriick, beschriebenlurcheinenUbegangvonu; = 1 zu u; = 0.

Zur formalenBeschreilbing dieserregulatorischerigenschaftuhrt manfur
jedesEnzymi analogzu u; eine zweite binare Zustandsariabler; ein, die den
Wert 1 annimmt,falls ein regulatorische®roduktmolekil gelundenist und sonst
0 ist. Die Wahrscheinlichkitsratev pro Einheitszeitr fur die BindungeinesSub-
stratmolekils hangtvon r; ah Dasbedeutev = vq, fallsr; = 1 undv = v falls
ri = 0. Im hieruntersuchteffrall derProduktinhibitionist vg > v1. Um die Starke
derInhibierungdurchdie Produktbindungu charakterisierenst esguinstig,den
Koeffizienteny durchvi = vo/x zudefinieren.

In der betrachteternypothetischerReaktionwird die Dissoziationder Sub-
stratmolekile vernachéssigt. Die Wahrscheinlichkitsratev ist proportionalzur
Substratbnzentration. Dieseist wesentlichhoher als die Enzymlkonzentration
undwird alskonstantangenommen.

Im folgendenwird der Algorithmus prasentiertder fur die numerischersi-
mulationerverwendetvird. Die DynamikderPhasep desEnzymsi wird wieder
durchdie diskretisierte=orm

@ (t+At) = @ (t) + VAt + G VoAt (5.2)

der Langevin-Gleichung(3.11) mit ¢; als unablangigeGaussche&ufallszahlen
beschriebersodald

< G(t)G(t) >=25j5(t ~1) (5.3)

gilt. FUr kleine Rauschintensittenc in Gl. (5.1), geltennaherungsweiselie
Gleichungert =~ 1/v, AT ~ /20/v3 und & ~ /20/v (sieheGl. (3.33)- (3.35)
(S.60). Zusatzlich zu Gl. (5.2) mu3nochdie Dynamik der Phasewariablenan
denRanderng= 0 und @ = 1 sowvie am Punkt@ = k, spezifiziertwerden. Falls
aufgrundvon Fluktuationenzum Zeitpunktt + At die Phasewariable@(t + At)

vonGl. (5.2)negativ ist, wird diesedurcha (t + At) = VAt ersetzt Analogwird am
Punktky, der Reaktionskordinateverfahren bei desserPassiererein Reaktions-
produktfreigesetzwird. Im Intervall derReaktionskordinaterd < ¢ < k bilden
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Enzymund Substratmoleldl einenEnzym-Substrat-Emplex, wahrendnnerhalb
desPhasenintemllsk, < @ < 1 dasReaktionsproduktom Enzymgetrenntor-
liegt und dasEnzym nachund nachin den Grundzustandurickkehrt. Um zu
verhinderndaf3,bedingtdurchZufallsschvankungerder Phasewariableng um
kp, mehrmalsm selbenTurnover-Zyklus Reaktionsproduktéreigesetztwerden,
darfnachErreichendesPunktes kein Phasenpunkpy < kp eingenommenver-
den.Falls zu einemspaterenZeitpunktt + At die Phasewariableq kleinerist als
Kp, dannwird @ (t + At) = kp + VAt gesetzt. Der Zyklus ist nachErreichendes
Punktesp= 1 beendet.

Die zeitlicheEntwicklungderZustandsariablerny; undr; wird durchfolgende
Algorithmendeterminiert:

([ 1,fallsri(t) =0, mit WS At
. __J O,fallsri(t) =0, mit WS 1 — pAt
ri(t+ AL = 0, fallsri(t) = 1, mit WS kAt (54)
| 1, fallsri(t) = 1, mit WS 1— kAt
und
[ 1,fallsui(t) = 0, mit WS v;At
. _J O,fallsu(t)=0,mit WS1— vAt
Ui(t+4t) = 0,fallsui(t) = 1,und@(t) = (5.5)
1,fallsy(t) = 1,und@(t) <

Die Bindungsrateir die Substratmoleldle ist v = v, fallsri = 0 undv =
v1 = Vg/X, fallsr; = 1. Die Wahrscheinlichkitsratey; fur die Bindungderregu-
latorischerProduktmolekle ist durch

W =m(t)B(ui, @) (5.6)

gegeben.Dabeiist B(u;, @) eineRatenlonstantedie abrangigvon denZustands-
variablenu; und @ ist.

Die zeitlicheEntwicklungderZahlderfreienReaktionsprodukteawird durch
denfolgendenstochastischeAlgorithmusbeschrieben:

m(t +At) =m(t) +§O((ﬂ(t) —kp)O(kp — @ (t —At)) Z W, (5.7)

+ Z (t+At)).

Dabei ist W; eine binare Zufallszahl, die die Werte 1 oder O mit der Wahr
scheinlichleit yAt annehmerkann. Die Stufenfunktion®(x) ist so definiert,dal
O(x) = list, fallsx > 0und®(x) = Ofallsx < 0. Der zweiteTermin Gl. (5.7) be-
schreibtdie ErhdhungderZahl derfreien Produktmolekile durchdie Freisetzung
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einesReaktionsproduktsyennein EnzymdenPhasenpunk, erreicht.Derdritte

TermbeschreibtenstochastischeAbbauderProduktmolekile. JedeslermPro-

duktmolekile kannmit der kleinenWahrscheinlichkit yAt innerhalbdesZeitin-

tenalls At verschwindemunddadurchdie ZahlderfreienMolekile mvermindern.
DerletzteTermin dieserGleichungbeschreibtie Erhdhungbzw. Verminderung
der freien Produktmolekile um 1, wennein Produktmolekil von der regulatori-

schenBindungsstelleinesEnzymsdissoziiertbzw. dortbindet. Die Schrittweite
At mul3klein genuggewahltwerden sodal3die Bedingungen; At < 1, yAt < 1,

KAt < 1, undv;At < 1 erfullt sindund die numerischd.dsungunabl&ngigvon

At ist.

5.2 Synchroneund asynchrone Enzymaktivitat

In diesemAbschnittstelleich die Resultateder numerischerSimulationerdesin

Kapitel5.1eingefihrtenstochastischellodellsvor. Die GesamtzahllerEnzyme
ist, wennnichtausdiicklich daraufhingeviesenwird, in allen SimulationenN =

400. Der Paramately (v1 = vo/X), derdie Starke der allosterischernhibierung
angibt,ist x = 10*. Die Driftgeschwindiglkeit v in GI. (3.11)bzw. (5.2)ist 1 und
damitdiecharakteristischg&eit1 = 1/v. Falls nichtausdiicklichbetontwird, sind
alsAnfangsbedingundie Enzymezufallig entlangdesPhasenzykluserteilt.

40 1 1 1 100
G)) (b)
30 | 80 -
60 -
c 20 A1 E
40 -
10 A r
‘ | " 20 4
0 O T T T
0.0 0.2 0.5 0.8 1.0 30 35 40 45 50
[0} t/t

Abb. 5.2: Phaseverteilung(a) und Zeitabtangigleit der Zahl der Produktmolekle (b)
im nichtsynchronersystemzustantlir N = 400 Enzyme.Die Reaktionsparameteind
BT =0.03,voT = 10, = 10%, yt = 15, KT = 20,11 = 0.551, vi = 1 undo = 0.

SimulationendesstochastischeModells zeigendie Existenzvon zwei qua-
litativ verschiedeneWerhaltensmodiUnterhalbeinerbestimmtenSchwelleder
RatenlonstanteB, die die Bindung der regulatorischerProduktmolekile an die
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Enzymekontrolliert, finden katalytischeTurnover der Enzymeunablangigvon-
einandesstatt. In Abb. 5.2aist die Verteilungder Enzymeentlangder Reaktions-
koordinateng fur diesenFall daigestellt. Um dieseVerteilungzu erhaltenwird
der PhasenzustaneinesjedenEnzymszu einemfestenZeitpunktbestimmt,das
Intervall 0 < @ < 1in 100Unterintenalle zerlegt unddie Zahl derEnzymein je-
demdieserUnterintenalle abgehlt. Falls die Enzymeunablangigvoneinander
operieren.emibt sich eine Gleichwerteilungder Phasenzuande. Das bedeutet,
dalRalle Phasenzuandegleichwahrscheinlictsind und zwischendenZustnden
unterschiedlicheEnzymekeinerleiKorrelationenexistieren. Die Zahl der frei-
en Produktmolekile als Funktionder Zeit, daigestelltin Abb. 5.2b, schwanktin
diesemFall um einenbestimmterMittelwert (asynchroneReaktionsmodus).

Wird der Parameter3 und damit die Bindungsrateder regulatorischerPro-
duktmolekile erhdht, erfolgt eine drastischeVeranderungim Systemerhalten.
Dieseist durch einenUbegangvon asynchroneru synchronerfEnzymaktvitat
gekennzeichnetAbb. 5.3azeigt einetypischePhasewverteilungder Enzymebei
synchronenVerhalten.m VemleichzumasynchroneModusbeikleinenWerten
von (3 ist dieseVerteilungkeine Gleichwerteilungmehr sonderrzeigtein deutli-
chesMaximum. DasbedeutetdalRKorrelationerewischerunterschiedlichei&n-
zymenexistierenundderenPhasenzuandesynchronisiersind. In Abb. 5.3bbe-
obachtetmanals Ergebnisder synchronerenzymatischer\ktivitat periodisches
Spiking in der Zahl der freien Reaktionsprodukte Die Periodedes Auftretens
dieserSpikesist vergleichbarmit der mittleren Turnover-Zeit der Enzyme. Die
Enzymebefindensichalsoin einerEnzymgruppeentlangder Phasen&ordinate.
Im Gegensatzu demin Kapitel 3 untersuchtefenzymmodellmit Produktakti-
vierungkannsich,wie nochgezeigiwird, bei Produktinhibierungmmernur eine
Enzymgruppdilden.

Der Ubegangzur synchronerEnzymakivitat verlauft selbséindig. Als An-
fangsbedingungenum Zeitpunktt = 0 sind die Enzymeentlangder Reaktions-
koordinate@ zufallig und gleichwerteilt. Nach einemtransientenZeitabschnitt
erfolgt eine spontaneSynchronisatiorder Enzymzusande,die von demcharak-
teristischenSpiking in der Zahl der freien Reaktionsprodukt®egleitetist. Die
ZeitdauerdesTransienterhangtstarkvon denSimulationsparametermpr allem
vonderrelatvenSchwankungsbreité der Turnover-Zeit undderBindungsrate3
fur die regulatorischerProduktmolekile ah Fur kleine Wertevon & und 3, wie
in Abb. 5.3, dauertder TransienthunderteTurnover-Zyklen. Fur grof3ereWerte
von & und 3 wie z.B. in Abb. 5.4 bildet sich das Spiking bereitsnachwenigen
Enzymzyklerheraus.

Im Fall unkorrelierter Phasenzuande sind alle Phasendferenzengleich
wahrscheinlichln diesemFall ist die WahrscheinlichkitsdichteerteilungP(Ag)
zwischenzwei Enzymendie PhasendferenzAg vorzufinden,wie in Abb. 5.5a
gezeigt,eineGleichwerteilung. Falls die Enzymzusindejedochin einerEnzym-
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Abb. 5.3: Phasewerteilung(a) und Zeitabltangigleit der Zahl der Produktmolekle (b)
im synchronisiertersystemzustanéiir N = 400 Enzyme. Die Reaktionsparametesind
Bt = 0.1, Vot = 100,x = 10, yt = 15,KT = 20,11 = 0.551, vi = 1 undo = 0.
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Abb. 5.4: Transiented/erhaltender Enzymemit zufalliger Phasewerteilungder Enzy-
me als Anfangsbedingungnd HerausbildundkorrelierterPhasenzuahdeder gesamten
EnzympopulationN = 400. Die Reaktionsparametaind ft = 5, vot = 100,x = 10%,
yt = 15,Kkt = 20,17 = 0.551, vt = 1, undo = 0.0012512.
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gruppesynchronoperierenzeigtdie Verteilungder PhasendferenzerP(Ag) ein
Maximumin derUmgelungvon A@ = 0 (sieheAbb. 5.5).

20 . . . . 20
(a) (b)

1.5 1 3 1.5 1
s s
<10 <10
o o

0.5 1 3 0.5 1

0.0 . . . . 0.0 . . . .

-05 -03 -01 0.1 0.3 0.5 -05 -03 -01 0.1 0.3 0.5
Ao Ao

Abb. 5.5: Wahrscheinlich&itsdchteverteilungen der Phasendférenzen(a) ohne Syn-
chronisation(Parametewie in Abb. 5.2), (b) mit einerEnzymgruppgParametemwie in
Abb. 5.3).

Im Kapitel3wurdezur CharakterisierunderSynchronisationsatke derOrd-
nungsparametdt eingefihrt (sieheGl. (3.38),S.62). DieserOrdnungsparameter
sollim Folgenderwiederdazuverwendetverdendie Synchronisationsatke der
Enzymzusindeals Funktion der Systemparametequ bestimmen. Zuerstwird
der Einfluf? der FluktuationeninnerhalbdesZyklus auf die Synchronisatiorun-
tersucht. Dazu variiert man die Rauschintensitt o im stochastischeModell
bei Konstanthaltungler restlichenParameter Abb. 5.6azeigt ein Beispiel der
Abhangigleit desOrdnungsparametefisvon der relatven Schwankungsbreite
derTurnover-Zeit 1 (sieheGl. (3.35)). Mit wachsendem verkleinertsich© und
verschwindefir & > 0.1. Als nachstesvird die Rauschintensit o fixiert undder
Parametel3, der die Bindungsrataler regulatorischerProduktmolekile festlegt,
erhbht. Wie in Abb. 5.6b erkennbarist, findet sich oberhalbeinesbestimmten
Schwellenwertesynchroned/erhalten.Die weitereErndhungvon 3 fuhrt zu ei-
nerVerstirkungderSynchronisationsintensit,charakterisiertiurchein Anwach-
sendesOrdnungsparametefs Interessanterweisexistiert ein zweiter Schwel-
lenwertfir 3, oberhalbdessemasSystemwiederdesynchronisiertDasbedeutet,
dal3nurin einembestimmterfParameterfensterasSystemsynchroned/erhal-
tenaufweist.

Desweitererwird 8 fur verschieden&\erte desParameters, der die Bin-
dungsrataeder Substratmoleide festlgyt, berechnetWie manin Abb. 5.6csieht,
existiertauchfur diesenParameteein ahnliched-ensterinnerhalbdessemlie En-
zymzustindesynchronisierenNur innerhalbdesintervalls 20 < vg < 300zeigen
die EnzymesynchroneAktivitat.
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Abb. 5.6: Der Ordnungsparametdr als Funktionder (a) relatven Schwankungsbreite,
derTurnover-Zeit, (b) Bindungsrate derregulatorischerMolekile, (¢) Bindungsratesq
der Substratmolelle und (d) die Dissoziationsrat& der regulatorischerMolekile. Die
jeweils festgehaltenefarametersind 0 = 0.0012512 (§ = 0.05), Bt = 5, Vot = 100,
X = 10* undkt = 20. WeitereParametesindyt = 15,1, = 0.55t, vt = 1 undN = 400.
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Abschliel3endst in Abb. 5.6d der Ordnungsparameté} als Funktionvon k
der Dissoziationsrateer regulatorischerProduktmolekile dagestellt. Oberhalb
VONKT = 4 beginnt® anzuvachserunderreichtseinMaximumetwa bei kT ~ 20.
Fur nochhoherereWertevon k verkleinertsich der Ordnungsparameteviedet
unddie Synchronisationsintengitwird schwacher Selbstfur kt = 100 (nichtin
Abb. 5.6d dagestellt)ist die Synchronisatiorder Enzymzusindenochdeutlich
nachweisbar
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Abb. 5.7: Zeitablangigleit derZahlderProduktmolekle fur vier verschieden&Verteder
Bindungsratdir die regulatorischerMolekille (a) Bt = 1, (b) Bt = 5, (c) ft = 15t und
(d) Bt = 20. WeitereParametewie in Abb. 5.5.

TypischeBeispielederZahl derfreien Produktmolekile als Funktionder Zeit
fur verschieden&Vertevon 3 sindin Abb. 5.7a-dgezeigt. Fur sehrkleine Wer-
te von [3 ist keine Synchronisatiorvorhanden(Abb. 5.7a, Bt = 1). Oberhalb
desSynchronisationsschwelkrtes(Abb. 5.7b, 3t = 5) entwickelt sich Spiking
in der Zahl der freien Reaktionsprodukte.Die Amplitude des Spiking verrin-
gert sich jedochfir noch hohereWerte von 3 erneut(Abb. 5.7c, Bt = 15), bis
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esnur schwervon dennatirlich auftretenderZufallsschvankungerunterscheid-
barist (Abb. 5.7d, Bt = 20). Obwohl SimulationendesstochastischeiModells
der Gl. (5.4)-(5.7)bereitsviele Informationenzu dem betrachteterSystemlie-
fern, sind analytischeJntersuchungenotig, um die Synchronisationsparameter
vorauszusagerfir die das Systeminstabil wird. SolcheanalytischenJntersu-
chungerwerdenim folgendenAbschnittdurchgetihrt.

5.3 Meanfield-Naherung des produktinhibierten
Enzymsystems

Die Gleichungender Meanfield-Naherung

Nunwerdenfir dasin Abschnitt5.1beschriebenstochastisch®lodell einerallo-
sterischerEnzymreaktiordie Mastegleichungeraufgestellt. Die Herangehens-
weise erfolgt analogwie in Kapitel 4 fur daseinfacheModell einer Enzymre-
aktion mit Produktaktvierung. Im Gegensatzum einfachenEnzymsystenaus
Kapitel 3, fur dasin Kapitel 4 die Mastegleichungaufgestelltund darausdie
Meanfield-Gleichundnemgeleitetwurde,wird jetzt die Bindungund Dissoziation
derregulatorischeriProduktmolekile explizit bericksichtigt.

Der enzymatischérozelbestehtwiederauszwei Teilen. Einerseitsausdem
Diffusions-Drift-Prozelentlangder Reaktionskordinateg und andererseitém
AufenthaltdesEnzymsim Grundzustandderdurchdie BindungeinesSubstrat-
molekils beendetvird.

Der Abbauder freien Produktmolekile (Umwandlungin Molekile vom Typ
C) erfolgt wiedermit der Ratey. Die Bindungder regulatorischerProduktmo-
lekiile mit der Ratef andie regulatorischeBindungsstellelesEnzymskannnur
im Grundzustanerfolgen,d.h. wennnochkein Enzym-Substrat-Emplex gebil-
detwurde. DieseAnnahmeentsprichdemModell ausAbschnitt5.2 1.

Hateinregulatorische®roduktmolekil gelunden soist derWertderbinaren
Zustandsariablenr = 1, ansonsterd. Bindungund Dissoziationder Produkt-
molekille andernjeweils die Anzahlder freien Produktmolekile um 1. Die Dis-
soziationdesregulatorischerProduktmolekils von dieserBindungsstelleerfolgt
mit der Dissoziationsrat&(r). Da ein regulatorische$*roduktmolekil nur dann
dissoziiererkann,falls esvorhergelundenwar, alsor = 1 erfullt ist, gilt k(1) = K
undk(0) =0.

Die BindungeinesSubstratmoleidls durchdasEnzymim Grundzustanckr-
folgt mit der Ratev(r) (sieheFuf3noteS. 71). Diesehangtalsodavon ab, ob
einregulatorische$roduktmolekil andasEnzymgelundenhatodernicht. Falls

1In denModifikationendesAbschnitts5.4wird dieseAnnahmeverandert.
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nicht(d.h.r = 0), soistv(0) = vg, andernélls (d.h.r = 1) istv(1) = v1. Daraus
emibt sichfolgendeMastegleichungfir die WahrscheinlichkitsdichteP (¢, r, m)
2
oP(¢,r,m) _oplerm  o"P(grm)
ot o0 0¢?
+ K(r+1)P(@r+1,m—1)—k(r)P(@,r,m) (5.8)
+ y[(m+1)P(@.r,m+1) —mP(@,r,m)].

Die erstenbeidenTerme auf der rechtenSeite von Gl. (5.8) beschreiberden
Diffusions-Drift-Prozel$nit der Diffusionslonstantes und der Geschwindigkit
v. Der dritte und vierte Term gebenden EinfluR der Anderungder Anzahl der
freienProduktmolekile durchdie DissoziatioreinesProduktmolekilsvon derre-
gulatorischerBindungsstellevieder Der letzte Term charakterisiertien Abbau
derProdukte.

Die Freisetzungdes Produktmolekils und damit die DissoziationdesES
Komplexesim Verlauf des Enzymzykluserfolgt am Phasenpunkip = k,. Da
dieserProzeliirreversibelist, wird dasgesamtdntenall 0 < @ < 1 der Reakti-
onsloordinatein zwei Sggmente(0, k, — €] und (kp, 1] eingeteilt. Fur beideTeil-
intervalle werdendie Randbedingungean den Endengetrenntformuliert (siehe
Abschnitt4.1,S.71). Die Bezeichnundkp, — € soll wiederdenrechtenRandpunkt
deslinkenIntervalls (0, k, — €] beschreibenDie Zahl derfreien Produktmolekile
m erhdht sich um 1, sobaldder Punktkp im Zyklus durch dasEnzym erreicht
wird. Wegender Irreversibilitat der Produktentstehunstellt k, — € einenabsor
bierendemrechtenRanddesTeilintervalls (0, kp — €] dar Darauseribt sich, falls
o > Oist, die Randbedingung

P(kp—¢€,r,m) =0. (5.9)

Im Spezialall o = 0liegt nurein Driftprozemit derGeschwindigkit v vor. Dann
gilt dieseRandbedingungicht. InnerhalbdesTeilintervalls (kp, 1] befindetsich
dasEnzymin der Relaxationsphaseim danachin den Grundzustanauriickzu-
kehren.Der FluB durchdenlinkenRand® = kp, — & muR3gleichdemFlu3 durch
denrechterRanddesintervalls (0, kp — €] sein.Man erhalt deshaltunterVerwen-
dungvon Gl. (4.4)fur denFlul3

oP(,r,m)
[o[0]

als Randbedingungin der Intervallgrenzek, der Teilintervalle (0,kp — €] und
(kpa 1]

F(@r,m)=vP(@,r,m) —o

F(kp,r,m+1) =F(kp,—¢,r,m). (5.10)
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Daruberhinausvird nochdie Mastegleichungfuir die Aufenthaltsvahrschein-
lichkeit Q(r,m,t) desEnzymsim Grundzustandindim Zustand beigleichzeitig
vorhandenem Produktmolekilenberbtigt. Dieselautet

0Q(r,m

QUM F(1,r.m) - v(r)Q(rm) + yl(m+ DM+ 1) - mQr, m)]

+ B(r _1)(m+1)Q(r _17m+1) _B(r)mqrv m) (511)
+ K(r+21)Q(r+1,m—1)—«k(r)Q(r,m).

DerersteTermgibt denFluRan, mit demdasEnzymnachBeenderdesZyklusin
denGrundzustanauriickkehrt. v(r)Q(r, m) beschreibtlasVerlasserdesGrund-
zustandedialls dasEnzymein Substratmoleltl mit der Ratev bindet. Der dritte
Term beschreibden Abbauder Produktemit der Ratey. Der vierte Term erfafl3t
die Anderungder Anzahl freier Produktmolekile durchBindungeinesProdukt-
molekills andie regulatorischeBindungsstellelesEnzymsmit derRate3 undder
letzteTermdurchdesserDissoziationmit der Ratek.

Zusatzlichmusserdie RandbedingungeandenPunktenp= 0 und@= 1 fur
die WahrscheinlichkitsdichteP(q, r, m) beriicksichtigtwerden. Die Randbedin-
gungenauten

Fo.rm = |VPorm—o 2@ _ymorm  (5.12)
0p ¢-0
und
P(1,m) = 0. (5.13)

Die genaueBegriindungund DiskussiondieserRandbedingungeerfolgtein Ab-
schnitt4.1 undist auchfur diesesSystemgultig.

Mit denselberArgumenteR wie in Abschnitt4, (S. 70) ist esmoglich, be-
reits ausder Ein-Enzym-Mastagleichungdie Meanfield-Gleichungeimerzulei-
ten. DieseHerleitungerfolgt in AnhangA.3 ausden Mastegleichungen(5.8)
und(5.11)mit denRandbedingunge(b.9),(5.10),(5.12)und(5.13).Im Folgen-
denwerdennun die Struktur und EigenschafterdieserMeanfield-Gleichungen
diskutiert.

Wie bereitsbetontwurde,beschreibemlie makroslopischenGleichungerdie
Kinetik chemischeReaktionerunter Vernachéssigungzon Konzentrationsfluk-
tuationender Reaktantenlm Grenzall grol3erEnzymzahlerkannunserSystem
durchdie Einfuhrungder Dichtefunktionerfip(@, t) undfi (¢, t) beschriebemver-
den. Dabeigibt fig(@,t)Agp den Mittelwert von Enzymenan, die kein regulato-
rischesProduktmolekil gebundenhabenund sich zum Zeitpunktt im Phasenin-
tenall @+ Ag innerhalbdesEnzymzyklusbefinden.Hingegengibt die Funktion

’Die EnzymesindidentischundesexistierenkeinedirektenWechselirkungenzwischenden
EnzymzusindenverschiedeneEnzyme. Es gibt nur Wechselirkungenzwischenden Enzym-
zustindenundderZahl derfreienregulatorischerMolekille.
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fi1 (@ t)ApjeneEnzymedesselbeintenalls an,die ein Produktmolekil getunden
haben Zusatzlichwird die Konzentratiomg(t) derEnzymem Grundzustaneéin-
gefuhrt, die kein regulatorische$’roduktmolekil gelundenhaben. Analog wird
die Konzentratiomy (t) derEnzymemit gelundenenProduktmolekil eingefihrt.
SchlielZlichwird die Konzentratiomrm der freien Reaktionsproduktéefiniert,die
denMittelwertderProduktezur Zeitt darstellt.

Die makroslopischerGleichungerfur fig(¢,t) undfiz (¢, t) sind

aﬁl((pvt) — aﬁl((pat) LR azﬁl((pat)
=V 5 Knl((p,t)—i—cria(p2 (5.14)
e (@.t) (¢.1) *fio(@,t)
aﬁo ¢t _ aﬁo ¢t ~ 0 ﬁO ¢t
Fr % 20 + ki (@t)+0 o (5.15)

Die Zeitentwicklungder Dichtefunktionenfip(@,t) und fiy(@,t) setztsichaus
einerDrift mit konstanteiGeschwindigkit v, begleitetvon Diffusionentlangder
Reaktionskordinateg, zusammen.Zusatzlich wird in diesenGleichungendie
AbnahmederKonzentrationsdichtd (¢, t) derinhibiertenEnzymeinnerhalbdes
Zyklus durch Dissoziationder regulatorischenReaktionsproduktenit der Ra-
te Kk und die dadurchbedingtegleichzeitigeZunahmeder Konzentrationsdichte
fio(@,t) der aktiven Enzymebericksichtigt. Bei allen weiterenUntersuchungen
in diesemAbschnittwerdenFluktuationeninnerhalbdes Enzymzyklusals ver
nachhssigbaiklein angenommenDeshalbwird in Gl. (5.14)und (5.15)c =0
gesetzt.

Die Randbedingungeder Gl. (5.14) und (5.15) am Punkt@ = 0 sind unter
dieseVoraussetzundurch

Viig(0,t) = viny (1), (5.16)

Vil (0,t) = vonp(t) (5.17)

gegeben. Das bedeutet,dal’ die ein Substratmoleltl bindendenEnzymeim
GrundzustaneinenFlu3fur die Konzentrationsdicht®; (¢, t) anderStellep= 0
erzeugenWeitereRandbedingungewerdenim Spezialéll o = 0 nicht berbtigt.
Insbesonderést eine Separatiordesintervalls (0, 1] der Reaktionskordinatein
Teilintervalle (0,kp — €], (Kp, 1] unrdtig. Da die Dynamikder Reaktionskordina-
te nurdurchdie Drift mit der Geschwindigkit v bestimmtist, verlauft die Bewe-
gungirreversibel. Die FreisetzunglesProduktmolekils ander Stellegp = kp und
die BeendigunglesEnzymzyklusander Stelle@ = 1 sind somitunumiehrbar

Die Gleichungzur Beschreilnng der Konzentrationgdnderungler inhibierten
Enzymeim Grundzustandhatdie Form

dn]_

< = Bm(®)no(t) — KNy (t) —vany(t) + g (Lt). (5.18)
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Der erste Term auf der rechtenSeite dieserGleichungbeiiicksichtigt, dal? die
Zahlny(t) derinhibiertenEnzymedurchdie BindungeinesregulatorischerPro-
duktmolekils durchein nichtinhibiertesEnzymanwachst.Analog beschreibter
zweite Termdie Konzentrationsabnahnoker inhibiertenEnzymedurchdenDis-
soziationsprozefBerregulatorischerProduktmolekile. Der letzte Termder Glei-
chungbeschreibtlasAnwachserderKonzentratiom (t) durchEnzyme die den
Enzymzyklusggeradebeendehaberundin denGrundzustandurickkehren.Eine
ahnlicheGleichunggilt fur die Konzentratiomg dernichtinhibiertenEnzymeim
Grundzustand:

dno ~

o —Bm(t)np(t) + KNy (t) — vong(t) + viig(1,t). (5.19)
Nunwird nochdie Gleichungzur Beschreibing der Konzentrationgnderungler
freienReaktionsprodukten Reaktionselumenberbtigt:

dm ~ ~

_Bm(t)no(t) + K /0 “fy(@.)da (5.20)

Der ersteTerm auf derrechtenSeitedieserGleichungbeschreibtden Abbauder
Produktmolekile durchweiterenicht naherspezifiziertechemischeReaktionen.
Der zweiteunddritte Term gibt die Konzentrationsehungder freien Produkt-
molekile durchFreisetzung/on Reaktionsprodukteam Phasenpunkp = kp in-
nerhalbdesZyklus an. Der vierte und funfte Term erfa3tdie Veranderungder
ReaktionsproduktdurchDissoziationund BindungdieserMolekille anderregu-
latorischenBindungsstelleder Enzymeim Grundzustand.Der letzte Term gibt
die Konzentrationseidhungder freien Produktedurch Dissoziationvon denEn-
zymenim Zyklus an.

Die Gesamtzahl

1 1
N=ny(t) +no(t) + [ Pa(@t)de+ [ fo(et)dg (5.21)

der Enzymeim Systemist eine Erhaltungsgil3e. DiesekonstanteZahl N setzt
sichausderZahlderEnzymeim Grundzustandindder Enzymeim katalytischen
Zyklus zusammen

Die Gleichungen(5.14)-(5.21)bildendie Meanfield-Naherungundwurdenin
AnhangA.3 ausdenMastegleichungerb.8und5.11hegeleitet.DieseGleichun-
genkdnnennochweiter zu drei Delay-Differentialgleichungeneduziertwerden.
Die analytischd.osungvon Gl. (5.14)und(5.15)lautetfiroc =0

~ Vi @
fir(0,1) = ~2e <Vny(t— ), (5.22)
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Abb. 5.8: Zeitablangigleit derZahlderProduktmolekle ausdernumerischemntegration
der makroslkopischenGleichungen:(a) fur dieselberParametemwie in Abb. 5.2 und (b)
fur dieselberParametervie in Abb. 5.3.
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A Ve = A Vo ?
fo(@ 1) = (1 —ev)my(t— ) + - No(t - 0). (5.23)
DurchEinsetzerderLosungen(5.22)und(5.23)in Gl. (5.19)-(5.20)ergebersich
folgendeGleichungen:
dnl
e Bm(t)no(t) —Kna(t) —vina(t) (5.24)
+v1n1(t — T)eiKT,

S0 = Bm(t)not) + Kny(t) —voro(t) +vam(t ) (1€ ) (5.25)

—l—VoI’]o(t —T),

drgt(t) = —ym(t) +vin(t —T1) +Vvonp(t —T1) + KNy (t) (5.26)

_Bm(t)no(t)+K/OTv1n1(t — e dt’.

Weiter untenin diesemAbschnittwerdendieseGleichungemumerischinte-
griert und dieseErgebnissamit den Resultaterder Untersuchungedesstocha-
stischenModells verglichen. Zur Integration wurde der Algorithmus aus Ab-
schnitt4.2 entsprechenéngepaldt.Fur die Gl. (5.24)-(5.26)wird ebenélls ei-
nelineareStabilitatsanalyselurchgeiihrt, die fir diesesdynamischeSystemdie
Erstellungvon Bifurkationsdiagrammeserlaubt,um dadurchdie Synchronisati-
onsbedingungenu bestimmen.

Abb. 5.8 zeigt die Zeitabhabkngigleit der Anzahl der Produktmolekile in
der makroslopischerNaherung.Fur kleine Bindungsraterd der regulatorischen
Produktmolekile wie in Abb. 5.8aist kein Spiking vorhandenund nacheiner
Strungwird innerhalbeiner kurzenTransientzeiiin konstanteNiveauin der
Produktmolekilkonzentrationerreicht. Fur hohere Werte der Bindungsrate3
konnenbestandigeOszillationenin der Produktmolekilzahl beobachtetverden
(Abb. 5.8b).

Lineare Stabilitatsanalyse

Wie bereitsbetont,wurdenin dermakroskpischerNaherung-luktuationenver-

nachhssigt. Es mufld dahererwartetwerden,dal3dieseNaherungnur gultig ist,

wenndie Zahl der beteiligtenMolekille sehrgrof3ist. Interessanterweiseaben
wir jedochgefundendalbereitsfir relatv geringeMolekillzahlenunddendamit
vertundenerstarlenFluktuationerdie makroslopischerGleichungerdasmittle-

re Konzentrationsmeauund die charakteristischeRrequenzemnd Amplituden
desSpikingzuwerlassigbeschreiben.
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Die Bereichem Parameterraunin denenSpikingauftritt, werdenim Folgen-
dendurcheinelineareStabilitatsanalyséestimmt.Die Gesamtzahtler Enzyme
istdurchGl. (5.21)gegeben.Falls sichdasSystemim statiorarenZustandbefin-
det,beschrieberurchng, ni, undm, vereinfaichtsich Gl. (5.21)zu

N = nq+ng+vini +vono (5.27)
oder N — Ay — Vo
- — N1 —Vin
np=———"-. 5.28
0 1 vo (5.28)
SetztmandieseGleichungin Gl. (5.24)ein, ergibt sichmit ny(t) = 0
_ mN
N1 B (5.29)

~ BM(1+ V1) + (K+vi(1—e X)) (1+vo)
DurchEliminierungvon ng undn; im statiorarenFall in GI. (5.26)findetman

5 1 1
mz+m1+V1 B(K+v1(1—e_"))(1+vo) (5.30)

+% (K+vi(l—e ™)) - % (K+vi(2—e™))

Nvo(K+Vv1(1—€7%))
By(1+va)

Diese quadratischeGleichunghat zwei Wurzeln, die leicht berechnetwerden
konnen. Ihre Losungerrepiasentiererdie Produktlonzentrationm statioraren
Fall. Daherwird nur die positive Wurzelvon Gl. (5.30) benutzt. Die Losungm,
no, undny der Gl. (5.28)-(5.30)definierendenpositiven Fixpunkt der zum stati-
onarenZustanddermakroslopischerGleichungergelhbrt, in demdie Enzympha-
sennichtkorreliertsindundkeine Synchronisatiorauftritt.

Nun kann die Stabilitat diesesFixpunkteshinsichtlich kleiner Storungen
m = m+ dm, ng = Ng + dnp, N1 = N1 + dny untersuchtwerden. Diesewerden
in Gl. (5.24)-(5.26)eingesetztund nachder LinearisierungdieserGleichungen
erhalt man

=0.

% = Bmdno(t) + Bnodm(t) — Kkdny(t) —v1dny(t) (5.31)
+v18ny (t — 1)e™",

% = —PBmdng(t) — BNodm(t) + kdny(t) —vodno(t) (5.32)
+v18ny (t — 1) (1—e7) 4 vodno(t — 1),

%n = —ydm(t) +v1dny(t —T1) +vodng(t — T1) +Kdny(t)  (5.33)

1 !
—Bmdo(t) — BALdM(t) + K / vidm(t —t')e < dt’.
0
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Die LosungerdieselinearerDifferential-Delay-Gleichungemerdenin derForm
ony(t) = Aexp(At), dng(t) = Bexp(At) und dny(t) = Cexp(At) angenommen.
Gehtmanmit diesenLosungenn Gl. (5.31)-(5.33)ein, erhalt manein lineares
homogenes$leichungssystem

A A A
Dl B |=A| B (5.34)
C C
mit der Koefiizientenmatrix
K+vi(a—e ) Bm —Bng
D — —K—ve (1-e7) BM+vo (1—e‘)‘> Bno

V1K ( —A—K > — AT — — AT —
e —1)—K—vie 1 m-—vpe "1 n
Nk 1 B 0 Y+ Bno

(5.35)
Die LosbarkitsbedingungliesedinearenhomogenerGleichungssystemist ge-
gebendurchdie charakteristisch&leichung

detD —Al) =0. (5.36)

Diesequasipolynomialeharakteristisch&leichunghateineunendlicheAn-
zahlvon komplexwertigenLosungen; = I'; +iw;j. Falls fur einegewahlte Pa-
rametermengdie Realteilel"j aller Eigenwerteh; kleinerNull sind, ist der stati-
onareZustandlinear stabil. Falls hingeggenmindestenin Eigenwertl"j > 0 ist,
wird der statiorareZustandnstabilund Oszillationenmit der Frequenzw; treten
auf. Die Instabilitatsgrenzevird durchdie Bedingung; = 0 bestimmt.Numeri-
scheUntersuchungeron Gl. (5.36) zeigen,dal3nur fur die kleinsteMode j = 1
mit w = 211/T derRealteill’; Null werdenkann.

Abb. 5.9 zeigtdie Bifurkationslinienin der Parameterebeng, ), die durch
numerische.osungvon Gl. (5.36) fur zwei verschieden&ubstratbindungsraten
vo erhaltenwurden. Innerhalbder durch die durchgehendemnind gestrichelten
Linien gelegenenGebietewird der statioréire Zustandinstabil und Spiking ent-
wickelt sich. Die groR3elnstabilitatsreggion in Abb. 5.9agelbrt zur hdherenBin-
dungsratevgt = 100, wohingegendie kleinereRegion zu vot = 20 gelort. Falls
mandahert; konstanthalt und den Paramete3 erhbht, bis die untere(durch-
gezogeneBifurkationslinegekreuztvird, verliertdasSystemseineStabilitatund
beginntzuoszillieren.Fallsmanjedoch3 solangeerhbht, bisdie oberegestrichel-
te Line Uberschritterwird, werdendie OszillationerausgedmpftunddasSystem
kehrtin denstatiorirenZustandzuriick. Darausfolgt in Ubereinstimmungnit
denErgebnissemesstochastischeModells (sieheAbb. 5.9b),dalRSynchronisa-
tion nur innerhalbeinesbestimmteriFensters”desParameter$ auftritt. Dabei
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ist diesesFensterum so schmaler(diinneLinie in Abb. 5.9a),je kleinerdie Sub-
stratbindungsratey ist. Darliberhinausst die Synchronisatiomurin einemklei-
nerenintenall der Parameters; zufinden,d.h. nurdann,wenndasentstehende
Reaktionsproduketwa in der Mitte desEnzymzyklusfreigesetzivird.

Der Realteilvon A verschwindetauf der Bifurkationslinie, wohingegen der
Imagirarteil endlichbleibt. DieserWert desimagirarteilsbestimmtdie Oszillati-
onsfrequenzlesSystemswennder statiorareZustandverlorengeht.
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Abb. 5.9: Bifurkationsdiagramnga) in derParameterebent1, ) fir zweiverschiedene
Werteder Substratbindungsrat®). Die dickerenKurvengetbrenzuvet = 100 unddie
dinnererKurvenzu vt = 20. (b) die dazugebrigenSpikingfrequenzeander Bifurka-
tionslinie. WeitereParametesindyt = 15,x = 10*, kT = 20undN = 400.

In Abb. 5.9bist der Imagirarteil von A entlangder Bifurkationslinienvon
Abb. 5.9aalsFunktionvon 11 dagestellt.Die durchgezogenggestrichelteLinie
in Abb. 5.9bgelbrt zudendurchgezogefgestricheltigezeichneteBifurkations-
linien in Abb. 5.9a. Man sieht,dal3fur die untereBifurkationsliniein Abb. 5.9a,
die zur hoherenSubstratbindungsrate) gelort, die Frequenzder Oszillationen
nahebei wy ~ 21/1 liegt und damit dessereeitliche Periodeungefihr mit der
Turnover-Zeit T iibereinstimmt. Bevor die Oszillation beim Uberschreiterder
oberengestrichelterBifurkationslinie verschwindenweisensie jedocheine et-
waslangerePeriodeauf. Daskanndurchdie langeramittlere Wartezeitder Enzy-
meim Grundzustanerklart werden die durchdie starke Produktinhibierungei
hohererProduktbindungsrat@ hernorgerufenwird.

Abb. 5.10azeigt die Bifurkationslinienin der Parameterebeng, 3) fur die
gleichenbeidenWerte der Substratbindungsratey wie in Abb. 5.9. Es wer
denhier dieselbenBezeichnungenvie obenbenutzt. Man kann erkennen,dald
in Abangiglkeit von vg und 3 die Instabilitat, die zu Spiking fuhrt, nur oberhalb
einesbestimmterSchwellenwertederDissoziationsknstante auftritt.
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Obwohl in Abb. 5.10adie Bifurkationsliniennur fir k < 60 dagestelltsind,
kannmandieseBifurkationslinienauchnochfir viel hohereWertevon k finden.
Synchronisatiorexistiert auchnochfur extrem hoheDissoziationsrateifvergli-
chenmit derWechselzaht~! derEnzyme).Dasstimmtmit dennumerischersi-
mulationendesstochastischeModellsibereindaseineAbschwachungderSyn-
chronisationsgtrke fur hohereDissoziationsrater aufweist,jedochkeinvolliges
Verschwinderder Synchronisatiorzeigt(siehez.B. Abb. 5.6d).In Abb. 5.10bist
derlmagirarteil entlangder Bifurkationslinienvon Abb. 5.10adagestellt.
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Abb. 5.10: Bifurkationsdiagramnga) in derParameterebeng, 8) fur zweiverschiedene
Werteder Substratbindungsrate). Die dickerenKurvengehbrenzuvet = 100 unddie
dunnerenKurven zu vot = 20. (b) zeigt die dazugebrigen Spikingfrequenzeran der
Bifurkationslinie. WeitereParametesindyt = 15t, X = 10%, Kp = 0.55undN = 400.

AbschlieRendvird nochaneinemBeispielderVerlaufderinstabilitatsgrenzen
in der Parametereben@, vo) dagestellt. Unterhalbvon vg = 19t~ ist dasSy-
stemfir alle WertedesBifurkationsparametei stabil. Fur hohereWertevonvg
wird dasSystembei Erhbhungvon 3 zuerstinstabil. DasgeschiehbeimKreuzen
derunterenLinie in Abb. 5.11in vertikalerRichtungvon untennachoben. Eine
weitereErhdhungvon B fuir konstantes fuhrt zum Uberschreitereinerzweiten
Linie, oberhalldererdasSystemwiederstabilwird. Mit wachsendeBindungsra-
tevg erhbhtsichderParameterbereiclijir dendasReaktionssyster®szillationen
zeigt,immerweiter.

Die numerischerLosungender nichtlinearenEvolutionsgleichungert5.24)-
(5.26)dermakroslopischerNaherungzeigendal3 wennderParametef3, derdie
Bindungsrateder Produktmolekile bestimmt,leicht erndht wird, der statiorare
Zustandtatsachlich seine Stabilitat an dem durch die lineare Stabilitatsanalyse
vorausgesagteRunktverliert. Dasfihrt zu Oszillationenmit kleiner Amplitude
Am. Die Amplitude dieserOszillationenerhdht sich mit wachsendenf8 stetig.
Die Bifurkationist superkritischAbb. 5.12).
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Abb. 5.11: Bifurkationsdiagrammin der Parameterebené, vo) fir yt = 20, kT = 20,
X = 10%, k, = 0.55undN = 200.
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Abb. 5.12: Oszillationsamplitudém als Funktionvon 3 in dermakroslopischenNahe-
rungvot = 100,x = 10%, yt = 15,11 = 0.551, KT = 20t undN = 400.
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Fur die Abhangigleit desVerlaufsder Bifurkationslinienvon der Gesamtzahl
derEnzymeN im Reaktionselumengilt dasselbeywasam EndedesKapitels4
gesagtwurde. Die Meanfield-Gleichunget(5.14)-(5.21)sind wieder unter der
Skalentransformatiof — 3/c, m— cm n — cnusw fur irgendeineKonstan-
te c invariant. Falls die GesamtzahN der Enzymeum einenFaktor ¢ verandert
wird, andertsich die Zahl der Reaktionsproduktend Substratmolelle propor
tional dazu.Die ExistenzdieserSkalentransformatiokannzur Bestimmungder
Bifurkationsdiagrammélr beliebigeN benutztwerden.In Abb. 5.9 sinddie Bi-
furkationslinienz.B.fur N = 400Enzymebestimmtworden.Falls mandasBifur-
kationsdiagramnfiir N = 4000Enzymebestimmemodchten,muf33 durch3/10
im urspiinglichenDiagrammersetziverden.

5.4 Modifikationen deslnhibitionsmechanismus

In diesemAbschnittwerdenzweiModifikationendesstochastischellodellshin-

sichtlichdesMechanismusler BindungderregulatorischerProduktmolekile un-

tersucht. Im stochastischeModell, daf3in Abschnitt5.2 numerischuntersucht
wurde,war die Bindungder regulatorischerProduktmolekile durchdie Enzyme
nur dannmdoglich, wennsichdieseim Grundzustandbefanden.Im Allgemeinen
wird die Fahigkeit der Enzyme,ein regulatorischedolekill zu binden,von des-
senZustandabhangen. Fur reale Enzymeist dieseAbhangigleit zur Zeit noch
nicht bekanntund moglicherweisesehrkompliziert. Im Folgendenwerdenzwei

moglicheModifikationenbetrachtetind durchnumerischeSimulationergezeigt,
daRRder Effekt gegenseitigeiSynchronisatiorder Enzymzusandein beidenvor-

kommt.

Modifikation 1

In der erstenModifikation desurspiinglichenstochastischeModells wird da-
vonausggangendaliein Enzymeinregulatorische®roduktmolekil unablangig
von seinemZustand,sovohl im Grundzustandals auchwennessichinnerhalb
deskatalytischerzyklus befindetmit konstanteBindungsratédindenkann.Das
bedeutetdie Bindung desregulatorischerMolekills durchdasEnzymi ist nun
mit konstanteiRate[3 unablangigvon denZustandsariablenu; und ¢ moglich.
Wie auchim urspiinglichenstochastischeModell hangtdie Dissoziationderre-
gulatorischerMolekille nicht vom Enzymzustangh Mit diesemmodifizierten
Modell wurdennumerische&Simulationerdurchgetiihrt, derenErgebnissem Fol-
gendendagestelltsind. Wie in Abschnitt5.1 ist N = 400 die Gesamtzahtler
Enzymeyvt = 1 die Drift-Geschwindigkit in derLangesin-Gleichung(3.11)und
X = 10* die Inhibitionsstirke. Zur Bestimmungder parameterakingigenSyn-
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chronisationssirke benutztmanwieder den Paramete9, derin Gl. (3.38) ein-
gefuhrtwurde. Eswird immer solangegewartet,bis der Transientvorbeiist. Da-
nachwird durch Mittelwertbildungzur Eliminierung statistischetFluktuationen
Uberein Zeitintenall 4000 derWert dieseParameterderechnet.
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Abb. 5.13: Der Ordnungsparametérals Funktionder (a) relatven Schwankungsbreité
derTurnover-Zeit, (b) Bindungsrate derregulatorischerMolekile, (¢) Bindungsratesq
derSubstratmolelde und(d) Dissoziationsrate derregulatorischermMolekille in Modifi-
kation1. Die jeweils festgehalteneRarametesindo = 0.0012512 (€ = 0.05), Bt = 20,
VoT = 100, = 10* undkT = 20. WeitereParametesindyt = 25,1; = 0.55t, vt = 1 und
N = 400.

Zuerstwird der Einfluf3 von Fluktuationeninnerhalbdesenzymatischezy-
klus untersucht. Wahrendalle anderenParameterfestgehalterwerden, wird
der Ordnungsparamete® fur verschiedeneRauschintensitten o (Gl. (3.11)
und (3.9)), die nach Gl. (3.33)-(3.35)die relatve Schwankungsbreitet der
Turnover-Zeiten bestimmen berechnet. Das Ergebnisist in Abb. 5.13adalge-
stellt. Wie darinerkennbayist Synchronisatiomuchin diesemmodifiziertenMo-
dellvorhandenDie Abhangigleit desParameter® von¢ ist qualitatv ahnlichzu
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jener diein Abb. 5.6agezeigtist. Synchronisatiorexistiert bis zu einemNiveau
von¢& ~ 0.1.

Als nachsteshalt mandie Rauschintensitt o (und damit&) festund variiert
denParametel, derdie BindungsratealerregulatorischerProduktmolekile fest-
legt. Abb. 5.13bzeigtdie Abhangigleit von 6 alsFunktionvon 3. Unterhalbvon
B = 5t 1 ist praktischkeineSynchronisatioworhandenDer Ordnungsparameter
6 wachstmonotonmit wachsendenf§, auchnochfir sehrhoheBindungsraten
B, im Gegensatzum urspiinglichenModell, wo Synchronisatiomur innerhalb
einesbestimmterntervalls von 3 gefundenvurde(Abb. 5.6b).

In einerweiterenReihevon Simulationenyariierendie Bindungsratevg, die
die BindungeinesSubstratmoleltls an dasEnzymbeschreibt Die Synchronisa-
tionsshrke 0 als Funktionvon vg ist in Abb. 5.13cgezeigt. Es stellt sichheraus,
daRfur sehrkleine Bindungsratervg < 30r51 keine Synchronisatiorvorhanden
ist. Innerhalbdeslintervalls 30 < vot~! < 350 existiert Spiking, wohingegenfiir
nochhdhereWerte von vg dasSynchronisationsphenomenneutverschwindet.
Solchein Synchronisationsfensteis Funktion der Substratbindungsrateurde
bereitsin Abb. 5.6cdesurspiinglichenModellsgefunden.

AbschlieRendvird in Abb. 5.13dder Ordnungsparametér als Funktionder
Produktmolekildissoziationsrat& dagestellt. Die Synchronisatiorbeginnt bei
etwak ~ 13t~L. Der Paramete® wachstmonotonmit wachsendem, bis er bei
K =~ 3511 nahezwrverandertleibt. DieseParameteratdngigleit unterscheidet
sichvon demklaren Maximum, dasim urspfinglichenModell gefundenwurde
(Abb. 5.6d).

Modifikation 2

In der zweitenuntersuchterModifikation des stochastischeModells wird an-
genommengdal die Bindung einesregulatorischerMolekills an dasEnzymin
jedemMolekillzustandmoglich ist aul3erin der Phasedie nachFreisetzungles
Reaktionsproduktbeginnt und bis zur Ruckkehrin denGrundzustandndauert.
Daherist B(ui,®) = B, falls u; = 0. Wennhingegenu; = 1 und ¢ > kp, soist
B(ui,@)=0. NumerischeSimulationendiesesmodifiziertenstochastischeivo-
dellswurdenwiedermit N = 400 Enzymenundx = 10* durchgeiihrt.

Die SimulationsegebnisseeigendalRSynchronisatiomuchin diesenmodi-
fiziertenModell moglichist unddesserktigenschaftedenemahnelndie bereitsin
denandererbeidenModellengefundernwurden.Jedochexistiert Synchronisation
jetztauchnochfir viel hohereRauschintensittenderintramolekulareynamik.
Abb. 5.14azeigtdie berechnetébhangigleit desOrdnungsparametefsvon der
relatvenSchwankungsbreité derTurnover-Zeitenin diesenfall. Mansieht,dai3
derOrdnungsparameterstfir Wertederrelatven Schwankungsbreitgrof3erals
¢ = 0.3 verschwindet.Bemerlenswerterweiséindet manfur andereParameter
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Abb. 5.14: Der Ordnungsparametérals Funktionder (a) relatven Schwankungsbreité
derTurnover-Zeit, (b) Bindungsrate3 derregulatorischerMolekille, (¢) Bindungsratevg
derSubstratmolelidle und (d) Dissoziationrat& derregulatorischerMolekile in Modifi-
kation2. Die jeweils festgehalteneRarametesind o = 0.03125/1? (§ = 0.2), Bt = 20,
VoT = 100, = 10* undkT = 20. WeitereParametesindyt = 25, 1; = 0.55t, vt = 1 und

N = 400.
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werte diesesmodifiziertenModells Spiking in der Zahl der Reaktionsprodukte
nochfir £40%. Ein Beispiel,wie die Zeitserieder Zahl Produktmolekle unter
diesenBedingungeraussiehtist in Abb. 5.15dagestellt.

40

g 20 -

70 72 74 76 78 80
t/t

Abb. 5.15: Spikingin derZahlderProduktmolekle im Fall einerhohenRauschintensit
o = 0.08/1? (€ = 0.4) der intramolekularerFluktuationenin Modifikation 2. Weitere
Parametesindvot = 30,x = 10%, Bt = 30, yt = 25,KT = 20,11 = 0.551 undN = 400.

Trotz dervorhandenerfrluktuationenist dasSpikingdeutlicherkennbar Die-
se Modifikation desstochastischeModells ernbht alsodrastischdie Rolustheit
desSynchronisationsédkts in Hinsicht auf Fluktuationenin der Turnover-Zeit.
Abb. 5.14b,c undd zeigendenOrdnungsparametérals Funktionvon 3, vo und
K. Diesesind ahnlichzu denentsprechendeRunktionenin denandererbeiden
Modellen. Esist jedochzu beachtendali diese Abhangigleiten jetzt fur viel
hoherelntensiiten(§ = 0.2) derrelatven Schwankungsbreiteler Turnover-Zeit
erhaltenwurden.

5.5 Vergleich zwischenden Meanfield-Modellenftr
das produktinhibierte und produktaktivierte
Reaktionssystem

In Kapitel 3, 4 und 5 wurde die Kinetik chemischeReaktioneruntersuchtdie

durchallosterischdenzymein Mikroreaktorerkatalysiertwerden.Durchdie Ein-
beziehungder dynamischerProzesseavie z.B. Konformationginderungem die
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ModellbildungentstandetkinetischeModelle, die, zur Beschreilng der Kinetik
von Enzymreaktionewon ScheinbeirundGruler[41] in ahnlicherForm verwen-
detwurden. Dabeihandeltees sich um die Erklarungderin Abschnitt2.2 vor-
gestelltenExperimentemit demP-450EnzymsystemBeim zuerstuntersuchten
zeitdiskreterstochastischeModell wurdedie interneDynamik durch stochasti-
scheUbemgangezwischendiskretenZustndenbeschriebenUm dasbetrachte-
te Modell einerallosterischerEnzymreaktiormit Produktakivierungeinfachzu
halten,war die Substratbindungsratéer Enzymeeinfacheine Funktionderfrei-
enProduktmolekile. Dasnachsteuntersuchteenzymmodelbenutztediesestark
vereinfichteSichtweiseebenélls undbeschrieldie Dynamikim VerlaufdesEn-
zymzyklusdurcheinestochastisch®ifferentialgleichungr die Phasen&ordi-
nate.

Im nachsterschrittwurdein diesenKapitel derRegulationsmechanismugge-
nauemmodelliert. DiesesModell ist schematiscin Abb 5.1 dagestelltundwurde
eingehendirr den Fall der Produktinhibitionsowvohl als stochastischeModell
alsauchin der Meanfield-Naherungstudiert. Die wichtigsteErweiterungzu den
vorherbetrachtetereinfachenModellenderProduktaktvierungwar die Einbezie-
hungder Bindungund Dissoziationder regulatorischerProduktmolekile. Falls
ein Produktmolekil anderregulatorischerBindungsstellelesEnzymsgelunden
hat, andertsich die Substratbindungsrateu v1, um nachder Dissoziationdes
Produktmolekils wiederdenAusgangswentg anzunehmen.

Im Fall von Inhibierunggilt vi1 < vg. Soll dasModell hingegendenFall allo-
sterischeProduktakiierungbeschreibergilt v1 > vo. Dasin Abschnitt5.1ent-
wickelte stochastisch&lodell einerallosterischerEnzymreaktiorbeschreibbei
VerwendunglerentsprechenddparameteralsoauchdenFall derProduktaktvie-
rung. Dasgilt ebenéllsfur die in Abschnitt5.3 heigeleiteteMeanfield-Naherung
und die Ergebnisseder linearenStabilitatsanalyse.Es ist deshalbmdglich, oh-
ne groRenAufwand die Ergebnissader linearenStabilitatsanalyseu benutzen,
um das Verhaltendes stark vereinfachtenModells der allosterischenProdukt-
aktivierung aus Kapitel 3 mit dem detailliertenModell diesesKapitels fur den
Fall der Produktakiierung zu vemgleichen. Gleichzeitigsollen die Ergebnisse
derlinearenStabilitatsanalyselesdetailliertenModells fir denFall der Produk-
tinhibierungmit einbezogenverden®.

Zuerstwird die Abhangigleit der Bifurkationsgrenzerfim detailliertenMo-
dell mit Produktaktvierung)vom Punktkp, andemdie Reaktionsproduktérei-
gesetztwerden,in Abb. 5.16 daigestellt. Diese Abbildung kanndirekt mit dem
Bifurkationsdiagramm.2 in Kapitel 4 fur dasstarkvereinfachteModell mit allo-
sterischeProduktaktvierungverglichenwerden.

DerVemgleichzeigt,dalin beidenModellenSynchronisatioin ein, zwei, drei

3Die ModifikationendesBindungsmechanismusisdemletztenAbschnittbleibenunbetick-
sichtigt.
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odernochmehrEnzymgruppemaoglichist. DerwichtigsteUnterschiedst jedoch
die zweiteobereBifurkationsliniein Abb. 5.16 deskomplexerenModells. Diese
ist im einfachenModell nicht vorhanden.Dort ist fur beliebighoheWerte von
v; dasSystemder linearenStabilitatsanalyseufolgeinstabil. Im Gegensatala-
zuwird daskomplexereReaktionssysterneim vertikalenKreuzendieseroberen

Bifurkationslinievon untennachobenwiederstabil.
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Abb. 5.16: Das Bifurkationsdiagramnfur Produktaktrierung in der Parameterebene
(B,t1). Der stabileFixpunktwird instabil und Oszillationen henorgerufendurchk En-
zymguppensetztenein, wenneineder durch“k” bezeichneterKurve in der vertikalen
Richtungvon untennachobengekreuztwird. Die Reaktionsparameteatindvgt = 0.01,
X = 10%, yt = 20, kKt = 20 und N = 200. Nur die erstenvier Instabilitaitsgrenzendie zu

w=1-2m/1,...4- 21/1 getdren,sindeingezeichnet.

Ahnliche Ergebnisseergibt der Vergleich der Abhangigleit beiderallosteri-
scherModelle mit Produktaktvierung bei Variation der Produktmolekilabbau-
ratey. Wahrendim einfachenModell Abb. 4.6 nur eine Bifurkationslinie exi-
stiert, oberhalbder das Systeminstabil wird und zu oszillierenbeginnt, gibt es
in Abb. 5.17 eineZone,in der Oszillationenmdglich sind. Oberhalbund unter
halb der diesenBereicheinschlieRendehinien ist das Reaktionssystenstabil.
In Abb. 5.17wurde dieserBereicheinmalfir k, = 0.2 d.h. eine Enzymgruppe
(durchgezogentinie) und fur k, = 0.55 d.h. zwei Enzymgrupper{gepunktete
Linie) bestimmt.Im Fall von zwei Enzymgruppetist die Instabilitatsrgion deut-
lich kleineralsfiir eineEnzymgruppeDie TendenzgdalRSynchronisatiom zwei
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Abb. 5.17: Bifurkationsdiagramnfir Produktaktvierungin der Parameterebengs, v).
Die durchgezogenkinie ist die Bifurkationsgrenzéir eineEnzymgruppék, = 0.2), die
gepunktetdir zwei Enzymgruppertk, = 0.55), die andererParametesindvgt = 0.01,
X = 10%, kT = 20undN = 200.
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Abb. 5.18: Bifurkationsdiagramnitir Produktaktiierungin der Parametereben, vo).
Die durchgezogentinie ist die Bifurkationsgrenzdir eine Enzymgruppgt; = 0.21),
die gepunktetdiir zwei Enzymgrupperft = 0.551), die andererParametesindyt = 20,
KT = 20, V0T = 0.01,% = 10* undN = 200.
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odernochgrol3ererZahl von Enzymgruppemur in kleinerenParameterbereichen
moglichist, gilt alsoauchhier.

Zum Abschlu3soll in Abb. 5.18die Abhangigleit der Bifurkationslinienvon
derBindungsrateyg betrachtetverden.DerenVerlaufweisteine Ahnlichkeit mit
demBifurkationsdiagramnin Abb. 5.11fur denFall der Produktinhibierunguf.
Vergleicht manjedochein typischesBeispielfur denVerlauf der Bifurkationsli-
nienim Fall deseinfachenModellsallosterischeProduktaktvierungin Abb. 4.5,
sosindnur geringeAhnlichkeitenerkennbar



Kapitel 6

Reaktionsketten chemischer
Reaktionenund synchronisierte
Enzymzyklen

In allenbisherigenUntersuchungewurdedie katalytischeAktivitat der Enzyme
durchdie Reaktionsprodukt®eeinflul3t. Es wurden Enzymreaktionerbetrach-
tet, beidenendie allosterischdBindungeinesProduktmolekils entwedeizu einer
starlen Erhdhung(sieheKap. 3) oderVerringerungder Aktivitatfuhrte (Kap. 5).
Wie in Kapitel 2.1diskutiertwurde,gibt esin derNaturjedochviele Enzyme die
keine allosterischeProduktrgulationsmechanismepesitzen. Es stellt sich nun
die Frage,ob in kleinen Reaktionselumina, bei denenwiederdie Bedingungen
fur die ExistenzeinesmolekularerNetzwerlesgegebenist, auchdannSynchro-
nisationsefekte derenzymatische@yklen beobachtetverdenkonnen[191].

Die UntersuchungsgebnisseinesModellsgekoppelterchemischeReaktio-
nen,bei denenmindesten®in Reaktionsschritenzymatisctkatalysiertwird, be-
antwortendieseFragepositv. Im nachstembschnittbeschreibéch zurachstein
stochastischeBlodell, bestehenduseiner Folge chemischeReaktionendie in
ein groReresNetzwerkvon Reaktionsschritteringelundensind. Die Ergebnisse
diesedModellswerdenim Abschnitt6.2 diskutiert. Um die wesentlicherMecha-
nismen,die zu denbeobachtete®ynchronisationsétktenfiihren,zu verstehen,
wird dasModell vereinfcht.

Fur diesesvereinfachteModell analysieremwir im dritten Teil dieseKapitels
die Meanfield-GleichungeandfihreneinelineareStabilitatsanalyselurch.

124
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6.1 StochastischedModell

MetabolischeNegein lebenderzellenbestehermuseinergrol3enZahl von nach-
einandemblaufenderchemischerReaktionendie durchEnzymekatalysiertwer-

den. Ein einzelnerReaktionsschritist direkt mit dervorherigenund nachfolgen-
den Reaktionvertunden. Die Reaktionsprodukteler vorherigenReaktiondie-

nenals Ausgangsstdf und die entstehendeReaktionsprodukteverdenvon der
nachfolgenderReaktionals Substrateverwendet. Zusatzlich kbnnenzwischen
verschiedeneBtoffwechselzyklen/erbindungerdurchdie Verwendungyemein-
samerZwischenproduktéestehen. Die Struktur solcherReaktionskttenund

WechselirkungenzwischendiesenweisteineenormeVielfalt auf.

Eswird die folgendeeinfacheReaktionskttebetrachtet

S+E Y ES—P+E
p.sPXtcC (6.1)

A-Sss VB,

umdiewesentlicherAspekteeinerKettevon chemischeriReaktionerzuerfassen.
In Abb. 6.1werdendieseProzess@ocheinmalschematisclaagestellt.

Die BindungeinesSubstratmoleildls S startetdenmolekularerEnzymzyklus,
in desserVerlauf ein Reaktionsprodukéntsteht.In einerzweitenReaktion,die
nichtnotwendigerweisenzymatisclkatalysiertseinmuf3,wird ein Teil derfreien
Produktmolekile wiederin Substratmoleldle umgevandelt.Sowvohl die Substrat-
alsauchProduktmolekile werdenzusatzlichvonandererReaktionerbenutztdie
neueMolekile vom Typ B undC erzeugenDie Ausgangsstdé Swerdendauernd
durchchemischéJmwandlungauseinemReserwir A vonandererMolekillener-
zeugt.Die KonzentrationewlerverschiedeneBtoffe A, B undC werdenkonstant
gehalten.Nachder Dissoziationder Reaktionsprodukt&ehrtdasEnzymwieder
in denGrundzustanaurick. Es soll betontwerden,daf3die an demReaktions-
systemvorhandeneiMolekile keinerleiregulatorischerEinflu auf die Enzyme
audiben.Daruiberhinaugzeigtder Reaktionsmechanismy6.1) keineklassischen
kinetischerOszillationen.

Wie fur die voranggangeneiModellewird wiederangenommergalidie Re-
aktionin kleinenRaumbereicheablaufenunddie Bedingungerfir die Existenz
eines‘molekularenNetzwerles” erfillt sind. Ahnlich wie in Abschnitt3.3 wird
die Dynamik eineseinzelnenEnzymswahrenddeskatalytischenProzessesls
diffusive BewegungentlangeinerReaktionskordinatemodelliert. Zusatzlichzu
diesenDiffusionsprozeBeinhaltetlerkatalytischezyklusauchstochastischEr-
eignissewie die Bindung und Dissoziationder Substrat-und Produktmolekile
(sieheAbb. 6.1).
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Fur jedesEnzymi wird einebinareZustandsariableu; definiert,sodal3u; = 0
ist, falls sichdasEnzymim Grundzustandpereitzur BindungeinesSubstratmo-
lekils, befindet. Die Bildung einesEnzym-Substrat-EmplexesES mit der Rate
v wird dannals Ubegangin denZustandu; = 1 beschriebenDieserUbegang
initiilert denTurnover-Zyklus, in desserVerlauf dasSubstratmoleld in ein Re-
aktionsprodukuumgevandeltwird. NachderFreisetzunglesReaktionsproduktes
kehrtdasEnzymim VerlaufeinesRelaxationsprozess@gederin denGrundzu-
standzurick.

©
%’i\j
(P
¢ n

01

Abb. 6.1: SchematischBarstellungdesmolekularerEnzymzyklusdesEnzyms entlang
der Reaktionskodinateqy. Der Enzymzyklusstartetdurchdie BindungeinesSubstrat-
molekils mit der Ratev. InnerhalbdesEnzymzykluswird am Phasenpunk® = k;, ein

Produktmolekl freigesetztdasanschlie3endnit der Ratey; in ein Molekil von Typ C

umgevandeltodermit der Ratel zurick in ein Substratmoleld transformiertwird. Die

Substratmolelle werdendauernddurch Umwandlungvon Molekillen A mit der Rate(

zugefihrt. Die Substratmolelidle werdenzusatzlich mit der Ratey in Molekille vom Typ

B umgeavandelt.

DieserProzeldvird wie bereitsn denModellenderbeidenvorherigerKapitel
alsDiffusions-Drift-Prozeléntlangder Reaktionskordinateriy modelliert. Ana-
log wie dort bezeichnetler Punkt@ = 0 denBeginn desenzymatische@yklus
und @ = 1 dasEnde,nachdesserkErreichendasEnzymwiederin denGrundzu-
standmit u; = 0 zuriickkehrt. Am Punkt@ = kp wird dasReaktionsprodukfrei-
gesetzt. DahertrenntdieserPunktk, zwei verschiedendrozesselm Intervall
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0 < @ < kp bestehtlerEnzym-Substrat-BEmplex, wahrendzwischerk, < ¢ < 1
Relaxationsprozessblaufendie dasEnzymin denGrundzustandbringen.Hin-
sichtlichdermathematischeBeschreilbnngdesDiffusionsprozesseagbt eskeine
Unterschiedeu demModell, dasin Abschnitt3.3 untersuchivurde. Die WahFk
scheinlichleits\verteilungp(@,t) der Aufenthaltsvahrscheinlichkit desEnzyms
entlangderReaktionskordinatererfullt die Fokker-Planck-Gleichung

op  dp  %p
E = —V% +GW

Die zugelorige stochastisch®ifferentialgleichung

d
d—? =V+ni(t)
mit der Driftgeschwindigleit v und Gau3schemveienRauschem;(t), fur das

die Korrelationsfunktion
<ni(t)n;(t") >=208;;5(t —t') (6.2)

gilt, bestimmtdiesenProzel¥ur jedeseinzelneEnzym.

Der Paramete bestimmtdie Rauschintensdt. Die Geschwindigkit v hangt
vom PotentialdesEnegieprofilsderfreienEnegieah DiesesProfilist einespezi-
fischeEigenschaftlesjeweiligenEnzymtypsundkannmoglicherweisesinekom-
plizierte Form besitzen.

Mit dieserDriftgeschwindigleit konnendie beidencharakteristischeéeiten
11 = kp/vundt = 1/v definiertwerden.DerenBedeutungst dieselbewie in den
beidenletztenKapiteln. T1 ist die Zeit zwischenBeginn desZyklus und Freiset-
zungdesReaktionsproduktandT ist die DauerdesgesamterEnzymzyklus.Die
statistischerEigenschafterwie z.B. der Mittelwert T und die relatve Schwan-
kungsbreitef, wurdenin Abschnitt 3.3 hegeleitet. Fur kleine Werte der Rau-
schintensit o gelten(sieheGl. (3.33),(3.3) und (3.35), S. 60) die Naherungen
(1) ~ 1/v, AT =~ /20/Vv3 und& ~ /20 /V.

DerersteSchrittderenzymatischeReaktion(6.1)ist die Bildung desEnzym-
Substrat-KWmplexesES mit der Ratenlonstantey. WenndasEnzymdenPhasen-
zustandk,, erreicht,wird ein Produktmolekil freigesetztwodurchsich die Zahl
der freien Reaktionsprodukteim 1 erhbht. NachfolgendeRelaxationsprozesse
fuhrendasEnzymi wiederin den Grundzustandcharakterisierdurchu; = 0,
zurick.

Die Zahl derfreien Reaktionsprodukteerringertsichmit der Ratenlonstante
I durchderenUmwandlungin Ausgangsstdé. Zusatzlich werdendie Produkt-
molekille mit der Ratey; in Molekille vom Typ C umgevandelt,die nicht wei-
ter an der Reaktionbeteiligt sind (sieheAbb. 6.1). Es wird angenommengal
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| <y1 < 171, sodaRdie Lebensdauederfreien Reaktionsprodukt&urz im Ver-
gleichzur Turnover-Zeitist.

Nebender Abnahmeder Zahl der Substratmoleiltle mit der Ratev durchdie
BildungdesEnzym-Substrat-Emplexesgibt eseinenzweitenProzel3dermit der
Ratey Substratmoleldle in Molekile vom Typ B umwandelt,die nicht weiteran
derReaktionteilnehmenDie Zahlder Substratevird durchdie Umwandlungmit
derRatel von MolekillenA auseinemReserwir erhbht.

Zusammerdssendvird nunfir die obenbereitsverbalbeschriebeneRrozes-
sedernumerischeilgorithmusdesstochastischeModellsdesReaktionsmecha-
nismus(6.1) angeeben. Die Zeit wird in kleine gleich gro3eZeitintenalle At
unterteilt. Die stochastisch®ifferentialgleichund3.11)wird durch

@ (t+At) = @ (t) + VAt + oG VAL (6.3)
dagestellt.Dabeisind ¢ unablangigeGaussch&ufallszahlensodald
< GG >= 20j.

FallsnachdemBeginndesEnzymzyklusderrechteTeil von Gl. (6.27)kleinerals
Owird, wird dieserdurchvAt ersetzt Dasheil3t,dasEnzymkannim Grundzustand
nur durchdenrechtenund nicht durchdenlinken Randder Reaktionskordinate
zuriuckkehren.

Wenn@ > kp gilt, darf der Phasenzustangl nicht mehrkleiner als k, wer-
den. Ein mehriachesUberquehrerdes Phasenpunktek, wirde jedesmalzur
FreisetzungeinesProduktmolekls fuhren. Falls durch Zufall die rechteSeite
von Gl. (6.3) kleiner alsk,, ist, wird diesedeshalbdurchk, + VAt ersetzt.Diese
Bedingungist notwendig,um nacheinanderfolgendereisetzungervon Reakti-
onsproduktenyerursachtdurch statistischeFluktuationen,zu verhindern. Der
Algorithmusfir die DynamikderbinarenZustandsariablenu;, die angibt,ob ein
ES-Kompole vorliegt odernicht, ist

1, falls uj(t) = 0, mit WS vsAt
0, fallsuj(t) = 0, mit WS 1 — vsAt
0,fallsuj(t) =1,und@(t) <1
1, fallsyi(t) = 1, undp(t) < 1

Die Zahl m der Produktmolekile im Reaktionssysteremibt sich durchfol-
genderAlgorithmus

Ui(t +At) = (6.4)

m(t At O O(ky — t—At Wi Yy, (6.5
("’ +Zi ( Zl ] — Zl k ( )

wobeiW; und Yy binareZufallszahlersind, die die Werte 1 und 0 mit denWahr
scheinlichleiteny;At, 1 — y1At und1At, 1 — 1At annehmerkdnnen. Die Stufen-
funktion ©(x) ist definiertdurch®(x) = 1, fallsx > 0 und ©(x) = 0, fallsx < 0
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ist. Der zweite Term auf der rechtenSeitevon Gl. (6.5) beschreibdie Freiset-

zungeinesneuerReaktionsproduktesyenndasEnzymdurchdenPunktk, geht.

Der dritte Term gibt denstochastischeAbbauder freien Reaktionsproduktenit

derkleinenWahrscheinlichkit yAt innerhalbdesZeitintenalls At an. Der letzte

Termder Gleichungbeschreibtlie Abnahmederfreien Reaktionsproduktdurch

die Umwandlungdieserin die Ausgangsstdé mit derWahrscheinlichkit 1 At.
Die Zahlder Substratmoleitle im Modell der Reaktion(6.1)ist durch

S(t +At) = s(t) — i(l— i (t)) i (t + At) — iw,- +k§1Yk+Z (6.6)
1= = —

gegeben.Dabeisind W und Yy binareZufallszahlendie die Werte 1 und 0 mit
der Wahrscheinlichkit yAt, 1At, (At und 1 — yAt, 1 —1At, 1 — (At annehmen.
Der zweite Term beschreibtdie Abnahmeder freien Substratmoleldle durchdie
Bindungan ein Enzym. Der dritte und vierte Term erfa3tden Abbauder Reak-
tionsproduktemit der Ratey und die Zunahmeder Substratmoleitle durchdie
umgevandelterProduktmolekile. DerletzteTermbestimmidie permant&Zufuhr
von Substratmit der Rate(. Die VariableZ kanndabeiNull odereinepositve
ganzeZahl seinundunterliggt der Poissorerteilungmit demMittelwert {At.

6.2 Synchronisationder Enzymzyklen

Im Folgenderwerdendie Resultatelernumerischetntersuchungedesim letz-
ten AbschnittvorgestelltenModells prasentiert.Die Gesamtzahtler Enzymeist
N = 1000. Es wird angenommengali die Driftgeschwindiglkeit in Gl. (3.11)
vt = 1 ist. Als Anfangsbedingungind die Enzymehinsichtlichihrer Zustnde
zufallig entlangdesPhasenzykluserteilt. SimulationendesstochastischeMo-
dells zeigenin Abhangigleit von den Parametern, vy, v, &, kp, 1 und { die
Existenzvon zwei qualitatv verschiedeneWerhaltensweisenHalt manalle Pa-
rameterauf3erdie Bindungsratey der Substratmoleillle und die relative statisti-
scheSchwankungsbreit€ der Turnover-Zeit fest, so findet manfur kleine Wer-
te desParametersy und grof3eWerte der relatven Schwankungsbreit€, keine
Synchronisationséfkteim ReaktionssysterfasynchroneReaktionsmodusDie
SubstratundProduktmolekile sowie die ZahlderEnzymeim Grundzustandind
vielmehr zeitlich unkorelliert und fluktuierenum einenbestimmtenMittelwert.
DiesesVerhaltenist in Abb. 6.2afur die Zahl s der Substratmoleldle (schwarz)
unddie Zahln derEnzymeim Grundzustandgrau)damgestellt.

Falls die relatve Schwankungsbreité der Turnover-Zeit ausreichendklein
und die Bindungsrateder Substratmoleille grofl3 genugist, zeigt das System
schnelleOszillationenn derZahl der Substratmoleltle undderZahlderEnzyme
im Grundzustand DiesesVerhaltenist in Abb. 6.2b gezeigt. Esist deutlichzu
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erkennendalRzwischerbeidenGrol3eneinePhasewverschielingexistiert. Immer
dann,wenndie Zahl der Substratmoleldle ihr Minimum erreicht,ist die Zahl der
Enzymeim Grundzustandam gro3ten. Fur andereParameterals in Abb. 6.2b
kanndie SpikingfrequenthidhereWerteals w ~ 211/1 besitzen.In Abhangigleit
von Parametekp, findetmanSpikingmit doppelter(Abb. 6.2cbeik, = 0.55) oder
dreimalsohoherFrequenZAbb. 6.2dbeik, = 0.36) wie in Abb. 6.2k
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Abb. 6.2: Zeitabtangigleit der Zahl der Substratmolelde (schwarz) und Enzymeim
Grundzustan@grau)in Abwesenheivon Spiking(a)furvt = 3,k, = 0.2undo = 0.08/12
(& = 0.4), (b) Spiking mit w ~ 21/T VT = 10, k, = 0.2 und o = 0.011251? (§ = 0.15),
(c) Spiking mit w = 4rt/t fur vt = 10, k, = 0.55und o = 0.0002/1? (§ = 0.02) sowie
(d) Spiking mit w~ 6m/1 fiir vt = 10, kp = 0.72 und 0 = 0.000051? (§ = 0.01). Die
andererParametesindN = 1000,1T = 200,{t = 200,yt = 25,y1T = 5.

Es soll an dieserStelle noch einmal betontwerden,dal3alle Ratenlonstan-
tender betrachteteProzessénsbesonderauchdie enzymatisché\ktivitat un-
abhangigvon denKonzentrationemler beteiligtenMolekile sind. Es existieren
keineaktivierenderoderinhibierenderProzesselerenzymatischeiktivitat, die
fur dieseOszillationenverantwortlich sind. Das oszillatorischeVerhaltenwird

1Dieseist im wesentlicherdurchdie Substratbindungsrateund die Turnover-Zeit festgele@t.
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ausschlieRlicldurchdie parallelablaufendemunterschiedlichefiReaktionerver
ursacht.Der Effekt desSpikingist direkt auf die Existenzeineslangsamerenzy-
matischerReaktionsschritté die Vorwartsrichtungund einerschnellenRickre-
aktionzuruckzufihren.

Um diesenPunktbesseru verdeutlichenkannmandasModell ohneVerlust
desqualitatvenVerhaltensveitervereinfaichen Als erstesvird der Abbauprozel}
derfreien Reaktionsproduktejer mit Ratenkonstantey; ablauft, vernachéssigt.
Zweitenswird angenommengdald die Ratenlonstantel der Rickreaktionviel
hoheralsdasinverset—! derTurnover-Zeitist. Die FreisetzungeinesProduktmo-
lektlls durchdasEnzymi fuhrtunterdieserBedingungersofortzur Erhdhungder
Zahl der Substratmoleltle um 1. In diesemFall ist die Zahl derfreien Produkt-
molekille sehrklein undgehtgegenO fir 1 — co. Esist unterdiesenBedingungen
deshallausreichendjurdie ZahlderSubstratmolelde zu betrachterunddie Pro-
duktmolekile nichtexplizit in die SystembeschreilmgeinzubeziehenMit diesen
Annahmerandernsichdie Reaktionsgleichunge(®.1) zu

S+E Y ES—S+E
A% ss VB (6.7)

Die Substratmolellle werdenenzymatischviederdirektin Substratmoleldle um-
gewandelt. Substrawird mit der Ratenlonstante permanentiemReaktionssy-
stemzugefihrt. Die Substratmoleldle werdenparalleldurcheineweitereReak-
tion mit der Ratenlonstantey in die nicht weiter an der Reaktionteilnehmenden
Molekille vom Typ B umgeavandelt.

Der numerischeAlgorithmus, gegebenin denGl. (6.3) und (6.6), bleibt bis
aufGl. (6.6)urverandert.Die Gl. (6.5),die die DynamikderfreienReaktionspro-
dukteangibt,wird nichtweiterberbtigt. Die Gl. (6.6), die die zeitlicheAnderung
derSubstratdeschreibtwird nundurch

S

S(t+At) = s(t) + Ze )O(kp— @ (t—At)) Z (6.8)

—le u(t))ui(t+At)+2Z

ersetzt. Dabeihaben®© und W; dieselbeBedeutungwie in Gl. (6.5) und (6.6).
DerzweiteTermbeschreibthnlichwie in Gl. (6.5)fur die Reaktionsproduktdie
Freisetzungler Substratmoleldle durchein Enzym,wenndiesesdurchdenPha-
senpunkkp geht. Der dritte Term bestimmtdie Abnahmeder Substratmoleile
durchdenUmwandlungsprozel®h Molekille vom Typ B mit derRatey. Der vier-
te Term beschreibidie Abnahmedurch Bindung an Enzymeim Grundzustand.
Der letzte Term definiertdie permanenté&ubstratzufuhmit der Ratenlonstante
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(. Dabeiist Z einepositve ganzeZahl oderNull, die der Poissomerteilungmit
demMittelwert (At unterliggt. Zusammemit denGl. (6.3) und (6.4) beschreibt
die Gl. (6.8) dasReaktionsschem@.7).
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Abb. 6.3: Zeitabtangigleit der Zahl der Substratmolelde (schwarz) und Enzymeim
Grundzustan@grau)im reduzierterModell, beschriebedurchReaktionsgleichunf.7),
(a)fur Spikingmit derFrequenzo ~ 21/t firk, = 0.2 undo = 0.0002/12 (€ = 0.02), (b)
Spikingmit w = 411/1, furr k, = 0.55 und o = 0.0002/12 (§ = 0.02), (c) kein Spiking fur
ko =0.55undo = 0.0012572 (§ = 0.05) und (d) Spiking mit w =~ 2m/T, fir kp = 0.55
undo = 0.018/1? (£ = 0.019). Die andererParametesindN = 1000,{t = 200,yt = 15
undvt = 10.

Ergebnissader numerischerSimulationendiesesvereinfichtenModells sind
in Abb. 6.3 dagestellt. Es zeigt sich, dalRsowvohl Spiking als auchZufallsfluk-
tuationenin der Zahl der Substratmoleltle und Enzymeim Grundzustandim
einenbestimmterMittelwertmoglich sind. In ihrenEigenschaftehneltdasSy-
stem\erhaltenstarkdemin Abb. 6.2 gezeigterfur daserweiterteSystem.In den
vier BeispielerderAbb. 6.3sinddie BindungsrateAbbaurataund Substratzufuhr
durchv = 10/t, y= 15/1 undz = 200/ festgelgt. Die GesamtzahtlerEnzyme
ist wiederin allen SimulationerN = 1000.
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In Abb. 6.3aist die zeitablangigeZahl der Substratmoleitle (schwarz) und
Enzymeim Grundzustandgrau)im Fall von Spikingdamgestellt.Fur die gevahl-
tenParametek, = 0.2 und¢ = 0.02ist die PeriodedesSpikingmit der Turnover-
Zeit vergleichbar DieserFall ist alsoahnlichzu demVerhaltendeserweiterten
Reaktionssystemslasin Abb. 6.3bgezeigtwurde. Genausawie im erweiterten
SystenkanndurchVariationdesParameters,, derdenPunktderFreisetzungles
Substratmolelds innerhalbdesEnzymzyklustestlegt, Spikingmit kiirzerenPeri-
odengefunderwerden.Wie ausAbb. 6.3berkennbaiist, liegt die SpikingPeriode
furkp = 0.55undg& = 0.02 ungehhrbei 0.5t der Turnover-Zeit. DetaillierteUn-
tersuchungemliesesreduziertenModells ergaben,dalebenélls hohereSpiking
Frequenzemdglich sind. Der UbeigangdesSystemerhaltenszum Spikingwird
in diesenFallenjedochnur fur extrem kleine Werte der relativen Schwankungs-
breite& derTurnover-Zeit erreicht.In denweiterenUntersuchungekonzentriere
ich mich jedochhaupt&chlichauf Spiking mit Periodengdie nahebeit und 0.5t
liegenundrobustergegenFluktuationenn derTurnover-Zeit sind.
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Abb. 6.4: Abhangigleit des Ordnungsparameter8 von der relatven statistischen
Schwankungsbreite fur N = 1000, vt = 10, yt = 15, {1 = 200 und k, = 0.55 (Para-
meterwie in Abb. 6.3b-d).

WennmandenParametekp = 0.55wahltunddierelative statistische&schwan-
kungsbreitef, der Turnover-Zeit erhdht, wird dassynchroneSpiking mit der Pe-
riode 0.5t schwacherund verrauschteund verschwindefur ausreichendyrofl3e
Wertevon &. DieseSituationist in Abb. 6.3cfur & = 0.05 dagestellt. Uberra-
schenderweistihrt eineweitereErhohungvon ¢ erneutzu Spiking, jedochmit
derdoppeltsogroRenPeriodet, die mit der Turnover-Zeit vergleichbarist. Spi-
king mit dieserFrequenzwurde bishernur fur Werte des Parametersky, ~ 0.3
gefundenEin Beispielfur dieseArt von Synchronisatiomst in Abb. 6.3dgezeigt.
Die AuswertungvonAbb. 6.3ergibt somit,dalfir k, = 0.55 dasReaktionssystem
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drei verschiedenelynamisché/erhaltensweisenreigt. Fur kleine Fluktuationen
in der Turnover-Zeit findet man Spiking mit der Periode0.5t. Innerhalbeines
ZwischenbereichdesParametersg ist Spikingnahezunicht nachweisbaum fur
hohereWertevon & mit der Periodet wiederzu entstehen.

Bei derUntersuchunglesVerhaltensler stochastischeModellein Kapitel 3
und5 wurdeder Ordnungsparameté&rzur Charakterisierunger Phasensynchro-
nisationeingefihrt(sieheGl. (3.38),S.62). Eswird nunzuerstd alsFunktionder
relatven Schwankungsbreité& der TurnoverZeit fur kp = 0.55 untersuchtd.h.,
falls die Enzymezwei Grupperentlangder Phasen&ordinatebilden. Wie bereits
im Fall der Modelle mit allosterischeProduktaktvierungund -inhibierungist 6
fur kleine Wertevon & maximalundverringertsichsukzessie mit wachsenderg
(Abb. 6.4). Esist interessantjal3bereitsfur & ~ 0.04 praktischkeine Synchroni-
sationderEnzymzusandevorhandenst. Dasist deshalliiberraschendyeil unter
sonstgleichenBedingungenn Abb. 6.3d nochdeutlich periodischesSpikingin
derZahlderSubstratmolelile erkennbaiist.
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Abb. 6.5: Autokorrelationsfunkon fiir (a) o = 0.0002/t? (§ = 0.02), (b) 0 =
0.000612572 (§ = 0.035),(c) 0 = 0.00125712 (§ = 0.05)und(d) 0 = 0.018/7? (£ = 0.19)
fur k, = 0.55, sonstigeParametewie in Abb. 6.3.
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Der Effekt der Frequenanderungoei Erhdhungder relatven Schwankungs-
breite¢ derTurnover-ZeitlaRtsichsehrgutanhandder Autokorrelationsfunktion

(y(t)y(t+t')) y
(y2(t))

fur Zeitseriender Substratmoleltle zeigen. In Abb. 6.5 sind die Autokorrelati-
onsfunktionerder Zeitseriens(t) fur vier verschieden&\Vertevon & gezeigt.Im
Fall von Spiking (§ = 0.02) ist die Autokorrelationsfunktiorin Abb. 6.5adaige-
stellt. DiesezeigtgedampfteperiodischeOszillationenmit der Periodet/2. Fur
¢ = 0.035emibt sichbereitseinedeutlicheVerringerunglerAmplitudedieserOs-
zillationen bei gleichzeitiggestiggenerDampfungsrate.Eine weitere Erhohung
von ¢ fuhrt zu einer Autokorrelationsfunktionmit mehrerenFrequenzanteilen.
DieserFall istin Abb. 6.5cfur & = 0.05 abgebildetFur nochhdhereWertevon ¢
wie in Abb 6.5dfur & = 0.19, fuhrt die Korrelationsfunktiorgecampfte Oszilla-
tionenmit derPeriodet aus.

Obwohl SimulationendesstochastischeModells, gegebendurch Gl. (6.3),
(6.4) und (6.8), bereitsviele Informationeniiber dasVerhaltendesbetrachteten
Systemdiefern, sindweitereanalytischdJntersuchungeangebrachtimdie Pa-
rameterbereicheu bestimmen,jnnerhalbdererOszillationengefundenwerden
konnen.AuRRerdenliefern tiefergehenddJntersuchungerin bessere¥erstind-
nis der gefundenerSynchronisationséfkte und derenAbhangigleit von der re-
lativen Schwankungsbreiteler Turnover-Zeit.

c(t') = =s(t)— < s(t) > (6.9)

6.3 Die Untersuchung der Gleichungen der
Meanfield-Naherung

Wie bereitsin Kapitel 3 und5 werdennunfir dasModell enzymatischeReakti-
onslettenunterdenim letztenAbschnittgetrofenenVereinfachungemlie Master
gleichungeruntersuchtWie bereitsin denvorhegehenderKapitelnausfihrlich
diskutiertwurde,kannder Enzymzyklusin zwei Bereicheunterteiltwerden.Ein-
malin denBereich,dernachderES-Bildung beginntunddurcheinenDiffusions-
Driftprozel3entlangder Reaktionskordinatep beschriebenvird, und zumande-
renim AufenthaltdesEnzymsim Grundzustandger durch die Bindung eines
Substratmoleidls mit der Ratev beendetwird. Durchdie BindungdesSubstrat-
molekills verringertsichdie Zahl derfreien Substratmolellle um 1.

Die Substratmoleildle werdenaus Molekillen vom Typ A (sieheAbb. 6.1,
S. 126), derenZahl als konstantangenommenvird und im Vemleich zur Zahl
N der Enzymesehrgrof3ist, mit der Rate permanentrzeugt. Gleichzeitiger-
folgt ein Abbau der Substratmoleldle mit der Ratey in Molekille vom Typ B.
Die Molekile A und B nehmennicht weiter an der Reaktionteil. Entsprechend
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gilt fur die WahrscheinlichkitsdichteerteilungP(@, s,t) derEnzymeentlangder
Reaktionskordinatedie folgendeMastegleichung

Pes) _  P@s) *P(@s)

+y[(s+1)P(@s+1)

ot FI) o
—sP(@,s)] + {[P(®,s— 1) — P(@,s)]. (6.10)

ZurVereinfichungderSchreibweisevurdederFlul3derWahrscheinlichkitsdich-
te durcheinenbeliebigenPhasenpunkd wie bereitsin denvorherigenKapiteln

mit P
@S
F(g,s)=VvP(@,s)—0o 20
abgekKirzt.

Am Phasenpunkk, wird ein Produktmolekil freigesetzt,dassofortin ein
Substratmolelll umgevandeltwird. Da angenommenvird, da3die Umwand-
lungsratea derProduktein Substratesehrhochist im Vemleichzu allenanderen
Reaktionsratern diesemReaktionsschemayird das Systemso behandeltals
wennam Phasenpunkk, direkt ein Substratmoleldl freigesetztwird, wodurch
sichdie Zahl der freien Substratmoleltle um 1 erhoht. Eine Umkehrungdieses
Prozessest nichtmdglich. Sobaldg > kp erreichtwird, kanndie Phasavahrend
diesesnzymatischeyklus nicht mehrkleineralsk, werden.Der Punktkp — €
stellt dahereinenabsorbierendeRandfur Gl. (6.10)im Interval (0,k, — €] und
einenreflektierenderfRandinnerhalbdesintervalls (kp, 1] dar Zusammerdssend
kannmanfeststellendie linkenRanderin beidenintervallen (0, kp — €] und (kp, 1]
sindreflektierenddie rechtenRanderhingegenabsorbierendDamitergebensich
folgendeRandbedingungen

F(kp,s+1) =F(kp—¢,s) (6.11)
P(kp—¢,5)=0 (6.12)
P(1,s) =0. (6.13)

Zusatzlichwird zur vollstandigenBeschreilbnng desGesamtsystemsochdie
Gleichungfur die zeitliche Anderungder Wahrscheinlichkit Q(s,t) berbtigt.
Diesegibt die Wahrscheinlichkit an,dasEnzymim Grundzustandyeigleichzei-
tiger Anwesenheivon s freien Substratmolelllen vorzufinden.Die Wahrschein-
lichkeit Q(s) definiertdemnachdenerstenTeil desenzymatischeRrozessedie
Wartezeitim GrundzustandahrendP(@,s) denzweitenTeil, deneigentlichen
enzymatische@yklus,beschreibtDie Wahrscheinlichkit Q(s) erhbhtsichdurch
denWahrscheinlichkitsfluRF (1, s), derdie RiickkehrdesEnzymszumZeitpunkt



6.3 Die Untersuchungler Gleichungder Meanfield-Naherung 137

t in denGrundzustantbeschreibundverringertsichmit derRatev durchdie Bin-
dungeinesSubstratmoleddls. Die Mastegleichungfur Q(s,t) lautetdemnach

a?a—is) F(9.1) -vQ(s) +Y[(s+1)Q(s+1) —sQs)]  (6.14)
+ C[Q(s—1)—Q(s)].

Vergleicht man dieseMastepgleichungen(6.10) und (6.14) mit den Masteplei-
chungen(4.1) und (4.7) fur das einfache Reaktionssystenmit allosterischer
Produktaktvierung in Kapitel 4, so fallt die groRBe Ahnlichkeit dieser Glei-
chungenauf. In den Mastegleichungen(6.10) und (6.14) ist nur der Term
([P(@,s— 1) — P(@,s)] hinzugelommen derdie permanent@ufuhr der Substrat-
molekille beschreibt. Die freien Produktmolekile m in denGl. (4.1) und (4.7)
wurdendurchfreie Substratmoleldle ersetzt Allerdingsist die Bindungsratey in
denGl. (6.10)und (6.14) nununablangigvon der Zahl der Substratmoleitle, da
die EnzymekeinerleiregulatorischeEigenschaftetesitzen.

Befindet sich die Phasewariable ¢ eines Enzymsinnerhalb des Intenalls
[0,kp — €], so hat diesesEnzym durch Bindung eines Substratmoledds einen
Enzym-Substrat-Bmplex ES gebildet. DiesesEreignis erfolgt mit der Wahr
scheinlichleitsratev(s)Q(s). Da angenommenvird, daldie Bildung eineseS-
Komplexes nicht riickgangig gemachtwerdenkann, darf die Phasewariable ¢
nicht kleiner als 0 werden. Der Punkt@ = 0 bildet deshalbeinenreflektieren-
denRand. Darausemibt sich folgendeRandbedingundir die Mastegleichun-
gen(6.10)und(6.14)

vP(q@,s) — 0M =V(s)Q(9). (6.15)
00 g0

Wegen der groRenAhnlichkeit zwischenden Mastegleichungenin Kapi-
tel 4 und den Gl. (6.10) und (6.14) wird auf die Beschreibing der Herleitung
der Meanfield-GleichungeausdiesenbeidenMastegleichungernverzichtetund
auf die hinsichtlichder Herangehensweis@hnlicheHerleitungin Abschnitt4.1
verwiesen. Im Folgendenwird die Struktur und Bedeutungder Meanfield-
Gleichungendie ausden Mastepgleichungen(6.10) und (6.14) hegeleitetwur-
den,eingehendliskutiert.

Im Limit N — o kanndasSystemdurchdie Einfihrungvon Dichtefunktio-
nenfi(@,t) beschriebenverden,so dal3fi(@,t)Ag denMittelwert der Enzymeim
Phasenzustarmvischenpund @+ A@ zur Zeitt ergibt. Weiterhinist s(t) derMit-
telwert der freien Substratmoleidle zur Zeit t. Die Gleichungzur Beschreibing
derZeitentwicklungvon fi(@, t) ist

a g og

(6.16)
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Die zeitliche Entwicklung der Dichtefunktionfi(@,t) bestehtausder Drift mit
konstanteGeschwindigkit v undgleichzeitigeDiffusionentlangderReaktions-
koordinate. DieseDiffusionwird durchintramolekularg=luktuationender In-
tensiito verursacht.

Am Phasenpunkp= kp, innerhalbdesEnzymzykluswird ein Substratmole#l
irreversibelfreigesetzt.Eine UmkehrungdiesesProzessesst nicht moglich. So-
bald @ > k; erreichtwird, kanndie Phasevahrenddiesesenzymatische@yklus
nichtmehrkleineralsk, werden.Innerhalbdesintervalls (kp, 1] befindetsichdas
Enzymin der Relaxationsphaseim danachin den Grundzustancuriickzuleh-
ren. Der FluBdurchdenlinkenRandg = kp, desintenvalls (kp, 1] muf3gleichdem
Flul3 durchdenrechtenRanddesIntervalls (0, k, — €] sein. Die Gl. (6.16) wird
deshallmit denRandbedingungen

vii(0) — og—(r;|(p=o =vsn (6.17)
fi(kp—€) =0, (6.18)
on on
A(kp) —0=— =0— _ A1
Vn( p) Oa(p|(P:kp a(p|(p:kp € (6 9)
und
fi(1)=0 (6.20)

fur beideTeilintervalle gelost.
Die Gleichungfur die zeitliche EntwicklungdesMittelwertsder freien Enzy-
me hatdie Form g o
n A
— = —vsh+ {vﬁ— 0—} . (6.21)
dt 0]y
DerersteTermaufderrechtenSeitedieserGleichunggibt an,dalRdie Konzentra-
tion n von Enzymenim Grundzustandurchdie BindungeinesSubstratmolelds
und die damit verbundeneBildung einesES-Komplexesabnimmt. Der zweite
Termbeschreibtie Zunahmevon n durchEnzyme die ihren Zyklus beendeha-
benundin denGrundzustanduriickgelehrtsind.
Die nun noch berbtigte Gleichungfur die zeitliche Entwicklung desMittel-
wertsder Substratmoleitle ist durch
ds

— = —Vvsn+ |vii— 0@
dt o)

~

—ys+¢ (6.22)
=kp

gegeben.Der ersteTerm auf der rechtenSeitebeschreibtlie Abnahmeder Sub-
stratlonzentratiordurchdie Bindungan Enzymeim GrundzustandDer zweite
Term beschreibtdie Erhdhungder Substratknzentrationdurch die Freisetzung
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von Substratmolellen, wenn Enzymeden Phasenpunk® = k, passieren.Der
dritte undvierte TermerfasserdenAbbauunddie Zufuhr von Substrat.
Die GesamtzahN aller Enzymeim Systemist zeitunablngigundbleibtkon-

stant.Sieist durch
(6.23)

N = n(t)+/olﬁ((p,t)d(p

gegebenund kann als eine Erhaltungsgbf3e der Entwicklung des Reaktionssy-
stemsbetrachtetverden.Dabeiist N zu jedemZeitpunktgleichder Summealler
Enzymeim Grundzustanghlusder Enzyme die sichinnerhalbdesPhasenzyklus
befinden.

Die Gl. (6.16)-(6.23)bilden die makroslopischeNaherungdie ausder Ma-
stegleichungheigeleitetwurde. Nun werdendieseGleichungemumerischinte-
griert und derenLdsungermit den ErgebnisserdesstochastischeModells ver
glichen. AnschlieBendvird die lineare Stabilitatsanalyséir diesesdynamische

Systemdurchgeiihrt.
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Abb. 6.6: Zeitabtangigleit der Substratknzentratio (durchgezogenind Konzentration
derEnzymeim Grundzustandgestricheltiausdernumerischem 6sungdesmakroskopi-
schenModells. Die Parametestimmenmit denParameterrausAbb 6.3a-diberein.
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Abb. 6.6a zeigt die Zeitabltangigleit der Substratmoledlkonzentration
(schwarz)undderEnzymlonzentrationm Grundzustandgrau)dernumerischen
Losungder makroslopischenGleichungen(6.16)-(6.23)fur die gleichenPara-
meterwertewie in Abb. 6.3a. In diesemFall zeigt das Reaktionssystenbeli
kp = 0.2 Ostzillation mit der Frequenzw ~ 211/t. Der Vegleich von Abb. 6.6a
mit Abb. 6.3aoffenbartdie hohe Ubereinstimmungsawohl in Hinsicht auf die
Oszillationsfrequenals auchbeziglich der Amplitude fur beidemathematische
Beschreibnngsweisen.

Wahlt manals Parametek, = 0.55, zeigt das SystemSpiking mit der Fre-
quenzw = 21t/tau. Wie ein Vergleich von Abb. 6.6b mit Abb. 6.3b erweist,ist
die Ubereinstimmungwischendem stochastischeiModell und den makrosko-
pischenGleichungerwieder sehrhoch. Erhoht mandie Diffusionslonstanteo
und damit die relative statistischeéSchwankungsbreité& der Turnover-Zeit, ver-
schwinderdie stabilenOszillationen Bei FesthalterallerandererParameteeeigt
Abb. 6.6die Zeitentwicklungder SubstratknzentratiorundderEnzymlonzentra-
tion im Grundzustandir £ = 0.05 nacheinerkleinen StorungdesSystemsson
seinemFixpunkt. Die beidenKonzentrationerzeigengedampfte Oszillationen
mit der Frequenzw ~ 411/t und kehrenin den stabilenFixpunkt zuriick. Un-
terentsprechenddParameterbedingungemyabersichim stochastischeModell
(sieheAbb. 6.3c)unkorrelierteFluktuationerum denFixpunkt.

Wenn man den Parameterc und damit die relatve Schwankungsbreite,
der Turnover-Zeit weiter erhdht, zeigt das Reaktionssystemach einer kleinen
Storungum denFixpunktebenélls gecampfteOszillationen.Jedochist die Fre-
quenznun w =~ 21/1. Ein Beispiel dafur ist in Abb. 6.6d fur & = 0.19 gege-
ben. DieseFrequenanderungvurde ebenélls im stochastischeiviodell gefun-
den(sieheAbb 6.3d).

In denGleichungerderMeanfield-Naherungentsprichidasim stochastischen
Modell gefundenespiking einerHopf-Bifurkation desstatiorarenZustandgFix-
punkt)undfuhrtzueinemstabilenGrenzzyklus Die Grenzerdesoszillatorischen
Bereicham ParameterraurkonnendurcheinelineareStabilitatsanalyseestimmt
werden.In Abwesenheitron Oszillationenn dermakroslopischerNaherungoe-
findetsichdasSystemin einemstatiorarenZustand,demFixpunktdesSystems.
Durchdie Analyseder Auswirkungkleiner Storungenauf diesenZustandkéonnen
die Synchronisationsgrenzémrausgefundewerden.

Zuerstwird der Fixpunktder Gl. (6.16)-(6.23)bestimmt. Der statiorare Zu-
standist durch die statiorare Losungder Diffusionsgleichung6.16) mit den
Randbedingunge(6.17)-(6.20)und denGl. (6.21),(6.22) gegeben. Der Mittel-
wertder Substratmolellle sim statiorarenZustandst

5= & (6.24)

Y
Die GesamtzahtlerEnzymewird durchGl. (6.23)festgelgt. UnterVerwendung



6.3 Die Untersuchungler Gleichungder Meanfield-Naherung 141

derLosungvon Gl. (6.16) im statiorarenZustand,bei demsich dasSystemim
Fixpunktbefindet,ergibt sichn ausGl. (6.23)

Nzﬂtg{l—%o[1—exp(—%)—exp(—@)}} (6.25)

oderumgestellinachn

N
g e (%) o029}

Die Stabilitat dieserstatiorarenL dsungkanndurchdie UntersuchunglesEffekts
kleiner Storungens = s+ ds(t), n=n+on(t) undf = A+ &f(@,t) bestimmiwer-
den. SetztmandieseStrungenin die Gl. (6.21),(6.22) und die Randbedingun-
gen(6.17)von (6.16)ein undlinearisiertdiesesGleichungssystengrhalt man

(6.26)

don ~ 00fi(1,t)
o vSdNn —vnds+ {vén(l,t) o 20 } , (6.27)
dds 05fi(kp, 1)

= = —VSdN — vNds + {v{)n(kp,t) — GT} —Y0s, (6.28)

o5 a5 0%h

- Vag %o
Die LosungerdieserGleichungemrmiisserdie linearisierterRandbedingungen

(6.29)

{vﬁ — 0@} = vSdn +vnos, (6.30)
0 ¢=0+¢
on on
VAl — O0— =0— 6.31
|: a(p (P=kp+5 a(p|(P:kp ( )
und
ofi(kp) =0,8M(1) =0 (6.32)
erfullen.

Die SuchenachderLosungvon Gl. (6.27)-(6.32)kannstarkvereinfichtwer-
den, wenn man die Untersuchungerauf kleine Werte der Diffusionslonstante
o0 beschénkt. Die charakteristisch&eit der ersteninstabilenMode liegt in der
GrofRenordnungont. Fur derartigeProzesserstreckisichderEinflul3derRand-
bedingung(6.32) auf ein kleinesIntenall der Lange+/oT nachlinks von dem
entsprechendeRandentfernt. Aul3erhalbdiesesschmalerBereichshatdie Dif-
fusionsgleichung6.29)dieselbd_osungwie ohnedieseRandbedingung.
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BetrachtetmanGl. (6.27)und (6.28), soist erkennbay daRdie Fliissevof —
000N bei @ = kp und @ = 1 berdtigt werden. Man erhalt nur eine kleine Ab-
weichung falls die Flussenicht andenPunkteng = k, und @ = 1, sonderrlinks
von diesenPunktenim Abstand,/aT verwendetverden.Um dieseFliissezu be-
stimmen,kanndie LosungdesvereinfaichtenProblems bei demdie Randeran
denPunktenp= kp und@= 1 eliminiertsind, verwendetverden.In diesemFall
ist die Diffusions-Drift-Gleichung(6.29) formal fur dasIntervall von ¢ = 0 bis
unendlichdefiniertund nur die Randbedingunge(6.30) gefordert. DieseRand-
bedingungibt denFlu3in dasbetrachteténternvall an. Der geringeEinflu3 der
absorbierendeRandbedingunge(6.32)kannleicht numerischgezeigtwerden.

Die LosungderlinearenDifferentialgleichunge(6.16)und(6.28)-(6.30)wird
in der Form &A(@,t) = Aexp (At + k@), s = Bexp (At) und dn = Cexp(At) ange-
nommen.SetztmandiesenAnsatzin Gl. (6.16)und(6.28)-(6.30)in, ermalt man
die Dispersionsrelation

Y YZE
=——4/—4+— 6.33
20 40 + o ( )
undein homogeneSystemlinearerGleichungen
(A A
D| B |=A| B (6.34)
C C
mit der Koeffizientenmatrix
v—0k(A) —vn —VS
D= (okA)=v)eMN Aty+vA vs |. (6.35)

\%
(ok(A\) —v)eWk ya A4vs

Die LosbarleitsbedingungliesedinearenGleichungssystemist durchdie cha-
rakteristischesleichung

detD—Al)=0 (6.36)

gegeben.

Die WurzelndiesesQuasi-Polynombilden im allgemeinereine unendliche
Mengevon komplexenZahlenAj =TI +iw;j. Falls fur einengevahltenSatzvon
Parameterrdie Realteilel” aller EigenwerteA; kleiner sind, soist der Fixpunkt
stabil. Falls jedochwenigstensin Eigenwerteinenpositiven Realteilbesitzt,so
wird dasGleichungssystermstabil und beginnt mit der Frequenzw; desima-
ginarteils diesesEigenwerteszu oszillieren. Die Instabilitatsgrenzast deshalb
durchl"; = O fur wenigstensine Eigenmodebestimmt. Um die kritischenPara-
meterwertezu finden,fur die eineBifurkation existiert, setztmanl"; =Obei j = 1
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undberechendh derUmgelungvonw; ~ 211/t durchVariierendesentsprechen-
denBifurkationsparameterdasabsoluteMinimum von

|de{D —Al)|. (6.37)

Falls diesesMinimum kleinerals 107 ist, wird angenommengafRder entspre-
chendeBifurkationsparametegineBifurkationsgrenzengibt. Als nachstesvird

dieseMethodefur j = 2, 3 und so weiter angavendet. Es ergibt sich, dal3bei

o > 10~* nurfir j = 1, 2 und 3 Bifurkationenméglich sind.

4
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Abb. 6.7: Bifurkationsdiagrammea) in der Parametereben@, kp), (b) in derParameter

ebendv, &), (c) in derParametereben®, y), (d) in derParametereben@, {) alsErgebnis
der StabilitatsanalyselesFixpunktesin der makroslopischenNaherungr jeweils zwei

verschiedend&Vertevon w. Die durchgezogenehinien bezeichenenlie Bifurkations-

grenzenfir w ~ 21/T und die gestrichelteKurve fir w ~ 41t/1. Die andererParameter
sindo = 0.0008/12 (§ = 0.04),kp = 0.55, yt = 20, {1 = 100undN = 1000.

Abb. 6.7 zeigt dasBifurkationsdiagrammnin der Parameterebengky,v) aus
dernumerischem.6sungvon Gl. (6.36).InnerhalbdergeschlosseneBereichest



144 6 ReaktionskttenchemischeReaktionen..

dasReaktionssysternmnstabil, und esentwickelt sich spontanSpiking. Auf den
Bifurkationsgrenzewerschwindeter Realteilvon A, der Imagirérteil hingegen
ist ungleichO. Der Wert diesedmagirarteilsbestimmtdie Frequenzaler Oszilla-
tionen,die sich nachdem Verlustder Stabilitat herausbilden Fur die gewahlten
Parametein Abb. 6.7 geschiehtlasmit denFrequenze ~ 21/t undw~ 411/T,
dagestelltdurch die durchgezogeneand gestricheltelinie der zugelorigen Bi-
furkationsgrenzeHalt mandeshallk, festund erhbht die Ratenlonstantev, die
die Bindungder Substratmoleltdle bestimmt,wird der statioréireZustandinstabil
und Oszillationenentwickeln sich. Erhdht manv nochweiter und tiberschreitet
die obereBifurkationsgrenzeyerschwinderie OszillationenwiederunddasSy-
stemwird stabil. Dasbedeutetdaloszillatorische&/erhaltemur innerhalbeines
bestimmterfFensters’desParameters erwartetwerdenkann.

In Abb. 6.7b werdendie Bifurkationsgrenzenn der Parameterebeng, Kp)
fur zwei verschiedenéVerte von kp flr ansonsterdieselbenParameterwie in
Abb. 6.7agezeigt.Die durchgezogenkinie in Abb. 6.7 ist die Instabilitatsgren-
ze.InnerhalbdesBereichsderdurchdieseGrenzeeingeschlossewird, oszilliert
dasReaktionssystemmit der Frequenaw ~ 211/1. Die gestricheltd_inie begrenzt
denBereich,innerhalbdesserOszillationenmit hohererFrequenzo ~ 411/1 vor-
gefundenwerden.Esemibt sichfur die Frequenzo ~ 411/1, dal3dergrofiteWert
¢ derrelatvenSchwankungsbreit&leinerist alsbei w ~ 2m/t. Dasbedeutetdald
dasSystenfir Parameterwert&,, bei denenSpikingmit hdherenFrequenzege-
fundenwird, stabilerzu seinscheintals bei niedrigenFrequenzenAndererseits
verlauft bei & < 0.025die Bifurkationsgrenzéur w ~ 47t/t unterhalbder Bifur-
kationsgrenzéir w =~ 21/1. Am Punkt ~ 0.025schneidersichbeideGrenzen.

UnterBenutzunglerselberBezeichnungefilr die Bifurkationsgrenzemwie in
Abb. 6.7aundb istin Abb. 6.7cdasBifurkationsdiagramnmn derParameterebene
(v,y) fur w= 21/t undw=: 411/1 dalgestellt.Unterhalbvonyt = 7 ist dasSystem
stabil. Zwischen7 < yt < 15.5 kanndasSystemnur Oszillationenmit der Fre-
quenzw = 211/T zeigen. Oberhalbvon yt = 15.51 kdnnensich in Abhangigleit
von kp auchOszillationermit w =~ 211/T und w ~ 411/T entwickeln.

Im letztenBifurkationsdiagramnin Abb. 6.7dist die Abhangigleit der Syn-
chronisationsgrenzeom Paremeter(, der die permanenté>roduktionvon Sub-
stratfestlegt, daigestellt. Wiederbezeichnetie durchgezogentinie die Bifur-
kationsgrenzdur Spiking mit der Frequenzw ~ 211/t und die gestrichelteLinie
fur w~ 41/1. Wie bereitsin denvorherigenBifurkationsdiagrammeist der In-
stabilitatsbereichm zweitenFall kleiner. Fir w = 41t/1 erstreckisichdieserBe-
reich Uberdrei und fur w ~ 21/t Ubervier Grof3enordnungenltn beidenFallen
liegt dieserinstabileBereichfur kleine Wertevon ¢, bei hdherenWertenvon v.
Eine Erhdhungvon { senktdie Synchronisationsschwell@nsichtlichdesBifur-
kationsparametens



Zusammenfassung

Ziel dieserArbeit war die theoretischdJntersuchung/on Synchronisationspi:

nomenermolekulareiEnzymzyklenn mikroskopischerRaumbereicheniie im

erstenKapitel diskutiertwurde, konnendieseSynchronisationsprozessés mi-

kroskopischeSelbstoganisationsdékte verstanderwerden,bei denensich das
Reaktionssysterauchlokal fernabvom thermodynamischeleichgavicht be-
findet. SiehabendeshalbAhnlichkeit mit demLaser derebenélls ein Phianomen
mikroskopischerSelbstoganisatiorist.

EinewesentlicheBedingungfir dasAuftretendieserSynchronisationséfkte
ist die Existenzvon WechsealirkungsmechanismermwischendenEnzymen. In
Kapitel 2 wurdendeshalbdie verschiedeneRegulationsmechanismedter Akti-
vierungund Inhibierungdiskutiert. Oftmalskonnendie ander Reaktionbeteilig-
ten Reaktandenlie enzymatische\ktivitat andern,so daf3sich Ruckkopplungs-
mechanismeherausbilden.

Die Ergebnisseder in Abschnitt 2.2 diskutiertenExperimentezeigen, dald
es Enzymegibt, bei denendie Dauer einesenzymatischerZyklus nur gerin-
gen Schwankungenunterliggt. Wie die Abschatzungenin Abschnitt 2.3 erga-
ben, kann die diffusionsbestimmtéurchmischungsund Transitzeitin mikro-
skopischenRaumbereicheniel kleiner seinals die Dauereinesenzymatischen
Zyklus. DieseSituationunterscheidesich grunds$itzlich von derin makroslopi-
scherReaktionssystemamdwurdealsmolekularesNetzwerkbezeichnetBeide
Eigenschaftendie relatv geringeSchwankungsbreiteler Enzymzyklenund die
VerhaltnissedercharakteristischeBeiten,bildendie wesentlicherAnnahmerfur
diein dieserArbeit untersuchteodelle.

Im Kapitel 3 wurdeunterdenobengenanntemedingungerder Effekt deral-
losterischerProduktakivierunganhandeiner einfachenEnzymreaktiorbetrach-
tet. Fur dieseReaktionwurdeein stochastischellodell mit diskreterPhasendy-
namik entwickelt und untersucht.Fur geringeallosterischeAktivierungder En-
zymedurchdie Reaktionsproduktiolgte derenVerteilungentlangder Reaktions-
koordinateund die der Enzymeim Grundzustaneiner Poissonerteilung. Eine
Erhohungder allosterischerAktivierungfuhrte zur Bildung von Enzymgruppen
entlangdesPhasenzyklus Infolgedesseremabensich schnellezeitliche Ande-
rungenin der Anzahlder Reaktionsproduktegie als Spiking bezeichnetwurden.
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146 Zusammerdssung

Die ZahldieserEnzymgruppetst vonderLagedesPhasenpunktem Reaktions-
zyklus,andemdie Reaktionsprodukt&eigesetziverden,abhangig.

Um von der Zahl der diskretenPhasenzuandeunablangigzu werden,wur-
dein Abschnitt3.3 ein Modell mit kontinuierlichenPhasewariablenentwickelt.
In diesemModell wird die Dynamik der PhaseeinesjedenEnzymsdurcheine
Langevin-Gleichungbeschrieben.Unter Verwendungder zugeldrigen Fokker-
Planck-Gleichungvurdeanschliel3endie mittlere Turnover-Zeit undrelative sta-
tistischeSchwankungsbreitéerTurnover-Zeit bestimmt.Aus denSimulationser
gebnissemleskontinuierlicherEnzymmodellsvurdenzur BeschreibngderPha-
sensynchronisatiodie Wahrscheinlichkitsdichteder Verteilungder Phasendif-
ferenzenfir verschiedend&nzymgrupperberechnet. Aus der Wahrscheinlich-
keitsdichtewiederumkann ein Ordnungsparametd¥ zur Charakterisierungler
Synchronisationsatke abgeleitewerden. Unter VerwendungdiesesOrdnungs-
parametersvurdenanschliel3endn numerischerSimulationendie Bereiche,in
denenPhasensynchronisati@uftritt, bestimmt.Eszeigtesich,dalmit wachsen-
derIntensitit der Fluktuationender molekularenTurnover-Zeit die Synchronisa-
tionsshrke, charakterisiertiurchdenOrdnungsparameté, stetigabnimmt. Fur
Werte grof3erals +20% der Schwankungsbreité&onntekein synchrones/erhal-
tenderEnzymegefundenwerden.Ein wichtigesResultatdieserUntersuchungen
war die Entdeckungler ExistenzeinesbestimmterBereichsdesParametery;,
derdie BindungderregulatorischerMolekiile beschreibtjinnerhalbdesserSyn-
chronisatiorder Enzymzyklerauftritt. Ist dieserParameteruklein oderzugrof3,
operiererdie Enzymeim Reaktionssysterasynchron.

Fur dasin Kapitel 3 untersuchteModellsystemwurde in Kapitel 4 die Ma-
stegleichungaufgestellt,um darausdie Differentialgleichungeriur die Mittel-
werte der Konzentrationder Reaktionsprodukteind Phasenzuanhdeder Enzy-
me herzuleiten. Aus den Gleichungenfur die zeitliche Entwicklung der Auf-
enthaltsvahrscheinlichkitim Grundzustandind die Aufenthaltsvahrscheinlich-
keitsdichteder Enzymeim Phasenzyklussowie dendazugebrigen Randbedin-
gungenergabensich durchMittelwertbildungdrei Gleichungen Diesebeschrei-
bendie DynamikderMittelwertederProduktmolekile, Enzymeim Grundzustand
undwahrenddesEnzymzyklus.Im Spezialall verschwindendédfluktuationenn-
nerhalbdesEnzymzykludolgtendarauszweieinfacheFunktionaldiferentialglei-
chunger(Delay-GleichungenXiir die einelineareStabilitatsanalyseurchgetihrt
wurde. UnterVerwendunglieserErgebnissavurdendie Bifurkationsdiagramme
fur die ParametedesEnzymmodellderechnetSovohl die numerischeri.dsun-
gender zwei Delay-Gleichungerals auchdie Ergebnisseder Stabilitatsanalyse
bestatigteneindruckswll die ResultatedesstochastischeModells.

In Kapitel 5 wurde,aufbauendauf demeinfachenstochastischeModell von
Kapitel 3, ein komplexeresModell der allosterischenProduktinhibierungein-
gefuhrt. Darinwurdenexplizit die Bindungs-undDissoziationsprozesskrregu-
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latorischenMolekille betrachteund derenEinflufd auf die Reaktionskinetikstu-
diert. Ahnlich wie im Fall der Produktakiierungwurdenzwei prinzipiell ver-
schiedenustindedesReaktionssystemgefunden.JenachWahl der Parameter
fandersichBereicheasynchronemndsynchronenVerhaltenslerEnzyme.Eben-
sohatdie LagedesPunktesm Enzymzyklusandemdie Reaktionsproduktéei-
gesetziverden einengroRenEinfluR auf dasSynchronisationsrhalten Wurden
die Reaktionsproduktetwain derMitte desEnzymzykludreigesetztsobildeten
die EnzymeeineeinzigeGruppe. Die AbstandezwischendenPhasenzuahden
der Enzymewarenalsoklein. Falls hingegen die Produktmolekile bereitszu
Beginn oder erstam Endedes Enzymzyklusfreigesetztwurden,synchronisier
tendie Enzymzusandenicht. Im Gegensatzum Modell mit Produktakiierung
zeigtedasReaktionssystermit Produktinhibierungiur Synchronisatiorder En-
zymzuséndein einerGruppe.DasStudiumder Abhangigleit desOrdnungspara-
metersd von den Systemparameterermdglichte die Bestimmungder Bereiche,
innerhalbdererSynchronisationm stochastischeiModell auftrat. Ahnlich wie
bereitsim Enzymmodelmit Produktaktvierungergabensich“Parameterfenster”
mit synchronen8ystemerhalten.

Die numerischeAnalysewurde wieder durch die Untersuchungler Mean-
field-Gleichungendie ausder zugetdrigen Mastegleichunghegeleitetwurden,
erganzt. Sovohl die numerischa.dsungder Meanfield-Gleichungealsauchdie
ErgebnisselerlinearenStabilitatsanalysergabereineguteUbereinstimmungnit
denResultaterdesstochastischeModells. In Abschnitt5.4 wurde der Einflul3
von Modifikationenin derBindungséhigkeit derregulatorischerProdukteandas
Enzymuntersucht.KonntenbisherdieseMolekile nur im Grundzustanén das
Enzymbinden,sowurdenunderFall betrachtetbeidemdie regulatorischerMo-
lekiile unablangig vom EnzymzustandModifikation 1) oderim Grundzustand
undsolangeein ES-Komplex vorliegt, bindenkdonnen(Modifikation 2). Eserga-
bensichkeinequalitatvenAnderungenm Systemerhalterim Vemgleichzumur-
spiunglichenModell. Allerdingsfiel auf,daRdie ToleranzdesSpikinggegeriiber
Fluktuationerder Turnover-Zeit in der Modifikation 2 starkzunahm.Sowurden
nochfir die relative Schwankungsbreiteer Turnover-Zeit von mehrals +40%
starle Korrelationenn denPhasenzuanhdender Enzymefestgestellt.

Zum AbschlulRder Arbeit wurdein Kapitel 6 untersuchtpb Phasensynchro-
nisationder Enzymzyklemur fir regulatorischeEnzymeauftretenkann. Eswur-
de dazueineKette, bestehencusfunf chemischerReaktionenpetrachtet.Fur
diesesReaktionssystemvurdenwieder ein stochastischeModell gebildetund
numerischeSimulationendurchgefihrt. InteressanterweisergabendieseUnter
suchungengdaf selbstim Fall nichtregulatorischerEnzymeWechsalirkungen
durchsolcheParallelreaktionestarkgenugseinkdnnenum ahnlicheSynchroni-
sationsefektewie im Fall allosterischeProduktakivierunghenorzurufen.Ahn-
lich wie dort kdnnensich EnzymgrupperentlangdesEnzymzyklushilden,deren



148 Zusammerdssung

Zahl von der Lage des Phasenpunktegn dem die Reaktionsproduktgebildet
werdenabhangt. Selbstir SchwankungerderTurnover-Zeitvonmehrals+20%
fandersichnochKorrelationerewischerdenEnzymzusandernverschiedeneEn-
zyme.

Darliberhinauszeigte sich eine Verringerungder Zahl der Enzymgruppen
unter sonstgleichenBedinungenfur hohereWerte der Schwankungsbreitaler
Turnover-Zeit. Um diesenEffekt besserzu verstehenwurdenausder Master
gleichungfiur diesesReaktionssystemvieder Meanfield-Gleichungememgelei-
tet. In diesenGleichungenwurde dannder Einfluf der Diffusion der Enzym-
zustindeentlangder Phasauntersucht Starle Diffusion korrespondieriit einer
hohenSchwankungsbreitelerenzymatischeiurnover-Zeit. In dennumerischen
Losungerder Meanfield-Gleichungemeigtesich, dal3fur hohereWerteder Dif-
fusionderPhasenzuande gedampfteOszillationenmit derhalbenFrequenavie
im Fall schwacherDiffusion auftraten. Allerdings ergabensich fur groReWerte
der Phasendffision keine stabilensondernausschlief3liclgecampfte Oszillatio-
nen.

Die in derEinleitungaufgevorfeneFrage,ob estheoretischmoglichist, Syn-
chronisatiommolekulareiEnzymzyklenhenorgerufendurchinterneWechselvir-
kungenzwischenEnzymen yvorzufindenwurde durchdie Analyseder drei Mo-
delle positv beantvortet. Sovohl bei denallosterischreguliertenEnzymreaktio
nenalsauchfir dasnichtregulatorischéenzymsystenkameszur spontanerder-
ausbildungeinersynchronenjntramolekularerDynamik, gekennzeichneturch
starle Korrelationenzwischender zeitlichen Abfolge unterschiedlicheEnzym-
zyklen.



Anhang A

A.1 Wabhrscheinlichkeitsverteilung der Produktmo-
lektile ohne Kopplung

In diesemAbschnitt soll die statiorare Wahrscheinlichkitsverteilungder Pro-
duktmolekile fur dasin Kapitel 3 untersuchteModell einer Enzymreaktionm
Fall vernachéssigbarschwacherKopplungzwischenden Enzymzusandenbe-
rechnetwerden.GleichzeitigwerdenanhanddiesesinfachenBeispielswichtige
Grundbgriffe stochastischeProzesseorgestellt.

In Kapitel 3.1wurdeein zeitdiskreteodell einerEnzymreaktiommit alloste-
rischerProduktakiierungbetrachtetin diesemModell konntedie Anzahlmder
freienProduktmolekile zu jedemdiskretenZeitpunktt; = jAt mit j =0,1,2,3, ...
einenatirlicheZahlgroRergleichNull sein'. BetrachtemaneinekonkreteSimu-
lation desstochastischediskretenModells, so ergibt sich eine Sequena/on Zu-
fallsvariablenmy, my, ..., m; zudenZeitpunkterty, to, ...,tjz. Die Wahrscheinlich-
keit p(m;,tj), zumZeitpunktt;j, m; Produktmolekile zu finden,ist eine Funktion
desZeitpunktes EinesolcheFolge zeitablangigerZufallszahlemm; heif3tstocha-
stischerProzely178, 49,180,181]. Jedochst im allgemeinerm; .1 nichtvollig
von m; unablangig, sondernwird durch die Dynamik des Systemsbeeinfluf3t.
Betrachtemandie bedingteWahrscheinlichkit p(mj,tjjmj_1,tj_1;...;my,t1), SO
kannmanzur BeschreilnngrealerSystemamneistModelle finden,die die Eigen-
schaft

p(my, tj[mj_1,tj_1;...;mg, tr) = p(my, tjmj_1,tj_1) (A.1)

erfullen. In diesemFall ist die Zufallsvariablem; zumZeitpunktt; nurvonm;_y,
alsovom Wert der Variablezum vorhegehenderZeitpunktt;_; abhangig. Zu-
fallsprozessenit dieserEigenschafteil3enMarkovprozesseDie rechteSeitein
Gl. (A.1) wird auchals Ubeigangsvahrscheinlichkit bezeichnet.

1DieserWertebereictwird auchals Grundmengédezeichnet.
2Analog ist das Ergebnis einer solchen Realisierungim kontinuierlichen Modell (Ab-
schnitt3.3) eineTrajektoriem(t).
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Die Wahrscheinlichkit p(mg,ts;mp,to; my,t1), eine bestimmteRealisierung
my, My, Mg zu drei beliebigenZeitenty, to, t3 vorzufinden,ist fur einenMarkov-
prozeldurchdie bedingtenWahrscheinlichkiten

p(mg, t3|mp, t2), p(My, t2|my,ts)

bestimmt.Esgilt offensichtlich

p(mg,t3; mp, to; My, t1) = p(mg,tamp,to; My, t) p(mp, to; my,t1)  (A.2)
= p(mg,t3|mp, t2) p(mg, t2|my, ty) p(my, ty).

Summiert manin Gl. (A.2) ibermy, emgibt sich

p(mg, t3; mp, to; My, t1) (A.3)
0

p(mg,t3;my,t;) =

8’%[\/]8

= > P(ms,tamy, t2) p(My, tamy, t1) p(my, ta).
my=0

Aus derEigenschaftlerbedingtenVahrscheinlichkit

p(mg, t3; My, t1) = p(mg, ta|my, t1) p(my,ta) (A.4)

emibt sichfur die Ubelgangsvahrscheinlichkit sodann
p(ma,talmy,tr) = 5 p(mg, ta|me, t2) p(mg, tz|my, ta). (A.5)
mp=0

Die Ubemangsvahrscheinlichkiten eines MarkovprozessesniissenGl. (A.5)
erfullen, die auchals Chapman-KImogoro-Gleichungbezeichnewird.

Man kannausGl. (A.3) eine zur Chapman-KImogoro/-Gleichunganaloge
Beziehunggewinnen. Dazuwird wiederdie Beziehung(A.4) ausgenutzundin
Gl. (A.3) Uberm summiert:

(o]

> p(mgtsmyty) = % (p(ms,tslmz,tz) > p<mz,tz:m1,t1>> (A.6)
m =0 mpy=0 m =0

Fuhrt mandie Summationdurchund wird, um die Allgemeingiltigkeit zu beto-
nen,die Indizierunggeandert erhélt man

[ee]

pmt) = 5 pmt/m, t)p(mt). (A7)

m'=0
3Falls die Zufallsvariablekontinuierlichist, muBmanintegrieren.
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Aus dieserGleichungsoll im Folgendeneine Differentialgleichungals Bilanz-
gleichungfur die ZeitentwicklungderWahrscheinlichkit p(m,t) heigeleitetwer-
den[50].

Fur Zeitintenalle At =t —t’ wird in realenSystemendie Ubemgangsvahr
scheinlicleit p(m,t|m';t") vonm’ — mfur At — 0 verschwindenMan kannnun
die Ubegangsratemv(m, ') durch

p(m,t|m,t") = w(m m)At + ..., m# ! (A.8)

einfuhren. Die UbelgangsvahrscheinIichlg_iten beinhalterauchdie Wahrschein-
lichkeit p(n,t|m t’), daBim Systemkein Ubegangstattfindet.Fur At — 0 muf3
dieseWahrscheinlichkit 1 werden.Esgilt dann

p(m',t|m t') = 14+ w(n',m)At + ... (A.9)

Da das SysteminnerhalbdesIntervalls At entwederin einenanderenZustand
ubegehtoderim urspiinglichenZustandbleibt, gilt die Bedingung

(o]

Z p(m,tjm,t’) = 1. (A.10)
m=0
Daraudfolgt

m£m
SetztmanGl. (A.8) und(A.9) in dieseGleichungein, errélt man

00

w(m',m') = — % w(m,m). (A.12)

m£m'

Aus Gleichung(A.7) folgt fur einkleinesZeitintenall [t,t + At]

p(mt+At) = gp(m,t+At|rrf,t)p(rr{,t). (A.13)
=0

Unter Verwendungvon GI. (A.8) und (A.9) findet man unter Vernachhssigung
derTermehohererOrdnungals At

p(mt+At) —p(mt) = WZ w(m,m’)p(m', t)At. (A.14)
=0
DividiertmanGl. (A.14) durchAt undfuhrtdenGrenZibegangAt — 0 aus,folgt

p(mt) = Wiow(m, m)p(n,t). (A.15)
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UnterBenutzungvon Gl. (A.12) egibt sichdaraus
pmt)= 5 [w(mm)p(m',t) —w(m’,m)p(mt)], (A.16)
mZmm

die alsMastegleichungbezeichnewird unddie zeitliche EntwicklungderWahr
scheinlichleits\erteilungp(m,t) beschreibt.Um fur ein konkretesSystemdiese
Gleichungaufzustellenmiissendie Ubegangsratemw(n', m) und w(m, nt) be-
kanntsein. Die hier vorgestellterHerleitungerkdonnenleicht auf mehrdimensio-
naleundkontinuierlicheZufallsvariableniibertragerwerden.

Eswird nundie Mastegleichungfir eine einfachechemischeReaktionauf-
gestellt. Mit der Ratep werdenpro ZeiteinheitAt Produktmolekle erzeugtund
mit derRatey wiederabgebautGesuchist die Gleichungfilr die zeitlicheAnde-
rung der Wahrscheinlichkit g(m), m Produktmolekle vorzufinden.Dieselautet
offensichtlich

qmt) = y((m+1)g(m+1,t)—mgmt))
+ p(q(m_lvt)_q(mvt))' (A-17)

Der ersteTermauf derrechtenSeitevon Gl. (A.17) gibt die Anderungder Wahr
scheinlichleit g(m) durch den Abbau der Produktmolekile mit der Ratey an,
wahrendder zweite Term die Anderungvon g(m) durchdie Erzeugungler Pro-
duktmolekile mit der Ratep erfal3t.

Gl. (A.17) beschreibauchdie Verhaltnissefiir dasenzymatischd&keaktions-
systemausKapitel 3. Die Ratep ist die Anzahlderje ZeiteinheitAt durchdie En-
zymefreigesetzterProduktmolekile. Die statiorére LosungdiesesGleichungs-
systemskannleicht bestimmtwerden. SchreibtmanGl. (A.17) fur g(m,;t) =0
explizit aus,solautendie erstenGleichungen

0=yq(1) —pq(0), (A.18)
0=y(2q(2) —q(1))+p(q(0) —q(1)) (A.19)
0=y((m+1)g(m+1) —mgm))+p(g(m—1) —qg(m)) (A.20)

usw SetztmanGl. (A.18)in Gl. (A.19) einundfuhrtdieseProzeduimmerweiter
durch,emibt sichschlie3lich

q(m) = (m+ 1)%q(m+ 1). (A.21)

UnterBenutzungdererstenm— 1 Gleichunger(A.21) folgt daraus

am = (2)" a0 (22



A.2 ZusammenhangwischenModellenmit ... 153

Um q(0) zu bestimmenpenutztmandie Normalisierungsbedingung

1-q0) Y = <§)m= 4(0) exp(%) (A.23)

m=0

Somitergibt sichq(0) = exp(—p/y) unddarausunterVerwendungon Gl. (A.22)
die VerteilungderProduktmolekile

Ao e

die einePoissonerteilungdarstellt.

A.2 ZusammenhangzwischenModellen mit diskre-
ter und kontinuierlicher Phasewariable

Die Phasendynamilkon ®;( j), die durchdenAlgorithmus(3.2) festgelgt wird,
stellt einenZufallsweg, charakterisiertlurchdie Ubeigangsvahrscheinlichkiten
v At undv_At, dar Diesedefinierernzu jedemZeitschrittdie Wahrscheinlichkit
derErhdhungoderVerringerunglesPhasenzustand€s(j) um +1. Fur die Zeit-
entwicklungder WahrscheinlichkitsverteilungP(®, j) eineseinzelnenEnzyms
diesediskretenMarkovprozessegilt die diskreteMastegleichung

P(®, 4+ 1) = V_(D)AP(D+ 1, |) + V4 (P)AP(D — 1, j) (A.25)
H(L— vy (D)AL—V_(P)A)P(D, j).

Unter bestimmtenweiter untendiskutiertenAnnahmenkanndiesediskreteMa-
stegleichungdurchdie Fokker-Planck-Gleichung3.12)anger@hertwerden.

Nachder Transformatiorder ganzzahligeriPhasen&ordinate® und der Zeit
j zurreellenPhasep und Zeit t, definiertdurchdie Beziehungernp = ® /K¢ und
t = jAt, wird ausderMastegleichung(A.25)

Pt +At) = v_(P+AQAtP(@+Ag,t) (A.26)
+ Vi (0—L@AtP(9—Agt)
+ (1-vi(pAt—v_(@At)P(@.t).

DurchAusfuhrendesGrenzibegangsiAt — 0 nimmtdie Mastegleichung(A.26)
die Differentialform

PO — _v,(@ +v-(@P(@1) +vi (9 2PPo-0t)  (A27)

ot
+v_(0+AQ)P(@+Ap,t)
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an.Im Limit A@ — 0 kanneineTaylorentwicklungfur

P(et) ,  10°P(t)

P(p+Ap,t) = P(@t) + % B+ e (D)2 + ... (A.28)
und
2
vilo700) = vi(@ 7 e Pags ST agr e (a29)

durchgeiihrt werden. Nun werdenGl. (A.28) und (A.29) in die Masteglei-
chung (A.27) eingesetzt,und man erkalt eine unendlicheReihein Ag. Die-
se Reihenentwicklungvird Kramers-Mgal-Entwicklung genannt[179]. Ver
nachhssigtmanalle Gliedervon hohererOrdnungals zwei, so erhélt mannach
einigenUmformungen

OP(@t)  9(vi(9) —v_(9)P(pt) 10°(vi (@) +Vv-_(9)P(qt)

hallS bV 2
ot 30 Ao+ o (B9
(A.30)
Benutztmandie folgendenNotationen
V(@) = (Vi(9) —v-(9))A¢
und L
o(@) = 5(v+ (@) +v- (9)(29)°
undsetztdiesein Gl. (A.30) ein, ergibt sich
0P(pt) __V@P(@l)  19°0P(gt) (A31)

at ap 2 o7

DieseFokker-Planck-Gleichundpeschreibdie Zeitentwicklungder Wahrschein-
lichkeitsdichtefur ein einzelnesEnzym. Im Spezialéll, dal3v und o unablangig
von ¢ sind, ergibt sich darausGl. (3.12). Ist die Zahl K der diskretenZus&nde
desAutomatenmodellg Gl. (3.2) sehrgrol3,kanndiesedurchdie kontinuierliche
BeschreibnngsweisalerGl. (3.11)ersetztwerden.

A.3 Herleitung der Meanfield-Gleichungenfir das
Modell mit Produktinhibierung

Ausderin Abschnitt5.3 aufgestellterMastegleichungen5.8) und (5.11)sollen
in diesemTeil desAnhangsdie Meanfield-Gleichungehegeleitetwerder.

“Die Herleitungder Meanfield-Gleichungefiir dasEnzymmodelimit Produktinhibierunger-
folgt hierin sehrknappeorm. EineausfihrlicheErklarungderHerleitungist fur dasModell mit
Produktaktvierungin Kapitel 4 zu finden.
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Die Mastergleichung
Die Mastegleichungfir die WahrscheinlichkitsdichteP(q, r, m) lautet
2
oPlerm _ _ P@rm o°P(erm)

ot N o o¢?
+ K(r+1)P(@r+1,m—1)—k(r)P(@,r,m) (A.32)

+ y[(m+1)P(@,r,m+1) —mP(@,r,m)]|.

Die Mastegleichungfur die Aufenthaltsvahrscheinlichkit Q(r,m) desEnzyms
im Grundzustandm Zustandr und bei gleichzeitigm vorhandeneProduktmo-
lekiilenwurdein Abschnitt5.3 begriindetundist

ant’m) — F(Lr,m)—v(r)Q(r,m)
+ y[(m+1)Q(r,m+1) — mQ(r,m)] (A.33)
+ B(r—=1)(m+21)Q(r —1,m+1) — B(r)mQ(r,m)

+ K(r+21)Q(r+1,m—1)—«k(r)Q(r,m).

Zusatzlichmusserwiederdie RandbedingungeandenPunktenp= 0 = ky
und@= 1fur die WahrscheinlichkitsdichteP(q, r, m) beriicksichtigtwerden.Die
Reaktionskordinate entlangdererP(@, m) definiertist, erstrecktsichvon ¢ = 0
bis ¢ = 1. Dartiberhinausgibt es den besondererPunkt ¢ = kp innerhalbdes
Enzymzyklusandemdie Reaktionsproduktereversibelfreigesetziverden.Das
gesamténtervall der Reaktionskordinatewird in zwei Sggmente[0, k, — €] und
[kp, 1] eingeteilt,undfir beideTeilintervalle werdendie Randbedingungeanden
Endenberitigt. DieseRandbedingungelauten

Fornm = [v@rm o @M _yrorm),  (A3)
0@ ¢=0
P(kp—¢,r,m) =0, (A.35)
F(kp,r,m+1) =F(kp—¢&,r,m) (A.36)
und
P(1,r,m)=0. (A.37)

ZurVereinfichungderSchreibweisevurdederFlul3derWahrscheinlichkitsdich-
te durcheinenbeliebigenPhasenpunkp wiedermit

oP(@,r,m)
[o[0]

abgekirzt. Die genaueBegrindungdieser Randbedingungeerfolgte in Ab-
schnitt4.1 undist auchfur diesesSystemgultig.

F(@,r,m)=vP(@,r,m) —o
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Herleitung der Meanfield-Gleichungausder Mastergleichung

Aus denbeidenMastegleichungen(A.32) und(A.33) werdennundie Meanfield-
Gleichungerhemeleitet.Die Dichteverteilungsfunktionefig(¢) = fi(@,r =0) und
fi1 (@) = A(@,r = 1) derEnzymeohnebzw. mit gelundenenregulatorischerMo-
lektll sinddurch

(o]

fio = fA(Q,r = ):NZP((p,r:O,m) (A.38)
m
und N
fir=A(gr=1)= Z P(g,r =1,m) (A.39)
m
gegeben Aus Gl. (A.32) folgt sofort
aﬁO((p) _ aP (p70 m) azp((pv 07 m)
a - N Z LT
+ ( ) ((p7 17m 1)_K(O)P((p707 m)
und
() el <p, Lm)  _P(elm)
ot = —N Z +0 0P

+ K(2)P(@,2,m— 1)—K(1)P((p,1,m)
+ y[(m+1)P(p,1,m+1) —mP(@,1,m)].

Wie bereitsbetontwurde,gilt fir die Dissoziationsknstantex(r) derProduktmo-
lekuile vonderregulatorischemBindungsstelle&(r # 1) = 0undk(1) = 1. Weiter
hin gilt

Z [(m+ l)P((pv r,m+ l) - mP((p, r, m)]
m=0

= Z [mp((pvram)_mp((pvram)] =0

und
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UnterBerucksichtigungdieserBeziehungerrgebensich somit

Ofio(@) _ _ 9Mo(9) +062ﬁ0(¢’) +KFir(@) (A.40)

at 3@ AP

sovie

on on 0211 ~
n;icp) =—-V n(;((p(p) +0 gigp) — KAz (@) (A.41)

alsGleichungerfir die Zeitentwicklungder Verteilungder Mittelwertefo, iy der
Enzymzusindeim Zyklus.
Bei BezeichnunglesFlussesler Enzymlonzentrationsdichtmit

Ofio(¢p) ~ 0fi1 (¢)
TOY ¢ — _ g\
0 1(9) = Vi (g) —0 20
folgen als Randbedingungefilr die GI. (A.40) und (A.41) ausden Randbedin-
gungenderMastepleichung(A.34)-(A.37)

fo(@) = viig(@) —0

fo(0) = v(r)no(m), f1(0) =v(r)ni(m) (A.42)
fio(kp—€) =0, fir(kp—€) =0, fallsa > 0, (A.43)
fo(kp) = fo(kp — 8), fl(kp) = f]_(kp— 8) (A.44)
und
fio(1) =0, A1(1) = 0. (A.45)

Die Meanfield-Gleichungefiir die zeitlicheEntwicklungder Mittelwerte
no(t)=N ZQ(r =0,m(t)) undny(t) =N ZQ(r =1,m(t))
m m

der Enzymeim Grundzustandgie kein (r = 0) bzw. ein (r = 1) regulatorisches
Molekul gelundenhaben erhalt manausGl. (A.33) durchSummatioriiberm:

00

% = NY {F(L,0,m) —v(0)Q(0,m) +y[(M-+1)Q(0,m+ 1) - mQ0, m)]

+ B(—1)(m+1)Q(—1,m+1)—B(0)mQ0,m) (A.46)
+ K(l)Q(l,m—l)—K(O)Q(O,m)}

und
% = N i {F(1,2,m) —v(1)Q(L,m) +y[(m+1)Q(1,m+1) - mQ1,m)]

+ B(0)(m+1)Q(0,m+1) —B(1)mQ1,m) (A.47)
+ K(2)Q(2,m—1)—k(1)Q(1,m)}.
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Fur die Dissoziationsrat@ilt wiederk(1) = K undk(r # 1) = 0. Die Bindung
der regulatorischerProduktmolekile ist nur moglich, wennnoch kein Produkt-
molekill andie entsprechendBindungsstellalesEnzymsgelundenhat, alsofiir
r = 0. Daherist 3(0) = B undf(r # 0) = 0. Mit

00

S [(M+1)Q(r,m+1) —mQ(r, m)]
m=0

= Z [MQ(r,m) —mQ(r,m)] =0

m=1

folgendannausdenGl. (A.46) und (A.47) mit fo(@) und f1(@), alsdemFlul3der
Enzymdichteder Enzymeohnebzw. mit regulatorischenmProduktmolekil, die
gesuchterisleichungen

0

% = fo(1)—vonp—B <m>ng+Kng (A.48)
und

6n1

3 = fi(1)—vim+B<m>ng—Kng (A.49)

fur die zeitlicheAnderungder Mittelwerteder Enzymeim Grundzustand.

JetztmulRnochdie Gleichungfur die Mittelwerteder Reaktionsproduktee-
rechnetwerden. Die Wahrscheinlichkit G(m), m freie Produktmolekile vorzu-
finden,ist gleich

1

G(m) = r; (/Okp_s P(@,r,m)dop+ /k: P(¢@,r,m)de+ Q(r, m)) : (A.50)

Die Zeitableitungst dann

4G 1 ko—€ 1
d(tm> :r; ( /0 " aP(g.r,m)de+ /k p 6tP(<p,r,m)d<p+6tQ(r,m))-

UnterVerwendungler Mastegleichungern(A.32) und (A.33) ergibt sichdaraus

1
- > {-v[Plp—e.r,m) —P(O.rm)

B I TR PR

— VI[P(1,r,m) — P(kp,r,m)]
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+ o+ 4+ + o+

+

OP(@,r, m) OP(@,r, m)
Ul g=1— Thbkp
F(,r, ) v(r)Q(r,m) (A.51)
Br—1)(m+1)Q(r —1,m+1) — B(r)mQ(r,m)
y[(m+1)G(r,m+1) —mG(r, m)]

1
/0 P(o,r+1,m—1)—k(r)P(@,r,m)|de

K(r + 1)Q(r +1,m—1) —k(r)Q(r,m)}.

Wegender RandbedingungefA.36) kannP(kp —&,r,m) durchP(kp,r,m+1) er
setztwerden. Dariberhinauserlaubtdie Ausnutzungder RandbedingungA.34)
die Eliminierungvonv(r)Q(m) durchF (0,r,m) in Gl. (A.51). Mit

ergibt sichsomit

dG(m)
dt

+ o+ o+ + o+

oder

F(@r,m)=vP(@,r,m) —o

oP(q,r,m)
[o[0]

Z}{F (0,r,m) — F(kp,r,m+1) 4+ F (kp,r,m) — F(1,r,m)

F(1,r,m)—F(0,r,m)

B(r—1)(m+1)Q(r —1,m+1) — B(r)mQ(r,m) (A.52)
y[(m+1)G(r,m+ 1) — mG(r,m)]

/01 K(r +1)P(@,r +1,m—1) —K(r)P(e,r,m)]dg

K(r + 1)Q(r +1,m-— 1) - K(r)Q<ra m)}

+ o+ +

+

1
Z}{F(kp, r, m) - F(kpa r,m-+ 1)
r=

B(r—1)(m+1)Q(r —1,m+1) — B(r)mQr,m)
y[(m-+1)G(m-+ 1) — mG(m)] (A.53)

/01 [K(r + D)P(@,r +1,m—1) —K(r)P(e,r,m)]dg
K(r+21)Q(r+1,m—1)—k(r)Q(r,m)}.

Der Mittelwertderfreien Produktmolekile ist durch

<m>= gmG(m) (A.54)
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gegeben. Multipliziert man Gl. (A.53) mit m und summiertiberalle m, erhalt
manausGl. (A.53)

d<m>
dt

[mF(Kp, r,m) — (m—1)F (kp,r,m)]
0

+ {B(r —1)m(m—1)Q(r — 1,m) — B(r)mQ(r,m) }

0

= M-
8?[\48

7

(o]

+ vy [m(m—1)G(m) — mPG(m)]
m=0
+ %/ Z mK +1 ((p,H_l,m—l)—mK(r)P((p,r,m)]d(p

. Z) Z {MK(r +1)Q(r +1,m—1) — mk(r)Q(r,m)}.
r=0m=0

Nunwird die Summationiberr vonr = 0 bisr = 1 ausgefihrt. Zur Erinnerung
seibemerktdalidie VariabledenWertr = 1 hat,falls einregulatorische®rodukt-
molekiil andasEnzymgelundenist undr = 0, falls dasnicht gilt. Deshalbist die
Dissoziationsrate&(r) nur fur r = 1 von Null verschiedenUmgelehrtkannein
regulatorische$®roduktmolekil nur dannan dasEnzymbinden,falls nochkeins
gelundenist, alsor = 0 gilt. Weiterhinwird im Folgendennochdie Schreib-
weiseFo(@,m) = F(@,r = 0,m) bzw. F1(@,m) = F(@,r = 1,m) verwendet.Aus
Gl. (A.53) emgibt sichdann

d<m >

SEE =Y MRolke,m) — (m—1)Fo(k,m)

m=0

00

+ Y (M (kp,m) — (M 1)Fa(kp, M)

m=0
+ Bg {m(m—1)Q(0,m) — m?Q(0,m) }
+ vz (m) — nPG(m)]
- K/o rrgo[mP((p,r—kl,m—l)—mP((p,r,m)]d(p
+ K i {mQr+1,m—1)—mQ(r,m)}.
m=0

Nachder Mittelwertbildungfolgt daraushei BezeichnunglesFlusses

fo(¢) = viio(@) - oaﬁg((p@ 12(9) = via(g) — o T
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der Konzentrationsdichtefip und iy der Enzymeohnebzw. mit gelundenem
Produktmolekil die folgendeGleichung

d<m>
dt
Die Gleichungern(A.40), (A.41), (A.48), (A.49) und (A.55) bildenzusammen
mit den zugeldrigen Randbedingunge(A.42)-(A.45) die gesuchteMeanfield-
Naherung.

1
= fo(kp) + fi(kp) —B<m>ng—y<m> +K/O A de+kn;. (A.55)
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