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Wichtige Symboleund Bezeichnungen

LateinischeSymbole

D Diffusionskonstantefür räumlicheDiffusion
E Enzym
ES Enzym-Substrat-Komplex
F FlußderWahrscheinlichkeitsdichte
f FlußderKonzentrationsdichte
Ke Phasenpunktim diskretenModell, andemderEnzymzyklusendet
Kp Phasenpunktim diskretenModell, an demdie Reaktionsproduktefreigesetzt

werden
kp Phasenpunktim kontinuierlichenModell, andemdie Reaktionsproduktefrei-

gesetztwerden
ks Phasenpunkt,andemder“randomwalk” beginnt
m Zahl bzw. KonzentrationderfreienProduktmolek̈ule
m̄ FixpunktderProduktmolek̈ulkonzentration
n Zahl bzw. KonzentrationderEnzymeim Grundzustand
n̄ FixpunktderEnzymkonzentrationim Grundzustand
ñ
�
φ � KonzentrationsdichtederEnzymeim Phasenzustandφ

N GesamtzahlderEnzyme
P
�
∆φ � Wahrscheinlichkeitsdichteverteilung derPhasendifferenzen

P
�
φ � Wahrscheinlichkeitsdichteverteilung der Enzymeentlangder Reaktionskoor-

dinate
P Reaktionsprodukte
r i binäreZustandsvariabler i � 1, falls Enzym i ein regulatorischesProduktmo-

lekül gebundenhat,sonstist r i � 0
s Zahl bzw. KonzentrationderSubstratmolek̈ule
S Substratmolek̈ule
tmix Zeit für die diffusive DurchmischungderProduktmolek̈ule
ttransit Mittlere ZeitdauereinesProduktmolek̈uls, einsvon N Zielenzu treffen
ttraf f ic Mittlere ZeitdauereinesProduktmolek̈uls, ein bestimmtesZiel durchDiffusi-

on zu treffen, fallsnurein Enzymvorhandenist
ui binäreZustandsvariableui � 1, falls Enzym i ein Substratmolek̈ul gebunden

hat,sonstist ui � 0
v Geschwindigkeit derPhasenkoordinate
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GriechischeSymbole

β Bindungsratenkonstante für ein regulatorischesProduktmolek̈ul
γ ZerfallsratederReaktionsprodukte
η Intensiẗat desGausschenweißenRauschens
θ Ordnungsparameterzur CharakterisierungderPhasensynchronisation
ι KonversionsratederReaktionsproduktein Substratmolek̈ule
κ DissoziationsratederregulatorischenMoleküle
λ Eigenwert
µ BindungsratederregulatorischenProduktmolek̈ule µ � mβ
ν Substratbindungsrate
ν0 Anteil derSubstratbindungsrateohneallosterischeBeeinflussung
ν1 Anteil derSubstratbindungsratedurchallosterischeBeeinflussung
ν̄ Substratbindungsrateim Fixpunkt(m̄� n̄)
ν� ÜbergangsratenzwischenbenachbartenPhasenpunktenim Automatenmodell
ρ ErzeugungsratederProduktmolek̈ule, falls die KopplungzwischendenEnzy-

menvernachl̈assigbarklein ist
ξ relative statistischeSchwankungsbreitederTurnover-Zeit
σ intramolekulareDiffusionentlangderReaktionskoordinateφ
τ Mittlere ZeitdauereinesvollständigenenzymatischenZyklus (Turnover-Zeit)
τ1 Mittlere Zeitdauerbis zur FreisetzungdesReaktionsprodukts
τ̃ Zeitdauerfür irgendeinebeliebigeRealisierungeinesenzymatischenZyklus
τ̃1 Zeitdauerfür irgendeinebeliebigeRealisierungbis zur FreisetzungdesReak-

tionsprodukts
∆τ SchwankungsbreitederTurnover-Zeit
Φ diskreteReaktionskoordinatezur Charakterisierungdes Phasenpunktesdes

Enzymzyklus
φ kontinuierlicheReaktionskoordinatezurCharakterisierungdesPhasenpunktes

desEnzymzyklus
χ Sẗarke derallosterischenRegulationχ � ν0 � ν1

ϒ, Ψ BinäreZufallsvariablen,die die Werte0 oder1 annehmenkönnen
ω Kreisfrequenzderperiodischen̈AnderungderMoleküle im Fall von Spiking
ωk wie ω, abermit SpezifizierungderZahlk derEnzymgruppen
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Einleitung

Living matteris themostinterestingsubjectof investigationfor theliving matter
that is ableto investigate.

L.A.Blumenfeld[1]

Eine lebendeZelle ist ein komplexesSystem,in dem zehntausendechemische
Reaktionengleichzeitigablaufen.Die Tatsache,daßdieseReaktionentrotz ther-
mischerFluktuationenundSchwankungenderUmgebungsparameterregelmäßig
und voraussagbarsind, weist auf einenhohenGrad an Organisationin diesem
Systemhin. Die Prinzipien,die hinterdiesenhochgeordnetenProzessenstecken,
sind gegenẅartig jedochnochnicht klar verstanden.Zwar existierendurchdie
Fortschritteder MolekularbiologiesehrgenaueKenntnissëuberdie Strukturder
wichtigstenBausteineder lebendenZelle – den Proteinenund Nukleins̈auren.
DennochsindsichBiologenundBiochemiker weitgehendeinig, daßselbstzum
VersẗandnisdesFunktionierenseinesEinzellersdasWissenüberdieseelementa-
renBausteinenicht ausreicht[2, 3]. Die Einsichtin die Wechselwirkungsmecha-
nismenzwischendenTeileneinesbiologischenSystemsist mindestensgenauso
wichtig wie ErkenntnissëuberdieTeile selbst.

Um dieseEinsichtenzuerhalten,ist dieAnwendungphysikalischerMethoden
bei derUntersuchungdieserkomplexenSystemesinnvoll. PhysikalischeTheori-
en zeichnensich oft durchdie einfacheStruktur der ihnen zugrundeliegenden
Modelleaus.DieseModellealsAbstraktionenrealerProzessebildeneinenKom-
promißzwischendenkompliziertenWechselbeziehungender Realiẗat und dem
Versuch,diesezuverstehen,dermeistnur für einfacheZusammenḧangegelingen
kann. BiologischeSystemezeigeneinesolcheVielfalt an Strukturenund Pro-
zessen,daßdie AnalysederchemischenundphysikalischenVorgänge,auf denen
dieseberuhen,vorläufig zur Erklärungnicht ausreicht[4]. Als Ergänzungzum
beschreibendenZugangderBiologie,könnendieseeinfachenModellejedochin-
teressanteErkenntnisseliefern.

Die raum-zeitlicheOrganisationin lebendenSystemenist engmit demUm-
standverkn̈upft, daßsich diesefernabvom thermodynamischenGleichgewicht
befinden[5]. Strukturbildungsprozessemit dieserEigenschaftgibt esbereitsin
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6 Einleitung

physikalischenundchemischenSystemen.BeispielesindderLaser[6, 7], Kon-
vektionsinstabiliẗatenin Flüssigkeiten [8, 9] oder die Strukturbildungsprozesse
der Belousov-Zhabotinsky-Reaktion[10, 11]. Alle dieseBeispielesind Formen
dissipativer Selbstorganisation,verursachtdurchKooperativität der Teilsysteme
fernabvom thermodynamischenGleichgewicht. Insbesonderedie Thermodyna-
mik irreversiblerProzesse,dieTheoriederPhasen̈ubergängesowie dienichtlinea-
re Dynamik und Synergetik liefertenwertvolle Beiträgezum Versẗandnisdieser
Prozesse[12, 13, 14,15].

Die Anwendungderin diesenDisziplinenentwickeltenMethodenaufbiologi-
schePḧanomenewie Evolution, MorphogeneseundPopulationsdynamikbrach-
tenwichtigeneueErkenntnisse[16]. Aber auchintrazellul̈areVorgängewie Kal-
ziumwellen[17,18] oderOszillationenim glykolytischenSystem[19,20] können
als Pḧanomenedissipativer Selbstorganisationverstandenwerden[21]. In [22]
wurdenundie Fragediskutiert,ob die MechanismenderSelbstorganisation,wie
sie in makroskopischenDimensionenbeobachtetwerdenkönnen,in jedemFall
aufmikroskopischeBereichewie in lebendenZellenübertragbarsind.

Die räumlicheAusdehnungvonZellkompartimenten,in denendieStoffwech-
selprozesseablaufen,betr̈agt meisteinenMikrometeroderweniger. Bei diesen
ProzessenspielenEnzymeals biochemischeKatalysatoreneine entscheidende
Rolle. In solchenbiochemischen“Mikroreaktoren”ist dieZahlderEnzymeeiner
Art aufeinigehundertbis tausendbeschr̈ankt.Die diffusiveDurchmischungkann
in solchkleinenRaumbereichenum Größenordnungenschnellererfolgenalsdie
DauereineseinzelnenmolekularenEnzymzyklus[23, 24]. Erscheinungsformen
makroskopischerSelbstorganisationwie die für Reaktions-Diffusionssystemety-
pischenraum-zeitlichenMuster [25] könnensich unter solchenBedingungen
nichtherausbilden[26]. Jedochführt dieseschnellediffusiveDurchmischungzur
KopplunggetrenntablaufenderReaktionsereignisse.Sieist nachmeinerMeinung
einewichtigeVoraussetzungfür die Herausbildungvon Netzwerkenmiteinander
wechselwirkenderProteine(insbesondereEnzyme),dieessentielleFunktionenfür
die lebendeZelle haben[27, 28].

NebenderDif fusionin diesenMikroreaktorenspielendieProzesse,dieanden
Biomolek̈ulenwährendihresWirkensablaufen,eineentscheidendeRolle für das
VerhaltendieserNetzwerke. Soist beispielsweisediekomplexe interneDynamik
von Konformations̈anderungenan einzelnenEnzymenwährendeinesEnzymzy-
klus für derenkatalytischeWirkungnotwendig[29, 30].

Neue experimentelleMethodenwie die zeitaufgel̈oste Röntgenspektrosko-
pie von Proteinkristallenoderdie Einzelmolek̈ul-Fluoreszenzspektroskopie [31,
32, 33, 34] erlaubendie BeobachtungeinzelnerenzymatischerZyklen [35, 36].
DarüberhinausermöglichenneueexperimentelleVerfahrenbereitsdie Beobach-
tungenzymatischerReaktionenin biologischrelevantenmikroskopischenRaum-
bereichen[37, 38]. DieseneuenexperimentellenMethodenversprechenfür die
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naheZukunft tiefereEinsichtenin dieEigenschaftenderEnzymdynamik.
Experimentemit dem lichtempfindlichenCytochrom-P-450-Systemzeig-

ten[39,40,41], daßdieEnzymzykleneinzelnerEnzymeexterndurchperiodische
Lichtpulsesynchronisiertwerdenkönnen.Ein andererTyp externerSynchronisa-
tion wurdeim MembrantransportsystemdesEnzymsNA, K-ATPasedurchäußere
zeitlichver̈anderlicheelektrischeFeldergefunden[42]. Die gemeinsameSchluß-
folgerungdieserexperimentellenUntersuchungenist, daßsichalsFolgeexterner
BeeinflussungeinesynchroneintramolekulareDynamikzwischendenMolekülen
herausbildenkann.

Das Ziel dieserArbeit bestehtin der Kl ärungder Frage,ob es prinzipiell
möglich ist, daßdieseSynchronisationmolekularerEnzymzyklenauchohneex-
terneBeeinflussung,sondernnur hervorgerufendurchinterneWechselwirkungen
zwischendenEnzymen,stattfindet.In diesemFall würdeessichbei dermikro-
skopischenSynchronisationderEnzymzyklenumeineneueEigenschafthandeln,
diesoin makroskopischenReaktionssystemennichtauftretenkannundeineForm
mikroskopischerSelbstorganisationdarstellt. Um dieseFragezu beantworten,
werdenenzymatischeReaktionenunterEinbeziehungder internenDynamikder
Enzymeuntersucht.Typischfür alle betrachtetenReaktionenist dieExistenzvon
WechselwirkungenzwischendenelementarenReaktionsereignissen.Hierzuwer-
dendrei grunds̈atzlicheMechanismenbetrachtet:Produktaktivierung,Produktin-
hibierungundparallelablaufendeReaktionen.Bedingtdurchdie Winzigkeit der
betrachtetenRaumbereichekönnenFluktuationenin derZahl derbeteiligtenMo-
leküle nicht vernachl̈assigtwerden[43]. Eswerdendeshalbvor allemstochasti-
scheModellezur BeschreibungderReaktionskinetikverwendet.

Im erstenKapitel dieserArbeit werdendie Eigenschaftenmikroskopischer
Selbstorganisation,wie siez.B. auchbeimLaserzu findenist, genauererläutert.
Danacherfolgt in Kapitel 2 die DarstellungderwichtigstenGrundlagen,die zum
Versẗandnisder Enzymkatalyseund chemischerReaktionenin mikroskopischen
Raumbereichennötig sind. Im Kapitel 3 wird ein einfachesstochastischesMo-
dell einerallosterischenEnzymreaktionmit Produktaktivierunguntersucht.Dar-
anschließtsich in Kapitel 4 die DiskussionderMastergleichungfür dasim vor-
hergehendenKapitel vorgestellteReaktionssysteman. Im darauffolgendenKapi-
tel 5 wird ein komplexeresModell einerproduktinhibiertenEnzymreaktionein-
geführt und hinsichtlich des VorhandenseinsmikroskopischerSynchronisation
studiert.ZumAbschlußwerdenin Kapitel6 Wechselwirkungenzwischennichtre-
gulatorischenEnzymenbetrachtet.DieseWechselwirkungenhabenihre Ursache
im gleichzeitigenAblauf mehrererverschiedenerReaktionenmit gemeinsamen
EduktenundProdukten.Eswird wiederzuersteinstochastischesModell betrach-
tetundanschließenddie Meanfield-Gleichungenanalysiert.



Kapitel 1

Synchronisationvon Oszillatoren als
Selbstorganisationspḧanomen

1.1 Mikr oskopische und makroskopische Selbst-
organisation

LebendeZellenbesitzengeordneteStrukturenin Raumbereichenmit nurwenigen
MikrometernAusdehnung(sieheAbschnitt2.3,S.31). Die Möglichkeit derHer-
ausbildungdieserStrukturenergibt sichausderpermanenten̈außerenEnergiezu-
fuhr, die dasSystemfernabvom thermodynamischenGleichgewicht hält [5] und
die Grundlagefür die unterschiedlichenSelbstorganisationsprozessein lebenden
Zellenschafft.

In [22] warfenHessundMikhailov die Frageauf,obdie in Zellenbeobachte-
tenSelbstorganisationsprozesseeinfacheineverkleinerteKopiemakroskopischer
Selbstorganisationspḧanomene(wie z.B. der raum-zeitlichenMusterbildungin
derBelousov-Zhabotinsky-Reaktion[44, 45] ) seinkönnen.Die Autorenbeton-
ten,daßdie AnwendungderphysikalischenGesetzeauf Längen-undZeitskalen,
wie sie für intrazellul̈are Prozessetypisch sind, zu völlig neuenEigenschaften
führenkönnen,diesoin makroskopischenReaktionsgef̈aßennichtexistieren.

SoführtzumBeispieldieBrownscheMolekularbewegungfür diemeistender
andenbiochemischenReaktionenim StoffwechselbeteiligtenMoleküle zu mitt-
lerenfreienWeglängenzwischenzwei Reaktionsereignissen,die im Bereichvon
Mikrometernliegen(sieheAbschnitt2.3). Damit ist die diffusionsbedingtemitt-
lerefreieWeglängevergleichbarodersogargrößeralsdieräumlicheAusdehnung
derZelleoderdesZellkompartiments,in demdieReaktionenablaufen.Musterbil-
dungwie in makroskopischenReaktions-Diffusionssystemenkannesunterdiesen
Bedingungennicht geben.Andererseitsermöglicht die starkediffusiveDurchmi-
schungeinenintensiven,schnellenAustauschvonMolekülenunddamitauchvon
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1.1MikroskopischeundmakroskopischeSelbstorganisation 9

Informationen(z.B. Homone,Boten-RNSusw.) innerhalbdesReaktionsvolu-
mens. Eine lebendeZelle hat deshalbÄhnlichkeit mit einemNetzwerk,beste-
hendausaktiven funktionellenEinheiten,die miteinanderdurch den schnellen
Austauschvon Molekülen kommunizierenkönnen. In [22, 24, 26] wurdedes-
halbvermutet,daßsichunterdiesenBedingungenneueFormenmikroskopischer
Selbstorganisationherausbildenkönnen,dieaufdenWechselwirkungenzwischen
denfunktionellenEinheitenderZelle wie z.B.denEnzymenberuhen.

Die EinführungdesBegiffs “mikroskopischeSelbstorganisation”legt dieExi-
stenz“makroskopischerSelbstorganisation”naheundist sicherlichnurdannsinn-
voll, wennklareKriterien zur UnterscheidungzwischenbeidenFormenangege-
ben werdenkönnen. Bevor ich mich in den folgendenKapiteln dieserArbeit
mit Bedingungenund Beispielenfür mikroskopischeSelbstorganisationseffekte
in lebendenZellenbescḧaftige,sollenzuerstanausgewähltenSystemendie Ge-
meinsamkeitenundUnterschiedebeiderFormenderSelbstorganisationdiskutiert
werden.

Die in dieserArbeit studierteSynchronisationmolekularerEnzymzyklenist
ein Pḧanomendissipativer Selbstorganisation1. Durch intensive experimentel-
le undtheoretischeUntersuchungenbeispielhafterSelbstorganisationseffektewie
sie bei Konvektionsinstabiliẗatenin hydrodynamischenSystemen[9, 8, 46, 47],
der Belousov-Zhabotinsky-Reaktion[10, 11] oderdemLaser-Oszillator [6, 48]
auftreten,gelanges, wichtige Gemeinsamkeiten gleichsamdas Wesendieser
Effekte aufzudecken. Zur Theorie der Selbstorganisationgibt es umfangrei-
che Darstellungen,die diesesGebiet unter verschiedenenAspektenbetrach-
ten[12, 16, 13,49, 14,25, 50,15].

Esgibt einigewichtigePrinzipien,die beidissipativerSelbstorganisationauf-
treten. Allen diesenEffektengemeinsamist der Entropieexport als eineGrund-
bedingungfür Selbstorganisation.Die Entropieabgabewird durchdie Zuführung
hochwertigerEnergie und der AbführungniederwertigerEnergie (z.B. Wärme)
ermöglicht. Die Energie wird im Systemalsomeisttransformiert.Innerhalbdes
betrachtetenSystemsexistierenWechselwirkungenzwischendeneinzelnenEle-
mentenundRückkopplungsmechanismen.Für Selbstorganisationist als Grund-
bedingungein Mindestabstandvom thermodynamischenGleichgewicht erforder-
lich. MeistkönnenOrdnungsparametergefundenwerden,diedieSystemdynamik
determinieren.OftmalswerdenauseinerVielzahl möglicherOrdnungszustände
oderModennur einigewenigeversẗarkt,die danndurchdenOrdnungsparameter
beschriebenwerden. Im Übergangsbereichvom ungeordnetenZustandzum ge-
ordnetenselbstorganisiertenVerhalten,der mit wachsendemAbstandvom ther-
modynamischenGleichgewicht auftritt, zeigendieseSystemeÄhnlichkeit mit
Gleichgewichtsphasen̈ubergängen.

1Konservative (z.B. Kristallbildung) und dispersive (Solitonen) Selbstorganisationseffekte
werdennichtweiterbetrachtet.
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Obwohl dissipativeSelbstorganisationsprozessesichfernabvomthermodyna-
mischenGleichgewicht vollziehen,kannman für einigedieserSystemeanneh-
men,daßsiesichlokal betrachtetdennochim thermodynamischenGleichgewicht
befinden.Für Glansdorff undPrigoginewar dieseTatsachein [13] ein wichtiger
Ausgangspunktbei der Entwicklung einer Nichtgleichgewichtsthermodynamik.
Sie schreibenzu Beginn desKapitel II � 2 ([13], S. 14): “In general, the eva-
luation of entropyproductionandentropyflow can only beperformedusingthe
methodsof non-equilibriumstatistical mechanicsor of kinetic theory of gases.
Eventheproblemof definingentropyoutsidethestateof equilibriumis clearly a
subjectwhich goesbeyondmacroscopicthermodynamics.We shall howevercon-
sider throughoutthis monographsituationsfor which a macroscopicevaluation
of entropyproductionandentropyflowstill remainspossible. Thiswill bethecase
whenthere existswithin each smallmasselementof themediuma stateof local
equilibriumfor which thelocal entropys is thesamefunctionof thelocal macros-
copic variablesas at equilibrium state. This assumptionof local equilibrium is
not in contradictionwith thefact that thesystemaswholeis outof equilibrium.”

Selbstorganisationsprozessein Systemen,die sich lokal im thermodynami-
schenGleichgewicht befinden,werdeich in ZukunftalsmakroskopischeSelbstor-
ganisationbezeichnen.Besitztein SystemdieseEigenschaft,weichenbeispiels-
weisedie Verteilungsfunktionder Geschwindigkeit oderdie räumlichenVertei-
lung der Teilchennicht odernur sehrwenig von denenim thermodynamischen
Gleichgewicht ab. Die thermodynamischenZustandsgr̈oßenTemperatur, Druck
und chemischesPotentialhabendanndie gleicheBedeutungwie im thermody-
namischenGleichgewicht. UnterdiesenBedingungenkannjedochausdenther-
modynamischenEigenschaftenin einemkleinen Raumelementnichts über den
GesamtzustanddesSystemsausgesagtwerden.Denndieseskanndennochfernab
vomGleichgewicht liegen.

NebenSystemen,die makroskopischeSelbstorganisationzeigen,gibt esauch
solche,für die die NäherungdeslokalenGleichgewichtsnicht getroffen werden
kann. Selbstorganistionsprozesseführendannauchlokal zu starkenAbweichun-
genvomthermodynamischenGleichgewicht. Deshalbwerdeich in solchenFällen
von “mikroskopischerSelbstorganisation”sprechen.Ein typischesBeispielmi-
kroskopischerSelbstorganisationfindetsich,wie im folgendengezeigtwird, beim
Laser.

Ein LaserbestehtbekanntlichausaktivenElementen(Ionen,Moleküle), die
verschiedeneEnergieniveausbesetzenkönnen.Zum prinzipiellenVersẗandnisist
esausreichend,ein2-Niveausystem,wie esin Abb. 1.1dargestelltist, zubetrach-
ten2. Die Zahl der besetztenZusẗandea sei na, die der Zusẗandeb sei nb. Im
thermodynamischenGleichgewicht ist die Besetzungder beidenEnergieniveaus

2Um Resonanzfluoreszenzzu vermeiden,müssenjedoch in realen Lasern mindestens3-
Energieniveausystemeverwendetwerden.
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durchdie Boltzmannverteilung

na � nbexp �
	 hν � kBT � (1.1)

gegeben.Ein aktivesElementkannvom Niveaub durchAbsorptioneinesPho-
tonsderEnergiehν in dasenergetischhöhergelegeneEnergieniveaua übergehen
undwiederumdurchEmissioneinesPhotonsin dastiefergelegeneEnergieniveau
a zurückkehren.DieserProzeßderEmissionkannsowohl spontanablaufen,als
auchdurchbereitsexistierendePhotonenmit derEnergie hν erzwungenwerden.
In diesemFall sprichtmanvoninduzierterbzw. stimulierterEmission.Die ausge-
sendeteelektromagnetischeWelle hat bei stimulierterEmissionnahezudie glei-
cheRichtung,PhaseundFrequenzwie die stimulierendeWelle [48].

a

b

hν

Abb. 1.1: SchematischeDarstellungdes2-Niveau-Lasersystems.

Der Effekt der induziertenEmissionkannzu Lichtversẗarkungführen,wenn
pro ZeiteinheitmehrPhotonendurchinduzierteEmissionemittiertalserneutab-
sorbiertwerden.DieserFall kanndanneintreten,wenneineBesetzungsinversion
derBesetzungszahlenderbeidenEnergieniveausvorhandenist, d.h. falls

na 
 nb (1.2)

gilt3. Wird dieäußereEnergiezufuhr(Pumpen)ausreichendgroß,sovollziehtsich
einequalitative Änderungvon vorherungeordnetenstochastischen̈Ubergängen
deratomarenDipolehin zusynchronenOszillationen.OhnedieweiterenDetails,
wie denzurRückkopplungundModenselektionnotwendigenResonatoroderden
konkretenMechanismusderEnergiezufuhrzumErreichenderBesetzungsinversi-
ondiskutierenzuwollen,sinddieseBetrachtungenbereitsausreichend,umzuer-
kennen,daßein Laserauchlokal fernabvom thermodynamischenGleichgewicht
arbeitet.

3Der genaueWert der minimal notwendigenInversionder Besetzungsniveaushängtvon der
quantenmechanischberechenbarenWahrscheinlichkeit für die induzierteEmission,der Rateder
spontanenEmissionundweiterentechnischenFaktorenwie derResonatorgüteab. DasVerḧaltnis
na � nb ist in jedemFall größerals1.
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AusGl. (1.1)folgt sofort,daßderFall na 
 nb für keinenochsohoheTempe-
raturerreichtwerdenkann. UnterLaserbedingungenliegt aberBesetzungsinver-
sionvor undesgilt Ungleichung(1.2). Selbstfür ein einzelnesaktivesElement
ist danndie Aufenthaltswahrscheinlichkeit im energiereicherenNiveaua höher
alsim Niveaub, wie esim Gegensatzdazudie Boltzmannverteilungvoraussagen
würde. Gem̈aß der obengegebenenUnterscheidunghandeltes sich beim La-
serdeshalbum mikroskopischeSelbstorganisation.Als Folgedavon hatdie ele-
kromagnetischeStrahlungeinesLaser-OszillatorskohärenteEigenschaften,cha-
rakterisiertdurchstrengePhasenbeziehungenundMonochromasie,hervorgerufen
durchdaskooperativeVerhaltenderaktivenElemente.

In verschiedenenbiochemischenReaktionenwie derenzymkatalysiertenGly-
kolyse[19, 51, 52] oderder HR-Peroxidasereaktion[53, 54] könnensich kom-
plexe raum-zeitlicheStrukturenherausbilden(sieheAbb. 1.2). DieseFormender
Selbstorganisationsind typischeBeispielefür makroskopischeSelbstorganisati-
on.

Abb. 1.2: Ausbreitungvon spiralf̈ormigen(A) NADH-Wellen und (B) Protonenwellen
währendderGlykolysereaktionin Hefeextrakt. Aus [52].

In dieserArbeit werdenBeispieleenzymatischerReaktionenuntersucht,die
innerhalbsehrkleinerRaumbereicheablaufenundeinevöllig andereFormselbst-
organisiertenVerhaltenszeigen.DieseForm ist dadurchgekennzeichnet,daßdie
EnzymzyklenunterschiedlicherEnzymesynchronisierenkönnen.Betrachtetman
unterdiesenBedingungeneinenRaumausschnittmit nur wenigenEnzymen,so
zeigendieseEnzymesynchronesVerhalten,dasdurchdennahezugleichzeitigen
Beginn desEnzymzyklus,der gleichzeitigenFreisetzungder Reaktionsprodukte
usw. gekennzeichnetist.

1.2 GekoppeltePhasenoszillatoren

In denletztenJahrzehntenhatsichdasVersẗandnisdynamischerSystemesowohl
derklassischenHamiltonschenSysteme[55, 56] alsauchvon allgemeinerennie-
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derdimensionalenSystemen[57, 58, 50, 59] starkvertieft. Eine wichtige Auf-
gabeder gegenẅartigenphysikalischenForschungist die Analysedynamischer
Systememit vielenFreiheitsgraden.Diesezeigenoft interessanteEigenschaften
raum–zeitlicherMusterbildung[60, 61, 62, 25, 63], hervorgerufendurchkoope-
rativesVerhaltenund Wechselwirkungen. Die UntersuchungdieserSystemeist
jedoch,bedingtdurchderenKomplexität, sehrschwierig. Einevielversprechen-
de Herangehensweisezur LösungdiesesProblemsist dasStudiumvon Syste-
men,die ausgekoppeltenUntereinheitenbestehen,die jedefür sich genommen
einesehreinfacheDynamik aufweisenund derenEigenschaftenvöllig verstan-
densind [64]. TypischeBeispielesolcherUntersuchungensinddie Analysevon
Automaten[65, 66], NeuronalenNetzen und gekoppeltendiskretenAbbildun-
gen[67, 68,69].

Einein denletztenJahrenbesondersintensiv untersuchteKlassevondynami-
schenSystemen,die ausElementenmit einereinfachenDynamikbestehen,sind
PopulationengekoppelterOszillatoren[70, 71, 72, 73,74,75,76,77,78,79, 80].
In dieserArbeit werdenchemischeReaktionenbetrachtet,die durchEnzymeka-
talysiertwerden.DerenkomplexeszeitlichesVerhaltenwird durchElementean-
gen̈ahert,die eineeinfacheDynamik besitzenund sehrstarkPhasenoszillatoren
ähneln4.

Zeitlich periodischesVerhaltenist in der realenWelt weit verbreitet. Syste-
me, bestehendausgekoppeltenOszillatoren,weisendeshalbviele Analogienin
ihrer Strukturundin ihremVerhaltenzu wirklichen physikalischen,chemischen,
biologischenundsozialenSystemenauf, sindabernocheinfachgenug,um ana-
lytisch odernumerischuntersuchtzu werden. Die Eigenschaftder Periodiziẗat
der n-dimensionalenZustandsgr̈oße �x � t � , die die Dynamik eineseinzelnenEle-
mentseinessolchenSystemsbeschreibt,erlaubtdie Verwendungeinerskalaren
Phasenvariablenφ �
�x � t ��� alsFunktionvon �x � t � [86, 85] zur BeschreibungdesZu-
standesdiesesElements. Von einemmathematischenStandpunktausgesehen,
kanndie periodischeDynamik in einemhöherdimensionalenZustandsraumauf
die Beschreibung mit einereindimensionalenPhasenvariablenreduziertwerden.
DasGesamtsystem,bestehendausN Elementen,besitztnun insgesamtnur noch
N Freiheitsgrade.

ExistierenWechselwirkungenzwischenderzeitlichperiodischenDynamikei-
nesOszillatorsund einessich periodischänderndenSignals,dasz.B. von der
Dynamik eineszweitenOszillatorsodereiner äußerenKraft herr̈uhrenkann,so
kanneszu Synchronisationseffektenkommen. DieseSynchronisationist durch

4Wie in denKapiteln 3-6 nochgenauerdiskutiertwird, ist die Dynamik dieserElementeim
Gegensatzzu typischenkontinuierlichenPhasenoszillatorendurcheinezufälligeVerweildauerim
Grundzustandcharakterisiert.Sie könnendeshalbähnlichzu Neuronenmodellen[81, 82] unter
diesemGesichtspunktalsanregbareElemente[83, 84] betrachtetwerden.EineEinführungin die
mathematischenGrundlagenvonSystemengekoppelterOszillatorenfindetsichin [85].
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festePhasenbeziehungenzwischendenOszillatorendefiniertund kannauchin
Systemenmit mehralszwei Oszillatorengefundenwerden.Betrachtetmanzum
Beispielzwei Oszillatorenmit denPhasenφ1 � t � und φ2 � t � 5, so gilt im Fall von
Synchronisation

∆φ � nφ1 � t ��	 mφ2 � t � � konst � , m� nεG� (1.3)

Tats̈achlich sind Synchronisationspḧanomenegekoppelter Oszillatoren in
naẗurlichen Systemenweit verbreitet[87, 88]. Wichtige Beispielein physika-
lischen Systemensind Synchronisationseffekte mechanischerOszillatorenund
elektronischeSchaltungen[89] oderFeldervon Josephson–Kontakten[90]. Bei-
spielefür Synchronisationseffekte in biologischenSystemenfindensich in Zell-
populationen[91, 92, 93] oder sind dasperiodischeLeuchtenvon Glühwürm-
chen[94]. DiesekönnendurchModelle,bestehendausgroßenPopulationenvon
gekoppeltenPhasenoszillatorenbeschriebenwerden.

In vielenrealenSystemenspielenFluktuationenundzufälligeexterneStörun-
geneinegroßeRolle undmodifizierenderenDynamik. Viele derobenangef̈uhr-
tenBeispielevonSynchronisationspḧanomenensindsolche,in denendieseFluk-
tuationeneinenwichtigen Einfluß auf dasSystemverhaltenhaben. StarrePha-
senbeziehungenzwischensynchronenOszillatorenkönnenin diesenSystemen
durchRauschenzersẗort werden. Die obengetroffeneDefinition (1.3) von Syn-
chronisationals ExistenzfesterPhasenbeziehungenzwischenmindestenszwei
OszillatorenodermindestenseinemOszillatorund einemexternenSignal ist in
Gegenwart von Fluktuationenpraktischnie erfüllt. So bewirkt Rauschen,daß
die Phasendynamikvon Oszillatorenunddamitauchdie Phasendifferenz∆φ ei-
ner Dif fusion unterliegt [95, 96]. Definition (1.3) würdealsobedeuten,daßin
Systemenmit FluktuationenkeineSynchronisationmöglich ist. Im Fall von Sy-
stemenmit Fluktuationenist esdahersinnvoll, nichtdiePhasendifferenzenselbst,
sonderndieWahrscheinlichkeitsverteilungenP � ∆φ � derPhasendifferenzenzube-
trachten.Falls zwischendenPhasenderOszillatorenSynchronisationbesteht,so
sindbestimmtePhasendifferenzen∆φ gegen̈uberanderenbevorzugt. Ihr Auftre-
ten besitzteine höhereWahrscheinlichkeit. Somit existiert mindestensein ∆φ,
an demP � ∆φ � maximalwird. Sind die Phasenjedochvöllig unkorreliert, so ist
P � ∆φ � konstant. Da in dieserArbeit stochastischeSystemeuntersuchtwerden,
wird Synchronisationimmerin diesemerweitertenSinnverstanden.

TypischeBeispielefür realestochastischeSysteme,in denenPhasensynchro-
nisationauftritt, sindMuskelaktivitäten(gefundenmit magnetoenzephalographi-
schenUntersuchungen)[97], Synchronisationseffekte desmenschlichenKreis-
laufsystems[98] oder die Funktionsweiseder ElektrorezeptorendesPolyodon

5Die DynamikdeszweitenOszillatorsmit derPhaseφ2 kannauchalsäußeresSignalinterpre-
tiert werden.
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Spathula(Löffelstör – engl.: Paddle-fish)[99]. Oftmals führt Rauschenin Sy-
stemenmit gekoppeltenPhasenoszillatorenzu einerSchẅachungderSynchroni-
sationundletztlichzuderenUnterdr̈uckung.

Die weitergehendeUntersuchungstochastischerdynamischerSystemeoffen-
barte,daßRauschennicht immerSynchronisationspḧanomeneunterdr̈uckt. Oft-
malskann für bestimmteintermedïareBereicheder Rauschintensität eineSyn-
chronisationsversẗarkungbeobachtetwerden. TypischeBeispielefür derartige
rauschinduzierteSynchronisationgibt esin bistabilenSystemen[100, 101, 102,
103] und in anregbarenMedien[104, 105, 106]. ÄhnlicheEffektesindkürzlich
auchin Systemenmit Phasenoszillatorengefundenworden[107, 108, 83, 109,
110].

GroßeUnterschiedein den Modellen gekoppelterPhasenoszillatorenbeste-
hen in der Art und Wirkung der Kopplung. In den Modellen der Kapitel 3–6
ist dieseKopplungzum Teil verz̈ogert. DerartigeDelay-Zeitenkönnenje nach
dembetrachtetenSystemgekoppelterOszillatorensowohl Synchronisationver-
ursachen[111, 112] als auchunterdr̈ucken [113, 114]. In den in Kapiteln 3-6
untersuchtenModellen spielensolcheDelay-Zeitenebenfalls einegroßeRolle.
Die dabeigefundenenSynchronisationspḧanomeneder Enzymzusẗandekönnen
je nachbetrachteterArt der KopplungdurchVariationder Delay-Zeitensowohl
ausgel̈ostalsauchunterdr̈ucktwerden.



Kapitel 2

PhysikalischeEigenschaftenvon
Enzymreaktionen

In diesemKapitel wird ein Überblicküberdie wichtigstenEigenschaftenvon
EnzymenundenzymatischenReaktionengegeben.Zuersterfolgt in Abschnitt2.1
einekurzeDarstellung̈uberdasVorkommen,dieFunktionunddiephysikalischen
Merkmalevon katalytischwirkendenBiopolymeren.Es werdendar̈uberhinaus
wichtigeVorstellungenzur ErklärungdeskatalytischenProzessesdiskutiert. Da
für die folgendenUntersuchungenregulatorischeEnzymevon besonderemInter-
essesind, werdendie verschiedenenRegulationsmechanismen,die bei der En-
zymkatalyseauftretenkönnen,kurzvorgestellt.

Im darauffolgendenAbschnitt 2.2 werdenzwei wichtige Experimentebe-
schriebenund diskutiert, in denendie internenEigenschaftendesmolekularen
Enzymzyklusuntersuchtwurden. BeidenExperimentenist gemeinsam,daßes
durchexterneBeeinflussunggelingt,die EnzymzyklenderindividuellenEnzyme
in makroskopischenReaktionssystemenzu synchronisieren.DieseexterneSyn-
chronisationermöglicht ErkenntnissëuberKonformations̈anderungenund stati-
stischeEigenschaftendeskatalytischenProzesses.Die Kinetik dieserspeziellen
Reaktionssysteme,in denenmehrals1010 Enzymesynchronoperieren,kannmit
denModellenderklassischenEnzymkinetiknichtbeschiebenwerden.

EinewichtigeBesonderheitenzymatischerReaktionenin lebendenZellensind
die mikroskopischenVolumina,die zumTeil kleinerals10� 15l sind. Darauser-
gebensichtiefgreifendeKonsequenzenhinsichtlichdercharakteristischendiffusi-
onsabḧangigenDurchmischungs-undTransportzeitenderandenReaktionenbe-
teiligtenMoleküle. Im letztenAbschnitt2.3diesesKapitelswerdendieseZeiten
für solchebiochemischenMikroreaktorenabgescḧatztundderenEinflußauf die
chemischeKinetik diskutiert. Es stellt sich heraus,daßunterdenBedingungen
abgeschlossenerReaktionsvoluminamit derLängenausdehnungeinesMikrome-

16



2.1BiopolymerealsKatalysatoren 17

tersoderweniger, ein enzymatischesReaktionssystemandereRelationenderdie
Kinetik bestimmendencharakteristischenZeitenaufweisenkannalsin makrosko-
pischenReaktionssystemen.BesitzteinReaktionssystemderartigeEigenschaften
soll esalsmolekularesNetzwerkbezeichnetwerden.

2.1 BiopolymerealsKatalysatoren

Struktur und physikalischeEigenschaftenvon Enzymen

EnzymesindbiologischeKatalysatoren,die durchdie Bindungdermolekularen
Ausgangsstoffe die Wahrscheinlichkeit für dasZustandekommeneinesReakti-
onsereignissesdrastischerḧohenkönnen. Sie kommenin der lebendenZelle in
Konzentrationenzwischen10� 8mol� l bis10� 4mol� l vor [115].

In der physikalischenChemiewird zur Klassifizierungoft zwischenhomo-
generundheterogenerKatalyseunterschieden.Bei derhomogenenKatalysebe-
finden sich Substratund Katalysatorim gleichenAggregatzustand,bei der he-
terogenenKatalysehingegenin verschiedenenAggregatzusẗandenmeistmit fe-
stemKatalysator. DerVersuch,die Enzymkatalyseeindeutigeinemdieserbeiden
Grundtypenzuzuordnen,ist schwierig. Einerseitssind bei Enzymreaktionenso-
wohl Substratals auchEnzymin Wassergelöst und befindensich in derselben
Phase.Andererseitsbesitzenalle Enzymedie EigenschaftderSubstrats̈attigung,
die für die heterogeneKatalysetypischist [116]. Man sprichtdeshalbmanchmal
beiEnzymreaktionenauchvonmikroheterogenerKatalyse[117].

Zur Zeit sind etwa 2000verschiedeneEnzymebekannt.Der weitausgrößte
Teil sindProteine,esgibt aberauchEnzyme,die ausRNA bestehen(Ribozyme).
Nebenden“klassischen”Enzymen,derenFunktionausschließlichin der Kata-
lyse chemischerReaktionenin der lebendenZelle besteht,sind in jüngererZeit
Proteinemit enzymatischenEigenschaftengefundenworden,diebisdahinmit an-
derenFunktionenin Zusammenhanggebrachtwurden. DazuzählenAntikörper
desImmunsystemsmit katalytischenEigenschaften[118, 119] und Zytokine –
Makromolek̈ule zur interzellul̈arenSignal̈ubertragung– die ebenfalls chemische
Reaktionenkatalytisierenkönnen[120].

Nebender strukturellenund funktionellenVielfalt der Enzymekönnenauch
hinsichtlichderGrößeunddesMolekulargewichtserheblicheUnterschiedebeste-
hen. Beispielsweisehatdie Ribonukleaseeinerelative Molekülmassenzahl1 von
13000währenddie Ribulose1,5-bisphosphatcarboxylaseeinevon etwa 500000
besitzt. Oft ist esso, daßEnzymeauskatalytischaktiven identischenUnterein-

1DimensionsloseZahl, die angibt,wieviel mal größerdie RuhemassedesbetreffendenMo-
leküls als1/12derRuhemassevon Kohlenstoff C-12ist. Bei Proteinenist dieserWert - wie auch
anderephysikalischeEigenschaften- vom Herkunftsorganismusabḧangig.
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heitenbestehen.Auch Multienzymkomplexeausmindestenszwei verschiedenen
Enzymenkönnengebildetwerden,die aufeinanderfolgendechemischeReaktio-
nenkatalysierenkönnenunddurchdie kurzenräumlichenEntfernungenderakti-
venZentrendiemittlereZeit zwischenzweiReaktionsereignissenverkürzen.

NochgrößereUnterschiedebestehenhinsichtlichderWechselzahl(Turnover-
Zahl). Diesegibt die maximaleZahl der Substratmolek̈ule an, die von einem
Enzymmolek̈ul proZeiteinheitin Produktmolek̈uleumgewandeltwerdenkönnen.
DasReziproke dieserGrößeergibt die Zeit, die im Mittel für ein einzelnesReak-
tionsereignisben̈otigt wird. DieseZeit wird Turnover-Zeit genannt.In Tabelle2.1
sindfür verschiedeneEnzymedieWechselzahlundtypischerelativeMolekülmas-
senzahlendargestellt[121, 122,115]. Die Turnover-ZahlenundMolekülmassen
in Tabelle2.1 sindalsRichtwertezu verstehen.EskannUnterschiedeinnerhalb
einesOrganismusgeben,diedurchMutationenbedingtsind.Nochgrößersinddie
SchwankungenzwischenEnzymenausverschiedenenOrganismen.Die Wechsel-
zahlvariiert übereinenBereichvonsechsZehnerpotenzen.

Tabelle2.1: Wechselzahlund relative Molekülmassenzahlfür verschiedeneEn-
zyme

Enzym Wechselzahlin s� 1 Molekülmassenzahl
Carboanhydrase 600000 2� 8 � 104 	 3 � 104

Acetylcholinesterase 25000 26 � 104 	 33 � 104

Penicillinase 2000 1� 24 � 104 	 4� 9 � 104

Lactat-Dehydrogenase 1000 1 � 105 	 1� 5 � 105

α-Chymotrypsin 100 2� 5 � 104

Phosphofruktokinase 100 14 � 104

Tryptophan-Synthetase 2 19� 5 � 104

Lysozym 0.5 1� 4 � 104 	 1� 8 � 104

Die Erhöhungder Reaktionsgeschwindigkeit bei enzymatischkatalysierten
Reaktionenim Vergleich zu nicht-katalysiertenReaktionenliegt wenigstensbei
einemFaktorvon 106, kannaberauchbis zu 1020 mal höherseinals im Fall der
unkatalysiertenReaktion[117, 115]. DieseBeschleunigungder Reaktionssge-
schwindigkeit wird, im Gegensatzzu verschiedenentechnischgenutztennichten-
zymatischenKatalysatoren,die meist deutlich höhereTemperaturenben̈otigen,
bereitskurz oberhalbder Zimmertemperaturerreicht. DasTemperaturoptimum
dermeistenenzymatischkatalysiertenReaktionenliegt etwa bei 50� C (mit Aus-
nahmevonEnzymenausthermophilenOrganismen).OberhalbdieserTemperatur
kommteszurDenaturierungderProteine.

Wie alleKatalysatorenbeschleunigenEnzymedieEinstellungdeschemischen
Gleichgewichts durchgleichzeitigeBeschleunigungder Hin- und Rückreaktion,
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verschiebendiesesabernicht. NebenderTemperaturhabenverschiedeneaktivie-
rendeoderinhibierendeMoleküle,die IonenkonzentrationenverschiedenerSalze
undderpH-Wert derLösungentscheidendenEinflußauf die enzymatischeAkti-
vität [115].

Meistensbeschr̈anken sich die katalytischenFähigkeiten einesbestimmten
Enzymsauf die KatalyseeinereinzigenchemischenReaktion.DiesehoheSpe-
zifität und der hoheBeschleunigungsfaktor unterscheidenEnzymedeutlichvon
anderentechnischgenutztenKatalysatoren[117, 115]. Für die Modellierungen-
zymatischerReaktionenkönnendeshalbenzymatischbeschleunigteNebenreak-
tionen,die möglicherweisedurchein Enzymkatalysiertwerdenkönnten,meist
vernachl̈assigtwerden.

VerschiedenenForschergruppenist esgelungen,Enzymesynthetischnachzu-
bilden [123, 124]. DazuwerdenbeispielsweiseKomplexverbindungenin Lipid-
membraneneingebaut,die dort ihre katalytischenFähigkeitenentfaltenkönnen.

Der katalytischeProzeß

Da die Enzymeunver̈andertausdemkatalytischenProzeßzurückkehren,ist die
direkteBeobachtungder Vorgängewährendder Katalyseschwierig. Allerdings
kanndie Wirkung derEnzymein Form derneuentstandenenReaktionsprodukte
ausdenvorhervorhandenenAusgangsstoffendirekt nachgewiesenwerden.Zwei
interessanteExperimente,die Erkenntnissëuberdie internenVorgängewährend
desenzymatischenProzessesliefern,werdenin Abschnitt2.2diskutiert.

Esgibt verschiedeneModelleundTheorienzurErklärungderKinetik derEn-
zymkatalyse[125]. Im Folgendensoll die TheoriedesÜbergangszustands[126]
(“transition statetheory”) kurz vorgestelltwerden. Bei dieserTheoriewird aus
der Enzympopulationim Grundzustand2 und denEnzymenim instabilstenund
entlangderReaktionskoordinateenergetischamhöchstengelegenenÜbergangs-
zustand(Abb. 2.1)die Enzymkinetikbestimmt.

Um zu verstehen,wie esEnzymengelingt, denAblauf chemischerReaktio-
nenzu beschleunigen,soll zuerstkurz auf denVerlaufderunkatalysiertenReak-
tion eingegangenwerden.Betrachtetmandie ReaktionS � P derUmwandlung
einesSubstratmolek̈uls in ein Produktmolek̈ul, so erkennt man (Abb. 2.1), daß
zuerstein freiesSubstratmolek̈ul vorliegt, dasim Verlaufeinenenergetischhöher
gelegenenÜbergangszustandeinnimmt.

NachdemdasEnergiemaximumüberschrittenwurde,befindetsich am Ende
der ReaktiondasProduktmolek̈ul energetischin einemniedrigerenZustandals
dasSystemim Übergangszustand.Der Energieunterschiedzwischender Frei-
enEnthalpiedesAusgangszustandesunddemZustandmaximalerFreierEnthal-

2Zustand,in demein Enzymnochkein Substratmolek̈ul gebundenhat,dazuaberin derLage
wäre.
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pie desÜbergangszustandeswird alsFreieAktivierungsenergie ∆G‡
0 bezeichnet.

Enzyme,wie Katalysatorenim allgemeinen,könnendieseAktivierungsenthal-
pie reduzierenunddadurchdie Wahrscheinlichkeit für dasAuftretender chemi-
schenReaktiondrastischerḧohen. Der Verlauf der Reaktionsenthalpiebei der
enzymatischkatalysiertenReaktionist schematischdurchdie gestrichelteLinie
in Abb. 2.1dargestellt.
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Abb. 2.1: Reaktionsdiagrammder FreienEnthalpiefür einenichtkatalysierte(durchge-
zogeneLinie) und eineenzymatkatalysierteReaktion(gepunkteteLinie). Je tiefer der
Einschnitt im Energieprofil der enzymatischkatalysiertenReaktion,destostabiler ist
dasbetreffendeZwischenprodukt.Rechtsist der katalytischeZyklus schematischdar-
gestellt[127]. Durchdie Wirkung desEnzymswird die FreieAktivierungsenergie ∆G‡

0
auf∆G‡ verringert.

Beim katalytischenProzeßkönnenverschiedeneTeilschritte unterschieden
werden. Zuerstbildet sich ein Enzym-Substrat-Komplex ES durchdie Bindung
desSubstratmolek̈uls SandasEnzym.DanachkönnensichaktivierteZwischen-
zusẗande(in der Abb. 2.1 durchES� , ES��� und ES����� dargestellt)bilden. Im Ver-
lauf der Reaktionkommt eszur Entstehungund DissoziationdesReaktionspro-
duktsundderRückkehrdesEnzymsin denAusgangszustand,derin Zukunftauch
GrundzustanddesEnzymsgenanntwird. Der gesamtekatalytischeProzeßeines
einzelnenmolekularenEnzymzyklusist alsKreisprozeßinterpretierbar, ausdem
dasEnzymunver̈anderthervorgeht.

Obwohl die bisherigeBeschreibung der WirkungsweiseeinesEnzymsunter
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AnnahmemetastabilerZusẗandesehranschaulichist, muß ihr Modellcharakter
betontwerden.Die TheoriedesÜbergangszustandsliefert eineErklärungfür die
katalytischeWirkungderEnzymeundgestattetauchdieAbscḧatzungvonReakti-
onsraten,läßtaberFragenhinsichtlichderEigenschaftendeskatalytischenZyklus
offen. Eine wichtige Erweiterungder Theorieder Enzymkatalyseerfolgt durch
die EinbeziehungderexperimentellbeobachtetenKonformations̈anderungendes
EnzymswährenddesmolekularenEnzymzyklus.DieseKonformations̈anderun-
genderProteinstrukturscheinenfür dieFunktionsweisedesEnzymsessentiellzu
sein.

Ein Enzymist ein heteropolymeresMakromolek̈ul, dasim Verlaufderenzy-
matischenKatalyseKonformations̈anderungenerfährt.DerenvollständigeDyna-
mik ist durchein gekoppeltesSystemvon Bewegungsgleichungenfür die einzel-
nenMonomere,ausdenensichdasEnzymzusammensetzt,gegeben.Einedirekte
numerischeIntegrationdieserBewegungsgleichungenwäresorechenzeitaufwen-
dig, daßdiesegegenẅartig nicht einmal für denBruchteil einesenzymatischen
Turnover möglich ist. Um trotzdemdie Dynamik einesEnzymswährenddes
enzymatischenTurnoverzuerfassen,sinddeshalbNäherungenerforderlich.Kon-
formations̈anderungenund Relaxationsprozessevon Proteinenwurden sowohl
für Proteinfaltungsprozesse[128, 129, 130, 131, 30] als auchfür die während
derbiologischenFunktionauftretendenStrukturver̈anderungeneingehendunter-
sucht[132,133]. Oft könnendieseVorgängealsdynamischerProzeßentlangei-
ner internenReaktionskoordinateangen̈ahertwerden[134,135, 136, 137]. Wen-
detmandiesesKonzeptauf die Konformations̈anderungenwährendderEnzym-
katalysean, so kann man eineneinzelnenEnzymzyklusals Bewegung entlang
einerkontinuierlichenPhasenkoordinatebeschreiben.

Vergleicht man diese Erkenntnissemit der schematischenDarstellung in
Abb. 2.1,sofindensichdortnurwenigemetastabileZwischenzusẗande,diedurch
Energiebarrierengetrenntsind. In diesemFall bestehtder enzymatischeZy-
klus ausnacheinanderfolgendendiskretenZusẗanden,zwischendenenmit einer
von der Höheder jeweiligen EnergiebarriereabḧangigenWahrscheinlichkeitsra-
te Übergängestattfinden. Beziehtmanhingegendie währendder Katalyseab-
laufendenKonformations̈anderungenmit ein, so ähneltder dynamischeProzeß
desenzymatischenZyklus ehereinemDiffusions-Drift-Prozeßin einemhoch-
dimensionalenZustandsraum,der wie im Fall der Proteinfaltung durch einen
Diffusions-Drift-ProzeßentlangeinereindimensionalenReaktionskoordinatean-
gen̈ahertwird [138,134,139, 136].

Eng verwandt mit der BetrachtungdesenzymatischenTurnover–Zyklus als
Dif fusions-Drift-Prozeßentlangeiner Reaktionskoordinateist dasRelaxations-
konzeptenzymatischerReaktionen[140, 141,29, 142]. Esgehtvon derAnnah-
me aus,daßder katalytischeZyklus durch RelaxationendesProteinsausdem
Nichtgleichgewichtszustand,in demesdurchdie BindungdesSubstratmolek̈uls
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gekommenist, in denGleichgewichtszustandangetriebenwird. DieseSituation
ist in Abb. 2.2graphischdargestellt.
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Abb. 2.2: Energieprofil alsFunktionderReaktionskoordinate,diezueinerdermöglichen
TrajektorienderenzymkatalysiertenReaktionS � P geḧort (nach[29]).

RegulatorischeEnzyme

Eine wichtige Eigenschaftvieler Enzymeist die Abhängigkeit ihrer enzymati-
schenAktivitätvonanderenMolekülen.Esgibt sowohl aktivierendalsauchinhi-
bierendwirkendeStoffe (Aktivatorenbzw. Inhibitoren). Im Fall der Inhibierung
unterscheidetmanzwischenderreversiblenundirreversiblenHemmung.Auf die
irreversibleHemmung,die meistdurchkovalenteBindungdesInhibitorsaneine
wichtigefunktionelleGruppezustandekommt,soll hiernichtweitereingegangen
werden.Der Inhibitor wirkt in diesemFall praktischalsGift.

Meist wird zwischenHemmungderEnzymaktivität unddereigentlichenEn-
zymregulation, die sowohl inhibitorisch als auchaktivierendsein kann, unter-
schieden[117, 127]. Es werdenvier Hemmungsmechanismenunterschieden:
kompetitiveundnicht-kompetitiveHemmung,unkompetitiveHemmungsowieal-
losterischeHemmung3.

3Der Begriff “Allosterie” soll die räumlichvon derSubstratbindungsstellegetrennteBindung
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BeiderkompetitivenHemmungkanndasInhibitormolek̈ul I anderselbenBin-
dungsstellewie dasSubstratmolek̈ul bindenundstehtdamit in direkterKonkur-
renzzu diesem.Bei dernicht-kompetitivenHemmungbindetderInhibitor in der
Näheder Substratbindungsstelle.Das Substratmolek̈ul kann zwar noch an das
Enzymbinden,die weiterekatalytischeUmsetzungdesSubstratsin dasProdukt-
molek̈ul ist jedochgesẗort. Bei derunkompetitivenHemmungbindetein bereits
vorhandenerES-Komplex dasInhibitormolek̈ul. EsentstehtalsoeinESI Enzym-
Substrat-Inhibitor-Komplex, dernichtweiterreagiert.

Die allosterischeHemmungist wie auchdie allosterischeAktivierungein ty-
pischerRegulationsmechanismusin metabolischenKetten. AllosterischeEnzy-
me,von denenesetwa hundertgibt [145], besitzendie Eigenschaft,in mehreren
stabilenKonformationenexistierenzukönnen.Mit jederKonformationsindcha-
rakteristischechemischeEigenschaftenverbundenwie z.B. einebestimmteEn-
zymaktivität. Es ist möglich,daßein Proteinvon einemstabilenKonformations-
zustandin einenanderenstabilenKonformationszustand̈ubergeht. Damit sind
auchVer̈anderungenderchemischenEigenschaftenverkn̈upft. Ausgel̈ostwerden
solcheÜbergängemeistdurchnicht-kovalenteBindungeinesregulatorischenMo-
lekülsandasProtein,weit entferntvonderBindungsstellederSubstratmolek̈ule.

Nebender allosterischenRegulation der Enzymaktivität wird die Aktivität
mancherEnzymeauchdurch kovalenteModifikation ihrer Strukturenerreicht.
DieseModifikationender EnzymstrukturwerdendurchandereEnzymekataly-
siert. Vor allemdie Übertragungvon Phosphat-(Phosphorylierung)undAdenyl-
gruppen(Adenylierung)sinddabeivon besondererBedeutung[127,146].

In dieserArbeit spielt die Kinetik regulatorischerEnzymeeinegroßeRolle.
Wegen ihrer weitenVerbreitungund großenBedeutungbei der Regulationvon
Stoffwechselvorgängenwerdeich mich dabeiauf allosterischeAktivierungund
Inhibierungbeschr̈anken. Deshalbwerdenim Folgendennochdie beidenwich-
tigstenModellederallosterischenRegulationgenauervorgestellt.

Zwei einfacheModelle zur Erkl ärung des Mechanismusder allosterischen
Kooperativit ät

AllosterischeEnzymebesitzenmindestenszweiräumlichgetrennteBindungsstel-
len, einefür dasSubstratmolek̈ul unddie anderefür einenEffektor. DasEnzym
kannsich in zwei Konformationszuständen,demaktivenR-Zustand(R=relaxed)
unddeminaktivenT-Zustand(T=tensed)befinden.DasSubstratkannleichteran
die R-Form als an die T-Form binden. Hat ein aktivierendwirkenderEffektor
andasEnzymgebunden,sowird die R-Form stabilisiert.Bindetein inhibierend
wirkenderEffektor an dasEnzym,so wird hingegendie T-Form stabilisiert. Ist

desEffektorshervorhebenundwurdenachAussagevonJ.-P. Changeux[143] im Zusammenhang
mit derVeröffentlichung[144] eingef̈uhrt.
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dieserEffektorebenfallsdasSubstratmolek̈ul, sprichtmanvonhomotroperRegu-
lation. Handeltessichbei demEffektor um dasMolekül eineranderenArt, liegt
heterotropeRegulationvor.

Abb. 2.3: Zwei verschiedeneKonformationender Phosphofruktokinase. Links befindet
sich dasEnzymim aktivierten(R-Zustand)[147] rechtsim inhibierten(T-Zustand)Zu-
stand[148].

DasklassischeBeispieleineshomotropallosterischenProteinsist dasHämo-
globin, bei dem die Anlagerungvon Sauerstoff die Fähigkeit zu weitererSau-
erstoffbindung erḧoht. Beispiel einesheterotropenallosterischenEnzyms ist
die Phosphofruktokinase.Es steuertdurchseineregulatorischenEigenschaften
Teile desKohlenhydratstoffwechsels. Dabei bestehtfür diesesEnzym sowohl
die Möglichkeit der Inhibierung(durchAnlagerungvon Adenosintriphosphatan
spezielleBindungsstellendiesesEnzyms)als auchdie Möglichkeit der Aufhe-
bung dieserInhibierung (durch Adenosinmonophosphat).Das Verḧaltnis von
ATP/AMP bestimmtso die Enzymaktivität. In Abb. 2.3 (links) ist als Beispiel
für die verschiedenenKonformationeneinesallosterischenEnzymsdie aktive R-
Formundin Abb. 2.3(rechts)die inaktveT-FormderPhosphofruktokinaseabge-
bildet.

DasersteModell zur ErklärungdesallosterischenMechanismusstammtvon
J. Monod, J. Wymanund J.-P. Changeux[144]. DiesesModell gehtdavon aus,
daß das Enzym mindestenszwei identischeUntereinheitenbesitzt, an die je-
weils ein Substratmolek̈ul bzw. regulatorischesMolekül bindenkann. Die Be-
sonderheitdiesesModells bestehtdarin, daßKonformations̈anderungenund da-
mit ÜbergängezwischenR- undT-Zustandundumgekehrtgleichzeitigerfolgen.
Aus diesemGrundwird diesesModell auchSymmetriemodelloder“Alles-oder-
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Nichts-Modell” bezeichnet.DieseSituationist für die homotropeRegulationin

+S +S S SS

+S +SS S S

Abb. 2.4: SchematischeDarstellungdesSymmetriemodellsfür homotropeRegulation.
KreisesymbolisierenUntereinheitenim R-Zustand,Quadrateim T-Zustand.Übergänge
vom R- in denT-Zustandund umgekehrt könnennur beideUntereinheitengleichzeitig
vollf ühren.Die Übergangsratehängtvon derZahl dergebundenenSubstratmolek̈ule ab.
DazweiUntereinheitenvorhandensind,gibt für denFall eineseinzigengebundenenSub-
stratmolek̈uls zwei möglicheKonfigurationen.Esist abernureinegraphischdargestellt.

Abb. 2.4schematischdargestellt.
Ein zweiteswichtiges Modell zur Beschreibung der Allosterie ist das so-

genanntesequentielleModell. Es wurde von Koshland,Nemethyund Filmer
in [149] vorgeschlagen.Beim sequentiellenModell zur Erklärungallosterischer
Kooperativität sindUntereinheitenmit freienBindungsstellenstetsim T-Zustand
zufinden.Die BindungeinesEffektorsaneineUntereinheitführtzueinemÜber-
gangdieserUntereinheit,aberauchnur dieserUntereinheit,in den R-Zustand
(sieheAbb. 2.5). Zus̈atzlichkönnenWechselwirkungenzwischendenUnterein-
heitendesProteinsexistieren. Durch dieseWechselwirkungenkönnenKonfor-
mations̈anderungeneinerUntereinheitdie Substratbindungsafinität eineranderen
Untereinheitbeeinflussen.

+S +S S SS

Abb. 2.5: SchematischeDarstellungdessequentiellenModellsfür homotropeRegulation.
Bezeichnungenentsprechendenenin Abb. 2.4. Im Gegensatzzum Symmetriemodell
könnendie Untereinheitenin verschiedenenKonformationenvorliegen. Wie in Abb. 2.4
wurdebei einemeinzigengebundenenSubstratmolek̈ul nur eineder beidenmöglichen
Konfigurationenabgebildet.

BeideModellebilden,wie Eigenin [150] betont,jeweils denGrenzfall eines
allgemeinerenModells. In diesemallgemeinenModell gibt esauchÜbergänge
zwischenR- undT-Zusẗandenvon Untereinheiten,die weder, wie beimsequenti-
ellenModell durchEffektorbindungverursachtwerden,nochwie beiSymmetrie-
modell alle Subunitsgleichzeitigbetreffen müssen[125]. Bei Enzymreaktionen
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findetsichsehroft heterotropeAllosterie. Bei dieserForm wird derZustandder
enzymatischenUntereinheitendurchBindungvonEffektorenbeeinflußtdiekeine
Substratmolek̈ulesind.

2.2 Konformationsänderungenund Enzymkinetik

Die klassischeMichaelis-MentenKinetik underweiterteModelle,die dasenzy-
matischeReaktionssystemdurcheinebestimmteAnzahldiskreterZusẗandecha-
rakterisieren,zwischendenen,definiertdurchRatenkonstanten,̈Ubergängeerfol-
gen,sindzur Beschreibungvieler Enzymreaktionensehrerfolgreich. Allerdings
handeltessichum Modelle,derenwesentlichsteApproximationin derPostulie-
rung der ExistenzsolcherdiskreterZusẗandebesteht. Inzwischenist allgemein
akzeptiert[151, 115], daßder überwiegendeTeil der Enzymeim Verlauf eines
enzymatischenTurnover charakteristischeKonformations̈anderungender Prote-
instrukturdurchl̈auft. DieseKonformations̈anderungenben̈otigencharakteristi-
scheZeitenundkönnenalsDif fusions-Drift-Prozeßangen̈ahertwerden[136]. In
diesemAbschnittwerdendie Ergebnissezwei verschiedenerExperimentevorge-
stellt, die die BedeutungdieserKonformations̈anderungenfür die enzymatische
Katalysezeigenund im Widerspruchzur klassischenEnzymkinetikstehen.Ty-
pischfür beideExperimenteist,daßsichdasSystemnicht im thermodynamischen
Gleichgewicht befindet.

UntersuchungdesenzymatischenZyklus der Malatdehydrogen-
ase

In diesemAbschnittwerdenexperimentelleErgebnissederUntersuchungdesen-
zymatischenTurnover der Malatdehydrogenasemit Hilfe einer “Stopped-Flow-
Apparatur”vorgestellt.Bei dieserMethodewerdenSubstratmolek̈ule,Coenzyme
und EnzymeinnerhalbkurzerZeit gemischt,so daßdie Reaktionerst nachei-
nem klar definiertenZeitpunkt ablaufenkann. Kurz nachder Durchmischung
befindetsich das Reaktionssystemfernab vom chemischenGleichgewicht, da
praktischnochkeineReaktionsproduktevorhandensind.Dieserelaxationskineti-
scheUntersuchungsmethode[152] wird sehrhäufigzumStudiumenzymatischer
Vorgängeinsbesonderezur IdentifizierungintermedïarerProzesseverwendet.

P. Pleshanov und L.A. Blumenfeldführten“Stopped-Flow Messungen”mit
derMalatdehydrogenase(MDH) durch[153, 154], die die Reaktion

L-Malat � NAD ��� Oxalacetat� NADH (2.1)

katalysiert. Die Turnover-Zeit der HinreaktionbetrugunterdengewähltenBe-
dingungen10� 9ms und die der Rückreaktion2� 6ms. Enzyme,Coenzymeund



2.2Konformations̈anderungenundEnzymkinetik 27

Substratewurden,wie eingangsbeschrieben,innerhalbkurzerZeit gemischt(Tot-
zeit derApparatur1� 2 	 1� 5ms) unddamitdie Reaktioninitialisiert. Die Konfor-
mations̈anderungenderaktivenEnzymeim VerlaufdesTurnover-Zyklus wurden
durchMessungdermittlerenLebensdauer̄τ f der intrinsischenTryptophanFluo-
reszenzbestimmt4.

Abb. 2.6: “The time-coursesfor tryptophanefluorescenceparameters̄τ f andNAD ! re-
duction(A) or NADH oxidation(B) reactionscatalyzedby malatedehydrogenase”Abbil-
dungundBildunterschriftaus[29] S.107

Im Abstandvon 0� 5msab ReaktionsinitialisierungwurdedasEnzymsystem
periodischangeregt (Laserpulse:λ � 297nm τpulse " 2ps) und τ̄ f gemessen.

4Tryptophanist eineAminos̈aure,die in Abhängigkeit ihrer Umgebungeinecharakteristische
Fluoreszenzlebensdauervon optischenAnregungszusẗandenbesitzt.Bei derMalatdehydrogenase
befindetsichdieseAminos̈aurein derNähederSubstratbindungsstelle.
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Parallel wurde durch Absorptionsmessungendie KonzentrationdesCoenzyms
NADH betimmt5.

Die Meßergebnissesind in Abb. 2.6 dargestellt. Abb 2.6azeigt die mittlere
Fluoreszenzlebensdauerunddie Absorptionsintensiẗatvon NADH im Verlaufder
Hinreaktionvon L-Malat zu Oxalacetat.Esist deutlicherkennbar, daßderstruk-
turabḧangigeParameter̄τ f zuBeginndesTurnover-Zyklusabnimmt,umbeietwa
6msein Minimum zu erreichen.DanachsteigtdieserWert wiederan, um nach
10 	 11msetwadenAusgangswertkurz nachderInitialisierungderReaktionan-
zunehmen.Anschließendfällt τ̄ f erneut. Im Gegensatzdazuzeigt der Verlauf
von τ̄ f bei derRückreaktionvon Oxalacetatzu L-Malat, der in Abb 2.6bdarge-
stellt ist, keineso starke Abnahmevon τ̄ f . L.A. Blumenfeldund P. Pleshanov
schließendaraus,daßdie Konformations̈anderungendesEnzymsim Verlaufder
Hinreaktionvon denenderRückreaktionverschiedensind. Nebendieserwichti-
genErkenntnissiehtmanin Abb 2.6a,daßdie durchdie schnelleMischungvon
SubstratundEnzyminitialisiertenTurnover-Zyklennahezusynchronablaufen.

Im Zusammenhangmit den in [153, 154] präsentiertenErgebnissendie-
ser “Stopped-Flow Untersuchungen”wurdendurch V.B. Polyakov, N.N. Khar-
lashinaund E.M. Galimov in [155] Computersimulationeneiner Mehrstufen-
enzymreaktionveröffentlicht,diedieMöglichkeit verschiedenverlaufenderFluo-
reszenzlebensdauerkurvenfür die Hin- undRückreaktionbei ansonstengleichen
Reaktionsschrittenzeigensollten.In [156] wiesenL.A. BlumenfeldundP. Plesha-
nov allerdingsauf mehrereschwerwiegendeFehlerin [155] hin, die dieseArbeit
wiederin Fragestellen.

ExterneSynchronisation desCytochrom P-450Enzymsystems

In [157] fandenH. GrulerundD. Müller-EnocheinelichtinduzierteAktivierbar-
keit desCytochromP-450MonooxygenaseSystems.Währendfolgenderexperi-
mentellerUntersuchungen[40, 39] gelangesdenAutorenunterAusnutzungder
Lichtsensitivität diesesEnzymsystems,die EnzymzyklenverschiedenerEnzyme
zu synchronisieren.Dazuwurde im Reaktionsgef̈aßdie Konzentrationder Re-
aktionsproduktekontinuierlichbestimmt.OhnesonstigeBeeinflussungsteigtdie
KonzentrationderReaktionsproduktestetigan. Wird dasReaktionsgef̈aßhinge-
genperiodischfür dieDauervon0� 1sbeleuchtet,steigt,wie in Abb. 2.7dargestellt
ist, dieKonzentrationderReaktionsproduktestufenf̈ormig an.

Die Autoren schließendaraus,daßdie Enzymeim unbeleuchtetenZustand
unkorelliert Enzymzyklenausf̈uhren,währenddurchdie periodischëaußereAn-
regungdieseZyklen synchronisierenunddadurchdie Reaktionsproduktenur zu

5Die beidenanderReaktionbeteiligtenCoenzymeNAD # undNADH weisenunterschiedliche
Absorptionsspektrenauf. NADH absorbiertbei λ $ 340nmsehrstark.
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bestimmtenZeitenfreigesetztwerden.Auch nachdemdie periodischeBeleuch-
tung gestopptwird, operierendie Enzymeweiter in Phase,wasim stufenf̈ormi-
genAnstieg derReaktionsprodukteerkennbarist. Die SẗarkederSynchronisation
hängtentscheidendvondergewähltenPeriodederBeleuchtungsintervalleab. Sie
erreichteinMaximum,wenndiesePeriodeetwaskürzeralsdieTurnover-Zeit von
τ � 1� 54s gewählt wird. UnteroptimalenBedingungensinddie Phasenzustände
von über80%allerEnzymesynchronisiert.

Abb. 2.7: “Effect of periodically(1% 32s) appliedshort light pulses(0% 1s, 390 & 460nm,
0% 27J � nmolP-450)onproductformationfor 7-ethoxycoumarinO-deethylaseactivity pro-
ducedby a reconstitutedP-450II B1: NADPH-P-450reductasecomplex. The product
concentration(7-hydroxycoumarin)in thetesttubeincreasesin asteplikemannerbefore
andafterthelast light flash.Thearrows (above 2s) representthelocationof thestep-like
productformation in the caseof coherentworking enzymecomplexes” Abbildung und
Bildunterschriftaus[39].

Die experimentelleSynchronisationvon Enzymzusẗandenermöglicht die Be-
obachtungder EigenschaftendesEnzymzyklus.So wurdeherausgefunden,daß
die synchronisiertenEnzymzyklenauchohneäußereBeeinflussungdiesenZu-
standfür mehrereenzymatischeTurnover beibehalten.In Abb. 2.7 ist die stu-
fenförmigeFreisetzungder Reaktionsproduktenochnach4 Zyklen deutlicher-
kennbar. Das läßt den wichtigen Schlußzu, daß die Schwankungsbreiteder
Turnover-Zeit kleinerals20%ist.

DieseEigenschaftenkönnenmit denklassischenVorstellungender Enzym-
kinetik, nicht erklärt werden. In [41] untersuchtendeshalbM. Schienbeinund
M. Gruler ein kinetischesModell, dasden enzymatischenProzeßdurch einen
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Diffusions-Drift-Prozeßann̈ahert.

Weitere Untersuchungen zur Dynamik und Konformati-
ons̈anderungvon Proteinen

Enzymesind, wie bereitsdiskutiertwurde,Heteropolymere.Ihre katalytischen
Eigenschaftenhängendirekt mit denKonformations̈anderungenwährenddesen-
zymatischenZyklus zusammen[30]. Gegenẅartige theoretischeUntersuchun-
gen[158,134, 159, 160, 136,161] solcherdynamischerProzessein Heteropoly-
merenzeigen,daßKonformations̈anderungenkinetischeVorgängesind,die Mil-
lisekundenoderlängerdauernkönnen.

Allerdings sind wesentlicheAspekteder Dynamik von Proteinenim Verlauf
ihres“Funktionierens”nochunklar. Währendbei einfachenchemischenMecha-
nismeneindeutigfestgelegteReaktionswegemit einigenwenigenZusẗandendiese
gut ann̈ahern,ist esnochnicht gekl̈art, ob solcheeindeutigenReaktionswegefür
Proteineexistieren.Für einevollständigeBeschreibungmüßtedieFreieEnthalpie
derZusẗandedesProteinsalsFunktionderKoordinatenseiner(mehrerentausend)
Atome untersuchtwerden.Es stellt sich nundie Frage,ob die Trajektorien,die
denVerlauf der Konformations̈anderungenin diesemhochdimensionalenRaum
beschreiben,bei WiederholungdesProzesses,engbeieinanderliegenoderstark
voneinanderabweichen.

DieseFragestellungwurdeerstmalsvonLevinthaldiskutiert[162], derbeton-
te,daßbereitseinePolypeptid-Kettemit nur 100Aminos̈aurenprinzipiell in 1030

verschiedenenKonformationenvorliegenkann. UnterdiesenBedingungenist es
zun̈achstschwervorstellbar, daßein ProteineinenbestimmtenKonformationszu-
standin wenigenMillisekundenfindenkannunddasjeweils in nahezuderselben
Weise.In diesemZusammenhangwar auchdie Erkenntniswichtig, daßProteine
undSpinglas-SystemeeinewichtigeGemeinsamkeit, nämlichdie Existenzeiner
großenZahl von Zusẗanden,aufweisen,die sichenergetischnur geringf̈ugig un-
terscheiden[158,163, 160].

AllerdingsergabdieUntersuchungnaẗurlicherProteinsequenzenoderspeziell
ausgewählter Sequenzen,daßfür diesenur ein Zustanddominierendist. Die-
serliegt energetischdeutlichtieferalsdie anderenZusẗande[159]. Dadurchwird
dieausRöntgenstrukturuntersuchungenschonlängerbekannteTatsacheerklärbar,
daßProteineoft in einerKonformationvorliegen. Die Eigenschaftvon naẗurli-
chenoderspeziellselektiertenHeteropolymerenwird auchals “principle of mi-
nimal frustration”[164] bezeichnet.Auf derGrundlagedieserErkenntnissewird
beispielsweisedasEnergieprofil, dasbei derProteinfaltungeineRolle spielt,als
Trichterangenommen[165].
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2.3 Enzymreaktionenin kleinen Raumbereichen

LebendeZellenwerdenin dreiGruppendieProkaryonten,ArchaeaunddieEuka-
ryonteneingeteilt. Beispielefür Prokaryontensind einzelligeMikroorganismen
wie EubakterienoderBlaualgen.SiesindevolutionsgeschichtlicḧalteralsEuka-
ryonten.ProkaryontenundArchaeabesitzenim GegensatzzuEukaryontenkeine
ausgepr̈agtenSubstrukturenundsindmeistsehrkleineZellen(ein bis einigeMi-
krometerAusdehnung).

Eukaryontenhingegegensindmit einem100bis 10000fachenVolumen[166]
deutlichgrößeralsProkaryontenundbesitztenkomplexeSubstrukturenwie Zell-
kern,LyosomenoderMitochondrien.Dieserelativ abgeschlossenenZellkompar-
timentebesitzenwiederumeineAusdehnung,die meistim BereicheinesMikro-
metersliegt. Sowohl in Prokaryontenals auchin Eukaryontenlaufendie Stoff-
wechselvorgängealsoin Mikroreaktorenmit einemVolumenvonwenigenFemto-
litern ab. Eswird in diesemAbschnittgezeigtwerden,daßdie“Winzigkeit” dieser
Raumbereichezu einerstarkendiffusivenDurchmischungführt. Diesekanndie
AusbildungräumlicherMuster, wie sie beispielsweisein Reaktions-Diffusions-
Systemenauftretenkönnen[25, 63], verhindern[22, 24].

Zur BeschreibungderchemischenKinetik in abgeschlossenenRaumbereichen
spielenzwei charakteristischediffusionsabḧangigeZeiten,die Durchmischungs-
zeit und die Transit-Zeit,einegroßeRolle. Die Durchmischungszeittmix ist die
Zeitdauer, die vergeht,bis ein Molekül, nachdemeszuvor aneinembestimmten
Ort freigesetztwurde,mit etwa gleicherWahrscheinlichkeit überallim Raumbe-
reichdesMikroreaktorsvorgefundenwerdenkann.Die Transit-Zeitttransit ist die
mittlereZeit, dieeinMolekül ben̈otigt, umeinesvonN “Zielmolekülen”6 zutref-
fen.

Die RelationendiesercharakteristischenZeitenundderenmöglicheAuswir-
kungenauf die Reaktionskinetiksollen in diesemAbschnitt diskutiert werden.
Zu diesemZweckwerdenzuerstdie diffusiveDurchmischungszeitundanschlie-
ßenddieTransit-ZeiteinesMolekülsberechnet,dessenDiffusionskonstantein der
GrößenordnungtypischerReaktandenim Metabolismusvon Organismenliegt.
Die Ergebnissewerdenmit derDauermolekularerEnzymzyklenverglichenund
dieKonsequenzenderZeitrelationenaufdie Enzymkinetikdiskutiert.

6DieseZielmolekülekönnenauchmolekulareBindungsstellenanderOberfl̈acheeinesEnzyms
sein.
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CharakteristischeZeiten

Durchmischungszeit

Unterder Bedingung,daßdie Reaktionin einemabgeschlossenenRaumbereich
stattfindet,sollen im Folgendendie typischendiffusionsbedingtenZeiten ab-
gescḧatzt werden. Detailsder Zellstrukturwerdenvernachl̈assigt. Es wird ein
kugelförmigesmit Flüssigkeit gefülltes “Gefäß” betrachtet.Zuerstwird die dif-
fusiveDurchmischungszeittmix berechnet.Um tmix zuerhalten,wird ein Molekül
im InnereneinerabgeschlossenenKugel mit dem RadiusR betrachtet,dasder
BrownschenMolekularbewegungunterliegt. Wird diesesTeilchenzur Zeit t � 0
im MittelpunktderKugelvorgefunden,soist diemittlereZeit, dievergehenmuß,
um dasMolekül mit nahezugleicherWahrscheinlichkeit anirgendeinerStelleim
Raumbereichvorzufinden,geradedieDurchmischungszeittmix.

Die Brownsche Bewegung des Moleküls wird durch die Fokker-Planck-
Gleichung

∂p �'�x� t �
∂t � D

∂p �
�x� t �
∂ �x2 (2.2)

für dieWahrscheinlichkeitsdichtep �
�x� t � beschrieben.Für dieAnfangsbedingung

p �
�x� 0� � δ �
�x�
lautetdieLösung(im 3-dimensionalen)

p �
�x� t � � 1� 4πDt � 3
2

exp 	 �x2

4Dt
� (2.3)

Ist L derRadiusderKugel,soist nachderZeit t � L2 � D die Wahrscheinlich-
keit

p � L � t � � e� 1
4 p � 0� t �(�

Dae� 1
4 " 0� 779ist, kannfür Zeitent 
 L2 � D in groberNäherungeineGleichver-

teilungangenommenwerden.DiesecharakteristischeZeit soll im folgendenals
Durchmischungszeittmix bezeichnetwerden.

tmix � L2

D
(2.4)

Wird beispielsweisealsDif fusionskonstantefür die Flüssigkeit innerhalbder
Kugel D � 5 � 10� 6cm2s� 1 angenommen7, so ergibt dasbei einemKugelradius
von L � 10� 4cm eine Durchmischungszeittmix � 2 � 10� 3s. Dasbedeutet,daß
nachdieserZeit dasTeilchenbereitsmit nahezugleicherWahrscheinlichkeit an
jedemOrt innerhalbdesKugelvolumensvorgefundenwerdenkann.

7EswurdedieDiffussionskonstantevonGlukosein Wasserbei303K verwendet(siehe[115]).
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Die LösungwurdeunterVernachl̈assigungder ReflexionendesMoleküls an
der WanddesReaktionsgef̈aßesgewonnen. Die Berücksichtigungder Reflexio-
nenwürdeim Vergleichzur BetrachtungohneWandzu einerleichtenErhöhung
der Wahrscheinlichkeitsdichtefür denAufenthalt einesProduktmolek̈uls in der
Umgebung der Wand führenund damit die Unterschiedein der Verteilungvon
p �
�x� t � zwischenZentrumundRanddesReaktionsvolumensweiterverringern.

Transit-Zeit

Nachdemdie DurchmischungzeiteinesMoleküls berechnetwurde,soll nundie
Fragebeantwortetwerden,wieviel Zeit einsolchesMolekül, dasderBrownschen
Molekularbewegungunterliegt, braucht,um ein anderesMolekül oderbeispiels-
weiseeineBindungsstelleeinesEnzymszu treffen. Zuerstwird derFall betrach-
tet, daßinnerhalbdesReaktionsvolumensnur ein Molekül und ein Enzymvor-
handenist. Gesuchtist die Traffic-Zeit ttraf f ic, die im Mittel von demMolekül
ben̈otigt wird, um dasEnzymzu treffen. Darausergibt sich direkt die Zeit, die
dasProduktmolek̈ul braucht,um irgendeinesvon N vorhandenenEnzymenzu
treffen,durchttransit � ttraf f ic � N.

Es muß an dieserStelle betont werden,daß die Bindung einesMoleküls
an eineBindungsstelledesEnzymstats̈achlichkomplizierterseinkannund so-
wohl elektrostatischeWechselwirkungenals auch2-dimensionaleDiffusion des
Moleküls an der Oberfl̈achedesEnzymsentlangzur Bindungsstellebeinhalten
kann[167, 152]. EswerdenhierdiesemöglichenKomplikationenvernachl̈assigt.
Es wird davon ausgegangen,daßdasMolekül der BrownschenMolekularbewe-
gungunterliegt und dabeiirgendwanndie enzymatischeBindungsstelleber̈uhrt.
NachdemesdieseStelleber̈uhrthat,wird esanschließendgebunden.

In [168] wurdeim Zusammenhangmit derZeitabscḧatzungbeiKoagulations-
prozessenein sehrähnlichesProblemvonSmoluchovski untersucht[22].

Als Reaktionsvolumenwird wieder eine Kugel mit dem RadiusL betrach-
tet. In dieserKugel befindetsich ein Produktmolek̈ul und ein Enzym. Es wird
eine“imaginäre” Spḧareeingef̈uhrt, die im Mittelpunkt desReaktionsvolumens
mit demRadiusL liegt. Der RadiusR dieser“imaginären”Spḧareist gleichder
SummederRadienvon EnzymundProduktmolek̈ul R � RE � RP. Falls dasPro-
duktmolek̈ul dieseSp̈aretrif ft, wird esadsorbiert.Die Wahrscheinlichkeit q � t � ,
daßein Produktmolek̈ul ein Enzymtrif ft, ist q � t � � 1 	 p0 � t � . Dabeiist p0 � t � die
Wahrscheinlichkeit, daßkeineBerührungerfolgt.

Die Wahrscheinlichkeit p0 ist durch das Integral über die Kugel vom Ra-
dius L für die Wahrscheinlichkeitsdichtep �
�x� t � der Lösungder Fokker-Planck-
Gleichunggegeben.Durchdie ander“imaginären”Spḧaremit demRadiusR er-
folgendenAdsorbtionsm̈oglichkeitenverringertsichderWertdiesesIntegralsmit
der Zeit. Die Wahrscheinlichkeit für einenAdsorptionsprozeßan dieserSpḧare
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im Intervall � t � t � dt � ist j � t � dt, wobei

j � t � � dq� dt

die Wahrscheinlichkeit derBerührungdesProduktmolek̈uls mit deradsorbieren-
denSpḧareje Einheitszeitdarstellt.

Enzymehabentypischerweiseeinebis zu 1000mal größereMasseund ein
entsprechendgrößeresVolumenalsdie anderReaktionbeteiligtenSubstrat-und
Produktmolek̈ule und könnendaherals nahezuunbeweglich angenommenwer-
den. Die Diffusionskonstanteder Enzymeist etwa zwei Zehnerpotenzenklei-
neralsdie derProduktmolek̈ule [115]. Eswird dahernur die DiffusionderPro-
duktmolek̈ulemit derDif fusionskonstantenD undderRadiusderenzymatischen
BindungstelleR " RE, beiVernachl̈assigungdesRadiusderProduktmolek̈ule,be-
trachtet.DerRadiusderadsorbierendenSpḧareentsprichtalsodemEnzymradius.

DerRadiusRbetr̈agtetwa1-5Nanometerundist damitzweiGrößenordnung-
en kleiner als der RadiusL desReaktionsvolumensder im Bereichvon einigen
hundertNanometernliegt. Zur weiterenVereinfachungder Rechnungsoll als
Anfangsbedingungein Abstandin der Größenordnungvon L zwischenProdukt-
molek̈ul und Enzymangenommenwerden. Falls tmix ) ttraf f ic gilt teilt sich die
zeitlicheEntwicklungderWahrscheinlichkeitsdichtep �
�x� t � in zweiStufen.

In der erstenStufe dominiert die diffusive Durchmischung,die durch die
Durchmischungszeittmix charakterisiertist, denProzeß.Für t " tmix liegt nahezu
eineGleichverteilungunabḧangigvon derWahl derAnfangsbedingungenim Re-
aktionsvolumenvor. Danachwird der Prozeßder Adsorptionan der Spḧarefür
dieVer̈anderungvon p �'�x� t � bestimmend.

DerWahrscheinlichkeitsfluß j � t � kannnunausderLösungderFokker-Planck-
GleichungunterBerücksichtigungderRandbedingungp �
�x � R� � 0 auf derad-
sorbierendenSpḧare, die sich im Mittelpunkt desReaktionsvolumensbefinden
soll, berechnetwerden.

DieseAufgabewurdevon Smoluchovski [168] gelöst. Sei innerhalbdesRe-
aktionsvolumensR ) r * L dasProduktmolek̈ul mit gleicherWahrscheinlichkeit
pstart � 1� V (V � 4π � 3 � L3 	 R3 � " 4π � 3L3) zumZeitpunkttstart � 0 zu finden,
dannhängtp �
�x� t � infolgederRadialsymmetrienurvon r ab. Mit derVerwendung
vonKugelkoordinatennimmtdaherdie Fokker-Planck-Gleichungdie Form

∂p � r� t �
∂t � D

r
∂ � r p � r � t �+�

∂r2 (2.5)

an. Die LösungdieserGleichungunter Berücksichtigungder Randbedingung
p � r � R� � 0 lautet

p � r � t � � pstart 1 	 R
r
� 2R

r , π

- r . R
2 / Dt

0
e0 z2

dz 1 (2.6)
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Der Wahrscheinlichkeitsfluß j 2 t 3 , der die Adsorptionswahrscheinlichkeit je
Einheitszeitim Zeitintervall 2 t 4 t 5 dt 3 charakterisiert,kannausdemProduktdes
FlächeninhaltsderOberfl̈achederadsorbierendenSpḧareunddemGradientender
Wahrscheinlichkeitsdichtep 2 r 4 t 3 derLösung(2.6) anderOberfl̈achederSpḧare,
multipliziert mit derDif fusionskonstanteD, berechnetwerden.Esergibt sich

j 2 t 376 4πR2D
∂p
∂r 8 r 9 R 6 4πRDpstart 1 5 R, πDt

1 (2.7)

Für großeZeiten8 t : R2 ; 2 πD 3 kannder TermR; , πDt vernachl̈assigtwerden.
UnterBerücksichtigungvon

pstart 6 1
V
6 3

4πL3

ergibt sichdamit

j 2 t 376 3RD
L3 1

DasInversedieserGleichungergibt die mittlereZeit ttraf f ic für ein erstesZu-
sammentreffenvonMolekül undEnzym

ttraf f ic < L3

3DR < L3

DR
1 (2.8)

Da ttraf f ic die Zeit charakterisiert,die im Mittel ein Molekül ben̈otigt, um ein
ganzspeziellmarkiertesEnzymzu treffen, ist in einemReaktionsvolumenmit N
EnzymenderselbenSortedie mittlereZeit, bis ein Molekül irgendeinbeliebiges
Enzymtrif ft, gegebendurch

ttransit 6 ttraf f ic

N
6 L3

NDR
1 (2.9)

Zur Herleitungder Transit-Zeitwurdeangenommen,daßjedeKollision des
der Dif fusion unterliegendenMoleküls mit der Spḧare, die die Oberfl̈achedes
Enzymsrepr̈asentierensoll, ber̈ucksichtigtwird. Tats̈achlich nimmt die mole-
kulareBindungsstelledesEnzyms,die ein Substratmolek̈ul oderein regulatori-
schesMolekül bindenkann,nur einenkleinenTeil derEnzymoberfl̈acheein. Zur
AbscḧatzungderTransit-Zeitwird deshalbanstelledesEnzymradiusfür die obi-
genBerechnungenderRadiusderenzymatischenBindungsstelleR 6 Rb verwen-
det.

8Für R = 0> 5 ? 10@ 6cm und D = 5 ? 10@ 6cm2s@ 1 gilt t als groß falls t A 2 ? 10@ 8s. Da z.B.
typischeWertevon tmix B 10@ 3s fünf Größenordnungenlängersind, ist dieseBedingungimmer
erfüllt.
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Die Herausbildung molekularer Netzwerke

In Kapitel1.1wurdenausf̈uhrlichdieGründedafür diskutiert,daßessinnvoll sein
kann,zwischenmikroskopischerundmakroskopischerSelbstorganisationzu un-
terscheiden.UnterVerwendungder in denletztenUnterabschnittenhergeleiteten
charakteristischenZeiten tmix und ttransit werdennun die Verḧaltnisseinnerhalb
von Mikroreaktorendiskutiert[169]. Unternochnäherzu bestimmendenBedin-
gungenkannesbei enzymatischenReaktionenzu mikroskopischerSelbstorgani-
sationkommen,die aufderHerausbildungmolekularerNetzwerkebasiert.

Jetztwird ein Molekül betrachtet,daß die Eigenschaftbesitzt, durch Bin-
dung an die regulatorischeBindungsstelleeinesEnzyms, dessenSubstratbin-
dungsf̈ahigkeit zu ändern.Bei diesemMolekül soll essichum ein Zwischenpro-
dukt innerhalbeinerKettevon Reaktionenhandeln.Sokönnteesbeispielsweise
dasReaktionsprodukteiner durch EnzymekatalysiertenReaktionsein. Dieses
Reaktionsproduktsei nun zusammenmit denN Enzymenin einemkleinenku-
gelförmigenRaumbereich,der mit Flüssigkeit gefüllt ist, eingeschlossen.Die
Zeit, diedasregulatorischeProduktmolek̈ul braucht,umseineAnfangsbedingung
zu “vergessen”und mit nahezugleicherWahrscheinlichkeit irgendwo in dieser
Kugel vorgefundenzu werden,ist die Durchmischungszeittmix (Gl. 2.4). Die
Zeit, die dasregulatorischeProduktmolek̈ul ben̈otigt, um aneinesderN Enzyme
zubinden,ist dieTransit-Zeitttransit (Gl. 2.9).

AusGleichung2.4 folgt sofortdie Korrelationsl̈ange

Lkorr 6 , Dttransit 1 (2.10)

DieseLängegibt die mittlereDistanzan,die dasregulatorischeMolekül zurück-
legt, bevor esan dasEnzym bindet. Die charakteristischeLängekannmit der
linearenAusdehnungL desMikroreaktors,in demdie Reaktionabl̈auft, vergli-
chenwerden.Es ergebensichzwei grunds̈atzlichverschiedeneKonstellationen.
Falls L : Lkorr gilt, sobindetdasregulatorischeProduktmolek̈ul anein Enzym,
dasin derNähedesEntstehungspunktesdesregulatorischenMoleküls liegt. Da
diesesMolekül InformationenüberReaktionsereignisseträgt9, jedochbereitsin
derNähedesEntstehungsortswiedergebundenwird, sinddieWechselwirkungen
in diesemReaktionssystemtypischerweisekurzreichweitig.

Die Situationist hingegenvöllig verschieden,falls L C Lkorr erfüllt ist. Das
EnzymwelchesdasregulatorischeProduktmolek̈ul bindet,kannpraktischüberall
innerhalbdesMikroreaktorsvorgefundenwerden. Dasbedeutet,daßdasregu-
latorischeMolekül in der Lageist, unabḧangigvon der räumlichenPositiondes
Enzyms,mit nahezugleicherWahrscheinlichkeit an irgendeinesder N Enzyme

9AusdessenExistenzfolgt, daßeinEnzymkurzvorherdasProduktmolek̈ul freigesetzthatund
sichin einemad̈aquatenEnzymzustandbefindet.
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zu binden. DieseBedingungkannauchdurchdie charakteristischenZeitendes
Diffusionsproblemsausgedr̈uckt werden,d.h.esgilt

ttransit D tmix1 (2.11)

Falls die Transit-Zeitgrößerals die Durchmischungszeitist, kanndasersteEn-
zym,dasdurchdasregulatorischeProduktmolek̈ul ber̈uhrtwird, mit etwagleicher
Wahrscheinlichkeit irgendwo im Reaktionsvolumenvorgefundenwerden.

WegenGl. (2.9) ist die Transit-Zeitumgekehrt proportionalzur Gesamtzahl
N der Enzyme. Daherkanndie Bedingung2.11nur für ausreichendkleine En-
zymzahlenerfüllt werden. Setztman tmix 6 ttransit, ergibt sich für die kritische
Enzymzahl

Nkr 6 L
R
1 (2.12)

Dieseist nurvonderlinearenAusdehnungdesReaktionsvolumensL unddemRa-
diusR derBindungsstelleanderEnzymoberfl̈acheabḧangig. Ist die Enzymzahl
kleineralsNkr , soerstreckensichdie Wechselwirkungendurchdie allosterischen
EffektederReaktionsproduktëuberdasgesamteReaktionsvolumen.Wählt man
R 6 1 E 10nmalscharakteristischeAusdehnungderenzymatischenBindungsstel-
le undL 6 1µmalsGrößedesMikroreaktors,soergibt Nkr 6 100E 1000Enzyme.

Die charakteristischenZeiten tmix und ttransit könnenmit der Dauerτ eines
einzelnenkatalytischenZyklus verglichenwerden. DieseZeit ist bis auf weni-
geAusnahmen(siehez.B. Experimentin Abschnitt2.2) nicht direkt zug̈anglich.
Jedochkannsieausder Wechselzahl(Turnover-Rate)abgescḧatztwerden.Dar-
ausergibt sich ein typischerWert von τ 6 10 E 100ms für viele Enzyme(siehe
Tabelle2.1,S.18). Ein Vergleichzwischenτ undtmix zeigt,daßin Submikrome-
tervoluminamit einigenhundertEnzymendieZeit τ viel größerseinkannsowohl
alsdieDurchmischungszeittmix alsauchdieTransit-Zeitttransit . Esergibt sichdie
Relation

tturn : ttransit D tmix1 (2.13)

Dasist einbemerkenswertesResultat.In einemmakroskopischenSystemsind
alle charakteristischenkinetischenZeiteneinerchemischenReaktionviel länger
alsdie mittlereZeit für ein einzelnesmolekularesReaktionsereignis.Dahersind
diesepraktischinstantaneEreignisse.Dasbildet die Basisder traditionellenki-
netischenTheorie.Man siehtjedoch,daßin sehrkleinenRaumbereichenfür En-
zymreaktionender entgegengesetzteGrenzfall geltenkann,so daßdie Zeit der
internenmolekularenDynamikder Enzymelängerist alsdie kinetischenZeiten
derReaktion.In diesemFall mußdie theoretischeBeschreibungderchemischen
Reaktiongrunds̈atzlichmodifiziertwerden.

DasbetrachteteSystemkannalsPopulationaktiver Makromolek̈ule verstan-
denwerden,die wie molekulareMaschinenarbeiten[29]. JedermolekulareZy-
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klus einesEnzymsendetin derUmwandlungeinesSubstratmolek̈uls in ein Pro-
duktmolek̈ul. Der Zyklus stellt eine Reihevon Konformations̈anderungendar,
diealskontinuierlicheBewegungentlangeinerinternenReaktionskoordinatever-
standenwerdenkönnen. Im Fall allosterischerEnzymekönnendie Enzymzy-
klen durchdie BindungregulatorischerMoleküle beeinflußtwerden.DieseBin-
dungkannin Abhängigkeit vom jeweiligenEnzymsowohl zueinerErhöhungals
auchzu einerVerringerungder Substratbindungsrateund damit der Enzymakti-
vität führen.

Wenndie regulatorischenMoleküle durchdie Enzymeselbstproduziertwer-
den, führt daszu WechselwirkungenzwischendenEnzymzyklenverschiedener
Enzyme.Falls die Bedingung2.13gilt, sinddie charakteristischenTransportzei-
ten der regulatorischenProduktmolek̈ule zwischendenverschiedenenEnzymen
im Vergleichzur DauerdesEnzymzykluskurz. Falls die Transit-Zeitgrößerals
die Durchmischungszeitist, kannein regulatorischesProduktmolek̈ul, daßdurch
ein bestimmtesEnzym freigesetztwurde, mit nahezugleicherWahrscheinlich-
keit denkatalytischenZyklus irgendeinesder anderenN Enzymebeeinflussen.
Ein solchesReaktionssystem,bestehendauskatalytischenMakromolek̈ulen,zwi-
schendenenWechselwirkungenexistieren,wurde in [24] deshalbmolekulares
Netzwerkgenannt.Ein wichtigesZiel dieserArbeit ist es,die Auswirkungensol-
chermolekularerNetzwerke aufdieEnzymkinetikzuverstehen.



Kapitel 3

StochastischeModellierung eines
produktakti vierten Enzymsystems

Im Abschnitt2.2wurdenExperimentevorgestellt,in denenEnzymedurchanf̈ang-
liche externeStimulierungmit Licht zu synchronerkatalytischerAktivität ange-
regt wurden. In denfolgendendrei Kapitelnwird untersucht,ob undunterwel-
chenBedingungeneineinterneSynchronisationvon Enzymzyklend.h. ohneex-
terneBeeinflussungmöglich ist. Die Funktion,die die externeAnregungin den
Experimentenhatte,wird durchdie Einbeziehungvon Kopplungsmechanismen
zwischendenZusẗandenunterschiedlicherEnzymeersetzt. Die wesentlichsten
Regulationsmechanismenbei Enzymreaktionenin wässrigerLösungsindbereits
in Kapitel 2 diskutiertworden.Ich betrachtein diesemKapitel denFall derallo-
sterischenProduktaktivierung.Dazuwird ein einfachesModell einerproduktak-
tiviertenenzymatischenEin-Substrat-Reaktionentwickelt, bei derdie intramole-
kularenProzessewährenddesenzymatischenZyklus mit ber̈ucksichtigtwerden.

Zuerst wird für die Modellierung dieserEnzymreaktionein anschauliches
zeit- und zustandsdiskretesAutomatenmodellverwendet[170]. Damit werden
die grundlegendenVerhaltensweisendesReaktionssystemsveranschaulicht.Für
weiterequantitativeUntersuchungenwird dasdiskreteModell durchein kontinu-
ierlichesModell ersetztunddessenVerhaltenstudiert.

3.1 StochastischesModell mit zeitdiskreter Phasen-
dynamik

Die Untersuchungenbeginnenmit derBetrachtungeinereinfachenEnzymreakti-
on

S5 E F ES F E 5 P1 (3.1)

39
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Bei dieserEin-Substrat-Reaktionbindetein Substratmolek̈ul an ein Enzymund
bildeteinenEnzym-Substrat-Komplex (im folgendenES-Komplex genannt).Die-
ser ES-Komplex zerf̈allt anschließendweiter in das freie Enzym und ein Pro-
duktmolek̈ul. UnterAnnahmedieseseinfachenReaktionsmechanismusgelanges,
wesentlicheEigenschaftenderEnzymkinetiktheoretischzu verstehen[171, 172,
173, 174]. Dazuwurdendie Ratengleichungenfür dasReaktionsschema3.1auf-
gestelltund untersucht.DieseMethodeder Verwendungvon Ratengleichungen
setztsehrgroßeTeilchenzahlensowohl für die Enzymeals auchfür die Edukte
und Produktevoraus,da Fluktuationenin der Zahl der an der Reaktionpartizi-
pierendenTeilchenvernachl̈assigtwerden.In diesemFall ermöglichendie kine-
tischenRatengleichungeneineBeschreibungdesmakroskopischenSystemsohne
aufdieeinzelnenmikroskopischenProzesseeinzugehen.

Die Anzahlvieler physiologischwichtigerEnzymeeinerSorteinnerhalbder
lebendenZelle liegt zwischen101 E 104 [115]. Fluktuationenum denMittelwert
der Zahl der freien Enzymeund ES-Komplexe könnendeshalbnicht mehrver-
nachl̈assigtwerden.Falls die Kinetik einesenzymatischenReaktionssystemsun-
ter diesenBedingungenuntersuchtwerdensoll, müssendeshalbmikroskopische
ModelleundstochastischeMethodenverwendetwerden.Eswird angenommen,
daßdie räumlicheAusdehnungdesMikroreaktorswesentlichkleiner sei als die
charakteristischeDiffusionsl̈ange(Korrelationsl̈ange)der Produktmolek̈ule, die
sichausGl. (2.10),S.36ergibt. UnterdieserBedingungist dasSystemhomogen
durchmischt.

Nun werdendie verschiedenenProzessebetrachtet,die währendeinesenzy-
matischenZyklus ablaufen.

1. Kollision desfrei beweglichenSubstratmolek̈ulsmit demEnzym.

2. MöglicheBindungdesSubstratmolek̈ulsandieBindungsstelledesEnzyms,
falls derZusammenstoßin derNähederenzymatischenBindungsstelledes
Enzymserfolgt.

3. MöglicheDissoziationdesSubstratmolek̈ulswährenddesBindungsvorgan-
ges.

4. DurchdieBindungdesSubstratmolek̈ulsausgel̈osteProzessewie z.B.Kon-
formations̈anderungderräumlichenEnzymstruktur.

5. BildungdesReaktionsproduktes.

6. DissoziationdesReaktionsproduktes.

7. Relaxationsprozessedes Enzyms, Wiederherstellungdes urspr̈unglichen
Zustandes,in demdasEnzymerneuteinSubstratmolek̈ul bindenkann.
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Die erstenbeidenProzessewerdenzu einemEreigniszusammenfaßt. Es gibt
danneinebestimmteWahrscheinlichkeit ν∆t, daßein Enzympro Zeitintervall ∆t
ein Substratmolek̈ul bindenkann. DieseWahrscheinlichkeit ν∆t hängtvon der
Wahrscheinlichkeit wcoll derKollision einesSubstratmolek̈ulsmit demEnzymin
derNähederBindungsstellepro Zeiteinheit∆t ab. Ich nehmein diesemKapitel
an,daßdieZahlderSubstratmolek̈ulekonstantist. DieseZahlbeeinflußtwcoll und
damit ν∆t, wird jedochansonstennicht weiter betrachtet.Nacheinererfolgten
Kollision gibt eseinebestimmteWahrscheinlichkeit wbind dafür, daßsicheinES-
Komplex bildet. Die Bindungswahrscheinlichkeit ν∆t ist somitν∆t 6 wcoll G wbind.

Von entscheidenderBedeutungzum Versẗandnisaller Reaktionsmodellein
dieser Arbeit sind die in Punkt 4 genanntenProzesse,die durch die ES-
Komplexbildung induziertenKonformations̈anderungender Proteinstrukturdes
Enzyms. KlassischeModelle der Enzymkinetikgehendavon aus,daßder ES-
Komplex mit einerbestimmtenRatein ein Produktundein Enzymzerf̈allt. Wie
in Abschnitt2.2 anhandexperimentellerErgebnissegezeigtwurde,spielensteti-
geKonformations̈anderungenbeieinigenEnzymreaktioneneineerheblicheRolle
zumVersẗandisihrer Kinetik. Die Konformations̈anderungen̈uberf̈uhrendie En-
zymstrukturim VerlaufderKatalysevoneinerstrukturellenKonfigurationin eine
andere.Esist klar, daßdieserVorgang,physikalischbetrachtet,kein Sprungsein
kann,dermit einerbestimmtenÜbergangsrateerfolgt. Eshandeltsichvielmehr
um einendynamischenProzeßder “Re-Arrangierung”der räumlichenPositio-
nen der Atome (und den von diesengebildetenAminos̈auren)zueinander. Er
kann,wie in Abschnitt2.2diskutiertwurde,näherungsweisealsDif fusions-Drift-
Prozeßin einemPotentialentlangeinerReaktionskoordinatebeschriebenwerden.

In Abb. 2.2,S.22 wurdeein Beispielfür denVerlaufeinessolchenPotentials
dargestellt[29]. Sind die lokalenMinima der Potentialfunktionentlangder Re-
aktionskoordinatesehrtief, sowird nachErreichendiesesMinimumsdasEnzym
sehrlangein diesemZustandbleiben.Die LebensdauerdiesesmetastabilenZwi-
schenzustandeskanndanndeutlichlängerseinalsdiemittlereZeit zumErreichen
desnächstenenergetischenMinimums. UnterdiesenBedingungenkannderka-
talytischeZyklus als eineSequenzvon Zusẗandenverstandenwerden,zwischen
denenmit einerbestimmtenRateÜbergängeerfolgen.DieseSituationentspricht
faktischder klassischenBetrachtungsweise.Ist die Zahl der diskretenZusẗande
allerdingssehrhoch,sokanndieserSprungprozeßdurcheineDiffusionsgleichung
angen̈ahertwerden(sieheAbschnitt3.3).SinddieEnergiebarrierenzwischenden
lokalen Minima desPotentialsder freien Energie hingegenso niedrig, daßdie
mittlereWartezeitdesEnzymsim dazugeḧorigenZustandkleinerodervergleich-
barmit derZeit ist, um von einemdieserZusẗandein dennächstenzu gelangen,
sokanndieserProzeßebenfalls alsDif fusionbeschriebenwerden.

Um die Zustands̈anderungendes Enzymsnach erfolgter Bildung des ES-
Komplexeszu modellieren,wird zuerstein Modell mit diskretenPhasenpunkten
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verwendet,zwischendenenÜbergängemöglich sind. Die Prozesseder Bildung
(Punkt5) undFreisetzung(Punkt6) desReaktionsprodukteswerdensoweit ver-
einfacht,daßnachErreichendesPhasenpunktesKp ein Produktmolek̈ul freige-
setztwird undsich dadurchdie Zahl der freienReaktionsprodukteum 1 erḧoht.
Da in der lebendenZelle nacheinemenzymatischkatalysiertenReaktionsschritt
meistweiterefolgen, die die Produkteder vorherigenReaktionwiederals Aus-
gangsstoffe verwenden,wird dar̈uberhinausfolgendeReaktion

P F C 4
angenommen.Die Produktewerdenmit der Wahrscheinlichkeitsrateγ in Mo-
leküle C umgewandelt,die keinenweiterenEinfluß auf unserReaktionssystem
haben.

Zus̈atzlich wird in diesemKapitel der Fall betrachtet,daßdie Bildung des
Enzym-Substrat-Komplexes(ES) durchdie Reaktionsprodukteallosterischakti-
viert wird. In dem hier vorgestellteneinfachenModell wird dieseAktivierung
durch die direkte Abhängigkeit der Bindungswahrscheinlichkeitsrateν 2 m3 der
Substratmolek̈ulevonderZahlderfreienReaktionsprodukterealisiert.DieseAb-
straktionist dannrichtig, wenndieBindungdesregulatorischenProduktmolek̈uls
und damit die AktivierungdesEnzymssofort zur Bildung einesES-Komplexes
führt unddasReaktionsproduktschnellwiedervom Enzymdissoziiert.Dadurch
kannein Produktmolek̈ul in kurzerZeit mehrereEnzymeaktivieren.

Ein Enzymwird in diesemModell alsAutomatmodelliert,derverschiedene
Zusẗandebesitzt,zwischendenenÜbergängemit bestimmtenWahrscheinlichkei-
tenerfolgen(sieheAbb. 3.1). DasmathematischeKonzeptvon Automaten[175]
wurdedurchvon Neumanneingef̈uhrt. Eshatsichvor allembei dernäherungs-
weisenBeschreibungvonbiologischenVorgängen,für diediezugrundeliegenden
physikalischenProzessenicht bekanntoderzu kompliziertsind,alssehreffizient
erwiesen.SolcheModellewurdenbeispielsweisevon N. WienerundA. Rosen-
blueth[176] zur Beschreibung der Musterbildungin anregbarenMedien,beste-
hendausNetzwerkenmit neuronenartigenElementen,verwendet[177,25].

Zur ModellierungderReaktion(3.1) in einemkleinenRaumbereich,dernur
einigehundertEnzymeentḧalt, wird jedesEnzymalsAutomatdargestellt. Ent-
sprechendkanndasVerhaltenvon molekularenNetzwerkendurchdie kollektive
Dynamik in einerPopulationvon Automatenbeschriebenwerden,die durchdie
Freisetzungund den Empfangvon Botenmolek̈ulen miteinander“kommunizie-
ren”.

Es wird ein kleinesZeitintervall ∆t eingef̈uhrt und dasSystemzu diskreten
Zeitent j 6 j∆t mit j 6 04 14 24 34+1H1I1 betrachtet.Zu einembestimmtenZeitpunkt
könnendie N Enzymein unterschiedlichenPhasenzuständenvorgefundenwer-
den. Ich bezeichnediesediskretenPhasenzuständedesEnzymsi zumZeitpunkt
j durchΦi 2 j 3 . Angenommenν J ∆t (ν 0 ∆t) ist die Wahrscheinlichkeit, daßvom
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Zeitpunkt j zum nächstenZeitpunkt j 5 1 die PhasenvariableΦi um 1 erḧoht
(verringert)wird, dannist 1 E ν J ∆t E ν 0 ∆t die Wahrscheinlichkeit, daßΦi 2 j 3
unver̈andertbleibt. Im allgemeinenkönnendie Wahrscheinlichkeitenν J ∆t und
ν 0 ∆t phasenabḧangigsein.
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Abb. 3.1: Modell desmolekularenEnzymzyklusvon Enzym i. Zwischenden diskre-
tenPhasenzuständenΦi K 1, Φi K 2, ..., Ke könnenÜbergängezumnachfolgendenZu-
standmit derWahrscheinlichkeit ν L ∆t undzumzurückliegendenZustandmit derWahr-
scheinlichkeit ν M ∆t erfolgen.Der Enzymzyklusbeginnt amPhasenpunktΦi K 1 mit der
Wahrscheinlichkeit ν N mO ∆t durchBindungeinesSubstratmolek̈uls durchdasEnzymim
Grundzustand.Am PhasenpunktΦi K Kp wird ein Produktmolek̈ul freigesetzt,dasdann
mit der Wahrscheinlichkeit γ∆t in ein Molekül vom Typ C umgewandeltwird. Erreicht
dasEnzymdenPhasenpunktKe, kehrteszumnächstenZeitschritt in denGrundzustand
zurück.

Die Dynamikder Phasenzuständealler i = 1, 2, ..., N Enzymewird dannin-
nerhalbdesEnzymzyklusdurch

Φi 2 j 5 1376 Φi 2 j 3P5 1, mit Ws. ν JQ2 Φ 3 ∆t, falls 0 C Φi 2 j 3RC Ke

Φi 2 j 3SE 1, mit Ws. ν 0 2 Φ 3 ∆t, falls 0 C Φi 2 j 3RC Ke

Φi 2 j 3 , mit Ws. 1 E ν JT2 Φ 3 ∆t E ν 0 2 Φ 3 ∆t, falls 0 C Φi 2 j 3RC Ke

0, falls Φi 2 j 3U6 Ke
(3.2)

beschrieben.Die BindungeinesSubstratmolek̈ulsandasEnzymundderdadurch



44 3 StochastischeModellierungeinesproduktaktiviertenEnzymsystems

ausgel̈osteEnzymzykluserfolgt mit der Wahrscheinlichkeit ν∆t und ist ein rein
stochastischerProzeß.

In diesemAbschnittbeschr̈anktsichdie Analyseauf deneinfachenFall, daß
die BindungeinesregulatorischenMoleküls nur im GrundzustanddesfreienEn-
zymsmöglichist d.h. im PhasenzustandΦ 6 0. Die Dissoziationsrateseisohoch,
daßdiecharakteristischemittlereBindungszeitkürzerist alsdasDiskretisierungs-
intervall ∆t. Dadurcherfolgt die Bindungund Dissoziationder regulatorischen
Moleküle innerhalbdesdiskretenZeitschritts∆t, wasdie Untersuchungenstark
vereinfacht. Unter diesenBedingungenhat jedesder Produktmolek̈ule im Re-
aktionsvolumendieselbeWahrscheinlichkeit ν1∆t, ein Enzymin der Umgebung
seinerregulatorischenBindungsstellezu treffen. Da davon ausgegangenwird,
daßdieKonzentrationderSubstratmolek̈ulesehrhochist, führt jedesZusammen-
treffen einesregulatorischenProduktmolek̈ulsmit derentsprechendenBindungs-
stelledesEnzymszur gleichzeitigenInitiierung der BindungeinesSubstratmo-
leküls. Daherkannein einzelnesProduktmolek̈ul denkatalytischenZyklus eines
bestimmtenEnzymsmit derWahrscheinlichkeit ν1∆t ausl̈osen.

Nimmt manweiter an, daßeinekleine Wahrscheinlichkeit ν0∆t zur sponta-
nenSubstratbindungexistiert,soist in AnwesenheitvonmProduktmolek̈ulendie
Wahrscheinlichkeit dafür, daßein EnzyminnerhalbdesZeitintervalls ∆t denen-
zymatischenProzeßdurchBindungeinesSubstratmolek̈ulsbeginnt

ν∆t 6 1 EV2 1 E ν0∆t 3W2 1 E ν1∆t 3 m1 (3.3)

FallsdieWahrscheinlichkeitenν0∆t undν1∆t klein sind,wasdurchdieWahlaus-
reichendkleiner∆t immererreichtwerdenkann,ergibt sichausGleichung(3.3)
alsErgebniseinerTaylorentwicklung,die nachdererstenOrdnungabgebrochen
wird

ν∆t < ν0∆t 5 mν1∆t 1 (3.4)

Für die numerischenSimulationendiesesModells wird aberdie Bindungswahr-
scheinlichkeit (3.3)verwendet.

Für Φi 6 0 gilt

Φi 2 j 5 1376 1, mit Ws. ν∆t, falls Φi 2 j 3U6 0
0, mit Ws. 1 E ν∆t, falls Φi 2 j 3U6 01 (3.5)

Die gesamtePhasendynamikder Enzympopulationwird danndurch Gl. (3.2)-
(3.5) beschrieben.Im Automatenmodell,beschriebendurchGl. (3.2)-(3.5),wird
dasProduktmolek̈ul durchein beliebigesEnzymi amPhasenpunktΦi 6 Kp frei-
gesetzt.Wie sp̈atererkennbarwird, bestimmtdieserPunkt,falls dasSystemsyn-
chronisiertist, dieZahl synchronerEnzymgruppen.EntsprechenddesReaktions-
schemas(3.1)werdendie Reaktionsproduktemit derRateγ weiterabgebaut.Die
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Wahrscheinlichkeit, daßein bestimmtesProduktmolek̈ul innerhalbeineskurzen
Zeitintervalls∆t abgebautwird, ist γ∆t.

Die Gesamtzahlm2 j 5 13 der Produktmolek̈ule im Reaktionsvolumenzum
nächstenZeitpunkt j 5 1 ist dahergleich

m2 j 5 1376 m2 j 3P5 N

∑
i 9 1

∆ 2 Φi 2 j 3�E Kp3SE mX j Y
∑
k9 1

ψk 1 (3.6)

Die binäreZufallsvariableψk kanndie Werte1 und0 mit derWahrscheinlichkeit
γ∆t und1 E γ∆t annehmen.Die Funktion∆ 2 x3R6 0 falls x Z6 0 und∆ 2 x3R6 1 für
x 6 0. Der zweiteTerm auf der rechtenSeitevon Gl. (3.6) beschreibtdie Frei-
setzungeinesProduktmolek̈uls,wenndasEnzymi denPhasenpunktΦi 6 Kp er-
reichthat.Der letzteTermdieserGleichungbestimmtdenAbbaueinesjedender
freienProduktmolek̈ule mit derWahrscheinlichkeit γ∆t. Da nachReaktionssche-
ma(3.1) die Enzymedurchdie Reaktionsprodukteallosterischaktiviert werden,
ist die Wahrscheinlichkeit ν∆t in Gl. (3.5), die die Bindungswahrscheinlichkeit
einesSubstratmolek̈uls angibt,davon abḧangig,ob zum Zeitpunkt j dasEnzym
ein ProduktanderregulatorischenBindungsstellegebundenhatodernicht. Die-
sesMolekül erreichtein gegebenesEnzym mittels diffusiver Bewegung durch
dasReaktionsvolumen,freigesetztvon einemanderenEnzym. Falls die Bedin-
gung(2.13)für die ExistenzeinesmolekularenNetzwerkeserfüllt ist, ist die An-
fangsbedingungdesfreigesetztenProduktmolek̈ulsunwichtig.JedesderProdukt-
molek̈ule im Reaktionsvolumenhat die gleicheWahrscheinlichkeit, irgendeines
derEnzymein derNäheder regulatorischenBindungsstellezu teffen. Daherist
dieseWahrscheinlichkeit ν∆t nurdurchdieGesamtzahlaller freienReaktionspro-
duktebestimmtundnichtdurchderenräumlicheVerteilung.

Es ist wichtig zu betonen,daßder Enzymzyklusnicht mit der Freisetzung
desProduktmolek̈uls beendetist (sieheKapitel 2.2). Zum ZeitpunktderFreiset-
zungdesProduktmolek̈uls befindetsich dasEnzymin einerKonformation,die
sich i.a. vom freien Grundzustandunterscheidet.Daherschließtsich nochein
RelaxationsprozeßzurRückkehrin dieseAusgangskonformationan.Erstdanach
kann dasEnzym wieder ein neuesSubstratmolek̈ul binden. Das bedeutet,daß
jedermolekulareEnzymzyklusausdrei Teilen besteht.Währenddeserstenhat
dasEnzymein Substratgebunden– ein Enzym-Substrat-Komplex gebildet– und
wandeltdasSubstratin ein Produktum. DieserProzeßendetmit der Produkt-
freisetzung.Daranschließensichim zweitenTeil Relaxationsprozessean,diedas
Enzymwiederin denGrundzustandzurückführen.Die VerweildauerdesEnzyms
im Grundzustand,in demeskeinSubstratmolek̈ul gebundenhat,aberdazubereits
wiederfähigist, kannalsdritterTeil desEnzymzyklusaufgefaßtwerden.Fallsdie
KonzentrationdesSubstratssehrhochist, kanndieserTeil sehrkurz sein(siehe
Kap.2).
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3.2 GegenseitigeSynchronisationder Enzymzyklen

Als Anfangsbedingungenin den folgendenSimulationenist die Besetzungder
Enzymzusẗandeeine gleichverteilte Zufallsverteilung. Die Abbaurateder Pro-
duktmolek̈ulewurdesogroßgewählt,daßdie mittlerefreie Lebensdauerγ 0 1 der
Produktmolek̈ule immer kürzerals die mittlere Turnover-Zeit τ ist. Die Anzahl
derPhasenzuständeist im untersuchtenModell Ke 6 100. DaskleinsteZeitinter-
vall ∆t zwischenzweiZeitschrittenist

∆t 6 τ
K e

6 01 01τ 1
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Abb. 3.2: (a)EnzymverteilungentlangderReaktionskoordinateund(b) Zeitabḧangigkeit
derZahl derProduktmolek̈ule im asynchronenModusfür N K 200Enzyme.Die Reak-
tionsparametersindν0∆t K 0b 01,ν1∆t K 0b 002,ν L ∆t K 1, ν M ∆t K 0, Kp K 50,Ke K 100
undγ∆t K 0b 2.

Abb. 3.2zeigtdaskinetischeVerhaltenvonReaktion(3.1)mit N 6 200Enzy-
men,wenndie allosterischeRegulation,charakterisiertdurchdenParameterν1,
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schwach ist. Abb. 3.2astellt dasHistogrammder Verteilungder Enzymeent-
langderPhasenvariablenΦ dar. Die EnzymzyklendereinzelnenEnzymesindfür
dieseParameterunkorreliert. Da die allosterischeAktivierunghier sehrschwach
ist, erfolgt die Substratbindungmeistspontan.Die mittlere Wartezeitder freien
Enzymebis zur Substratbindungist relativ lang. Daherverweilt ein relativ ho-
her Anteil (N0 < 50) von Enzymenim GrundzustandΦ 6 0. Der restlicheTeil
derEnzymeist entlangderReaktionskoordinatenahezugleichverteilt. In diesem
Fall weist,wie in Abb 3.2berkennbarist, auchdie zeitabḧangigeZahl der freien
Produktmolek̈uleZufallsfluktuationenumeinenMittelwertauf.
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Abb. 3.3: HäufigkeitsverteilungderProduktmolek̈ule im asynchronenReaktionsmodus.
Die Balken stellendie Häufigkeitsverteilung der Produktmolek̈ule ausder Simulation
dar. Die gepunkteteLinie zeigt die theoretischzu erwartendePoissonverteilung (3.7)
mit ρ∆t K 1b 5 undγ∆t K 0b 2. Parameterwie in Abb. 3.2.

Für kleineWertevon ν1 ist dieKopplungzwischendenEnzymzusẗandensehr
klein. Wie ausAbb. 3.2 hervorgeht,sindunterdiesenBedingungendie Enzyme
bez̈uglichihrerPhasenahezugleichverteilt. DiemittlereZahlderEnzymediesich
innerhalbdesZyklus befinden,betr̈agt für dieseSimulation150. Pro Zeitschritt
werdendeshalbdurchschnittlichρ∆t 6 11 5 Produktmolek̈ule erzeugt.Falls man
annimt,daßρ konstantist, kann man leicht die Bilanzgleichungfür die Wahr-
scheinlichkeitsverteilungq 2 m3 , aufstellenund lösen(sieheAnhangA.1, S. 149).
DerenLösunglautetim station̈arenFall

q 2 m376d2 ρ ; γ 3 m 1
m!

exp E ρ
γ

1 (3.7)

DieseGleichunggibt dieWahrscheinlichkeit an,m freieProduktmolek̈ule im Re-
aktionssystemvorzufinden.EshandeltsichumeinePoissonverteilung.
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Die HäufigkeitsverteilungderZahlderProduktmolek̈ule,dieausdenSimula-
tionenberechnetwurde,ist in Abb. 3.3aabgebildet.Sie schwankt um denMit-
telwert C m D < 7. DieseVerteilungwurde auseiner Zeitseriemit j 6 4 G 106

ZeitschrittenunddenselbenParameternwie in Abb. 3.2berechnet.
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Abb. 3.4: (a) Enzymverteilungentlangder Reaktionskoordinate und (b) Zeitabḧangig-
keit derZahlderProduktmolek̈ule für densynchronenReaktionsmodusmit zweiEnzym-
gruppenfür N K 200Enzyme.Die Reaktionsparametersind ν0∆t K 0b 01, ν1∆t K 0b 01,
ν L ∆t K 1, ν M ∆t K 0, Kp K 50,Ke K 100undγ∆t K 0b 2.

Das kinetische Verhalten der Reaktion (3.1) ändert sich jedoch völlig
(Abb. 3.4), wennder Parameterν1, der die Intensiẗat der allosterischenAktivie-
rungbeschreibt,erḧohtwird. DasHistogrammAbb. 3.4azeigt,daßnundieEnzy-
mein zweisynchronoperierendeGruppengeteiltsind,derenTurnover-Zyklusum
einehalbePeriodeverschobenist. Die Zahl derEnzymeim GrundzustandΦ 6 0
ist nunviel kleinerals(N0 C 10) in Abb. 3.2a.GleichzeitigweistdieZahlderPro-
duktmolek̈ule im Reaktionsvolumenin Abb. 3.4bperiodischesSpikingmit etwa
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derhalbenPeriodederTurnover-Zeit auf. Die mittlereLebensdauerderProdukt-
molek̈ule, charakterisiertdurchdie Abbauwahrscheinlichkeit γ∆t, ist kürzerals
diemittlereTurnover-Zeit τ. DeshalbsindnahezualleProduktmolek̈ulebereitsin
MolekülevomTyp C umgewandelt,bevor dernächsteSpikedurchdie synchrone
ProduktfreisetzungderEnzymeentsteht.
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Abb. 3.5: Häufigkeitsverteilungder Produktmolek̈ule im synchronenReaktionsmodus.
Die Balken stellendie VerteilungderProduktmolek̈ule ausder Simulationdar. Die ge-
punkteteLinie zeigtdiePoissonverteilungim asynchronenModusausAbb. 3.3. Parame-
terwie in Abb. 3.4.
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Abb. 3.6: Zeitlicher Verlauf der Zahl der Produktmolek̈ule im Fall von zwei enzymati-
schenGruppen.Als AnfangsbedingungzumZeitpunktt K 0 liegt einestatistischeGleich-
verteilungderEnzymzusẗandeentlangdesPhasenzyklusvor. Parameterwie in Abb. 3.4.

In Abb. 3.5ist wiederdieHäufigkeitsverteilungderZahlderProduktmolek̈ule
für dieselbenParameterwie in Abb. 3.4gezeigt.DiesmalliegenjedochSpiking-
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bedingungenvor, so daßeinestarke Abweichungder Häufigkeitsverteilungder
Produktmolek̈ule von der Poissonverteilungvorhandenist. Insbesondereist die
Zahl der Zusẗandemit großenProduktkonzentrationenviel häufigerals im Fall
ohneSpiking. Die VerteilungwurdewiederauseinerZeitseriemit j 6 4 G 106

Zeitschrittenund denselbenParameternwie in Abb. 3.4 berechnet.Da die Bin-
dungdesSubstrats,derProdukteunddie ÜbergängezwischendeneinzelnenEn-
zymzusẗandenstochastischeProzessesind,ist dieFormderSpikesnicht identisch
undunterliegt statistischenSchwankungen.Die maximaleProduktkonzentration
anderSpitzeeinesSpikesin Abb. 3.4bist viel höheralsdie mittlereProduktkon-
zentrationin Abb 3.2b,falls keineSynchronisationderEnzymzusẗandevorliegt.
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Abb. 3.7: EnzymverteilungentlangderReaktionskoordinateim asynchronen(a)undsyn-
chronen(b,c,d)Zustandmit vier enzymatischenGruppenin einerPopulationmit N K 600
Enzymenfür verschiedeneIntensiẗatenderallosterischenAktivierung(a) ν1∆t K 0b 002,
(b) ν1∆t K 0b 004,(c) ν1∆t K 0b 006,und(d) ν1∆t K 0b 2. Die anderenReaktionsparameter
sindν0∆t K 0b 01,ν L ∆t K 1, ν M ∆t K 0, Kp K 80,Ke K 100,γ K 0b 2.

In Abb. 3.6 ist der transienteProzeßder HerausbildungsynchronenVerhal-
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tensgezeigt.Zum Zeitpunkt j 6 0 warenalle Enzymeüberalle Phasenzustände
gleichverteilt.

Die SynchronisationseigenschaftendesbetrachtetenmolekularenNetzwerks
hängenstarkvondenDetailsdesTurnover-Zyklusab. Variiertmanbeispielsweise
denPunktΦ 6 Kp, andemdie Reaktionsproduktefreigesetztwerden,kannSpi-
king mit verschiedenenFrequenzenbeobachtetwerden. Die Simulationsergeb-
nissein Abb. 3.4mit zweienzymatischenGruppenwurdenmit Kp 6 50 erhalten.
DasProduktmolek̈ul wurdealsoetwa in derMitte desEnzymzyklusfreigesetzt.
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Abb. 3.8: EnzymverteilungentlangderReaktionskoordinateim asynchronen(a)undsyn-
chronen(b,c,d)Modusmit einerenzymatischenGruppein einerPopulationvon N K 200
Enzymenfür verschiedeneIntensiẗatenderallosterischenAktivierung(a) ν1∆t K 0b 001,
(b) ν1∆t K 0b 002,(c) ν1∆t K 0b 003und(d) ν1∆t K 0b 1. Die anderenReaktionsparameter
sindν0∆t K 0b 01,ν L ∆t K 1, ν M ∆t K 0, Kp K 10,Ke K 100,γ∆t K 0b 2.

Abb. 3.7 zeigt für verschiedeneWerte der allosterischenAktivierung für
Kp 6 80 und N 6 600 die Verteilungder Enzymeentlangder Reaktionskoordi-
nate. Unterhalbder Synchronisationsschwelle(Abb. 3.7a)weist die Verteilung
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derEnzymzusẗandeunkorrelierteZufallsschwankungenauf. SẗarkereKorrelatio-
nenzwischendenPhasenzuständeneinzelnerEnzymebilden sich heraus,wenn
die Intensiẗat der allosterischenRegulierungerḧoht wird. Diesmalentstehen4
Enzymgruppen.HöhereWertevon ν1∆t versẗarkendiesenEffekt (Abb. 3.7c,d),
ersichtlichin derabnehmendenBreitederEnzymgruppen.

DieLebensdauerderProduktmolek̈uleist in unserenSimulationen,wie bereits
erwähnt,immerkürzeralsdiedurchschnittlicheDauereineseinzelnenEnzymzy-
klus. Dahersind alle Reaktionsprodukte,die von einerenzymatischenGruppe
freigesetztwurden,bereitsweitgehendverschwunden,bevor die Enzymedieser
GruppeihrenZyklus beendethabenundwiederaktivierbarsind. Die Zyklen ei-
ner gegebenenEnzymgruppewerdendurch die freigesetztenProdukteanderer
Enzymgruppen“getriggert”.

Als Folge diesesArgumentskönntemanerwarten,daßSynchronisationmit
einereinzigenenzymatischenGruppenur für großeKp möglich ist, wenndie Re-
laxationsdauerdesEnzymzyklusunddamitdieZeit biszumErreichendesGrund-
zustandskürzerist alsdie LebensdauerderReaktionsprodukte.UnterdiesenBe-
dingungenexistiert tats̈achlichSynchronisationmit einereinzigenEnzymgruppe.
Allerdings findet sich dieseForm der Synchronisationmit einer Gruppeauch,
wennKp klein ist (Abb. 3.8). Die Reaktionsproduktewerdenin diesemFall be-
reitskurz nachBeginn desEnzymzyklusfreigesetzt,sodaßdie Lebensdauerder
freienReaktionsprodukteviel kleiner ist als die Relaxationszeitder Enzymebis
zur Rückkehr in denGrundzustand.In diesemFall ist der Synchronisationsme-
chanismusetwasverschiedenvon denbisherigen.Wennder vorauseilendeTeil
der EnzymgruppedenPhasenpunktKp erreicht,erḧoht sich die Zahl der freien
Reaktionsprodukte,die wiederumdie restlichenEnzymeim Grundzustandakti-
vieren.Dadurchwird alsoein “lawinenartiger”Prozeßausgel̈ost.

ZumAbschlußdieseAbschnittswird aneinemBeispielderEinflußderÜber-
gangsratenν J undν 0 zwischendiskretenPhasenzuständenuntersucht.Zur Ver-
besserungderÜbersichtlichkeit wurdenbei denbisherigennumerischenBeispie-
len ν J ∆t 6 1 und ν 0 ∆t 6 0 gewählt. Unter diesenBedingungengibt eskeine
Fluktuationenin der Turnover-Zeit, und alle Enzymebeendenexakt nachτ 6
∆tKp denenzymatischenZyklus. Nunwird ν J ∆t C 1 undν 0 ∆t 6 01 5 G 2 1 E ν J ∆t 3
gesetzt. In Abb. 3.9 ist die Zeitabḧangigkeit der Zahl der Produktmolek̈ule für
verschiedeneWertevon ν J ∆t abgebildet.

Zuerstwurdein Abb. 3.9adieWahrscheinlichkeit ν J ∆t 6 01 5 gewählt. Damit
ergibt sichν 0 ∆t 6 01 25. Für diesebeidenÜbergangsratenist nochkein qualita-
tiverUnterschiedzu denvorherigenBeispielenausAbb. 3.4bund3.6erkennbar.
Der einzigewichtige Unterschiedbestehtin der Verlängerungder Periodezwi-
schendenSpikesderProduktmolek̈ule. DieseVerlängerungist nicht nur darauf
zurückzuf̈uhren,daßin Abb. 3.4bund3.6zweiEnzymgruppenexistieren(im Ge-
gensatzzuAbb. 3.9,wo nur eineGruppevorhandenist), sondernin dererheblich



3.2GegenseitigeSynchronisationvonEnzymzyklen 53

angestiegenenmittlerenTurnover-Zeit1. Wird die Übergangsrateν J weiter ver-
ringert,soschẅachtsichdieSpiking-Amplitudeabundunkorreliertestatistischen
FluktuationendominierendasVerhaltendesReaktionssystems(Abb. 3.9bundc).
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Abb. 3.9: Zeitabḧangigkeit der Zahl
der Produktmolek̈ule für verschiedene
Übergangswahrscheinlichkeiten νv ∆t
(a) ν L ∆t K 0b 5 und ν M ∆t K 0b 25 (b)
ν L ∆t K 0b 45 und ν M ∆t K 0b 275 (c)
ν L ∆t K 0b 4 und ν M ∆ K 0b 3 für N K 200
Enzyme, ν0∆t K 0b 001, ν1∆t K 0b 01,
Kp K 20,Ke K 100undγ∆t K 0b 2.

Die numerischeUntersuchungdesdiskretenAutomatenmodellskönnenfür
verschiedeneParameterdurchgef̈uhrt werdenundlieferneineFülle von Informa-
tionenüberdasSynchronisationsverhaltender Enzyme. Allerdings ist die Zahl
derdiskretenPhasenzuständeKe einwichtigerSystemparameter, dessenVer̈ande-
runginsbesondereim Fall einerkleinenZahlvondiskretenZusẗandendasVerhal-
ten desSystemsbeeinflussenkann. Liegt ein bekannterReaktionsmechanismus
mit bekanntenReaktionsratenvor, so kanndiesesModell sehrgenaudessenki-
netischesVerhaltenwiedergeben. Für einegroßeZahl von Zwischenzusẗanden
oderwennder Enzymzyklus,wie in in Kapitel 2 dargestelltwurde,ein stetiger
Prozeßist, der als Bewegungin einemPotentialentlangeinerReaktionskoordi-
natebeschriebenwerdenkann,ist die VerwendungdesAutomatenmodelswegen

1Man kannfür jedegewählteÜbergangsrate∆t soanpassen,daßdie mittlereTurnover-Zeit τ
konstantbleibt. Daraufsoll hier abermit Blick auf dennächstenAbschnittverzichtetwerden.
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der Abhängigkeit desSystemverhaltensvom diskretenParameterKe ungünstig.
Die EliminierungdiesesParametersundderÜbergangzu einemkontinuierlichen
Modell ist daherangebrachtundwird im nächstenAbschnittvollzogen.

3.3 StochastischesModell mit kontinuierlicher Pha-
sendynamik

Modellbeschreibung

In Abschnitt2.2 wurdenverschiedenetheoretischeund experimentelleErkennt-
nissediskutiert,nachdenenderEnzymzyklusalsDif fusions-Drift-Prozeßentlang
einer1-dimensionalenkontinuierlichenReaktionskoordinateverstandenwerden
kann. Die bisherigeBeschreibung desEnzymzyklusdurcheinebestimmteAn-
zahldiskreterZusẗande,zwischendenenÜbergängemöglich sind, ist für solche
EnzymzykleneineschlechteWahl. Für großeWerteKe von diskretenZusẗanden
nähernsichjedoch,wie im AnhangA.2 gezeigtwird, beideBeschreibungsweisen
an.

Betrachtetwird derDif fusions-Drift-ProzeßentlangdereindimensionalenRe-
aktionskoordinateφ in einemeffektivenPotential2 U 2 φ 3 . Die BewegungdesEn-
zymsi entlangderReaktionskoordinateφi im VerlaufdesenzymantischenZyklus
kanndanndurch

dφi

dt
6wE ∂U 2 φi 3

∂φi
5 ηi 2 t 3 (3.8)

mit GaußschemweißenRauschenη 2 t 3 beschriebenwerden.DiesesRauschenhat
diestatistischeEigenschaft3

C ηi 2 t 3 η j 2 t xy3 D 6 2σδi jδ 2 t E t xI3(1 (3.9)

WähltmandasspeziellePotential

U 6 const E vφ (3.10)

mit konstantemnegativemAnstieg v, sofolgt daraus

dφi

dt
6 v 5 ηi 2 t 3 (3.11)

2Wie derVerlaufeinessolchenPotentialsaussehenkönnte,ist in Abb. 2.2,S.22 dargestellt.
3In dieserArbeit wird immerdavon ausgegangen,daßdie Diffusionskonstanteσ, die die In-

tensiẗat der intramolekularenFluktuationenbeschreibt,von derPhaseφ unabḧangigist. Es liegt
alsokeinmultiplikativesRauschenvor.
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als Gleichungzur Beschreibung der Phasendynamik.Für dieseGleichungkann
manleichtdie zugeḧorigeFokker-Planck-Gleichung

∂P 2 φ 3
∂φ

6zE v
∂P 2 φ 3

∂φ
5 σ

∂2P 2 φ 3
∂φ2 (3.12)

angeben[178, 179]. Die folgendenUntersuchungenwerdenimmervon demein-
fachgeformtenPotential(3.10) ausgehen,da nachmeinemWissenüberPoten-
tialformenrealerEnzymezur Zeit nochkeineKenntnissevorliegen. Siekönnen
jedochleicht unterVerwendungvon Gl. 3.8 auchauf komplizierterePotentiale
ausgedehntwerden.

JedesEnzym kann entwederim freien Zustand(Grundzustand)oder inner-
halbdesenzymatischenZyklus vorgefundenwerden.Um denEnzymzustandzu
charakterisieren,wird deshalbdie binäreZustandsvariableui 2 t 3 eingef̈uhrt. Falls
ui 6 0, befindetsichdasEnzymi im freienZustandundfür ui 6 1 innerhalbdes
Enzymzyklus.Die BindungeinesSubstratmolek̈ulsdurchdasEnzymi zumZeit-
punkt t wird somit durchdenÜbergangvon ui 6 0 zu ui 6 1 beschrieben.Der
Übergangvonui 6 0 zuui 6 1 erfolgtnachGl. (3.4)mit derWahrscheinlichkeits-
rate

ν 2 t 3{6 ν0 5 ν1m2 t 3|1 (3.13)

Der Parameterν1 spezifiziertdie Wahrscheinlichkeitsrate,mit derderEnzymzy-
klus ausgel̈ost wird, falls ein freiesProduktmolek̈ul im Reaktionsvolumenvor-
handenist. Durchν0 wird die spontaneRatederZyklusinitialisierungohneallo-
sterischeAktivierungdeterminiert.

Die stochastischeDifferentialgleichung(3.11)lautetin diskretisierterForm

φi 2 t 5 ∆t 376 φi 2 t 3P5 v∆t 5 ςi , σ∆t 1 (3.14)

Dabeisindςi unabḧangigeGaußscheZufallszahlen,sodaß

C ςi 2 t 3 ς j 2 t x}3 D 6 2δi jδ 2 t E t xI3
gilt. Die Dynamik der Phasenvariablean den beidenRandpunktenφ 6 0 und
φ 6 kp mußnochdefiniertwerden.Falls zumZeitpunktt 5 ∆t die Phasenvariable
φi 2 t 5 ∆t 3 , gegebendurchGl. (3.14),negativ ist,wird φi 2 t 5 ∆t 3S6 v∆t gesetzt.Der
Enzymzykluskannin zweiTeilintervallezerlegt werden.Im Intervall 0 C φi C kp

existiert der ES-Komplex. DieserTeil desZyklus wird mit der Freisetzungder
Reaktionsproduktebeendet.Im Intervall kp C φi C 1 relaxiertdasEnzymnach
undnachzurück in denGrundzustand.Da die FreisetzungdesProduktmolek̈uls
unumkehrbarist, darf derPunktkp nicht von rechtsnachlinks überquertwerden.
FallsdiePhasenvariableφi denPunktkp bereitsvonlinks nachrechtsdurchlaufen
hatundzu einemsp̈aterenZeitpunktt 5 ∆t durchzufällige Fluktuationenkleiner
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alskp wird, sowird φi 2 t 5 ∆t 3~6 kp 5 v∆t gesetzt.DieseabsorbierendeRandbe-
dingungdrückt die BeendigungdesEnzymzyklusbeimErreichendesPunkteskp

unddie Rückehrin denGrundzustandaus.
Die zeitlicheEntwicklungderZustandsvariablenui wird durchfolgendenAl-

gorithmusdeterminiert

ui 2 t 5 ∆t 376 1, fallsui 2 t 3{6 0, mit WS ν∆t
0, falls ui 2 t 376 0, mit WS1 E ν∆t

0, falls ui 2 t 3{6 1 undφi 2 t 3U� 1
1, fallsui 2 t 3{6 1 undφi 2 t 3�C 11 (3.15)

In Analogiezu Gl. (3.6) folgt für die Zeitentwicklungder Zahl der Produktmo-
leküle

m2 t 5 ∆t 376 m2 t 3�5 N

∑
i 9 1

Θ 2 φi 2 t 3�E kp3 Θ 2 kp E φi 2 t E ∆t 3+3SE mX t Y
∑
k9 1

ψk 1 (3.16)

Die binäreZufallsvariableψk kanndie Werte1 und0 mit derWahrscheinlichkeit
γ∆t und1 E γ∆t annehmen.Die StufenfunktionΘ ist durchΘ 2 x3�6 1, falls x � 0
und Θ 2 x3Q6 0 für x C 0, definiert. Der zweiteTerm auf der rechtenSeitevon
Gl. (3.16)beschreibtdie FreisetzungeinesProduktmolek̈uls, wenndasEnzym i
denPhasenpunktφi 6 kp erreichthat.Der letzteTermdieserGleichungbestimmt
dieUmwandlungeinesjedenderfreienProduktmolek̈ule in MolekülevomTypC
mit derWahrscheinlichkeit γ∆t.

Der AlgorithmusdesstochastischenModellsmit kontinuierlicherPhasewird
durchdie Gl. (3.14)-(3.16)gebildet. Die Diskretisierungsschrittweite∆t mußso
klein gewählt werden,daßdasVerhaltendesModells von der diskretenSchritt-
weiteunabḧangigist. Ein Vorteil zumdiskretenAutomatenmodell(3.2)-(3.6)ist
die EliminierungdesParametersKe. Welchesder beidenModelle zur Untersu-
chungkonkreterReaktionssystemeverwendetwird, hängt auchvon der “Ener-
gielandschaft”entlangder Reaktionskoordinateab. Existiereneinigeals diskret
approximierbareZwischenzusẗande,ist die VerwendungdesAutomatenmodells
naheliegend.Mit demkontinuierlichenModell kanndar̈uberhinauspraktischjede
beliebigestetigeEnergiefunktionU 2 φ 3 untersuchtwerden.

In Abschnitt1.2wurdeein ÜberblicküberwichtigeArbeitenauf demGebiet
gekoppelterPhasenoszillationengegeben. Zwei Gleichungen,die die Dynamik
von Oszillatorenbeschreiben,sollen an dieserStelle noch kurz mit Gl. (3.11)
unddemstochastischenModell (3.14)-(3.16)verglichenwerden.Eshandeltsich
um das Kuramoto-Modell[85, 80] mit globaler Kopplung und die Adlerglei-
chung[99].

DasstochastischeKuramoto-Modell

φ̇i 2 t 376 ωi 5 ηi 2 t 3�5 K
N

∑
j 9 1

sin2 φ j E φi 3 (3.17)
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beschreibtein SystemgekoppelterPhasenoszillatoren.Dabeiist φi 2 t 3 die Phase
desi-tenOszillatorszumZeitpunktt undωi dessenFrequenz,die zufällig ausei-
nerWahrscheinlichkeitsverteilungg 2 ω 3 mit demMittelwertω0 ausgewähltwurde.
DasweißeRauschenηi 2 t 3 , für dasGl. (3.9) gilt, verursachtFluktuationenin der
Frequenzder Oszillatoren.Der dritte Term auf der rechtenSeitevon Gl. (3.17)
definiertdie globaleKopplungzwischendenPhasenoszillatorenmit der Kopp-
lungssẗarke K. Die UntersuchungendiesesSystemsergaben,daßin Abhängig-
keit von g 2 ω 3 , K und der Sẗarke desGaußschenRauschensdie Phasenzustände
der OszillatorensynchronesVerhaltenzeigenkönnen. Ein Vergleich zwischen
Gl. (3.11)und Gl. (3.17)zeigt einegroßeÄhnlichkeit beiderGleichungen.Der
Rauschtermals auchder Geschwindigkeits- bzw. Frequenztermsind identisch.
Unterschiedegibt esin derArt derKopplung.In Gl. (3.17)ist die globaleKopp-
lung der Oszillatorenexplizit erfaßt. In Gl. (3.11), die die Phasendynamikei-
neseinzelnenEnzymsbeschreibt,hingegennicht. Tats̈achlichexistiert in denin
dieserArbeit untersuchtenModellenkeinedirekteKopplungzwischendenPha-
senzusẗandenunterschiedlicherEnzyme. Die Kopplungwird indirekt durchdie
AnzahlderfreienProduktmolek̈ule vermitteltundkommtin Gl. (3.15)durchdie
produktabḧangigeBindungsrateν 2 m3 zumAusdruck.

Die Dynamik einesVan-der-Pol-OszillatorsunterdemEinfluß weißenRau-
schensund bei Wechselwirkung mit einemexternenperiodischenSignal kann
durchdie sogenannteAdlergleichung

φ̇ 2 t 376 ω E ω0 5 η 2 t 3SE εsin2 φ 3 (3.18)

für die Phasendifferenzφ beschrieben[99, 95] werden. ω E ω0 auf der rechten
SeitedieserGleichungdrücktdenUnterschiedzwischenderEigenfrequenzω des
Oszillatorsund der FrequenzdesexternenSignalsω0 aus. Der zweiteTerm η
stellt dasGaußscheweißeRauschendar. Der Parameterε im dritten Term von
Gl. (3.18)bestimmtdieNichtlineariẗat. Im GegensatzzuGl. (3.11)undGl. (3.17)
beschreibtGl. (3.18),wie bereitsbetont,die DynamikderPhasendifferenzeines
einzelnenOszillatorsmit der Frequenzω bez̈uglich einerexternenFrequenzω0

unterdemEinflußGaußschenRauschens.

StatistischeEigenschaften

Zum StudiumdesSystemverhaltensben̈otigt mannochdie statistischenEigen-
schaftendesdurchGl. (3.11)und(3.9)definierten“randomwalk”. DerZeitpunkt,
andemderZyklus anderStelleφ 6 0 beginnt,wird zu t 6 0 gesetzt.Der Zyklus
ist nachderZeit τ̃ beendet,wennderPhasenpunktφ 6 1 erreichtist. DieseZeit
τ̃ stellt deshalbdie Zyklusdauer, alsodie molekulareTurnover-Zeit, dar. Da die
DynamikinnerhalbdesZyklus ein Zufallsprozeßist, schwankt τ̃ voneinerReali-
sierungzur nächsten.Jedochkanndie mittlereTurnover-Zeit τ unddie Schwan-
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kungsbreite∆τ 6 , C τ2 D E�C τ D 2 definiertwerden.Als nächsteswerdendafür
dieanalytischenAusdr̈uckeabgeleitet.

Die Abhängigkeit der Driftgeschwindigkeit von φ wird durch dasPotential
U 2 φ 3 entlangderReaktionskoordinateφ bestimmt.Überdie Form diesesPoten-
tials im Fall wirklicher Enzymeist nur sehrwenig bekannt(sieheKap. 2). Für
alle numerischenUntersuchungenwird deshalbdie konstanteDriftgeschwindig-
keit vτ 6 1 angenommen.

Die Zeit, die vergeht,um vom linken reflektierendenRandφ 6 0 erstmalig
denrechtenabsorbierendenRanddesIntervalls0 � φ C 1 zuerreichen,ist τ̃. Der
Mittelwert τ für ein EnsemblesolcherProzesseist gesucht.Eshandeltsichalso
bei FestlegungdesStartpunktesum die BestimmungdermittlerenZeit, die nötig
ist, umdieseSchwellezuerreichen4.

Fallsder“randomwalk” zurZeit t 6 0 amPunktks im Intervall � 04 13 beginnt,
soist dieWahrscheinlichkeit, daßzurZeit t diePhasesichnochim Intervall � 04 13
liegt

G 2 ks4 t 376 - 1

0
P 2 φ 4 t 8 ks4 03 dφ 1 (3.19)

WegenderAnfangsbedingungP 2 φ 4 0 8 ks4 03~6 δ 2 ks E φ 3 gilt zur Zeit t 6 0 G 6 1.
WegendesrechtenabsorbierendenRandesφ 6 1 gehtdieFunktionG 2 ks4 t 3 gegen
Null für t F ∞.

Die bedingteWahrscheinlichkeitsdichteP 2 φ 4 t 8 ks4 03 erfüllt die adjungierte
Fokker-Planck-Gleichung

∂P 2 φ 4 t 8 ks4 03
∂t

6 v
∂P 2 φ 4 t 8 ks4 03

∂ks
5 σ

∂2P 2 φ 4 t 8 ks4 03
∂k2

s
1 (3.20)

Dahererḧalt manfür die zeitlicheEntwicklungvon G 2 φ0 4 t 3 die Gleichung

∂G 2 ks4 t 3
∂t

6 v
∂G 2 ks4 t 3

∂ks
5 σ

∂2G 2 ks4 t 3
∂k2

s
1 (3.21)

Die Wahrscheinlichkeit Q 2 ks4 t 3 , daßzur Zeit t die Phasenvariableschonden
rechtenRanderreichthat,ist durch

Q 2 ks4 t 3{6 1 E G 2 ks4 t 3
gegeben. Somit ist die Wahrscheinlichkeit, diesenRand innerhalbdeskurzen
Zeitintervalls 2 t 4 t 5 ∆t 3 zu erreichen,durchQ 2 ks4 t 5 ∆t 3�E Q 2 ks4 t 3 gegeben.Die
Wahrscheinlichkeitsdichte,denRandφ 6 1 je Zeiteinheitzuerreichen,ist

π 2 φ0 4 t 3{6 ∂Q 2 ks4 t 3
∂t

6zE ∂G 2 ks4 t 3
∂t

1 (3.22)

4DieseAufgabenstellungwird in der Literatur auchals “mean first passagetime” Problem
bezeichnet(siehez.B. [178, 180, 181]).
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Die mittlere Zeit τ 2 ks3 bis zum Erreichender Schwelleφ 6 1 für den“random
walk” mit demStartpunktks ist

τ 2 ks3�6 - ∞

0
tπ 2 ks4 t 3 dt 6zE - ∞

0
t∂tG 2 ks4 t 3 dt 6 - ∞

0
G 2 ks4 t 3 dt 1 (3.23)

Für dieVarianzgilt demzufolge

τ2 2 ks3�6�E - ∞

0
t2∂tG 2 ks4 t 3 dt 6 - ∞

0
tG 2 ks4 t 3 dt 1 (3.24)

UnterVerwendungderIdentiẗat- ∞

0
t2∂tG 2 ks4 t 3 dt 6 G 2 ks4 ∞ 3SE G 2 ks4 0376zE 1 (3.25)

ergibt sichzusammenmit Gl. (3.22)und(3.23)für τ die Differentialgleichung

v
dτ 2 ks3

dks
5 σ

d2τ 2 ks3
dk2

s
6zE 11 (3.26)

Die LösungvonGl. (3.26)mußzweiRandbedingungenerfüllen

dτ 2 ks3
dks

6 0 für ks 6 04 τ 2 ks3U6 0 für φ0 6 11 (3.27)

Die entsprechendeGleichung für das zweite statistischeMoment der “first-
passagetime” ist

v
dτ2 2 ks3

dks
5 σ

d2τ2 2 ks3
dk2

s
6zE 2τ 2 ks3 (3.28)

mit denRandbedingungen

dτ2 2 ks3
dks

6 0 für ks 6 04 τ2 2 ks3U6 0 für φ0 6 11 (3.29)

Die LösungvonGl. (3.26)mit denRandbedingungen(3.27)ist

τ 2 ks3U6 1 E ks

v
5 σ

v2 exp E v
σ

E exp E vks

σ
1 (3.30)

DurchEinsetzendieserLösungin Gl. (3.28)unterBerücksichtigungderRandbe-
dingungen(3.29)erḧalt maneineDifferentialgleichung,die direkt gelöstwerden
kann. BeideLösungenbestimmendie “mean-first-passagetime” und daszwei-
te statistischeMomenteines“randomwalk”, der am Punktks 6 0 anf̈angtund
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bei φ 6 1 endet. Da die mittlere Turnover-Zeit τ die “mean-first-passagetime”
(Gl. (3.30))mit demStartpunktks 6 0 darstellt,gilt

τ 2 ks3U6 1 E ks

v
5 σ

v2 exp E v
σ

E exp E vks

σ
1 (3.31)

Die VarianzderTurnover-Zeit ergibt sichalsLösungvonGl. (3.28)für ks 6 0 zu

∆τ2 6 2σ
v3 E 5σ2

v4 5 4σ
v3 exp E v

σ
5 σ2

v4 exp E 2v
σ

1 (3.32)
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Abb. 3.10: Die Abhängigkeit der mittlerenTurnover-Zeit τ (durchgezogeneLinie) und
derVarianz∆τ derTurnover-Zeit (gestrichelteLinie) von derRauschintensität η.

In Abb. 3.10ist die mittlereTurnover-Zeit τ unddie Varianz∆τ2, die ausden
Gl. (3.31)und(3.32)berechnetwurde,dargestelltworden.Die numerischeInte-
grationderGleichung(3.11)zeigt,daßdie Gl. (3.31)und(3.32)die statistischen
EigenschaftendesTurnover-Zyklus korrekt beschreiben.Für kleine Werte der
Rauschintensitätσ folgt unterVernachl̈assigungderGliederhöhererOrdnungfür
τ, ∆τ undξ durch

τ < 1; v4 (3.33)

∆τ < 2σ ; v3 4 (3.34)

und

ξ 6 ∆τ
τ < 2σ ; v1 (3.35)
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NumerischeUntersuchungdesstochastischenModells mit kon-
tinuierlicher Phasenvariable

Mit demstochastischenModell (3.14)-(3.16)beikontinuierlicherPhasendynamik
werdennun für verschiedeneParameternumerischeSimulationendurchgef̈uhrt.
Die Diskretisierungsschrittweitebetr̈agt ∆t 6 01 0005τ. Falls esnicht besonders
hervorgehobenwird, sindalsAnfangsbedingungdie Enzymezufällig entlangder
Phaseundim diskretenGrundzustandgleichverteilt. Die Geschwindigkeit inner-
halbdesIntervalls 2 04 13 ist vτ 6 1.
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Abb. 3.11:(a)Zeitabḧangigkeit derZahlderProduktmolek̈ule,und(b) Häufigkeitsvertei-
lung für densynchronenReaktionsmodusim kontinuierlichenModell. SonstigeParame-
terentsprechendwie in Abb. 3.4. (b) wurdeausdenDatenderZeitserieausAbb. 3.11(a),
im Intervall �50τ � 500τ� berechnet.

Die SimulationendiesesModellszeigengenausowie dieUntersuchungendes
Automatenmodellsin Abschnitt3.1zweiprinzipiell verschiedeneVerhaltenswei-
sen.Wie zu erwartenist, bestehtfür entsprechendgewählteParametereinehohe
Übereinstimmung.Um diesezu demonstrieren,sind unteranalogenBedingun-
genwie in Abb. 3.4und3.5die zeitlicheAbhängigkeit derProduktmolek̈ule und
die HäufigkeitsverteilungderProduktmolek̈ule in Abb. 3.11dargestellt.Ein Ver-
gleichmit denResultatendesAutomatenmodells(Abb. 3.4bund3.5undmachen
diesdeutlich.

Um in Gegenwart starkerFluktuationendieSynchronisationseigenschaftenin
Abhängigkeit vondenSystemparameternzuuntersuchen,ben̈otigt maneinquan-
titativesMaßder Synchronisationsstärke. Ein solchesMaß kannz.B. unterVer-
wendungder WahrscheinlichkeitsdichteP 2 ∆φ 3 , dasdie Wahrscheinlichkeit an-
gibt, diePhasendifferenz∆φ zwischenzweibeliebigenEnzymenzufinden.Diese
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Wahrscheinlichkeitsdichteist definiertals

P 2 ∆φ 376 N

∑
i � j 9 1� i �9 j

uiu j

0 1 N

∑
i � j 9 1� i �9 j

uiu jδ 2 φi E φ j E ∆φ 3 1 (3.36)

Daim Grundzustandui 6 0 ist, wird nur überPhasenzuständevonEnzymensum-
miert, die sich innerhalbdesTurnover-Zyklus befinden(ui 6 1). Die äußeren
Klammernsymbolisierendie zeitlicheMittelwertbildungwährendeinesausrei-
chendlangenZeitintervalls, um zufällige Fluktuationenzu eliminieren.Der Ko-
effizient in eckigenKlammernin Gl. (3.36)stellt denNormalisierungsfaktordar,
sodaß - 0� 5

0 0� 5P 2 ∆φ 3 d∆φ 6 1 (3.37)

gilt; δ 2 x3 symbolisiertdieDiracsche-Delta-Distribution. Um dieVerteilungP 2 ∆φ 3
in denfolgendennumerischenUntersuchungenzu berechnen,wird, nachdemdie
transientePhasevorüber ist (das ist für die gewähltenParameterimmer nach
t ; τ 6 250 der Fall gewesen),zu verschiedenenZeitpunkten(hier 312 mal) im
gleichenAbstandim Zeitintervall 250 C t ; τ C 500derAusdruckin deneckigen
KlammernvonGl. (3.36)berechnet.Danachwird darausderMittelwertgebildet.
Abb. 3.12zeigtfür verschiedeneParameterwertekp undσ typischeFormendieser
Wahrscheinlichkeitsverteilung.

Ist die Intensiẗat ν1 derallosterischenRegulierungniedrig,ist keineSynchro-
nisationderEnzymzusẗandevorhandenunddiePhasenunterschiedlicherEnzyme
sind unabḧangig. In diesemFall sind alle Phasendifferenzengleichwahrschein-
lich und die Wahrscheinlichkeitsverteilungzeigt einen flachenVerlauf wie in
Abb. 3.12a. Aus der Normalisierungsbedingungfolgt dannP 2 ∆φ 3�6 1 für alle
∆φ. Falls SynchronisationderPhasenzykleneinsetzt,zeigtsichin derVerteilung
von P 2 ∆φ 3 ein Maximum. Für eineenzymatischeGruppehat die Wahrschein-
lichkeitsverteilungein einzigesMaximum an der Stelle ∆φ wie in Abb. 3.12b.
Im Fall vonzweisynchronenEnzymgruppenzeigtdieseVerteilungzweiMaxima
(Abb. 3.12c)5. DaszentraleMaximumanderStelle∆φ 6 0 ist immeretwashöher.
Dasist eineFolgedavon, daßdie Zahl derEnzymein unterschiedlichenEnzym-
gruppennichtexakt übereinstimmenundsẗandigumeinenMittelwertfluktuieren.

Unter Benutzungder Wahrscheinlichkeitsverteilungfür die Phasendifferen-
zen(3.36)kannnunderOrdnungsparameterzur CharakterisierungderSynchro-
nisationssẗarkederEnzymzusẗandedurch

θ 6 - 0� 5
0 0� 5 2 1 E P 2 ∆φ 3�3 2d∆φ (3.38)

5Die Phasendifferenzen� 0> 5 sindäquivalent.
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definiertwerden. Falls keineKorrelationenzwischendenPhasenzuständenver-
schiedenerEnzymeexistieren,ist θ 6 0. Im Gegensatzdazuindiziert ein nicht
verschwindenderWert von θ Synchronisation.Allgemeingilt, je höherderWert
von θ, umsosẗarker ist die KorrelationzwischendenEnzymzusẗanden.
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Abb. 3.12: Wahrscheinlichkeitsdichteverteilungen der Phasendifferenzen(a) ohneSyn-
chronisation(ν0τ K 1, ν1τ K 0b 001, kp K 0b 3 und σ K 0b 0018� τ2), (b) einer Enzym-
gruppe(ν0τ K 0b 001, ν1τ K 1, kp K 0b 3 und σ K 0b 0018� τ2), (c) zwei Enzymgrup-
pen (ν0τ K 0b 001, ν1τ K 1, kp K 0b 55 und σ K 0b 0018� τ2), (d) drei Enzymgruppen
(ν0τ K 0b 001,ν1τ K 1, kp K 0b 71 undσ K 0b 00045� τ2). SonstigeParametersindγτ K 20,
vτ K 1 undN K 500.

Um den Einfluß der FluktuationeninnerhalbdesTurnover-Zyklus auf den
Synchronisationsprozeßzu untersuchen,werdenin einer Reihevon Simulatio-
nen jeweils ein Parameterin demstochastischenModell variiert. Alle anderen
Parameterwerdenkonstantgehalten. Zuerstwird dasReaktionssystemunter-
sucht,fallsderPunkt,andemdieReaktionsprodukteentstehen,kp 6 01 2 ist (siehe
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Abb. 3.13). UnterdiesenBedinungensinddie meistenEnzymein einerGruppe
synchronisiert.
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Abb. 3.13: Synchronisationsparameter θ
alsFunktion(a) der relativen statistischen
Schwankungsbreiteder Turnover-Zeit ξ
(b) der Bindungsrateν1 und (c) der Ab-
baurateγ derProduktmolek̈ule, falls Syn-
chronisationin einer Enzymgruppevor-
liegt. Für N K 100, kp K 0b 2, ξ1 K 0b 15
(σ K 0b 01125� τ2), ν0τ K 0b 0001, ν1τ K
2b 5, γτ K 20,vτ K 1.

Zuerst wird die Rauschintensität σ in der stochastischenDifferentialglei-
chung(3.11),beginnendmit σ 6 0,erḧoht. NachdemdietransientePhasevorüber
ist, wird der Ordnungsparameterθ durch Mittelung in einemZeitintervall von
500τ für σ 6 0 berechnet.Anschließendwird σ um5 G 100 5 erḧohtundnachdem-
selbenVerfahrenθ erneutbestimmt.DasErgebnisist in Abb. 3.13adargestellt.

Für kleineWertederRauschintensität σ unddamitder relativenstatistischen
Schwankungsbreiteξ derTurnover-Zeit (sieheGl. (3.35),S.60)hatθ diehöchsten
Werte. Unter diesenBedingungenist die Synchronisationam sẗarkstenausge-
prägt.Mit wachsendemξ nimmtderOrdnungsparameterθ sukzessiveab,um bei
etwa ξ 6 01 25 zu verschwinden.Für nochhöhereWertevon ξ gibt espraktisch
keinePhasensynchronisationmehrzwischendenPhasenverschiedenerEnzyme.
Der Wert ξ 6 01 25 bedeutet,daß50%aller EnzymedenEnzymzyklusinnerhalb
desZeitintervalls ¦ 25%dermittlerenTurnover-Zeit τ beenden.Als Ergebnisläßt
sichfeststellen,daßkleineWertederVarianzderTurnover-Zeit die Synchronisa-
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tion derEnzymzyklenerleichtern.
Als nächsteswird die Abhängigkeit derSynchronisationsstärke von derBin-

dungsrateν1 derSubstratmolek̈uleuntersucht.Analog,wie obenfür σ bzw. ξ be-
schriebenwurde,bestimmtmandenOrdnungsparameterθ für wachsendeWerte
vonν1. DasResultatist in Abb. 3.13babgebildet.Für ν1τ C 01 5 ist praktischkeine
Phasensynchronisationder Enzymzusẗandevorhanden.OberhalbdiesesWertes
wächstmit zunehmendemν1 auchθ monoton,umbei ν1τ < 3 seinMaximumzu
erreichen.Die weitereErhöhungvon ν1 führt interessanterweisewiederzu einer
Verkleinerungvon θ. Oberhalbvon ν1τ < 6 ist praktischkeinePhasensynchro-
nisationmehrvorhanden.HinsichtlichderVariationdesBindungsparametersν1

existiertalsoein “Fenster”,innerhalbdessendie Enzymzyklensynchronisieren.
Abschließendwird nochdieAbhängigkeit desOrdnungsparametersθ vonder

Produktabbaurateγ betrachtet.DasErgebnisist in Abb. 3.13cgezeigt.Für γτ C 4
ist keineSynchronisationderEnzymzusẗandevorhanden.Erhöhtmanγ überdiese
Schwellehinaus,steigtθ sehrschnellan,umbeiγτ < 25maximalzuwerden.Für
nochhöhereWertevonγ nimmtθ unddamitdie Intensiẗatwiederab,ohnejedoch
bis γτ 6 100völlig zuverschwinden.

Als nächsteswird dieAbhängigkeit derSynchronisationsstärkevondenPara-
meternσ, ν1 undγ für kp 6 01 55,d.h.wenndieEnzymezweiGruppenentlangder
Phasenkoordinatebilden,untersucht.Zuerstwird wiederσ unddamitdie Sẗarke
derrelativenSchankungsbreiteξ derTurnover-Zeit variiert. Ähnlich wie im Fall
derPhasensynchronisationin einerEnzymgruppeist dieSynchronisationfür sehr
kleineWertevon ξ amhöchsten.Wie in Abb. 3.14aerkennbarist, steigt,begin-
nendvonξ 6 0 mit wachsendemξ, θ sogaretwasan.Allerdingsist dieserAnstieg
sehrklein. Danachfällt θ mit weiterzunehmendemξ sehrschnell,um bei etwa
ξ < 01 07völlig zuverschwinden.Die Phasensynchronisationin zweiEnzymgrup-
penist alsodeutlichempfindlichergegen̈uberFluktuationenin derTurnover-Zeit
der Enzymeals die Synchronisationin einer Enzymgruppe.DieseSensitivität
setztsich für andereParameterkp, bei denennochgrößereZahlenvon Enzym-
gruppenentstehenkönnen,fort. Wie UntersuchungendesstochastischenModells
zeigen,tretenfür kp 6 01 8 beispielsweisevier EnzymgruppenentlangderReakti-
onskoordinateauf,allerdingsmußdazuξ C 01 04sein.

Nun wird in Abb. 3.14bdie Abhängigkeit desOrdnungsparametersθ bei Va-
riationderSubstratbindungsrateν1 betrachtet.Wie bereitsim Fall vonPhasensyn-
chronisationin einerEnzymgruppetritt auchfür zwei Enzymgruppenein Para-
meterfensterauf, innerhalbdessenPhasensynchronisationin zweiEnzymgruppen
möglich ist. Auch dieseEigenschaftist typischund läßtsich auchbei größeren
ZahlenenzymatischerGruppenfinden.

Zuletzt soll nochdie Abhängigkeit der Synchronisationsintensität unterVa-
riation derAbbaurateγ der regulatorischenProduktmolek̈ule untersuchtwerden.
Auch hier zeigtsich,wie in Abb. 3.14cerkennbarist, einesehrähnlicheParame-
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terabḧangigkeit derSynchronisationsstärkewie für eineEnzymgruppe.Oberhalb
einesbestimmtenWertesγ, derim hiervorliegendenFall vonzweiEnzymgruppen
etwashöherbei γ < 12τ 0 1 liegt, steigtθ sehrschnellan,um bei γ < 30τ 0 1 ma-
ximal zu werdenundfür nochhöhereWertevon γ wiederzu sinken. Wie bereits
in Abb 3.13cerkennbarwar, verschwindetselbstfür γτ 6 100diePhasensynchro-
nisationnicht. Sie ist hier im Fall von zwei Enzymgruppensogarnochdeutlich
höher.
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Abb. 3.14: Synchronisationsparameter θ
alsFunktion(a) der relativenstatistischen
Schwankungsbreiteder Turnover-Zeit ξ
(b) der Bindungsrateν1 und (c) der Ab-
baurateγ derProduktmolek̈ule, falls Syn-
chronisationin zwei Enzymgruppenvor-
liegt. Für N K 500, kp K 0b 55, ξ1 K 0b 05
(σ K 0b 00125� τ2), ν0τ K 0b 0001,ν1τ K 1,
γτ K 25,vτ K 1.

Die Parameter, für diePhasensynchronisationeinsetzt,hängenvonderZahlN
der Enzymeab. Bei der AnalysedesMeanfield-Modells,daszu demin diesem
Kapitel untersuchtenstochastischenModell im Limes großerEnzymzahlenkor-
respondiert,ergibt sichein einfacherZusammenhangzwischenderBindungsrate
ν1 undderEnzymzahlN (Kapitel 4, S. 91). Bei derBetrachtungderMeanfield-
Gleichungenbemerktman,daßdiesefür irgendeinebeliebigeKonstantec invari-
antunterderSkalentransformationν1 F ν1

; c, m F cmundn F cn sind. Diese
Transformationbedeuteteinfach, daß, falls die GesamtzahlN der Enzymeum
einenFaktorc ver̈andertwird, sichdie Zahl derReaktionsprodukteundSubstrat-
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molek̈uleproportionaländert.
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Abb. 3.15: Synchronisationsparameter θ als Funktionder Bindungsrateν1 für N K 50
(durchgezogeneL.), N K 100 (gepunkteteL.), N K 200 (gestrichelteL.) und N K 500
(Strichpunktl.).Für ν0τ K 0b 001,vτ K 1, kp K 0b 2, ξ K 0b 2 (σ K 0b 02� τ2) undγτ K 20.

DieseEigenschaftderSkaleninvarianzfindetsichfür großeEnzymzahlenauch
im stochastischenModell wieder. Setztz.B. für N 6 200oberhalbvonν1τ 6 01 5τ
Phasensynchronisationein, so erḧoht sich dieseSchwelleim Fall von N 6 100
Enzymeauf ν1τ 6 1. Währendjedochim Meanfield-ModelldesReaktionssy-
stems,dasim nächstenAbschnittuntersuchtwird, dieseBeziehungzwischenN
undν1 exakt ist, stimmtdieserZusammenhangfür sehrkleineEnzymzahlen-und
damit verbundenenstarken Fluktuationenin der Zahl der Produktmolek̈ule- im
stochastischenModell nichtmehr. Für sehrkleineEnzymzahlenerstrecktsichdie
Phasensynchronisation̈uberraschenderweisëuberwesentlichgrößereParameter-
intervalle. DieseEigenschaftsoll zuerstamBeispieldesEinflussesderBindungs-
rateν1 betrachtetwerden.

In Abb. 3.15 ist für verschiedeneEnzymzahlendie Synchronisationsstärke θ
alsFunktionderBindungsrateν1 gezeigt.DieseErgebnissewurdennachdersel-
benMethodewie in denAbb. 3.13bundAbb. 3.14berhalten.Qualitativ verläuft
die Abhängigkeit desOrdnungsparametersθ von ν1 gleich. Für alle betrachteten
Enzymzahlenexistiert ein Parameterintervall für ν1, innerhalbdessenSynchro-
nisationder Enzymzusẗandeauftritt. Vergleicht man jedochdenVerlauf von θ
für N 6 50 (durchgezogeneLinie), soerkenntman,daßdieserviel größerist als
für N 6 500(Strichpunktlinie).Falls jedochdiebereitserwähnteSkaleninvarianz
(Abschnitt4.2,S. 91) exakt gültig wäre,müßtenin der logarithmischenDarstel-
lungvonAbb. 3.15sowohl für N 6 50alsauchfür N 6 500dasParameterintervall
von ν1, innerhalbdessenSynchronisationexistiert, gleichgroßsein.Soerstreckt
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sich diesesIntervall für N 6 500 von ν1 < 01 2 bis ν1 < 01 7. Hingegenverläuft
diesesParameterintervall für N 6 50nicht von ν1 < 2 bis ν1 < 7, wie dasausder
Skaleninvarianzfolgenwürde,sondernvonν1 < 01 5 bisν1 < 25. DieseBeobach-
tung,daßdieSynchronisationsintervallefür kleineEnzymzahlen̈uberproportional
anwachsengilt auchfür größereZahlenvonEnzymgruppen.
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Abb. 3.16: Synchronisationsparameterθ alsFunktionderrelativenSchwankungsbreiteξ
derTurnover-Zeit im Fall einerEnzymgruppefür N K 10 undν1τ K 25 (durchgezogene
L.), N K 50 undν1τ K 5 (gepunkteteL.), N K 100undν1τ K 2b 5 (gestrichelteL.) sowie
N K 250undν1τ K 1 (Strichpunktl.).Für ν0τ K 0b 001,vτ K 1, kp K 0b 2, (σ K 0b 02� τ2)
undγτ K 20.

Nun werdendie Auswirkungender EnzymzahlN auf die Phasensynchroni-
sationbei Variationder relativen Schwankungsbreiteξ der Turnover-Zeit unter-
sucht. DasErgebnisist für kp ¹ 0º 2 (Synchronisationin einerEnzymgruppe)in
Abb. 3.16 gezeigt. Der Ordnungsparameterθ wurdeunterVariationvon ξ wie
in Abb. 3.13aundAbb. 3.14adurchSimulationendesstochastischenModellsbe-
stimmt.DerqualitativeVerlaufvonθ alsFunktionvonξ ist für alleEnzymzahlen
N ähnlich. Für kleine Wertevon ξ ist die Synchnchronisationam höchsten,um
mit wachsendemξ stetigabzunehmen.Um die Vergleichbarkeit für verschiedene
N zu gewährleisten,wurde wieder die obenbeschriebeneSkaleninvarianzaus-
genutzt. Betrachtetmandie Abhängigkeit desOrdnungsparametersθ von ξ für
N ¹ 10 (durchgezogeneLinie), sosiehtman,daßselbstfür ξ ¹ 0º 4 nochPhasen-
synchronisationvorhandenist. Im Gegensatzdazuverschwindetfür N ¹ 100die
Synchronisationbereitsbeiξ » 0º 2. Interessantist auch,daßsichderVerlaufvon
θ für nochhöhereWertevonN kaumnochver̈andern.Darausläßtsichschließen,
daßunterdengewähltenBedingungenbereitsoberhalbvon N ¹ 100dasSystem
gutdurchdieMeanfield-N̈aherungbeschriebenwerdenkann.
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Als letzteswird nochdie Abhängigkeit der Synchronisationsstärke θ von ξ
für kp ¹ 0º 55(zweiEnzymgruppen)bestimmt.Genausowie im ebendiskutierten
Fall einerEnzymgruppeist θ als Funktionvon ξ wieder für verschiedeneN in
Abb. 3.17 abgebildet. Auch hier ist gibt es für N ¹ 10 (durchgezogeneLinie)
nochbei deutlichhöherenWertenvon ξ Phasensynchronisationals für größere
EnzymzahlenN. Jedochsind die Unterschiedenicht so großwie in Abb. 3.16.
Obwohl die Kurven θ als Funktionvon ξ für N ¹ 100 (gestrichelteLinie) und
N ¹ 250 (Strichpunktlinie)in Abb. 3.17eingezeichnetsind, ist derenVerlaufso
ähnlich,daßdie Unterschiedezwischenbeidenkaumbeobachtbarsind. Daraus
folgt, daßim Fall von zwei Enzymgruppendie Skaleninvarianzbereitsunterhalb
vonN ¹ 100gültig ist.
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Abb. 3.17: Synchronisationsparameter θ als Funktionder relativen Schwankungsbreite
ξ der Turnover-Zeit im Fall von zwei Enzymgruppenfür N ¾ 10 und ν1τ ¾ 25 (durch-
gezogeneL.), N ¾ 50 und ν1τ ¾ 5 (gepunkteteL.), N ¾ 100und ν1τ ¾ 2¿ 5 (gestrichel-
te L.) sowie N ¾ 250 und ν1τ ¾ 1 (Strichpunktl.). Für ν0τ ¾ 0¿ 001, vτ ¾ 1, kp ¾ 0¿ 2,
(σ ¾ 0¿ 02À τ2) undγτ ¾ 20.

Die SimulationendesstochastischenModells könnenfür verschiedenePara-
meterdurchgef̈uhrt werdenund führenzu vielen neuenInformationenüberdas
Systemverhalten. Allerdings erlaubensie keine Voraussagenund Abscḧatzun-
genzurLagederSynchronisationsschwellenundSynchronisationseigenschaften.
Daherwerdenim nächstenAbschnittmakroskopischeGleichungenfür die Mit-
telwertederEnzymeentlangderReaktionskoordinateunddie Reaktionsprodukte
hergeleitet,die dasReaktionssystemim LimesgroßerEnzymzahlenerfassen.



Kapitel 4

Die Meanfield-Näherungdes
produktakti vierten Enzymsystems

Im letztenKapitel wurde für eine einfacheallosterischaktivierte Enzymreakti-
on ein stochastischesModell eingef̈uhrt und mithilfe numerischerSimulationen
untersucht.Für diesesReaktionssystemwird in diesemKapitel die Masterglei-
chungaufgestellt. Unter VerwendungdieserMastergleichungwerdendie Glei-
chungenfür die zeitliche Dynamik der Mittelwerte hergeleitet. Im Spezialfall
vernachl̈assigbargeringerFluktuationeninnerhalbdesEnzymzyklusergebensich
darauszwei einfache“Delay-Gleichungen”. Die danachdurchgef̈uhrte lineare
Stabilitätsanalyseder Delay-Gleichungenermöglicht die UntersuchungdesEin-
flussesderParameteraufdasSystemverhalten.

4.1 Herleitung der Meanfield-Gleichungenaus der
Mastergleichung

Die Mastergleichungfür ein einzelnesEnzym

In diesemAbschnitt werdenWahrscheinlichkeitsmaßefür die Zusẗandedes in
Kapitel 3 untersuchtenReaktionssystemseinerproduktaktiviertenEnzymreakti-
on eingef̈uhrt. Wegen der internenDynamik desReaktionssystemssind diese
Wahrscheinlichkeitsverteilungenzeitabḧangig. Für die zeitliche Änderungdie-
serWahrscheinlichkeitsverteilungenkanneineBilanzgleichung– die Masterglei-
chung– aufgestelltwerden,die die Übergängein einenbestimmtenZustandund
ausdiesemZustanderfaßt[178, 49,181,15, 179] (sieheAnhangA).

Zuerstwird die Mastergleichungfür denFall eineseinzelnenEnzymsim Re-
aktionssystemaufgestellt.DervollständigeenzymatischeProzeßbestehtauszwei
Teilen. Im erstenTeil verweilt dasEnzymim Grundzustand.In diesemZustand

70
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laufenkeinedynamischenProzessean demEnzymab. Die BindungeinesSub-
stratmolek̈uls1 mit derBindungsrateν Á mÂ beendetdieseWartezeitundinitialisiert
denzweitenTeil desEnzymzyklus.DieserTeil wird als Dif fusions-Driftprozeß
entlangder Phasenvariablen(Reaktionskoordinate)φ mit der Geschwindigkeit v
und der Dif fusionskonstanteσ beschrieben.Die Wahrscheinlichkeitsdichte,das
EnzymamPhasenpunktφ anzutreffen, falls gleichzeitigm Produktmolek̈ule vor-
handensind,ist P Á φ Ã mÂ . Die Produktmolek̈ulemhabennureineendlicheLebens-
dauerundreagierenmit derRateγ zu anderenMolekülen,die nicht mehrander
hier betrachtetenReaktionbeteiligt sind. Entsprechendgilt für die Wahrschein-
lichkeitsdichteverteilungP Á φ Ã mÃ t Â der Enzymeentlangder Reaktionskoordinate
die folgendeMastergleichung

∂P Á φ Ã mÂ
∂t ¹ Ä v

∂P Á φ Ã mÂ
∂φ Å σ

∂2P Á φ Ã mÂ
∂φ2

Å γ ÆIÁ m Å 1Â P Á φ Ã m Å 1Â Ä mPÁ φ Ã mÂ�ÇÈº (4.1)

Der ersteTerm auf der rechtenSeitevon Gl. (4.1) beschreibtdie Änderungder
WahrscheinlichkeitsdichteP Á φ Ã mÂ durchdie Drift desEnzymzustandesentlang
der Phaseφ mit der Geschwindigkeit v. Der Einfluß der Diffusion mit der Dif-
fusionskonstanteσ ergibt sichdurchdenzweitenTerm. An letzterStelleauf der
rechtenSeitedieserGleichungwird die ÄnderungderWahrscheinlichkeitsdichte
durchdenAbbauderReaktionsproduktemit derRateγ beschrieben.

Darüberhinausgibt esdenbesonderenPunktφ ¹ kp innerhalbdesEnzymzy-
klus, an demdie Reaktionsprodukteirreversibelfreigesetztwerden2. Es ist des-
halb günstig,dasgesamteIntervall 0 É φ Ê 1 der Reaktionskoordinatein zwei
SegmenteÁ 0Ã kp Ä ε Ç und Á kp Ã 1Ç einzuteilenundfür beideTeilintervalledieRand-
bedingungenandenEndenzuformulieren.Die Bezeichnungkp Ä ε soll denrech-
ten Randpunktdeslinken Intervalls Á 0Ã kp Ä ε Ç beschreiben.Die Zahl der freien
Produktmolek̈ule m erḧoht sichum 1, sobaldder Punktkp im Zyklus durchdas
Enzymerreichtwird. WegenderIrreversibilitätderProduktentstehungstelltkp Ä ε
einenabsorbierendenrechtenRanddesTeilintervalls Á 0Ã kp Ä ε Ç dar. Darausergibt
sich,falls σ Ë 0 ist, dieRandbedingung

P Á kp Ä ε Ã mÂ ¹ 0º (4.2)

Im Spezialfall σ ¹ 0 liegtnureinDriftprozeßmit derGeschwindigkeitvvor. Dann
gilt dieseRandbedingungnicht. InnerhalbdesTeilintervalls Á kp Ã 1Ç befindetsich

1Wie in Abschnitt3.1erläutertwurde,ist Substratim Überschußvorhanden.DessenKonzen-
trationwird im betrachtetenZeitbereichdurchdie ablaufendeReaktionpraktischnicht verändert.
Die Substratkonzentrationgehtnur indirekt durchdenWert derSubstratbindungsrateν Ì mÍ in das
Modell ein.

2RekombinationenoderRückreaktionenwerdenausgeschlossen.



72 4 Die Meanfield-N̈aherungdesproduktaktiviertenEnzymsystems

dasEnzymin der Relaxationsphase,um danachin denGrundzustandzurückzu-
kehren.Der FlußdurchdenlinkenRandφ ¹ kp Ä ε mußgleichdemFlußdurch
denrechtenRanddesIntervalls Á 0Ã kp Ä ε Ç sein.Man erḧalt deshalb

vPÁ φ Ã m Å 1Â Ä σ
∂P Á φ Ã m Å 1Â

∂φ φ Î kp

¹ vPÁ kp Ä ε Ã mÂ Ä σ
∂P Á φ Ã mÂ

∂φ φ Î kp Ï ε
º

(4.3)
Zur VereinfachungderSchreibweisewird derFlußderWahrscheinlichkeitsdichte
durch

F Á φ Ã mÂ ¹ vPÁ φ Ã mÂ Ä σ
∂P Á φ Ã mÂ

∂φ
(4.4)

abgek̈urzt. DannkannGl. 4.3zu

F Á kp Ã m Å 1Â ¹ F Á kp Ä ε Ã mÂ (4.5)

vereinfachtwerden.
SobalddasEnzymdenPhasenpunktφ ¹ 1 erreichthat, ist dessenZyklus be-

endet,undeskehrtin denGrundzustandzurück. Im Spezialfall σ ¹ 0 liegt nurein
Driftprozeßmit derGeschwindigkeit v vor. Die ÜberquerungdesPunktesφ ¹ 1
ist dannin jedemFall unumkehrbar. Fallshingegenσ Ë 0 gilt, wird einezus̈atzli-
cheRandbedingungben̈otigt. In diesemFall ist derrechteRandφ ¹ 1 im IntervallÁ kp Ã 1Ç absorbierend,undesgilt

P Á 1Ã mÂ ¹ 0º (4.6)

Zus̈atzlich zur Mastergleichung(4.1) wird zur vollständigenBeschreibung
desGesamtsystemsnoch die Gleichungfür die zeitliche Änderungder Wahr-
scheinlichkeit Q Á mÂ ben̈otigt. Diese gibt die Wahrscheinlichkeit an, das En-
zym im Grundzustandbei gleichzeitigerAnwesenheitvon m freien Produktmo-
lekülen vorzufinden. Die Wahrscheinlichkeit Q Á mÂ beschreibtdemnachdener-
stenTeil desenzymatischenProzesses(dieWartezeitim Grundzustand),während
P Á φ Ã mÂ die AufenthaltswahrscheinlichkeitsdichtedesEnzymsim Enzymzyklus
angibt.Die Wahrscheinlichkeit Q Á mÂ erḧoht sichdurchdenWahrscheinlichkeits-
fluß F Á φ Ã mÂ an der Stelleφ ¹ 1, der die Rückkehr desEnzymszum Zeitpunkt
t in den Grundzustandbeschreibtund verringertsich mit der Rateν Á mÂ durch
dieBindungeinesSubstratmolek̈ulsunddamitdemVerlassendesGrundzustands.
Zus̈atzlichmußwiederderEinflußdesAbbausderReaktionsproduktemit derRa-
teγ aufdieWahrscheinlichkeit Q Á mÂ ber̈ucksichtigtwerden.Die Mastergleichung
für Q Á mÂ lautetdemnach

∂Q Á mÂ
∂t ¹ F Á 1Ã mÂ Ä ν Á mÂ Q Á mÂ (4.7)

Å γ ÆIÁ m Å 1Â Q Á m Å 1Â Ä mQÁ mÂ�Ç+º
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Der Wahrscheinlichkeitsfluß durch den linken Rand φ ¹ 0 des IntervallsÁ 0Ã kp Ä ε Ç ist durchdie Wahrscheinlichkeit der BindungeinesSubstratmolek̈uls
durchdasEnzym

F Á 0Ã mÂ ¹ vPÁ φ Ã mÂ Ä σ
∂P Á φ Ã mÂ

∂φ φ Î 0
¹ ν Á mÂ Q Á mÂ (4.8)

gegeben. Die Randbedingung(4.8) stellt die BeziehungzwischenGl. (4.1)
und(4.7)her.

Das Enzym kann sich entwederim diskretenGrundzustandoder an einem
Punkt desEnzymzyklus,beschriebendurch die kontinuierlichePhasenvariable
φ, aufhalten. Ähnliche Kombinationenvon kontinuierlichenund diskretenZu-
standsverteilungenkönnenbei Stoßprozessenauftreten.Dort handeltessichum
Geschwindigkeitsverteilungen,diesichauseinerkontinuierlichenVerteilungund
einerDeltafunktionzusammensetzen[182].

Die beidenMastergleichungen(4.1)und(4.7)könnenzu einereinzigenGlei-
chungzusammengefaßtwerden.Dazuführt mandie Wahrscheinlichkeitsdichte-
verteilung

Π Á φ Ã mÂ ¹ P Á φ Ã mÂ Å Q Á mÂ δ Á φ Â (4.9)

ein. Die gemeinsameMastergleichungzur BeschreibungderProzesseim Grund-
zustandundim Phasenzykluslautetdann

∂Π Á φ Ã mÂ
∂t ¹ Ä v

∂Π Á φ Ã mÂ
∂φ Å σ

∂2Π Á φ Ã mÂ
∂φ2 (4.10)

Å γ ÆIÁ m Å 1Â Π Á φ Ã m Å 1Â Ä mΠ Á φ Ã mÂ+ÇÐº
Die VerwendungdieserMastergleichunganstellevon Gl. (4.1) und (4.7) ist

für die Herleitungder Meanfield-Gleichungennicht zwingenderforderlich,er-
weist sichaberfür die DiskussionderMastergleichungfür ein Reaktionssystem
mit N Enzymenalsgünstig.

Um zu zeigen,daßGl. (4.10) wirklich die beidenMastergleichungen(4.1)
und(4.7) einschließt,wird dieseGleichungfür φ Ñ¹ 0 undamPunktφ ¹ 0 unter-
sucht.DasEinsetzenvonGl. (4.9) in dieMastergleichung(4.10)ergibt

∂P Á φ Ã mÂ
∂t Å δ Á φ Â ∂Q Á mÂ

∂t ¹ Ä v
∂P Á φ Ã mÂ

∂φ Ä vQÁ mÂ ∂δ Á φ Â
∂φ

(4.11)

Å σ
∂2P Á φ Ã mÂ

∂φ2 Å σQ Á mÂ ∂2δ Á φ Â
∂φ2

Å γ ÆIÁ m Å 1ÂWÁ P Á φ Ã m Å 1Â Å Q Á m Å 1Â δ Á φ Â+ÂÄ mÁ P Á φ Ã mÂ Å Q Á mÂ δ Á φ Â+Â+Ç�º
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Aus Gl. (4.11) folgt speziell für φ Ñ¹ 0 sofort die Mastergleichung(4.1). Nun
werdendie Eigenschaftender Gl. (4.11) am diskretenPunkt φ ¹ 0 betrachtet.
Durch Integration limε Ò ∞ Ó{Ô εÏ ε dieserGleichungbez̈uglich φ um denNullpunkt
unterBeachtungvon

lim
ε Ò ∞ Õ Ô εÏ ε

P Á φ Ã mÂ dφ ¹ 0

(MengevomMaßNull) und

lim
ε Ò ∞ Õ Ô εÏ ε

∂tP Á φ Ã mÂ dφ

¹ lim
ε Ò ∞ Ä vPÁ Å ε Ã mÂ Å σ

∂P Á Å ε Ã mÂ
∂φ Å vPÁ Ä ε Ã mÂ Ä σ

∂P Á Ä ε Ã mÂ
∂φ

¹ vPÁ φ Ã mÂ Ä σ
∂P Á φ Ã mÂ

∂φ φ Î 0
Ä vPÁ φ Ã mÂ Ä σ

∂P Á φ Ã mÂ
∂φ φ Î 1

folgt mit dervereinbartenDefinition (4.4) für denFlußF Á φ Ã mÂ
∂Q Á mÂ

∂t ¹ F Á 1Ã mÂ Ä F Á 0Ã mÂ Å γ ÆyÁ m Å 1Â Q Á m Å 1Â Ä mQÁ mÂ+Ç�º (4.12)

Unter Verwendungder Randbedingung(4.8) ergibt sich also die Masterglei-
chung(4.7). Damit ist gezeigt,daßdie Mastergleichung(4.10)die beidenGlei-
chungen(4.1)und(4.7)entḧalt.

Die Mastergleichungfür N Enzyme

Falls anstatteines einzigen Enzyms N Enzyme im Reaktionssystemexistie-
ren, wird der Systemzustanddurch die Wahrscheinlichkeitsdichteverteilung
Π Á φ1 Ã φ2 Ã�ºHºHºIÃ φN Ã mÂ beschrieben. Die Mastergleichung (4.10) für das Ein-
EnzymsystemläßtsichaufN Enzymeerweiternundlautet

∂Π Á φ1 Ã φ2 Ã+ºIºHºHÃ φN Ã mÂ
∂t ¹wÄ v∑

i

∂Π Á φ1 Ã φ2 Ã+ºHºIºHÃ φN Ã mÂ
∂φi Å σ

∂2Π Á φ Ã mÂ
∂φ2

γ ÆHÁ m Å 1Â Π Á φ1 Ã φ2 Ã+ºIºHºIÃ φN Ã m Å 1Â Ä mΠ Á φ1 Ã φ2 Ã+ºHºIºHÃ φN Ã mÂ�Ç|º (4.13)

Die WahrscheinlichkeitsdichteΠ Á φ1 Ã φ2 Ã+ºHºIºHÃ φN Ã mÂ setztsichwiederausdenAuf-
enthaltswahrscheinlichkeitenQ für die Enzymeim Grundzustandunddie Wahr-
scheinlichkeitsdichtenP, Enzyme innerhalb des Enzymzykluszu finden, zu-
sammen.So ergibt sich beispielsweiseals Wahrscheinlichkeitsdichteverteilung
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Π Á φ1 Ã φ2 Ã mÂ für zweiEnzyme

Π Á φ1 Ã φ2 Ã mÂ ¹ Æ P1 Á φ1 Ã mÂ Å Q1 Á mÂ δ Á φ1 Â+ÇÖÆ P2 Á φ2 Ã mÂ Å Q2 Á mÂ δ Á φ2 Â+Ç¹ P1× 2 Á φ1 Ã φ2 Ã mÂ Å P1 Á φ1 Ã mÂ Q2 Á mÂ δ Á φ2Â (4.14)

Å P2 Á φ2 Ã mÂ Q1 Á mÂ δ Á φ1 Â Å Q1× 2 Á mÂ δ Á φ1Â δ Á φ2 Â
undallgemeinfür N Enzyme

Π Á φ1 Ã φ2 Ã+ºIºHºHÃ φN Ã mÂ ¹ Æ P1 Á φ1 Ã mÂ Å Q1 Á mÂ δ Á φ1Â+ÇÖÆ P2 Á φ2 Ã mÂ Å Q2 Á mÂ δ Á φ2 Â+ÇØºHºHº
Æ PN Á φN Ã mÂ Å QN Á mÂ δ Á φN Â�Ç ¹ N

∏
i Î 1

ÆPi Á φi Ã mÂ Å Qi Á mÂ δ Á φi Â+ÇØº (4.15)

Für N Enzymegibt essomit 2N FunktionenPÙ�Ù × i × i Ô 1× Ù�Ù undQÙ�Ù × i × i Ô 1× Ù�Ù . Da die An-
zahlderunabḧangigenVariablenin derMastergleichung(4.13)N Å 2 betr̈agt (N
Phasenvariablen,die Zahl derfreienProduktmolek̈ule unddie Zeit), ist diesenur
schwerhandhabbar.

Die Mastergleichungsoll zur Herleitungder Meanfield-Gleichungenfür die
Mittelwerte der Enzymkonzentrationentlangder Reaktionskoordinateund der
KonzentrationderReaktionsprodukteverwendetwerden.Um diesesProblemzu
vereinfachen,werdenzweiEigenschaftendesEnzymsystemsausgenutzt.Erstens
sind Wechselwirkungenzwischenden PhasenzuständenverschiedenerEnzyme
nurdurchdieFreisetzungundBindungregulatorischerProduktmolek̈ulemöglich.
InnerhalbdesEnzymzyklusist dieÄnderungderPhaseφi desEnzymsi einDiffu-
sionsprozeßmit derDif fusionskonstantenσ undderDriftgeschwindigkeit v. Die
beidenParameterv undσ sindnur von φi abḧangigundnicht von denZusẗanden
deranderenEnzyme.Die VerweildauereinesEnzymsim Grundzustandist eben-
fallsunabḧangigvomZustandderanderenEnzymeundwird ausschließlichdurch
dieZahlm derfreienProduktmolek̈ulebeeinflußt.Nur überdieProduktmolek̈ule
kommt eine indirekte Kopplungder EnzymzusẗandeunterschiedlicherEnzyme
zustande.Als Konsequenzfolgt daraus,daßdie Wahrscheinlichkeitsdichtevertei-
lung Π Á φ1 Ã φ2 Ã+ºIºHºHÃ φN Ã mÂ in

Π Á φ1 Ã φ2 Ã+ºHºIºHÃ φN Ã mÂ ¹ Π Á φ1 Ã mÂ�Ú Π Á φ2 Ã mÂSÚ(ºHºIºÛÚ Π Á φN Ã mÂ (4.16)

zerlegt werdenkann.Zweitenswird in dieserArbeit davonausgegangen,daßalle
N Enzymeidentischsind.Deshalbgilt

Π Á φi Ã mÂ ¹ Π Á φ j Ã mÂ(Ã i Ñ¹ j º (4.17)

Esmußausdr̈ucklichbetontwerden,daßdieWahrscheinlichkeitsdichteverteilung
Π Á φ1 Ã φ2 Ã�ºHºHºIÃ φN Ã mÂ nicht bez̈uglichderZahl m derfreienProduktmolek̈ule fakto-
risiert. Esgilt alsokeineswegs

Π Á φ1 Ã φ2 Ã+ºIºHºHÃ φN Ã mÂ ¹ Π Á φ1 Ã φ2 Ã+ºHºIºHÃ φN Â Π Á mÂ(Ã
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denn zwischenden Phasenzuständenund den Produktmolek̈ulen exisistieren
Wechselwirkungen. Die Eigenschaft(4.16)kannbeispielsweisebei der Integra-
tion entlangder Phasenvariablenausgenutztwerden. Suchtmanz.B. die Wahr-
scheinlichkeit G Á mÂ , m Produktmolek̈ule im Reaktionssystemvorzufinden,so
erḧalt mandiesedurchIntegration

G Á mÂ ¹ Õ 1

0
ºIºHº Õ 1

0
Π Á φ1 Ã φ2 Ã+ºHºIºHÃ φN Ã mÂ dφ1 ºHºIº dφN

¹ Õ 1

0
Π Á φ1 Ã mÂ φ1 ºHºIº Õ 1

0
Π Á φN Ã mÂ dφN

entlangderPhasenvariableφ. Die FunktionG Á mÂ kanndaherdirekt ausderMa-
stergleichung(4.10)bzw. denGl. (4.1) und (4.7) desEin-Enzymsystemsherge-
leitetwerden.Mit Hilfe von G Á mÂ kanndurch

É m Ë ¹ ∞

∑
mÎ 0

mGÁ mÂ
sofortderMittelwertderProduktmolek̈uleberechnetwerden.

Herleitung der Meanfield-Gleichungen

AusdenMastergleichungen(4.1)und(4.7)für dasEin-Enzymsystemwerdennun
die GleichungenderMeanfield-N̈aherunghergeleitet.Die Dichteverteilungñ Á φ Â
derEnzymkonzentrationentlangderReaktionskoordinateist durch

ñ Á φ Â ¹ N
∞

∑
mÎ 0

P Á φ Ã mÂ (4.18)

gegeben.AusGl. (4.1)und(4.18)folgt

∂ñ Á φ Â
∂t ¹ N

∞

∑
mÎ 0

Ä v
∂P Á φ Ã mÂ

∂φ Å σ
∂2P Á φ Ã mÂ

∂φ2

Å γ ÆHÁ m Å 1Â P Á φ Ã m Å 1Â Ä mPÁ φ Ã mÂ+ÇÈº
Berücksichtigtmannoch,daß

∞

∑
mÎ 0

ÆyÁ m Å 1Â P Á φ Ã m Å 1Â Ä mPÁ φ Ã mÂ+Ç
¹ ∞

∑
mÎ 1

Æ mPÁ φ Ã mÂ Ä mPÁ φ Ã mÂ+Ç ¹ 0 (4.19)
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undgilt, soergibt sichausdiesenBeziehungen

∂ñ Á φ Â
∂t ¹wÄ v

∂ñ Á φ Â
∂φ Å σ

∂2ñ Á φ Â
∂φ2 º (4.20)

Der Fluß der Konzentrationsdichteder Enzymeim Phasenpunktφ wird im Fol-
gendendurch

f Á φ Â ¹ vñ Á φ Â Ä σ
∂ñ Á φ Â

∂φ
(4.21)

abgek̈urzt. Die Randbedingungenfür Gl. (4.20)folgenausdenRandbedingungen
(4.2)und(4.3)derMastergleichungundführensofortzu

ñ Á kp Ä ε Â ¹ 0 (4.22)

sowie

f Á kp Â ¹ vñ Á φ Â Ä σ
∂ñ Á φ Â

∂φ φ Î kp

¹zÄ σ
∂ñ Á φ Â

∂φ Ü φ Î kp Ï ε º (4.23)

Der Mittelwert n ¹ N∑∞
mÎ 0Q Á mÂ der Enzymeim Grundzustandergibt sich

ausderDif ferenzderGesamtzahlderEnzymeundderZahl derEnzymedie sich
innerhalbdesEnzymzyklusbefinden,zu

n ¹ N Ä Õ 1

0
ñ Á φ Â dφ º (4.24)

UnterVerwendungvonGl. (4.20)gilt somit

dn
dt ¹ Ä Õ 1

0
∂t ñ Á φ Â dφ ¹ Õ 1

0
v∂φñ Á φ Â Ä σ∂2

φñ Á φ Â dφ (4.25)

¹ f Á 1Â Ä f Á 0Â(º
BenutztmandiezuGl. (4.8)entsprechendeRandbedingungfür ñ Á φ Â anderStelle
φ ¹ 0

f Á 0Â ¹ vñ Á φ Â Ä σ
∂ñ Á φ Â

∂φ φ Î 0
¹ ν Á mÂ nÃ (4.26)

ergibt sichausGl. (4.25)

dn
dt ¹�Ä ν Á t Â n Á t Â Å f Á 1Â(º (4.27)

DieseGleichungbeschreibtdieDynamikdesMittelwertesderEnzymkonzentrati-
on im Grundzustand.DurchdieProduktabḧangigkeit derRateν Á mÂ ben̈otigt man
nocheineGleichungfür denMittelwertderReaktionsprodukte.
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Die Wahrscheinlichkeit G Á mÂ , m freie Produktmolek̈ulevorzufinden,ist

G Á mÂ ¹ Õ kp Ï ε

0
P Á φ Ã mÂ dφ Å Õ 1

kp

P Á φ Ã mÂ dφ Å Q Á mÂ(º (4.28)

Darausfolgt

dG Á mÂ
dt ¹ Õ kp Ï ε

0
∂tP Á φ Ã mÂ dφ Å Õ 1

kp

∂tP Á φ Ã mÂ dφ Å ∂tQ Á mÂ(º
∂tP Á φ Ã mÂ wird durchdie rechteSeiteder Mastergleichungen(4.1) und ∂tQ Á mÂ
durchdie rechteSeitederMastergleichung(4.7)substituiert.Dannergibt sich

dG Á mÂ
dt ¹ Ä v Æ P Á kp Ä ε Ã mÂ Ä P Á 0Ã mÂ+Ç (4.29)

Å σ
∂P Á φ Ã mÂ

∂φ Ü φ Î kp Ï ε Ä ∂P Á φ Ã mÂ
∂φ Ü φ Î 0

Ä v Æ P Á 1Ã mÂ Ä P Á kp Ã mÂ+Ç Å σ
∂P Á φ Ã mÂ

∂φ Ü φ Î 1 Ä ∂P Á φ Ã mÂ
∂φ Ü φ Î kp

Å F Á 1Ã mÂ Ä ν Á mÂ Q Á mÂ Å γ ÆÝÁ m Å 1Â G Á m Å 1Â Ä mGÁ mÂ+Ç�º
WegenderRandbedingungen(4.3)kannP Á kp Ä ε Ã mÂ durchP Á kp Ã mÂ ersetztwer-
den. Darüberhinauserlaubtdie AusnutzungderRandbedingung(4.8) die Elimi-
nierungvon ν Á mÂ Q Á mÂ in Gl. (4.29). Zur Vereinfachungder Schreibweisewird
derFlußaneinembestimmtenPhasenpunktwiederdurch

F Á φ Ã mÂ ¹ vPÁ φ Ã mÂ Ä σ
∂P Á φ Ã mÂ

∂φ

abgek̈urzt. Esfolgt

dG Á mÂ
dt ¹ F Á 0Ã mÂ Ä F Á kp Ã m Å 1Â Å F Á kp Ã mÂ Ä F Á 1Ã mÂ Å F Á 1Ã mÂ Ä F Á 0Ã mÂ

Å γ ÆIÁ m Å 1Â G Á m Å 1Â Ä mGÁ mÂ�Ç+º (4.30)

Gl. (4.30)vereinfachtsichweiterzu

dG Á mÂ
dt ¹ Ä F Á kp Ã m Å 1Â Å F Á kp Ã mÂ

Å γ ÆIÁ m Å 1Â G Á m Å 1Â Ä mGÁ mÂ+Ç�º (4.31)
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DerMittelwertderfreienProduktmolek̈ule ist durch

É m Ë ¹ ∞

∑
m

mGÁ mÂ (4.32)

gegeben.Multipliziert manGl. (4.31)mit m undsummiertüberalle m, soerḧalt
man

d É m Ë
dt ¹ γ

∞

∑
mÎ 1

mÁ m Å 1Â G Á m Å 1Â Ä ∞

∑
mÎ 0

m2G Á mÂ
Å ∞

∑
mÎ 0

mF Á kp Ã mÂ Ä ∞

∑
mÎ 0

mF Á kp Ã m Å 1Â

unddaraus

d É m Ë
dt ¹wÄ γ

∞

∑
mÎ 0

mGÁ mÂ Å ∞

∑
mÎ 0

ÆmF Á kp Ã mÂ Ä Á m Ä 1Â F Á kp Ã mÂ+Ç|º

Als ErgebnisderMittelwertbildungergibt sichschließlich

d É m Ë
dt ¹wÄ γ É m Ë Å f Á kpÂ(º (4.33)

Der letzteTermstellt denin Gl. (4.21)definiertenFlußderKonzentrationsdichte
dar. ZumAbschlußsollennocheinmalalleErgebnissezusammengestelltwerden.
Die Meanfield-Gleichungen(4.20),(4.27)und(4.33)lautengemeinsammit ihren
Randbedingungen(4.23)und(4.26).
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∂ñ Á φ Â
∂t ¹ Ä v

∂ñ Á φ Â
∂φ Å σ

∂2ñ Á φ Â
∂φ2 (4.34)

dn
dt ¹ Ä ν Á
É m ËÞÂ n Á t Â Å f Á 1Â (4.35)

d É m Ë
dt ¹ Ä γ É m Ë Å f Á kp Â (4.36)

f Á φ Â ¹ vñ Á φ Â Ä σ
∂ñ Á φ Â

∂φ
(4.37)

ñ Á kp Ä ε Â ¹ 0, ñ Á 1Â ¹ 0, falls σ Ë 0 (4.38)

f Á kpÂ ¹ f Á kp Ä ε Â (4.39)

f Á 0Â ¹ ν Á
É m ËÞÂ n (4.40)

Die Gleichungen(4.34)–(4.40)sind die gesuchtenMeanfield-Gleichungen.
Zukünftig werdendie Klammern“ ÉßË ” um die Variablem, die andeuten,daßes
sichumeinenMittelwerthandelt,weggelassen.Verwechslungenmit derdiskreten
Variablenm sindnicht zu befürchten.Die Meanfield-Gleichungenvernachl̈assi-
gendie molekularenFluktuationenin denKonzentrationender Reaktanden.Im
Fall molekularerNetzwerke spieltderPhasenzyklusdie Rolle einerinternendy-
namischenVariable.Die räumlicheVerteilungist wegenderschnellendiffusiven
Durchmischungunwichtig. Zum Zeitpunktt wird der Systemzustanddurchdie
Konzentratioñn Á φ Â derEnzymeinnerhalbdesZyklus,die Zahl n derEnzymeim
GrundzustandunddieZahl mÁ t Â derfreienProduktmolek̈ulebeschrieben.

BetrachtetmandenSpezialfall σ ¹ 0, d.h. unterVernachl̈assigungder intra-
molekularenFluktuationen,sokönnendie Meanfield-Gleichungenenormverein-
fachtwerden.AusGl. (4.34)-(4.40)ergebensich

∂ñ Á φ Â
∂t ¹ Ä v

∂ñ Á φ Â
∂φ

(4.41)

dn
dt ¹ Ä ν Á t Â n Á t Â Å f Á 1Â (4.42)
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dm
dt ¹ Ä γm Å f Á kp Â(º (4.43)

Da die Dynamik von ñ ausschließlichdurch den Driftprozeß mit der Ge-
schwindigkeit v bestimmtwird, ist die PassagedesPhasenpunkteskp durchdie
Enzymebereitsohnezus̈atzlichereflektierendeRänderirreversibel. Analog ist
die Situationam EndedesZyklus am Phasenpunktφ ¹ 1. Die einzigenötige
Randbedingungmußfür denPunktφ ¹ 0 angegebenwerden.Sielautet

vñ Á 0Â ¹ ν Á mÁ t Â+Â nº (4.44)

Die LösungvonGl. (4.41)ist

ñ Á φ Ã t Â ¹ ñ Á vt Ä φ Â(º
Insbesonderegilt

ñ Á 0Ã t Â ¹ ñ Á vt Â
oder

ñ Á φ Ã t Â ¹ ñ Á v Á t Ä φ
v
Â+Â ¹ ñ Á 0Ã t Ä φ

v
Â(º

Setztmanτ1 ¹ kp à v undτ ¹ 1à v, soerḧalt manmit dieserLösungunterBeach-
tungderRandbedingung(4.44)

ν
v

n Á t Ä τ Â ¹ ν
v

n Á t Ä 1
v
Â ¹ ñ Á 0Ã t Ä 1

v
Â ¹ ñ Á 1Ã t Â

und
ν
v

n Á t Ä τ1 Â ¹ ν
v

n Á t Ä kp

v
Â ¹ ñ Á 0Ã t Ä kp

v
Â ¹ ñ Á kp Ã t Â(º

Darausergebensichmit Gl. (4.42)und(4.43)

dn
dt ¹wÄ ν Á t Â n Á t Â Å ν Á t Ä τ Â n Á t Ä τ Â (4.45)

dm
dt ¹zÄ γm Å ν Á t Ä τ1Â n Á t Ä τ1 Â(º (4.46)

DiesebeidenGleichungenkann man anschaulichinterpretieren. Der erste
TermderrechtenSeitevonGl. (4.45)beschreibtdieVerringerungderKonzentra-
tion derEnzymeim Grundzustand,währendderzweiteTermdieZunahmedieser
Konzentrationangibt. Da die intramolekularenFluktuationennunvernachl̈assigt
werden,betr̈agt die Zyklusdauerτ. Die Zahl der Enzyme,die zum Zeitpunkt
t in denGrundzustandzurückkehren,ist deshalbgleich der Zahl von Enzymen
ν Á t Ä τ Â n Á t Ä τ Â , die zumZeitpunktt Ä τ denEnzymzyklusbegonnenhaben.

Der ersteTermder rechtenSeitevon Gl. (4.46)beschreibtdie Abnahmeder
Produktmolek̈uledurchdie Umwandlungin Molekülevom TypC mit derRateγ.
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DerzweiteTermerfaßtdieZunahmederProduktmolek̈uledurchdieEnzyme,die
zumZeitpunktt denPhasenpunktkp kreuzen.Da die Zeitdauervom Beginn des
Enzymzyklusbis zum ErreichendiesesPunktesτ1 ist, entsprichtdieseEnzym-
mengeν Á t Ä τ1 Â n Á t Ä τ1 Â .

Die Differentialgleichungender Meanfield-N̈aherungbilden ein geschlosse-
nesSystem. Man erkennt, daß im Gegensatzzu Gleichungender klassischen
ReaktionskinetikdiesedurchdenBezugauf Systemzusẗandein der Vergangen-
heit ein “Gedächtnis” aufweisen. Das LösungsverhaltenderartigerGleichun-
genbesitzt,bedingtdurchdenEinfluß der Werte von Variablenin der Vergan-
genheitund Gegenwart, Ähnlichkeit mit dempartiellerDif ferentialgleichungen.
Beispielsweiseist die Anfangsbedingungeine Funktion der Zeit, also ein Ele-
ment auseinemunendlich-dimensionalenFunktionenraum. Im Gegensatzda-
zu ist die Anfangsbedingungbei gewöhnlichenDifferentialgleichungssystemen
ein endlich-dimensionalerVektor. Eine Darstellungder Eigenschaftenvon sol-
chenalsFunktionaldifferentialgleichungenbezeichnetenGleichungenfindetsich
in [183]. Speziellfür Delay-Gleichungenwird in [184, 185, 186] ein Überblick
gegeben.EinegroßeZahl von Anwendungsbeispielenfür Delay-Gleichungenin
PhysikundBiologiefindensichin [187,188, 189].

4.2 Untersuchungder Meanfield-Gleichungen

NumerischeIntegration

Zur Integrationwerdendie Delay-Gleichungenin Differenzengleichungen̈uber-
führt

mÁ t Å ∆t Â ¹ mÁ t Â Ä ∆t Æ γmÁ t Â Ä ν Á mÁ t Ä τ1 Â+Â n Á t Ä τ1Â+Ç (4.47)

n Á t Å ∆t Â ¹ n Á t Â Ä ∆t Æ ν Á mÁ t Â+Â n Á t Â Ä ν Á mÁ t Ä τ Â+Â n Á t Ä τ Â�Ç|º (4.48)

Da wederEnzymezersẗort nocherzeugtwerden,mußdie ErhaltungderEnzym-
zahl im VerlaufdernumerischenIntegrationgewährleistetsein.Dieseergibt sich
alsSummeausderAnzahln Á t Â derEnzymeim Grundzustandundim Zyklus. Da
sichzumZeitpunktt geradejeneEnzymeim Zyklus befinden,die innerhalbdes
Zeitintervalls Æ t Ä τ Ã t Ç einSubstratmolek̈ul gebundenhaben,ist derenZahleinfach
dasIntegral

Õ t

t Ï τ
ν Á mÁ t á}Â+Â n Á t á}Â dt áâº

Somitfolgt für dieGesamtzahlderEnzyme

N Á t Â ¹ n Á t Â Å Õ t

t Ï τ
ν Á mÁ t áyÂ+Â n Á t áÝÂ dt áHº (4.49)
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In diskretisierterForm lautetdieseGleichung

N Á t Â ¹ n Á t Â Å L

∑
l Î 1

ν Á mÁ t Ä l∆t Â+Â n Á t Ä l∆t Â ∆t º (4.50)

Dabeiist L ¹ 1à ∆t dieGesamtzahlderZeitschritteeinesEnzyms,diezumDurch-
querendesEnzymzyklusnötig sind. Falls derAlgorithmus(4.47)und(4.48)die
Teilchenzahlerḧalt, muß

N Á t Å ∆t Â Ä N Á t Â ¹ 0 (4.51)

gelten.AusGl. (4.50)folgt

N Á t Å ∆t Â Ä N Á ∆t Â ¹ n Á t Å ∆t Â Ä n Á t Â Å ∆t Æ ν Á mÁ t Â+Â n Á t Â Ä ν Á mÁ t Ä τ Â�Â n Á t Ä τ Â+Ç|º
(4.52)

Zusammenmit Gl. (4.48)folgt schließlich(4.52)

n Á t Â Ä ∆t Æ ν Á mÁ t Â+Â n Á t Â Ä ν Á mÁ t Ä τ Â+Â n Á t Ä τ Â+Ç Ä n Á t Â (4.53)

Å ∆t Æ ν Á mÁ t Â+Â n Á t Â Ä ν Á mÁ t Ä τ Â+Â n Á t Ä τ Â+Ç ¹ 0º
Daher ist mit dem verwendetenAlgorithmus (4.47) und (4.48) die Bedingung
(4.51) erfüllt. Bei der numerischenLösungder Delay-Gleichungenkann diese
Eigenschaftausgenutztwerden,umdie korrekteDurchführungderIntegrationzu
kontrollieren.

Um dieÄhnlichkeit im LösungsverhaltenzwischendenMeanfield-Gleichung-
en und demstochastischenModell zu überpr̈ufen, integriert mandie Gl. (4.45)
und (4.46)mit vergleichbarenParameternnumerisch.Die Zeitabḧangigkeit der
Zahl derProduktmolek̈ule alsLösungendieserbeidenGleichungenfür zwei ver-
schiedeneParameters̈atzeist in Abb. 4.1gezeigt.Die Parameterin Abb. 4.1akor-
respondierenzu denentsprechendenParameternin Abb. 3.2, in derdie Zahl der
Produktmolek̈ule, gem̈aßeinerPoissonverteilung,um einenbestimmtenMittel-
wertschwankt.Wie ausAbb. 4.1aerkennbarist, ergibt dieLösungderMeanfield-
Gleichungenin diesemFall ged̈ampfteOszillationen,diedasSystemin denstati-
onärenZustandüberf̈uhren. Die Konzentrationder Reaktionsprodukteim Fix-
punkt stimmt sehrgut mit dem Mittelwert der Zahl der Reaktionsproduktein
Abb. 3.2desAutomatenmodells̈uberein.

Wenn andererseitsdie entsprechendenParameterfür den Fall von Spiking
gewähltwerden(wie in Abb. 3.4undAbb. 3.6),bildensich,wie in Abb. 4.1bge-
zeigt,stabileperiodischeOszillationenin derLösungderMeanfield-Gleichungen
heraus.Beim Vergleich von Abb. 4.1b mit Abb. 3.6b zeigt sich, daßbeideBe-
schreibungsweisensehrähnlichesVerhaltenhinsichtlichderPeriodeundAmpli-
tudedieserOszillationenergeben.DieseÜbereinstimmungzwischendenResul-
tatendesAutomatenmodellsund denMeanfield-Gleichungenist typischfür das
hierbetrachteteSystemundwurdeauchfür andereParametergefunden.



84 4 Die Meanfield-N̈aherungdesproduktaktiviertenEnzymsystems

0
ã

5
ä

10
ã

15
ä

20
ã

t/å τ6

8

10

12

14

16
m

(a)
æ

0
ã

10
ã

20
ã

30
ã

40
ã

t/å τ0

10

20

30

40

m

(b)
æ

Abb. 4.1: Zeitabḧangigkeit derKonzentrationderReaktionsprodukteausdernumerischen
LösungderMeanfield-Gleichungenmit denParametern(a) ν0τ ¾ 1 undν1τ ¾ 0¿ 2 (ent-
sprechendeParameterwie in Abb. 3.1)und(b) ν0τ ¾ 1 undν1τ ¾ 1 (entsprechendePara-
meterwie in Abb. 3.2). Der Transientführt in (a) zu einemstabilenFixpunktund in (b)
zu periodischemSpiking mit derhalbenPeriodederTurnover Zeit. SonstigeParameter
sindγτ ¾ 20,τ1 ¾ 0¿ 5τ undN ¾ 200.
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LineareStabilit ätsanalyse

Der Vorteil der Systembeschreibung durch die Meanfield-Gleichungenbesteht
in der Möglichkeit der analytischenUntersuchungder Synchronisationsbedin-
gungenunterBenutzungder linearenStabilitätsanalyse.Die Untersuchungder
Meanfield-Gleichungen(4.34)-(4.40),die die intramolekulareDiffusion ber̈uck-
sichtigen,bereitetdurchdie RandbedingungenerheblichetechnischeSchwierig-
keiten. Da an dieserStelledie lineareStabilitätsanalysedasersteMal Anwen-
dung findet, werdenzuerstdie übersichtlicherenMeanfield-Gleichungen(4.45)
und(4.46)untersucht.

DerGleichgewichtszustandn ¹ n̄, m ¹ m̄desSystemsist durchdiestation̈are
LösungderGl. (4.45)und(4.46)gegeben.Die Betrachtungvon Gl. (4.45)zeigt,
daßfür jedenbeliebigenstation̈arenZustanddie rechteSeitetrivialerweisever-
schwindet.Aus Gl. (4.46)folgt mit ν ¹ ν0 Å ν1m̄

m̄ ¹ ν0n̄
γ Ä ν1n̄

º (4.54)

Die GesamtzahlderEnzymeist gleichderSummeausderZahl n̄ derEnzymeim
GrundzustandundderZahl derEnzyme,die sichgeradeinnerhalbdesEnzymzy-
klus befinden.Im Fixpunkt kanndieseZahl leicht bestimmtwerden. Zu einem
bestimmtenZeitpunktt sindalledieEnzymeim Zyklus,die innerhalbdesZeitin-
tervalls t Ä τ É t á É t denkatalytischenZyklusbegonnenhaben.Befindetsichdas
Systemim Fixpunkt,sobeginnenνn̄∆t Enzymeje Zeitintervall ∆t diesenProzeß.
Daherist die Zahl derEnzymeinnerhalbdesZyklus gleichνn̄τ. Die Gesamtzahl
N allerEnzymeist somit

N ¹ n̄ Å ν Á m̄Â n̄τ º (4.55)

UnterBenutzungderGl. (4.54)und(4.55)ergibt sichdaraus

0 ¹ n̄2 Ä n̄
ν0γ Å γ Å ν1N

ν Å γN
ν1

º (4.56)

Die WurzeldieserquadratischenGleichungist

n̄ ¹ ν0 Å γ Å ν1N
2ν1

Ä ν0γ Å γ Å ν1N
2ν1

2 Ä γN
ν1

º (4.57)

Die zweiteLösungderquadratischenGleichung(4.55)mit positivemVorzeichen
vor der Wurzel kannausgeschlossenwerden,da in diesemFall die Zahl m̄ der
Produktmolek̈ulenegativ wäre.

Die Gl. (4.54)und(4.57)beschreibendiestation̈areLösungdesSystems.Die-
sekannihre Stabilität bei ErhöhungderallosterischenBindungsrateν1 verlieren.



86 4 Die Meanfield-N̈aherungdesproduktaktiviertenEnzymsystems

Zur DurchführungderlinearenStabilitätsanalyseführtmandiekleinenStörungen
desFixpunktes

mÁ t Â ¹ m̄ Å δmÁ t Â , n Á t Â ¹ n̄ Å δn Á t Â (4.58)

ein.
Damit ergibt sichalsLinearisierungvon Gl. (4.45)und(4.46)

dδmÁ t Â
dt ¹zÄ γδm Å ν̄δn Á t Ä τ1 Â Å ν1n̄δmÁ t Ä τ1 Â (4.59)

dδn Á t Â
dt ¹wÄ ν̄δn Ä ν1n̄δm Å ν̄δn Á t Ä τ Â Å ν1n̄δmÁ t Ä τ Â(º (4.60)

Die LösungendieserlinearenDifferentialgleichungenmit Zeitverz̈ogerung
könnenin der Form δm ç eλt , δn ç eλt angenommenwerden. Setztmandiese
Ausdr̈ucke in die Gl. (4.59) und (4.60) ein, so ergibt sich ein homogenesGlei-
chungssystem,ausdemdiecharakteristischeGleichung

λ2 Å λ γ Å ν̄ 1 Ä eÏ λτ Ä ν1n̄eÏ λτ1 Å γν̄ 1 Ä eÏ λτ ¹ 0 (4.61)

folgt. Diesequasi-polynomialeGleichungist typischfür dynamischeSystememit
Zeitverz̈ogerung.

Die LösungenderGl. (4.61)sindi.A. komplex (d.h.λ ¹ x Å iω). DerFixpunkt
n̄ und m̄ ist stabil, falls derRealteilnegativ ist. Die Instabilitätsgrenzewird des-
halb durchdie Bedingungx ¹ 0 gegeben.Der Imagin̈arteil von λ verschwindet
jedochfür x ¹ 0 nicht. Esliegt alsoeineHopf-Bifurkationvor.

Wird λ ¹ iω in Gl. (4.61)eingesetzt,ergibt sicheineGleichungmit komple-
xen Koeffizienten,ausder die StabilitätsgrenzendesFixpunktesim Parameter-
raumunddieOszillationsfrequenzω ermitteltwerdenkönnen.Die Untersuchung
dieserGleichungzeigt,daßeineunendlicheZahl von Lösungenfür verschiedene
Frequenzenωk » 2πkà τ mit k ¹ 1Ã 2Ã 3Ã�ºHºHº existiert.

Die Gl. (4.61)wurdenumerischmit λ ¹ iω für verschiedeneParameterunter-
sucht.Abb. 4.2zeigtdasberechneteBifurkationsdiagrammin derParameterebene
(ν1,τ1). Für kleineWertederallosterischenAktivierungν1 ist derstation̈areZu-
stand,in demsich dasSystemim Fixpunkt n̄ und m̄ befindet,stabil. Durch die
ErhöhungdesParametersν1 wird dasSystembeimÜberschreitenderStabilitäts-
grenzeinstabil,undesbildensichstabileperiodischeOszillationen.

Wie bereitsbetont,existierenunendlichvieleLösungenvonGl. (4.61),diezu
verschiedenenOszillationsfrequenzenωk geḧoren. Wie sich ausdenResultaten
der Bifurkationsanalyseergibt, verschiebtsich die Lageder zu diesenverschie-
denenLösungengeḧorigenBifurkations̈astemit steigendemk immerweiternach
oben,d.h. zu höherenWertenvon ν1, demParameterzur Beschreibung der In-
tensiẗatderallosterischenAktivierung.DadasSystembereitsbeimErreichender
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unterstenBifurkationsgrenzeinstabilwird undzuoszillierenbeginnt,sindandere
Bifurkationslinien,diezuhöherenFrequenzengeḧoren,hinsichtlichderStabilität
jedochunwichtig.
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Abb. 4.2: DasBifurkationsdiagrammin derParameterebene(ν1 ì τ1). DerstabileFixpunkt
wird instabil und Oszillationen,hervorgerufendurchk Enzymguppen,setzenein, wenn
einederdurch“k” bezeichnetenKurvenin dervertikalenRichtungvon untennachoben
gekreuztwird. Die Reaktionsparametersindν0τ ¾ 1,γτ ¾ 20undN ¾ 200.Nur dieersten
vier Instabiliẗatsgrenzen, die zuk ¾ 1ì 2, 3 und4 geḧoren,sindeingezeichnet.

Die verschiedenenKurvenin Abb. 4.2geḧorenzu verschiedenenFrequenzen
ωk ¹ 2πkà τ mit verschiedenerAnzahl k enzymatischerGruppen. Innerhalbdes
Intervalls 0 Ê τ1 à τ Ê 0º 34 und 0º 955 Ê τ1 à τ Ê 1 geḧort die untersteGrenzlinie
zu k ¹ 1. Daherwird dasSystemoberhalbdieserLinie synchroneOszillationen
dergesamtenEnzympopulationzeigen.Zwischen0º 34 Ê τ1 à τ Ê 0º 4 und0º 65 Ê
τ1 à τ Ê 0º 780,zeigtdasSystemSpikingmit 3 synchronenEnzymgruppen(k ¹ 3)
usw.

In Abb. 4.3 sinddie Frequenzenωk zu denBifurkationsgrenzenin Abb. 4.2,
die sich ausder numerischenLösungvon Gl. (4.61) ergeben,dargestellt. Man
siehtdarin deutlich,daßdieseFrequenzender ersteninstabilenModenmit ver-
schiedenenk nicht ganzmit ωk ¹ 2πkà τ übereinstimmen.Die tats̈achlichenFre-
quenzensindimmeretwaskleineralsωk, dadie EnzymeeinebestimmteZeit im
Grundzustandverweilen,um durchdie Bindung einesSubstratmolek̈uls diesen
wiederzuverlassen.

DasBifurkationsdiagramm4.2weistzweiLückenbeiτ1 à τ ¹ 0º 45undτ1 à τ ¹
0º 95 auf. GenauereUntersuchungenfür höhereWerte von k zeigen,daßdiese
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Abb. 4.3: Frequenzenω der erstenOszillationsmodenfür verschiedeneAnzahl k von
Enzymgruppenin Abhängigkeit von τ1. Die Reaktionsparametersind dieselbenwie in
Abb. 4.2. Der Bifurkationsparameterν1 ist an der jeweiligen Instabiliẗatsgrenze,die in
Abb. 4.2dargestelltist, gewählt.
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Abb. 4.4: Ein AusschnittdesBifurkationsdiagrammsvon Abb. 4.2 zwischen(a) 0¿ 43 ö
τ1 À τ ö 0¿ 465 und (b) 0¿ 945 ö τ1 À τ ö 0¿ 955. Die Instabiliẗatsgrenzen, die zu höheren
Zahlenvon Enzymgruppengeḧoren(bisk ¾ 19),sinddargestellt.
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Lücken ebenfalls durchBifurkationsgrenzengeschlossenwerden(Abb 4.4). Je-
dochliegendiesebei viel höherenWertendesBifurkationsparametersν1, derdie
IntensiẗatderallosterischenAktivierungkennzeichnet.Beispielsweisewird ander
Stelleτ1 à τ ¹ 0º 952dieseBifurkationsgrenzefür ν1 à τ ¹ 37º 9 erreichtund zwar
für k ¹ 19,alsoim Fall von19 enzymatischenGruppen(Abb 4.4).

Nun soll die Abhängigkeit derInstabilitätsgrenzenvom Parameterν0, derdie
BindungsrateeinesES-KomplexesohneallosterischeAktivierungangibt,an ei-
nemBeispielbetrachtetwerden. In Abb. 4.5aist dieseAbhängigkeit für ein In-
tervall, dassich überfünf Zehnerpotenzenerstreckt,dargestellt. Für sehrkleine
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Abb. 4.5: (a) DasBifurkationsdiagrammin derParameterebene(ν1 ì ν0). Die Linie ist die
Bifurkationsgrenzefür τ1 ¾ 0¿ 2τ (eineEnzymgruppe).(b) Frequenzenω dererstenOszil-
lationsmodeentlangderin Abbildung(a)dargestelltenBifurkationsgrenze.Die sonstigen
Reaktionsparametersindγτ ¾ 20 undN ¾ 1000.

Wertevon ν0 verringertsich mit wachsendemParameterν0 der Bifurkationspa-
rameterν1 und erreichtetwa bei ν0 ¹ 10 ein absolutesMinimum, um danach
wiedersehrlangsamanzusteigen.Interessanterweisevariiert derBifurkationspa-
rameterjedochinnerhalbdesgesamtenIntervalls Æ 10Ï 2 Ã 103 Ç umwenigerals10%.
Darauskanngeschlossenwerden,daßdieserParameternur eineuntergeordnete
Rolle bei der Beeinflussungder Dynamik spielt. Im nächstenKapitel wird man
sehen,daßeineähnlicheEigenschaftauchfür dasModell derallosterischenPro-
duktinhibierunggilt. Deutlichsẗarker ausgepr̈agt ist, wie in Abb. 4.5berkennbar,
die SchwankungsbreitederFrequenzω, mit derdasSysteminstabilwird. Diese
steigtmit wachsendemν0 von0º 67 Ú 2π à τ-0º 95 Ú 2π à τ immerweiteran.

Ein weitererParameter, dessenEinflußaufdieStabilitätdesReaktionssystems
nununtersuchtwird, ist derParameterγ, derdie UmwandlungsratederProdukt-
molek̈ulein dieMolekülevomTypC festlegt. Für eine(durchgezogeneLinie) und
zwei(gepunkteteLinie) EnzymgruppensinddieInstabilitätsgrenzenin Abhängig-
keit von γ in Abb. 4.6aabgebildet.Der VerlaufdieserGrenzenist für beideFälle
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qualitativ derselbe.Zuerstfallendie Bifurkationslinienmit wachsendemγ leicht,
um bei etwa γτ » 10 ein absolutesMinimum zu erreichen.Anschließendsteigen
dieBifurkationslinienmit weiterwachsendemγ wiederan.

Einenqualitativ ähnlichenVerlaufzeigtin Abb. 4.6bdieAbhängigkeitderFre-
quenzenω an denInstabilitätsgrenzen.Die durchgezogeneLinie geḧort wieder
zumSpiking,hervorgerufendurchPhasensynchronisationmit einerEnzymgruppe
bzw. im Fall dergepunktetenLinie für zweiEnzymgruppen.
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Abb. 4.6: DasBifurkationsdiagrammin derParameterebene(ν1 ì γ). Der stabileFixpunkt
wird instabil und Oszillationenentwickeln sich. Die durchgezogeneLinie ist die Bi-
furkationsgrenzefür τ1 ¾ 0¿ 2τ (eineEnzymgruppe),währenddie gepunkteteLinie die
Bifurkationsgrenzefür τ1 ¾ 0¿ 55τ (zwei Enzymgruppen)zeigt.Die sonstigenReaktions-
parametersindν0τ ¾ 1, γτ ¾ 20 undN ¾ 200.

Das Systemverhaltenoberhalbder Bifurkationslinien wurde durch die nu-
merischeLösungder Meanfield-Gleichungen(4.45)und (4.46)untersucht.Die
LösungdieserGleichungenfür verschiedeneParameterzeigt, daßdie durchdie
BifurkationsanalysebetrachtetenInstabilitätentats̈achlichzu stabilenOszillatio-
nen mit der vorausgesagtenFrequenzführen. Diese Bifurkationenkönnenin
Abhängigkeit von den Parameternsowohl sub- als auch superkritischeHopf-
Bifurkationensein.

Erhöht manallmählichdie Intensiẗat ν1 derallosterischenRegulierung,wird
der Fixpunkt n̄ und m̄ an demdurchdie lineareStabilitätsanalysevorausgesag-
tenPunktν1c instabil. Dasführt zu Oszillationenmit einerendlichenAmplitude
(harteAnregung), die, wie in Abb 4.7azu sehenist, sich mit wachsendemν1

weitererḧoht. Startetmanjedochim oszillatorischenBereichundverringertden
Parameterν1 langsam,findetman,daßdieOszillationensogarnochunterhalbder
früherenBifurkationsgrenzeν1c existieren,um plötzlich unterhalbeineszweiten
kritischenν1c̄ É ν1c Werteszu verschwinden.Es tritt alsoHysteresebez̈uglich
derVariationdesParametersν1 auf. Solchesubkritischen̈Ubergängesindtypisch
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für diesesSystem,jedochfindensich für andereParameterkonstellationenauch
superkritischëUbergänge(weicheAnregung)vomstabilenFixpunktzuoszillato-
rischemVerhalten(Abb. 4.7b).
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Abb. 4.7: Die Amplitude∆m für stabile(a)Zwei-Gruppen-Oszillationen(τ1 ¾ 0¿ 55τ und
γτ ¾ 50)und(b) Ein-Gruppen-Oszillationen(τ1 ¾ 0¿ 2τ undγτ ¾ 20)alsFunktionvonν1.
Im Fall (a) ergibt sicheinesubkritischeHopf-Bifurkation,im Fall (b) einesuperkritische
Hopf-Bifurkation.

Die Abhängigkeit desVerlaufsderBifurkationslinienvonderGesamtzahlder
EnzymeN im Reaktionsvolumenkann leicht verstandenwerden. Bei der Be-
trachtungder Meanfield-Gleichungen(4.45)und (4.46)bemerktman,daßdiese
invariant unter der Skalentransformationν1 � ν1 à c, m � cm und n � cn für
irgendeineKonstantec sind. DieseTransformationbedeuteteinfach,daß,falls
die GesamtzahlN der Enzymeum einenFaktor c ver̈andertwird, sich die Zahl
derReaktionsprodukteebenfallsproportionaländert.Die ExistenzdieserSkalen-
transformationkannzurBestimmungderBifurkationsdiagrammefür beliebigeN
benutztwerden.In Abb. 4.2sinddieBifurkationslinienz.B. für N ¹ 200Enzyme
bestimmtworden. Falls mandasBifurkationsdiagrammfür N ¹ 2000Enzyme
findenmöchte,mußmannur ν1 durchν1 à 10 im urspr̈unglichenDiagrammerset-
zen.DieselbeTransformationkannauchauf die anderenBifurkationsdiagramme
angewendetwerden.



Kapitel 5

Untersuchungeines
produktinhibierten Enzymsystems

In diesemKapitel wird unterdenBedingungenmolekularerNetzwerke einepro-
duktinhibierteEnzymreaktionuntersucht[190]. Die verschiedenenin der Natur
auftretendenMechanismenenzymatischerInhibierungwurdenbereitsin Kapi-
tel 2.1 vorgestellt. Ich werdemich bei der Betrachtungder Kopplungenzyma-
tischerReaktionendurchProdukthemmungauf die allosterischeInhibierungbe-
schr̈anken. Nebender Einbeziehungder intramolekularenDynamik im Verlauf
desenzymatischenTurnover werdenexplizit die Bindungs-und Dissoziations-
vorgängederregulatorischenProduktmolek̈uleber̈ucksichtigt.DieseErweiterung
führtzueinemdeutlichkomplizierterenstochastischenReaktionsmodellalsdasin
Kapitel 3 für denFall derProduktaktivierunguntersuchteModell.

NachderBeschreibungdesverwendetenModellsin Abschnitt5.1werdenda-
nachin Abschnitt5.2 die Ergebnisseder numerischenSimulationenvorgestellt.
Auchim Fall derProduktinhibitionkanneszurSynchronisationderEnzymzyklen
kommen. Numerischwird die Synchronisationsstärke als Funktionder System-
parameteruntersucht.

Unter Verwendungder Mastergleichungfür diesesReaktionssystemwerden
in Abschnitt 5.3 die Meanfield-Gleichungenhergeleitet und numerischgelöst.
Darüberhinauswerdenunter Benutzungder linearenStabilitätsanalysedie In-
stabilitätsgrenzenalsFunktionder Reaktionsparameterbestimmt.Anschließend
werdenin Abschnitt 5.4 verschiedeneModifikationendesInhibitionsmechanis-
musunddessenAuswirkungenaufdasSynchronisationsverhaltenbetrachtet.

Die Meanfield-Gleichungenkönnenin Abhängigkeit der verwendetenPara-
meterdasSystementwederim Fall von allosterischerProduktinhibierungoder
-aktivierungbeschreiben.Darausergibt sichdie Möglichkeit, Gemeinsamkeiten
undUnterschiedezwischendenErgebnissenderStabilitätsanalysedesstarkver-
einfachtenModellsallosterischerProduktaktivierungausKapitel 3 mit denendes

92
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in diesemKapitel eingef̈uhrtenkomplexerenModellssowohl für denFall derIn-
hibierungalsauchAktivierungdurchzuf̈uhren.DieserVergleicherfolgt im letzten
Abschnitt.

5.1 StochastischesModell mit kontinuierlicher Pha-
sendynamik

Wie bereitsin Kapitel 3 wird die enzymatischeUmwandlungeinesSubstratmo-
leküls in ein Reaktionsprodukt

SÅ E � ES � E Å P (5.1)

untersucht.Für die katalytischeUmwandlungspielenverschiedeneProzesseei-
ne Rolle. Frei bewegliche Substratmolek̈ule kollidieren mit einer bestimmten
Wahrscheinlichkeit pro Zeiteinheitin derNähederenzymatischenBindungsstel-
le, könnendort bindenundwiederdissoziieren.Durch die Bildung desEnzym-
Substrat-KomplexeswerdenKonformations̈anderungender Proteinstrukturver-
ursacht.NacheinerbestimmtenZeit wird ein Reaktionsproduktfreigesetztund
dasEnzymrelaxiertin denGrundzustand.DieseProzessewurdenbereitsin dem
einfachstenModell einerallosterischproduktaktiviertenEnzymreaktionin Kapi-
tel 3 ber̈ucksichtigt(für eineausf̈uhrlicheDiskussionsieheS. 40 f.). In diesem
einfachenModell wardieBindungsrateν Á mÂ derSubstratmolek̈uleeineFunktion
der Zahl der freien Reaktionsprodukte,ohnedaßdie Bindungund Dissoziation
desregulatorischenProduktmolek̈ulsanjedeseinzelneEnzymbetrachtetwurden.
Nun wird dieseseinfacheModell um folgendezus̈atzlicheProzesseergänzt,die
die BindungdesregulatorischenProduktmolek̈ulsaneineseparateBindungsstel-
le, räumlichgetrenntvonderSubstratbindungsstelle,betreffen.� Kollision desfrei beweglichen regulatorischenProduktmolek̈uls mit dem

Enzymin derNähederregulatorischenBindungsstelledesEnzyms.� BindungdesProduktmolek̈uls und dadurchhervorgerufeneine Änderung
derSubstratbindungsrate.� DissoziationdesProduktmolek̈ulsmit einerbestimmtenWahrscheinlichkeit
undeineerneuteÄnderungderSubstratbindungsrate(Abb 5.1).

Die beidenerstenPunktewerdenanalogwie in Abschnitt3.1(S.41) zuei-
nereffektivenBindungsrateµ zusammengefaßt. Ähnlich wie die Substrat-
molek̈ule, die nur an dasEnzym im Grundzustandbindenkönnen,kann
die Bindungsrateµ der regulatorischenMoleküle im allgemeinenvom En-
zymzustandabḧangen.Im erstenTeil diesesKapitelswird der Spezialfall
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betrachtet,daßdasregulatorischeProduktmolek̈ul nur im Grundzustandan
dasEnzymbindenkann. Sp̈aterin Abschnitt5.4 untersucheich zwei wei-
tereMöglichkeiten. Einmaldie BindungdesProduktsmit konstanterBin-
dungsrateµ mit AusnahmederRelaxationsphaseunddie Bindungmit der
Rateµ völlig unabḧangigvomEnzymzustand.

µ

κ

φ

ν

k

γ
1

i

0

p

Abb. 5.1: SchematischeDarstellungdesmolekularenEnzymzyklusdesEnzymsi entlang
derReaktionskoordinateφi . Der Enzymzyklusstartetdurchdie BindungeinesSubstrat-
molek̈uls mit derRateν. Diesehängtdavon ab,ob ein regulatorischesProduktmolek̈ul
gebundenist odernicht. InnerhalbdesEnzymzykluswird am Phasenpunktφ ¾ kp ein
Produktmolek̈ul freigesetzt,dasdannmit der Rateγ abgebautwird. Dasregulatorische
Produktmolek̈ul kannmit derRateµ andie regulatorischeBindungsstellebindenundmit
derRateκ dissoziieren.

Wie bereitsin Kapitel 3 wird wiedereinenachfolgendeReaktion

P � C º
angenommen,die die freiwerdendenReaktionsprodukteP mit derRateγ in Mo-
leküle vom Typ C umwandelt,die im ReaktionsablaufkeineweitereRolle mehr
spielen.
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Zur FormalisierungderZustands̈anderungdurchdie BindungeinesSubstrat-
molek̈ulsdurchdasEnzymi wird diebinäreZustandsvariableui eingef̈uhrt. Falls
sich dasEnzym i im freien Zustandbefindetund bereit ist, ein Substratmolek̈ul
zubinden,hatui denWert0. Die BildungeinesEnzym-Substrat-Komplexesführt
zu einerÄnderungder Zustandsvariablein ui ¹ 1. Die Substratbindunginitiiert
denkatalytischenZyklus,bestehendausderkatalytischenUmwandlungdesSub-
stratmolek̈uls in ein Produktmolek̈ul undnachfolgenderRückkehrdesEnzymsin
denGrundzustand.DieserZyklus wird durcheinenDiffusions-Drift-Prozeßin-
nerhalbeinesPotentialprofilsentlangderReaktionskoordinateφi angen̈ahert.Der
Phasenpunktφi ¹ 0 definiertdenBeginn desenzymatischenZyklus. Am Ende
desenzymatischenZyklus erreichtφi den Wert 1 und dasEnzym kehrt in den
Grundzustandzurück,beschriebendurcheinenÜbergangvonui ¹ 1 zuui ¹ 0.

Zur formalenBeschreibungdieserregulatorischenEigenschaftführt manfür
jedesEnzym i analogzu ui einezweitebinäreZustandsvariabler i ein, die den
Wert1 annimmt,fallsein regulatorischesProduktmolek̈ul gebundenist undsonst
0 ist. Die Wahrscheinlichkeitsrateν proEinheitszeitτ für dieBindungeinesSub-
stratmolek̈uls hängtvon r i ab. Dasbedeutetν ¹ ν1, falls r i ¹ 1 undν ¹ ν0 falls
r i ¹ 0. Im hieruntersuchtenFall derProduktinhibitionist ν0

� ν1. Um dieSẗarke
derInhibierungdurchdie Produktbindungzu charakterisieren,ist esgünstig,den
Koeffizientenχ durchν1 ¹ ν0 à χ zudefinieren.

In der betrachtetenhypothetischenReaktionwird die Dissoziationder Sub-
stratmolek̈ule vernachl̈assigt. Die Wahrscheinlichkeitsrateν ist proportionalzur
Substratkonzentration. Diese ist wesentlichhöher als die Enzymkonzentration
undwird alskonstantangenommen.

Im folgendenwird der Algorithmuspräsentiert,der für die numerischenSi-
mulationenverwendetwird. Die DynamikderPhaseφi desEnzymsi wird wieder
durchdie diskretisierteForm

φi Á t Å ∆t Â ¹ φi Á t Â Å v∆t Å ςi

�
σ∆t (5.2)

der Langevin-Gleichung(3.11)mit ςi als unabḧangigeGausscheZufallszahlen
beschrieben,sodaß É ςi Á t Â ς j Á t á}ÂRË ¹ 2δi jδ Á t Ä t áIÂ (5.3)

gilt. Für kleine Rauschintensitätenσ in Gl. (5.1), geltennäherungsweisedie
Gleichungenτ » 1à v, ∆τ » 2σ à v3 und ξ » 2σ à v (sieheGl. (3.33) - (3.35)
(S. 60). Zus̈atzlich zu Gl. (5.2) mußnochdie Dynamik der Phasenvariablenan
denRändernφ ¹ 0 und φ ¹ 1 sowie amPunktφ ¹ kp spezifiziertwerden.Falls
aufgrundvon Fluktuationenzum Zeitpunkt t Å ∆t die Phasenvariableφi Á t Å ∆t Â
vonGl. (5.2)negativ ist,wird diesedurchφi Á t Å ∆t Â ¹ v∆t ersetzt.Analogwird am
Punktkp derReaktionskoordinateverfahren,bei dessenPassierenein Reaktions-
produktfreigesetztwird. Im Intervall derReaktionskoordinaten0 É φi É kp bilden
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EnzymundSubstratmolek̈ul einenEnzym-Substrat-Komplex, währendinnerhalb
desPhasenintervallskp É φi É 1 dasReaktionsproduktvom Enzymgetrenntvor-
liegt und dasEnzymnachund nachin denGrundzustandzurückkehrt. Um zu
verhindern,daß,bedingtdurchZufallsschwankungenderPhasenvariablenφi um
kp, mehrmalsim selbenTurnover-Zyklus Reaktionsproduktefreigesetztwerden,
darfnachErreichendesPunkteskp keinPhasenpunktφi É kp eingenommenwer-
den.Falls zueinemsp̈aterenZeitpunktt Å ∆t die Phasenvariableφi kleinerist als
kp, dannwird φi Á t Å ∆t Â ¹ kp Å v∆t gesetzt.Der Zyklus ist nachErreichendes
Punktesφ ¹ 1 beendet.

Die zeitlicheEntwicklungderZustandsvariablenui undr i wird durchfolgende
Algorithmendeterminiert:

r i Á t Å ∆t Â ¹
1, falls r i Á t Â ¹ 0, mit WSµi∆t

0, falls r i Á t Â ¹ 0, mit WS 1 Ä µi∆t
0, falls r i Á t Â ¹ 1, mit WS κ∆t

1, falls r i Á t Â ¹ 1, mit WS 1 Ä κ∆t

(5.4)

und

ui Á t Å ∆t Â ¹
1, falls ui Á t Â ¹ 0, mit WS νi∆t

0, fallsui Á t Â ¹ 0, mit WS 1 Ä νi∆t
0, falls ui Á t Â ¹ 1, undφi Á t Â ¹ 1
1, falls ui Á t Â ¹ 1, undφi Á t Â~É 1º (5.5)

Die Bindungsratefür die Substratmolek̈ule ist ν ¹ ν0, falls r i ¹ 0 und ν ¹
ν1 ¹ ν0 à χ, falls r i ¹ 1. Die Wahrscheinlichkeitsrateµi für die Bindungderregu-
latorischenProduktmolek̈ule ist durch

µi ¹ mÁ t Â β Á ui Ã φi Â (5.6)

gegeben.Dabeiist β Á ui Ã φi Â eineRatenkonstante,dieabḧangigvondenZustands-
variablenui undφi ist.

DiezeitlicheEntwicklungderZahlderfreienReaktionsproduktemwird durch
denfolgendenstochastischenAlgorithmusbeschrieben:

mÁ t Å ∆t Â ¹ mÁ t Â Å N

∑
i Î 1

Θ Á φi Á t Â Ä kpÂ Θ Á kp Ä φi Á t Ä ∆t Â+Â Ä m� t �
∑
j Î 1

Ψ j (5.7)

Å N

∑
i Î 1

Á r i Á t Â Ä r i Á t Å ∆t Â+Â(º
Dabei ist Ψ j eine binäre Zufallszahl, die die Werte 1 oder 0 mit der Wahr-
scheinlichkeit γ∆t annehmenkann. Die StufenfunktionΘ Á xÂ ist sodefiniert,daß
Θ Á xÂ ¹ 1 ist, fallsx � 0 undΘ Á xÂ ¹ 0 fallsx É 0. DerzweiteTermin Gl. (5.7)be-
schreibtdieErhöhungderZahlderfreienProduktmolek̈uledurchdieFreisetzung
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einesReaktionsprodukts,wenneinEnzymdenPhasenpunktkp erreicht.Derdritte
TermbeschreibtdenstochastischenAbbauderProduktmolek̈ule. JedesdermPro-
duktmolek̈ule kannmit derkleinenWahrscheinlichkeit γ∆t innerhalbdesZeitin-
tervalls∆t verschwindenunddadurchdieZahlderfreienMolekülemvermindern.
Der letzteTermin dieserGleichungbeschreibtdieErhöhungbzw. Verminderung
der freien Produktmolek̈ule um 1, wennein Produktmolek̈ul von der regulatori-
schenBindungsstelleeinesEnzymsdissoziiertbzw. dortbindet.Die Schrittweite
∆t mußklein genuggewähltwerden,sodaßdieBedingungenµi∆t � 1, γ∆t � 1,
κ∆t � 1, undνi∆t � 1 erfüllt sindunddie numerischeLösungunabḧangigvon
∆t ist.

5.2 Synchroneund asynchroneEnzymaktivit ät

In diesemAbschnittstelleich die ResultatedernumerischenSimulationendesin
Kapitel5.1eingef̈uhrtenstochastischenModellsvor. Die GesamtzahlderEnzyme
ist, wennnicht ausdr̈ucklich daraufhingewiesenwird, in allenSimulationenN ¹
400. Der Paramaterχ (ν1 ¹ ν0 à χ), derdie Sẗarke derallosterischenInhibierung
angibt,ist χ ¹ 104. Die Driftgeschwindigkeit v in Gl. (3.11)bzw. (5.2) ist 1 und
damitdiecharakteristischeZeit τ ¹ 1à v. Fallsnichtausdr̈ucklichbetontwird, sind
alsAnfangsbedingungdie Enzymezufällig entlangdesPhasenzyklusverteilt.
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Abb. 5.2: Phasenverteilung(a) und Zeitabḧangigkeit der Zahl der Produktmolek̈ule (b)
im nichtsynchronenSystemzustandfür N ¾ 400Enzyme.Die Reaktionsparametersind
βτ ¾ 0¿ 03,ν0τ ¾ 10,χ ¾ 104, γτ ¾ 15,κτ ¾ 20,τ1 ¾ 0¿ 55τ, vτ ¾ 1 undσ ¾ 0.

SimulationendesstochastischenModells zeigendie Existenzvon zwei qua-
litativ verschiedenenVerhaltensmodi.UnterhalbeinerbestimmtenSchwelleder
Ratenkonstanteβ, die die Bindungder regulatorischenProduktmolek̈ule an die
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Enzymekontrolliert, findenkatalytischeTurnover der Enzymeunabḧangigvon-
einanderstatt. In Abb. 5.2aist die VerteilungderEnzymeentlangderReaktions-
koordinatenφ für diesenFall dargestellt. Um dieseVerteilungzu erhalten,wird
derPhasenzustandeinesjedenEnzymszu einemfestenZeitpunktbestimmt,das
Intervall 0 Ê φ Ê 1 in 100Unterintervalle zerlegt unddie Zahl derEnzymein je-
demdieserUnterintervalle abgez̈ahlt. Falls die Enzymeunabḧangigvoneinander
operieren,ergibt sich eineGleichverteilungder Phasenzustände. Dasbedeutet,
daßalle PhasenzuständegleichwahrscheinlichsindundzwischendenZusẗanden
unterschiedlicherEnzymekeinerleiKorrelationenexistieren. Die Zahl der frei-
enProduktmolek̈ule alsFunktionder Zeit, dargestelltin Abb. 5.2b,schwankt in
diesemFall umeinenbestimmtenMittelwert (asynchronerReaktionsmodus).

Wird der Parameterβ und damit die Bindungsrateder regulatorischenPro-
duktmolek̈ule erḧoht, erfolgt eine drastischeVer̈anderungim Systemverhalten.
Dieseist durcheinenÜbergangvon asynchronerzu synchronerEnzymaktivität
gekennzeichnet.Abb. 5.3azeigteinetypischePhasenverteilungderEnzymebei
synchronemVerhalten.Im VergleichzumasynchronenModusbeikleinenWerten
von β ist dieseVerteilungkeineGleichverteilungmehr, sondernzeigtein deutli-
chesMaximum.Dasbedeutet,daßKorrelationenzwischenunterschiedlichenEn-
zymenexistierenundderenPhasenzuständesynchronisiertsind. In Abb. 5.3bbe-
obachtetmanalsErgebnisdersynchronenenzymatischenAktivität periodisches
Spiking in der Zahl der freien Reaktionsprodukte.Die PeriodedesAuftretens
dieserSpikesist vergleichbarmit der mittlerenTurnover-Zeit der Enzyme. Die
Enzymebefindensichalsoin einerEnzymgruppeentlangderPhasenkoordinate.
Im Gegensatzzu demin Kapitel 3 untersuchtenEnzymmodellmit Produktakti-
vierungkannsich,wie nochgezeigtwird, beiProduktinhibierungimmernureine
Enzymgruppebilden.

Der Übergangzur synchronenEnzymaktivität verläuft selbsẗandig. Als An-
fangsbedingungenzumZeitpunktt ¹ 0 sind die Enzymeentlangder Reaktions-
koordinateφ zufällig und gleichverteilt. Nach einemtransientenZeitabschnitt
erfolgt einespontaneSynchronisationder Enzymzusẗande,die von demcharak-
teristischenSpiking in der Zahl der freien Reaktionsproduktebegleitet ist. Die
ZeitdauerdesTransientenhängtstarkvon denSimulationsparametern,vor allem
vonderrelativenSchwankungsbreiteξ derTurnover-Zeit undderBindungsrateβ
für die regulatorischenProduktmolek̈ule ab. Für kleine Wertevon ξ und β, wie
in Abb. 5.3, dauertder TransienthunderteTurnover-Zyklen. Für größereWerte
von ξ und β wie z.B. in Abb. 5.4 bildet sich dasSpiking bereitsnachwenigen
Enzymzyklenheraus.

Im Fall unkorrelierter Phasenzustände sind alle Phasendifferenzengleich
wahrscheinlich.In diesemFall ist dieWahrscheinlichkeitsdichteverteilungP Á ∆φ Â
zwischenzwei Enzymendie Phasendifferenz∆φ vorzufinden,wie in Abb. 5.5a
gezeigt,eineGleichverteilung.Falls die Enzymzusẗandejedochin einerEnzym-
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Abb. 5.3: Phasenverteilung(a) und Zeitabḧangigkeit der Zahl der Produktmolek̈ule (b)
im synchronisiertenSystemzustandfür N ¾ 400Enzyme.Die Reaktionsparametersind
βτ ¾ 0¿ 1, ν0τ ¾ 100,χ ¾ 104, γτ ¾ 15,κτ ¾ 20,τ1 ¾ 0¿ 55τ, vτ ¾ 1 undσ ¾ 0.
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Abb. 5.4: TransientesVerhaltender Enzymemit zufälliger Phasenverteilungder Enzy-
meals AnfangsbedingungundHerausbildungkorrelierterPhasenzuständedergesamten
Enzympopulation.N ¾ 400. Die Reaktionsparametersind βτ ¾ 5, ν0τ ¾ 100,χ ¾ 104,
γτ ¾ 15,κτ ¾ 20,τ1 ¾ 0¿ 55τ, vτ ¾ 1, undσ ¾ 0¿ 00125À τ2.
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gruppesynchronoperieren,zeigtdie VerteilungderPhasendifferenzenP Á ∆φ Â ein
Maximumin derUmgebungvon ∆φ ¹ 0 (sieheAbb. 5.5).
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Abb. 5.5: Wahrscheinlichkeitsdichteverteilungen der Phasendifferenzen(a) ohneSyn-
chronisation(Parameterwie in Abb. 5.2), (b) mit einerEnzymgruppe(Parameterwie in
Abb. 5.3).

Im Kapitel3 wurdezurCharakterisierungderSynchronisationsstärkederOrd-
nungsparameterθ eingef̈uhrt (sieheGl. (3.38),S.62). DieserOrdnungsparameter
soll im Folgendenwiederdazuverwendetwerden,dieSynchronisationsstärkeder
Enzymzusẗandeals Funktion der Systemparameterzu bestimmen.Zuerstwird
der Einfluß der FluktuationeninnerhalbdesZyklus auf die Synchronisationun-
tersucht. Dazu variiert man die Rauschintensität σ im stochastischenModell
bei Konstanthaltungder restlichenParameter. Abb. 5.6azeigt ein Beispiel der
Abhängigkeit desOrdnungsparametersθ von der relativenSchwankungsbreiteξ
derTurnover-Zeit τ (sieheGl. (3.35)). Mit wachsendemξ verkleinertsichθ und
verschwindetfür ξ Ë 0º 1. Als nächsteswird dieRauschintensitätσ fixiert undder
Parameterβ, derdie Bindungsrateder regulatorischenProduktmolek̈ule festlegt,
erḧoht. Wie in Abb. 5.6b erkennbarist, findet sich oberhalbeinesbestimmten
SchwellenwertessynchronesVerhalten.Die weitereErhöhungvon β führt zu ei-
nerVersẗarkungderSynchronisationsintensität,charakterisiertdurcheinAnwach-
sendesOrdnungsparametersθ. Interessanterweiseexistiert ein zweiterSchwel-
lenwertfür β, oberhalbdessendasSystemwiederdesynchronisiert.Dasbedeutet,
daßnur in einembestimmten“Parameterfenster”dasSystemsynchronesVerhal-
tenaufweist.

Desweiterenwird θ für verschiedeneWertedesParametersν0, der die Bin-
dungsratederSubstratmolek̈ule festlegt, berechnet.Wie manin Abb. 5.6csieht,
existiertauchfür diesenParametereinähnlichesFenster, innerhalbdessendieEn-
zymzusẗandesynchronisieren.Nur innerhalbdesIntervalls20 É ν0 É 300zeigen
dieEnzymesynchroneAktivität.



5.2SynchroneundasynchroneEnzymaktivität 101

0.00" 0.02" 0.04" 0.06" 0.08" 0.10#
ξ$0.0

0.2

0.4

0.6

0.8

θ%
(a)

0" 5& 10 15 20 25 30
βτ'0.00

0.05

0.10

θ%
(b)

0" 100" 200" 300" 400" 500"
ν0τ
(0.00

0.05

0.10

0.15

θ%
(c)

0" 10 20 30 40 50 60
κτ

0.00

0.05

0.10

0.15

0.20

θ%
(d)

Abb. 5.6: Der Ordnungsparameterθ alsFunktionder (a) relativen Schwankungsbreiteξ
derTurnover-Zeit, (b) Bindungsrateβ derregulatorischenMoleküle, (c) Bindungsrateν0

derSubstratmolek̈ule und(d) die Dissoziationsrateκ der regulatorischenMoleküle. Die
jeweils festgehaltenenParametersind σ ¾ 0¿ 00125À τ2 (ξ ¾ 0¿ 05), βτ ¾ 5, ν0τ ¾ 100,
χ ¾ 104 undκτ ¾ 20. WeitereParametersindγτ ¾ 15,τ1 ¾ 0¿ 55τ, vτ ¾ 1 undN ¾ 400.
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Abschließendist in Abb. 5.6dder Ordnungsparameterθ als Funktionvon κ
derDissoziationsrateder regulatorischenProduktmolek̈ule dargestellt.Oberhalb
vonκτ » 4 beginntθ anzuwachsenunderreichtseinMaximumetwabeiκτ » 20.
Für nochhöherereWertevon κ verkleinertsich der Ordnungsparameterwieder,
unddie Synchronisationsintensitätwird schẅacher. Selbstfür κτ ¹ 100(nicht in
Abb. 5.6ddargestellt)ist die Synchronisationder Enzymzusẗandenochdeutlich
nachweisbar.

140) 142) 144) 146) 148) 150&
t/* τ0

20

40

60

80

m

+
(a)

140) 142) 144) 146) 148) 150&
t/* τ0

20

40

60

80

m

(b)(a)

140) 142) 144) 146) 148) 150&
t/τ(0

20

40

60

80

m

+
(c)

140) 142) 144) 146) 148) 150&
t/τ(0

20

40

60

80

m

(d)

Abb. 5.7: Zeitabḧangigkeit derZahlderProduktmolek̈ule für vier verschiedeneWerteder
Bindungsratefür die regulatorischenMoleküle (a) βτ ¾ 1, (b) βτ ¾ 5, (c) βτ ¾ 15τ und
(d) βτ ¾ 20. WeitereParameterwie in Abb. 5.5.

TypischeBeispielederZahl derfreienProduktmolek̈ulealsFunktionderZeit
für verschiedeneWertevon β sind in Abb. 5.7a-dgezeigt.Für sehrkleine Wer-
te von β ist keine Synchronisationvorhanden(Abb. 5.7a, βτ ¹ 1). Oberhalb
desSynchronisationsschwellwertes(Abb. 5.7b,βτ ¹ 5) entwickelt sich Spiking
in der Zahl der freien Reaktionsprodukte.Die Amplitude desSpiking verrin-
gert sich jedochfür nochhöhereWertevon β erneut(Abb. 5.7c, βτ ¹ 15), bis
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esnur schwervon dennaẗurlich auftretendenZufallsschwankungenunterscheid-
bar ist (Abb. 5.7d,βτ ¹ 20). Obwohl SimulationendesstochastischenModells
der Gl. (5.4)-(5.7)bereitsviele Informationenzu dem betrachtetenSystemlie-
fern, sind analytischeUntersuchungennötig, um die Synchronisationsparameter
vorauszusagen,für die dasSysteminstabil wird. SolcheanalytischenUntersu-
chungenwerdenim folgendenAbschnittdurchgef̈uhrt.

5.3 Meanfield-Näherung des produktinhibierten
Enzymsystems

Die Gleichungender Meanfield-Näherung

Nunwerdenfür dasin Abschnitt5.1beschriebenestochastischeModell einerallo-
sterischenEnzymreaktiondie Mastergleichungenaufgestellt.Die Herangehens-
weiseerfolgt analogwie in Kapitel 4 für daseinfacheModell einer Enzymre-
aktion mit Produktaktivierung. Im Gegensatzzum einfachenEnzymsystemaus
Kapitel 3, für das in Kapitel 4 die Mastergleichungaufgestelltund darausdie
Meanfield-Gleichunghergeleitetwurde,wird jetzt die BindungundDissoziation
derregulatorischenProduktmolek̈uleexplizit ber̈ucksichtigt.

Der enzymatischeProzeßbestehtwiederauszwei Teilen. Einerseitsausdem
Diffusions-Drift-Prozeßentlangder Reaktionskoordinateφ und andererseitsim
AufenthaltdesEnzymsim Grundzustand,derdurchdie BindungeinesSubstrat-
molek̈ulsbeendetwird.

Der Abbauder freienProduktmolek̈ule (Umwandlungin Moleküle vom Typ
C) erfolgt wiedermit der Rateγ. Die Bindungder regulatorischenProduktmo-
leküle mit derRateβ andie regulatorischeBindungsstelledesEnzymskannnur
im Grundzustanderfolgen,d.h. wennnochkein Enzym-Substrat-Komplex gebil-
detwurde.DieseAnnahmeentsprichtdemModell ausAbschnitt5.21.

Hatein regulatorischesProduktmolek̈ul gebunden,soist derWertderbinären
Zustandsvariablenr ¹ 1, ansonsten0. Bindung und Dissoziationder Produkt-
molek̈ule ändernjeweils die Anzahlder freienProduktmolek̈ule um 1. Die Dis-
soziationdesregulatorischenProduktmolek̈uls von dieserBindungsstelleerfolgt
mit der Dissoziationsrateκ Á r Â . Da ein regulatorischesProduktmolek̈ul nur dann
dissoziierenkann,fallsesvorhergebundenwar, alsor ¹ 1 erfüllt ist, gilt κ Á 1Â ¹ κ
undκ Á 0Â ¹ 0.

Die BindungeinesSubstratmolek̈uls durchdasEnzymim Grundzustander-
folgt mit der Rateν Á r Â (sieheFußnoteS. 71). Diesehängt also davon ab, ob
ein regulatorischesProduktmolek̈ul andasEnzymgebundenhatodernicht. Falls

1In denModifikationendesAbschnitts5.4wird dieseAnnahmeverändert.
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nicht (d.h. r ¹ 0), soist ν Á 0Â ¹ ν0, andernfalls (d.h. r ¹ 1) ist ν Á 1Â ¹ ν1. Daraus
ergibt sichfolgendeMastergleichungfür dieWahrscheinlichkeitsdichteP Á φ Ã r Ã mÂ

∂P Á φ Ã r Ã mÂ
∂t ¹ Ä v

∂P Á φ Ã rÃ mÂ
∂φ Å σ

∂2P Á φ Ã rÃ mÂ
∂φ2

Å κ Á r Å 1Â P Á φ Ã r Å 1Ã m Ä 1Â Ä κ Á r Â P Á φ Ã rÃ mÂ (5.8)

Å γ ÆIÁ m Å 1Â P Á φ Ã r Ã m Å 1Â Ä mPÁ φ Ã r Ã mÂ+ÇÈº
Die erstenbeidenTerme auf der rechtenSeite von Gl. (5.8) beschreibenden
Diffusions-Drift-Prozeßmit der Dif fusionskonstanteσ undderGeschwindigkeit
v. Der dritte und vierte Term gebendenEinfluß der Änderungder Anzahl der
freienProduktmolek̈uledurchdieDissoziationeinesProduktmolek̈ulsvonderre-
gulatorischenBindungsstellewieder. Der letzteTermcharakterisiertdenAbbau
derProdukte.

Die Freisetzungdes Produktmolek̈uls und damit die Dissoziationdes ES-
Komplexes im Verlauf desEnzymzykluserfolgt am Phasenpunktφ ¹ kp. Da
dieserProzeßirreversibelist, wird dasgesamteIntervall 0 É φ Ê 1 der Reakti-
onskoordinatein zwei SegmenteÁ 0Ã kp Ä ε Ç und Á kp Ã 1Ç eingeteilt.Für beideTeil-
intervalle werdendie RandbedingungenandenEndengetrenntformuliert (siehe
Abschnitt4.1,S.71). Die Bezeichnungkp Ä ε soll wiederdenrechtenRandpunkt
deslinkenIntervalls Á 0Ã kp Ä ε Ç beschreiben.Die ZahlderfreienProduktmolek̈ule
m erḧoht sich um 1, sobaldder Punkt kp im Zyklus durchdasEnzymerreicht
wird. Wegender Irreversibilität derProduktentstehungstellt kp Ä ε einenabsor-
bierendenrechtenRanddesTeilintervalls Á 0Ã kp Ä ε Ç dar. Darausergibt sich,falls
σ Ë 0 ist, die Randbedingung

P Á kp Ä ε Ã rÃ mÂ ¹ 0º (5.9)

Im Spezialfall σ ¹ 0 liegtnureinDriftprozeßmit derGeschwindigkeitvvor. Dann
gilt dieseRandbedingungnicht. InnerhalbdesTeilintervalls Á kp Ã 1Ç befindetsich
dasEnzymin der Relaxationsphase,um danachin denGrundzustandzurückzu-
kehren.Der FlußdurchdenlinkenRandφ ¹ kp Ä ε mußgleichdemFlußdurch
denrechtenRanddesIntervalls Á 0Ã kp Ä ε Ç sein.Manerḧalt deshalbunterVerwen-
dungvonGl. (4.4) für denFluß

F Á φ Ã rÃ mÂ ¹ vPÁ φ Ã r Ã mÂ Ä σ
∂P Á φ Ã r Ã mÂ

∂φ

als Randbedingungan der Intervallgrenzekp der Teilintervalle Á 0Ã kp Ä ε Ç undÁ kp Ã 1Ç
F Á kp Ã rÃ m Å 1Â ¹ F Á kp Ä ε Ã r Ã mÂ(º (5.10)
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Darüberhinauswird nochdieMastergleichungfür dieAufenthaltswahrschein-
lichkeit Q Á r Ã mÃ t Â desEnzymsim Grundzustandundim Zustandr beigleichzeitig
vorhandenenm Produktmolek̈ulenben̈otigt. Dieselautet

∂Q Á r Ã mÂ
∂t ¹ F Á 1Ã r Ã mÂ Ä ν Á r Â Q Á rÃ mÂ Å γ Æ Á m Å 1Â Q Á r Ã m Å 1Â Ä mQÁ rÃ mÂ�Ç

Å β Á r Ä 1ÂÖÁ m Å 1Â Q Á r Ä 1Ã m Å 1Â Ä β Á r Â mQÁ rÃ mÂ (5.11)

Å κ Á r Å 1Â Q Á r Å 1Ã m Ä 1Â Ä κ Á r Â Q Á r Ã mÂ(º
DerersteTermgibt denFlußan,mit demdasEnzymnachBeendendesZyklus in
denGrundzustandzurückkehrt. ν Á r Â Q Á r Ã mÂ beschreibtdasVerlassendesGrund-
zustandes,falls dasEnzymein Substratmolek̈ul mit derRateν bindet.Der dritte
TermbeschreibtdenAbbauderProduktemit derRateγ. Der vierteTermerfaßt
die Änderungder Anzahl freier Produktmolek̈ule durchBindungeinesProdukt-
molek̈ulsandieregulatorischeBindungsstelledesEnzymsmit derRateβ undder
letzteTermdurchdessenDissoziationmit derRateκ.

Zus̈atzlichmüssendie RandbedingungenandenPunktenφ ¹ 0 undφ ¹ 1 für
die WahrscheinlichkeitsdichteP Á φ Ã rÃ mÂ ber̈ucksichtigtwerden.Die Randbedin-
gungenlauten

F Á 0Ã r Ã mÂ ¹ vPÁ φ Ã rÃ mÂ Ä σ
∂P Á φ Ã rÃ mÂ

∂φ φ Î 0
¹ ν Á mÂ Q Á r Ã mÂ (5.12)

und
P Á 1Ã mÂ ¹ 0º (5.13)

Die genaueBegründungundDiskussiondieserRandbedingungenerfolgtein Ab-
schnitt4.1undist auchfür diesesSystemgültig.

Mit denselbenArgumenten2 wie in Abschnitt4, (S. 70) ist esmöglich, be-
reits ausder Ein-Enzym-Mastergleichungdie Meanfield-Gleichungenherzulei-
ten. DieseHerleitungerfolgt in AnhangA.3 ausden Mastergleichungen(5.8)
und(5.11)mit denRandbedingungen(5.9),(5.10),(5.12)und(5.13). Im Folgen-
den werdennun die Struktur und EigenschaftendieserMeanfield-Gleichungen
diskutiert.

Wie bereitsbetontwurde,beschreibendie makroskopischenGleichungendie
Kinetik chemischerReaktionenunterVernachl̈assigungvon Konzentrationsfluk-
tuationenderReaktanten.Im Grenzfall großerEnzymzahlenkannunserSystem
durchdie EinführungderDichtefunktionenñ0 Á φ Ã t Â undñ1 Á φ Ã t Â beschriebenwer-
den. Dabeigibt ñ0 Á φ Ã t Â ∆φ denMittelwert von Enzymenan, die kein regulato-
rischesProduktmolek̈ul gebundenhabenundsichzumZeitpunktt im Phasenin-
tervall φ Å ∆φ innerhalbdesEnzymzyklusbefinden.Hingegengibt die Funktion

2Die Enzymesindidentisch,undesexistierenkeinedirektenWechselwirkungenzwischenden
EnzymzusẗandenverschiedenerEnzyme. Es gibt nur WechselwirkungenzwischendenEnzym-
zusẗandenundderZahlderfreienregulatorischenMoleküle.
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ñ1 Á φ Ã t Â ∆φ jeneEnzymedesselbenIntervallsan,dieeinProduktmolek̈ul gebunden
haben.Zus̈atzlichwird dieKonzentrationn0 Á t Â derEnzymeim Grundzustandein-
geführt, die kein regulatorischesProduktmolek̈ul gebundenhaben.Analogwird
dieKonzentrationn1 Á t Â derEnzymemit gebundenemProduktmolek̈ul eingef̈uhrt.
Schließlichwird die Konzentrationm der freienReaktionsproduktedefiniert,die
denMittelwertderProduktezurZeit t darstellt.

Die makroskopischenGleichungenfür ñ0 Á φ Ã t Â undñ1 Á φ Ã t Â sind

∂ñ1 Á φ Ã t Â
∂t ¹zÄ v

∂ñ1 Á φ Ã t Â
∂φ Ä κñ1 Á φ Ã t Â Å σ

∂2ñ1 Á φ Ã t Â
∂φ2 (5.14)

und
∂ñ0 Á φ Ã t Â

∂t ¹zÄ v
∂ñ0 Á φ Ã t Â

∂φ Å κñ1 Á φ Ã t Â Å σ
∂2ñ0 Á φ Ã t Â

∂φ2 º (5.15)

Die ZeitentwicklungderDichtefunktionenñ0 Á φ Ã t Â und ñ1 Á φ Ã t Â setztsichaus
einerDrift mit konstanterGeschwindigkeit v, begleitetvon Diffusionentlangder
Reaktionskoordinateφ, zusammen.Zus̈atzlich wird in diesenGleichungendie
AbnahmederKonzentrationsdichtẽn1 Á φ Ã t Â derinhibiertenEnzymeinnerhalbdes
Zyklus durch Dissoziationder regulatorischenReaktionsproduktemit der Ra-
te κ und die dadurchbedingtegleichzeitigeZunahmeder Konzentrationsdichte
ñ0 Á φ Ã t Â der aktiven Enzymeber̈ucksichtigt. Bei allen weiterenUntersuchungen
in diesemAbschnittwerdenFluktuationeninnerhalbdesEnzymzyklusals ver-
nachl̈assigbarklein angenommen.Deshalbwird in Gl. (5.14)und (5.15) σ ¹ 0
gesetzt.

Die Randbedingungender Gl. (5.14) und (5.15) am Punktφ ¹ 0 sind unter
dieserVoraussetzungdurch

vñ1 Á 0Ã t Â ¹ ν1n1 Á t Â(Ã (5.16)

vñ0 Á 0Ã t Â ¹ ν0n0 Á t Â (5.17)

gegeben. Das bedeutet,daß die ein Substratmolek̈ul bindendenEnzyme im
GrundzustandeinenFlußfür dieKonzentrationsdichtẽn1 Á φ Ã t Â anderStelleφ ¹ 0
erzeugen.WeitereRandbedingungenwerdenim Spezialfall σ ¹ 0 nicht ben̈otigt.
Insbesondereist eineSeparationdesIntervalls Á 0Ã 1Ç der Reaktionskoordinatein
Teilintervalle Á 0Ã kp Ä ε Ç , Á kp Ã 1Ç unnötig. DadieDynamikderReaktionskoordina-
te nur durchdie Drift mit derGeschwindigkeit v bestimmtist, verläuft die Bewe-
gungirreversibel.Die FreisetzungdesProduktmolek̈uls anderStelleφ ¹ kp und
dieBeendigungdesEnzymzyklusanderStelleφ ¹ 1 sindsomitunumkehrbar.

Die Gleichungzur BeschreibungderKonzentrations̈anderungder inhibierten
Enzymeim GrundzustandhatdieForm

dn1

dt ¹ βmÁ t Â n0 Á t Â Ä κn1 Á t Â Ä ν1n1 Á t Â Å vñ1 Á 1Ã t Â(º (5.18)



5.3Meanfield-N̈aherungdesproduktinhibiertenEnzymsystems 107

Der ersteTerm auf der rechtenSeitedieserGleichungber̈ucksichtigt,daßdie
Zahl n1 Á t Â der inhibiertenEnzymedurchdie BindungeinesregulatorischenPro-
duktmolek̈ulsdurchein nichtinhibiertesEnzymanwächst.Analogbeschreibtder
zweiteTermdie Konzentrationsabnahmeder inhibiertenEnzymedurchdenDis-
soziationsprozeßderregulatorischenProduktmolek̈ule. Der letzteTermderGlei-
chungbeschreibtdasAnwachsenderKonzentrationn1 Á t Â durchEnzyme,die den
Enzymzyklusgeradebeendethabenundin denGrundzustandzurückkehren.Eine
ähnlicheGleichunggilt für die Konzentrationn0 dernichtinhibiertenEnzymeim
Grundzustand:

dn0

dt ¹zÄ βmÁ t Â n0 Á t Â Å κn1 Á t Â Ä ν0n0 Á t Â Å vñ0 Á 1Ã t Â(º (5.19)

Nun wird nochdie Gleichungzur BeschreibungderKonzentrations̈anderungder
freienReaktionsprodukteim Reaktionsvolumenben̈otigt:

dm
dt ¹ Ä γmÁ t Â Å vñ1 Á kp Ã t Â Å vñ0 Á kp Ã t Â Å κn1 Á t Â

Ä βmÁ t Â n0 Á t Â Å κ Õ 1

0
ñ1 Á φ Ã t Â dφ º (5.20)

Der ersteTermauf der rechtenSeitedieserGleichungbeschreibtdenAbbauder
Produktmolek̈ule durchweiterenicht näherspezifiziertechemischeReaktionen.
Der zweiteunddritte Termgibt die Konzentrationserḧohungder freienProdukt-
molek̈ule durchFreisetzungvon ReaktionsproduktenamPhasenpunktφ ¹ kp in-
nerhalbdesZyklus an. Der vierte und fünfte Term erfaßtdie Ver̈anderungder
ReaktionsproduktedurchDissoziationundBindungdieserMoleküleanderregu-
latorischenBindungsstelleder Enzymeim Grundzustand.Der letzteTerm gibt
die Konzentrationserḧohungder freienProduktedurchDissoziationvon denEn-
zymenim Zyklus an.

Die Gesamtzahl

N ¹ n1 Á t Â Å n0 Á t Â Å Õ 1

0
ñ1 Á φ Ã t Â dφ Å Õ 1

0
ñ0 Á φ Ã t Â dφ (5.21)

der Enzymeim Systemist eineErhaltungsgr̈oße. DiesekonstanteZahl N setzt
sichausderZahlderEnzymeim GrundzustandundderEnzymeim katalytischen
Zykluszusammen.

Die Gleichungen(5.14)-(5.21)bildendie Meanfield-N̈aherungundwurdenin
AnhangA.3 ausdenMastergleichungen5.8und5.11hergeleitet.DieseGleichun-
genkönnennochweiterzu drei Delay-Differentialgleichungenreduziertwerden.
Die analytischeLösungvon Gl. (5.14)und(5.15)lautetfür σ ¹ 0

ñ1 Á φ Ã t Â ¹ ν1

v
eÏ κ φ

v n1 Á t Ä φ
v
Â(Ã (5.22)
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Abb. 5.8:Zeitabḧangigkeit derZahlderProduktmolek̈uleausdernumerischenIntegration
dermakroskopischenGleichungen:(a) für dieselbenParameterwie in Abb. 5.2 und (b)
für dieselbenParameterwie in Abb. 5.3.



5.3Meanfield-N̈aherungdesproduktinhibiertenEnzymsystems 109

ñ0 Á φ Ã t Â ¹ ν1

v
Á 1 Ä eÏ κ φ

v Â n1 Á t Ä φ
v
Â Å ν0

v
n0 Á t Ä φ

v
Â(º (5.23)

DurchEinsetzenderLösungen(5.22)und(5.23)in Gl. (5.19)-(5.20)ergebensich
folgendeGleichungen:

dn1

dt ¹ βmÁ t Â n0 Á t Â Ä κn1 Á t Â Ä ν1n1 Á t Â (5.24)

Å ν1n1 Á t Ä τ Â eÏ κτ Ã
dn0

dt ¹ Ä βmÁ t Â n0 Á t Â Å κn1 Á t Â Ä ν0n0 Á t Â Å ν1n1 Á t Ä τ Â 1 Ä eÏ κτ (5.25)

Å ν0n0 Á t Ä τ Â|Ã
dmÁ t Â

dt ¹ Ä γmÁ t Â Å ν1n1 Á t Ä τ1Â Å ν0n0 Á t Ä τ1 Â Å κn1 Á t Â (5.26)

Ä βmÁ t Â n0 Á t Â Å κ Õ τ

0
ν1n1 Á t Ä t áIÂ eÏ κt 0 dt áâº

Weiteruntenin diesemAbschnittwerdendieseGleichungennumerischinte-
griert und dieseErgebnissemit denResultatender Untersuchungendesstocha-
stischenModells verglichen. Zur Integration wurde der Algorithmus ausAb-
schnitt 4.2 entsprechendangepaßt.Für die Gl. (5.24)-(5.26)wird ebenfalls ei-
ne lineareStabilitätsanalysedurchgef̈uhrt, die für diesesdynamischeSystemdie
Erstellungvon Bifurkationsdiagrammenerlaubt,um dadurchdie Synchronisati-
onsbedingungenzubestimmen.

Abb. 5.8 zeigt die Zeitabhabḧangigkeit der Anzahl der Produktmolek̈ule in
dermakroskopischenNäherung.Für kleineBindungsratenβ der regulatorischen
Produktmolek̈ule wie in Abb. 5.8a ist kein Spiking vorhanden,und nacheiner
Störungwird innerhalbeinerkurzenTransientzeitein konstantesNiveauin der
Produktmolek̈ulkonzentrationerreicht. Für höhereWerte der Bindungsrateβ
könnenbesẗandigeOszillationenin der Produktmolek̈ulzahl beobachtetwerden
(Abb. 5.8b).

LineareStabilit ätsanalyse

Wie bereitsbetont,wurdenin dermakroskopischenNäherungFluktuationenver-
nachl̈assigt. Es mußdahererwartetwerden,daßdieseNäherungnur gültig ist,
wenndie Zahl der beteiligtenMoleküle sehrgroßist. Interessanterweisehaben
wir jedochgefunden,daßbereitsfür relativ geringeMolekülzahlenunddendamit
verbundenenstarkenFluktuationendiemakroskopischenGleichungendasmittle-
re Konzentrationsniveauunddie charakteristischenFrequenzenundAmplituden
desSpikingzuverlässigbeschreiben.
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Die Bereicheim Parameterraum,in denenSpikingauftritt, werdenim Folgen-
dendurcheinelineareStabilitätsanalysebestimmt.Die GesamtzahlderEnzyme
ist durchGl. (5.21)gegeben.Falls sichdasSystemim station̈arenZustandbefin-
det,beschriebendurchn̄0, n̄1, undm̄, vereinfachtsichGl. (5.21)zu

N ¹ n̄1 Å n̄0 Å ν1n̄1 Å ν0n̄0 (5.27)

oder

n̄0 ¹ N Ä n̄1 Ä ν1n̄1

1 Å ν0
º (5.28)

SetztmandieseGleichungin Gl. (5.24)ein,ergibt sichmit ṅ1 Á t Â ¹ 0

n̄1 ¹ βm̄N
βm̄ Á 1 Å ν1 Â Å Á κ Å ν1 Á 1 Ä eÏ κ Â�Â�Á 1 Å ν0 Â º (5.29)

DurchEliminierungvon n̄0 undn̄1 im station̈arenFall in Gl. (5.26)findetman

m̄2 Å m̄
1

1 Å ν1

1
β

κ Å ν1 1 Ä eÏ κ Á 1 Å ν0 Â (5.30)

Å N
γ

κ Å ν1 1 Ä eÏ κ Ä N
γ

κ Å ν1 2 Ä eÏ κ

Ä Nν0 Á κ Å ν1 Á 1 Ä eÏ κ Â+Â
βγ Á 1 Å ν1Â ¹ 0º

Diese quadratischeGleichunghat zwei Wurzeln, die leicht berechnetwerden
können. Ihre Lösungenrepr̈asentierendie Produktkonzentrationim station̈aren
Fall. Daherwird nur die positive Wurzelvon Gl. (5.30)benutzt.Die Lösungm̄,
n̄0, und n̄1 derGl. (5.28)-(5.30)definierendenpositivenFixpunktderzumstati-
onärenZustanddermakroskopischenGleichungengeḧort, in demdieEnzympha-
sennicht korreliertsindundkeineSynchronisationauftritt.

Nun kann die Stabilität diesesFixpunkteshinsichtlich kleiner Störungen
m ¹ m̄ Å δm, n0 ¹ n̄0 Å δn0, n1 ¹ n̄1 Å δn1 untersuchtwerden. Diesewerden
in Gl. (5.24)-(5.26)eingesetzt,und nachder LinearisierungdieserGleichungen
erḧalt man

dδn1

dt ¹ βm̄δn0 Á t Â Å βn̄0δmÁ t Â Ä κδn1 Á t Â Ä ν1δn1 Á t Â (5.31)

Å ν1δn1 Á t Ä 1Â eÏ κ Ã
dδn0

dt ¹ Ä βm̄δn0 Á t Â Ä βn̄0δmÁ t Â Å κδn1 Á t Â Ä ν0δn0 Á t Â (5.32)

Å ν1δn1 Á t Ä 1Â 1 Ä eÏ κ Å ν0δn0 Á t Ä 1Â(Ã
dδm
dt ¹ Ä γδmÁ t Â Å ν1δn1 Á t Ä τ1 Â Å ν0δn0 Á t Ä τ1 Â Å κδn1 Á t Â (5.33)

Ä βm̄δn0 Á t Â Ä βn̄0δmÁ t Â Å κ Õ 1

0
ν1δn1 Á t Ä t áIÂ eÏ κt 0 dt á º
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DieLösungendieserlinearenDifferential-Delay-Gleichungenwerdenin derForm
δn1 Á t Â ¹ Aexp Á λt Â , δn0 Á t Â ¹ Bexp Á λt Â und δn1 Á t Â ¹ Cexp Á λt Â angenommen.
Gehtmanmit diesenLösungenin Gl. (5.31)-(5.33)ein, erḧalt manein lineares
homogenesGleichungssystem

D̂
A
B
C

¹ λ
A
B
C

(5.34)

mit derKoeffizientenmatrix

D̂ ¹
κ Å ν1 Á a Ä eÏ λ Ï κ Â βm̄ Ä βn̄0Ä κ Ä ν1eÏ λ 1 Ä eÏ κ βm̄ Å ν0 1 Ä eÏ λ βn̄0

ν1κ
λ Å κ

eÏ λ Ï κ Ä 1 Ä κ Ä ν1eÏ λτ1 βm̄ Ä ν0eÏ λτ1 γ Å βn̄0

º
(5.35)

Die LösbarkeitsbedingungdieseslinearenhomogenenGleichungssystemsist ge-
gebendurchdie charakteristischeGleichung

detÁ D̂ Ä λI Â ¹ 0º (5.36)

DiesequasipolynomialecharakteristischeGleichunghateineunendlicheAn-
zahl von komplexwertigenLösungenλ j ¹ Γ j Å iω j . Falls für einegewähltePa-
rametermengedie RealteileΓ j aller Eigenwerteλ j kleinerNull sind,ist derstati-
onäreZustandlinearstabil. Falls hingegenmindestensein EigenwertΓ j Ë 0 ist,
wird derstation̈areZustandinstabilundOszillationenmit derFrequenzω j treten
auf. Die Instabilitätsgrenzewird durchdie BedingungΓi ¹ 0 bestimmt.Numeri-
scheUntersuchungenvon Gl. (5.36)zeigen,daßnur für die kleinsteMode j ¹ 1
mit ω » 2π à τ derRealteilΓi Null werdenkann.

Abb. 5.9zeigtdie Bifurkationslinienin derParameterebeneÁ τ1 Ã β Â , die durch
numerischeLösungvon Gl. (5.36) für zwei verschiedeneSubstratbindungsraten
ν0 erhaltenwurden. Innerhalbder durch die durchgehendenund gestrichelten
Linien gelegenenGebietewird der station̈areZustandinstabil und Spiking ent-
wickelt sich. Die großeInstabilitätsregion in Abb. 5.9ageḧort zur höherenBin-
dungsrateν0τ ¹ 100,wohingegendie kleinereRegion zu ν0τ ¹ 20 geḧort. Falls
mandaherτ1 konstanthält und denParameterβ erḧoht, bis die untere(durch-
gezogene)Bifurkationslinegekreuztwird, verliertdasSystemseineStabilitätund
beginntzuoszillieren.Fallsmanjedochβ solangeerḧoht,bisdieoberegestrichel-
teLine überschrittenwird, werdendieOszillationenausged̈ampftunddasSystem
kehrt in denstation̈arenZustandzurück. Darausfolgt in Übereinstimmungmit
denErgebnissendesstochastischenModells(sieheAbb. 5.9b),daßSynchronisa-
tion nur innerhalbeinesbestimmten“Fensters”desParametersβ auftritt. Dabei
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ist diesesFensterum soschmaler(dünneLinie in Abb. 5.9a),je kleinerdie Sub-
stratbindungsrateν0 ist. Darüberhinausist die Synchronisationnur in einemklei-
nerenIntervall derParametersτ1 zu finden,d.h. nur dann,wenndasentstehende
Reaktionsproduktetwa in derMitte desEnzymzyklusfreigesetztwird.

Der Realteil von λ verschwindetauf der Bifurkationslinie, wohingegender
Imagin̈arteil endlichbleibt. DieserWertdesImagin̈arteilsbestimmtdie Oszillati-
onsfrequenzdesSystems,wennderstation̈areZustandverlorengeht.
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Abb. 5.9: Bifurkationsdiagramm(a) in derParameterebene( τ1, β) für zweiverschiedene
WertederSubstratbindungsrateν0. Die dickerenKurvengeḧorenzu ν0τ ¾ 100unddie
dünnerenKurvenzu ν0τ ¾ 20. (b) die dazugeḧorigenSpikingfrequenzenanderBifurka-
tionslinie.WeitereParametersindγτ ¾ 15,χ ¾ 104, κτ ¾ 20 undN ¾ 400.

In Abb. 5.9b ist der Imagin̈arteil von λ entlangder Bifurkationslinienvon
Abb. 5.9aalsFunktionvon τ1 dargestellt.Die durchgezogene(gestrichelte)Linie
in Abb. 5.9bgeḧort zudendurchgezogen(gestrichelt)gezeichnetenBifurkations-
linien in Abb. 5.9a.Man sieht,daßfür die untereBifurkationsliniein Abb. 5.9a,
die zur höherenSubstratbindungsrateν0 geḧort, die Frequenzder Oszillationen
nahebei ω0 » 2π à τ liegt und damit dessenzeitliche Periodeungef̈ahr mit der
Turnover-Zeit τ übereinstimmt. Bevor die Oszillation beim Überschreitender
oberengestricheltenBifurkationslinieverschwinden,weisensie jedocheineet-
waslängerePeriodeauf. Daskanndurchdie längeremittlereWartezeitderEnzy-
meim Grundzustanderklärt werden,die durchdie sẗarke Produktinhibierungbei
höhererProduktbindungsrateβ hervorgerufenwird.

Abb. 5.10azeigt die Bifurkationslinienin der Parameterebene(κ Ã β) für die
gleichenbeidenWerte der Substratbindungsrateν0 wie in Abb. 5.9. Es wer-
denhier dieselbenBezeichnungenwie obenbenutzt. Man kannerkennen,daß
in Abängigkeit von ν0 und β die Instabilität, die zu Spiking führt, nur oberhalb
einesbestimmtenSchwellenwertesderDissoziationskonstanteκ auftritt.
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Obwohl in Abb. 5.10adie Bifurkationsliniennur für κ Ê 60 dargestelltsind,
kannmandieseBifurkationslinienauchnochfür viel höhereWertevon κ finden.
Synchronisationexistiert auchnochfür extrem hoheDissoziationsraten(vergli-
chenmit derWechselzahlτ Ï 1 derEnzyme).Dasstimmtmit dennumerischenSi-
mulationendesstochastischenModellsüberein,daseineAbschẅachungderSyn-
chronisationsstärkefür höhereDissoziationsratenκ aufweist,jedochkeinvölliges
VerschwindenderSynchronisationzeigt(siehez.B. Abb. 5.6d). In Abb. 5.10bist
derImagin̈arteil entlangderBifurkationslinienvonAbb. 5.10adargestellt.
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Abb. 5.10:Bifurkationsdiagramm(a) in derParameterebene(κ, β) für zweiverschiedene
WertederSubstratbindungsrateν0. Die dickerenKurvengeḧorenzu ν0τ ¾ 100unddie
dünnerenKurven zu ν0τ ¾ 20. (b) zeigt die dazugeḧorigen Spikingfrequenzenan der
Bifurkationslinie.WeitereParametersindγτ ¾ 15τ, χ ¾ 104, kp ¾ 0¿ 55 undN ¾ 400.

Abschließendwird nochaneinemBeispielderVerlaufderInstabilitätsgrenzen
in der ParameterebeneÁ β Ã ν0 Â dargestellt. Unterhalbvon ν0 ¹ 19τ Ï 1 ist dasSy-
stemfür alle WertedesBifurkationsparametersβ stabil.Für höhereWertevon ν0

wird dasSystembeiErhöhungvonβ zuerstinstabil.DasgeschiehtbeimKreuzen
derunterenLinie in Abb. 5.11in vertikalerRichtungvon untennachoben.Eine
weitereErhöhungvon β für konstantesν0 führt zumÜberschreiteneinerzweiten
Linie, oberhalbdererdasSystemwiederstabilwird. Mit wachsenderBindungsra-
teν0 erḧohtsichderParameterbereich,für dendasReaktionssystemOszillationen
zeigt,immerweiter.

Die numerischenLösungender nichtlinearenEvolutionsgleichungen(5.24)-
(5.26)dermakroskopischenNäherungzeigen,daß,wennderParameterβ, derdie
Bindungsrateder Produktmolek̈ule bestimmt,leicht erḧoht wird, der station̈are
Zustandtats̈achlich seineStabilität an dem durch die lineareStabilitätsanalyse
vorausgesagtenPunktverliert. Dasführt zu Oszillationenmit kleinerAmplitude
∆m. Die Amplitude dieserOszillationenerḧoht sich mit wachsendemβ stetig.
Die Bifurkation ist superkritisch(Abb. 5.12).
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Abb. 5.11: Bifurkationsdiagrammin der Parameterebene(β, ν0) für γτ ¾ 20, κτ ¾ 20,
χ ¾ 104, kp ¾ 0¿ 55 undN ¾ 200.
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Abb. 5.12: Oszillationsamplitude∆m alsFunktionvon β in dermakroskopischenNähe-
rungν0τ ¾ 100,χ ¾ 104, γτ ¾ 15,τ1 ¾ 0¿ 55τ, κτ ¾ 20τ undN ¾ 400.
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Für die Abhängigkeit desVerlaufsderBifurkationslinienvon derGesamtzahl
der EnzymeN im Reaktionsvolumengilt dasselbe,wasam EndedesKapitels4
gesagtwurde. Die Meanfield-Gleichungen(5.14)-(5.21)sind wieder unter der
Skalentransformationβ � β à c, m � cm, n � cn usw. für irgendeineKonstan-
te c invariant. Falls die GesamtzahlN der Enzymeum einenFaktor c ver̈andert
wird, ändertsich die Zahl der Reaktionsprodukteund Substratmolek̈ule propor-
tional dazu.Die ExistenzdieserSkalentransformationkannzur Bestimmungder
Bifurkationsdiagrammefür beliebigeN benutztwerden.In Abb. 5.9sinddie Bi-
furkationslinienz.B. für N ¹ 400Enzymebestimmtworden.FallsmandasBifur-
kationsdiagrammfür N ¹ 4000Enzymebestimmenmöchten,mußβ durchβ à 10
im urspr̈unglichenDiagrammersetztwerden.

5.4 Modifikationen desInhibitionsmechanismus

In diesemAbschnittwerdenzweiModifikationendesstochastischenModellshin-
sichtlichdesMechanismusderBindungderregulatorischenProduktmolek̈uleun-
tersucht. Im stochastischenModell, daßin Abschnitt5.2 numerischuntersucht
wurde,war die BindungderregulatorischenProduktmolek̈ule durchdie Enzyme
nur dannmöglich, wennsichdieseim Grundzustandbefanden.Im Allgemeinen
wird die Fähigkeit derEnzyme,ein regulatorischesMolekül zu binden,von des-
senZustandabḧangen. Für realeEnzymeist dieseAbhängigkeit zur Zeit noch
nicht bekanntundmöglicherweisesehrkompliziert. Im Folgendenwerdenzwei
möglicheModifikationenbetrachtetunddurchnumerischeSimulationengezeigt,
daßder Effekt gegenseitigerSynchronisationder Enzymzusẗandein beidenvor-
kommt.

Modifikation 1

In der erstenModifikation desurspr̈unglichenstochastischenModells wird da-
vonausgegangen,daßeinEnzymeinregulatorischesProduktmolek̈ul unabḧangig
von seinemZustand,sowohl im Grundzustand,als auchwennessich innerhalb
deskatalytischenZyklus befindet,mit konstanterBindungsratebindenkann.Das
bedeutet,die BindungdesregulatorischenMoleküls durchdasEnzym i ist nun
mit konstanterRateβ unabḧangigvon denZustandsvariablenui undφi möglich.
Wie auchim urspr̈unglichenstochastischenModell hängtdieDissoziationderre-
gulatorischenMoleküle nicht vom Enzymzustandab. Mit diesemmodifizierten
Modell wurdennumerischeSimulationendurchgef̈uhrt,derenErgebnisseim Fol-
gendendargestelltsind. Wie in Abschnitt 5.1 ist N ¹ 400 die Gesamtzahlder
Enzyme,vτ ¹ 1 dieDrift-Geschwindigkeit in derLangevin-Gleichung(3.11)und
χ ¹ 104 die Inhibitionssẗarke. Zur Bestimmungder parameterabḧangigenSyn-
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chronisationsstärke benutztmanwiederdenParameterθ, der in Gl. (3.38) ein-
geführt wurde.Eswird immersolangegewartet,bis derTransientvorbei ist. Da-
nachwird durchMittelwertbildungzur EliminierungstatistischerFluktuationen
überein Zeitintervall 4000τ derWertdiesesParametersberechnet.
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Abb. 5.13:DerOrdnungsparameterθ alsFunktionder(a) relativenSchwankungsbreiteξ
derTurnover-Zeit, (b) Bindungsrateβ derregulatorischenMoleküle, (c) Bindungsrateν0

derSubstratmolek̈ule und(d) Dissoziationsrateκ derregulatorischenMoleküle in Modifi-
kation1. Die jeweils festgehaltenenParametersindσ ¾ 0¿ 00125À τ2 (ξ ¾ 0¿ 05),βτ ¾ 20τ,
ν0τ ¾ 100,χ ¾ 104 undκτ ¾ 20. WeitereParametersindγτ ¾ 25,τ1 ¾ 0¿ 55τ, vτ ¾ 1 und
N ¾ 400.

Zuerstwird der Einfluß von FluktuationeninnerhalbdesenzymatischenZy-
klus untersucht. Währendalle anderenParameterfestgehaltenwerden, wird
der Ordnungsparameterθ für verschiedeneRauschintensitäten σ (Gl. (3.11)
und (3.9)), die nach Gl. (3.33)-(3.35)die relative Schwankungsbreiteξ der
Turnover-Zeitenbestimmen,berechnet.Das Ergebnisist in Abb. 5.13adarge-
stellt. Wie darinerkennbar, ist Synchronisationauchin diesemmodifiziertenMo-
dell vorhanden.Die Abhängigkeit desParametersθ vonξ ist qualitativ ähnlichzu
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jener, die in Abb. 5.6agezeigtist. Synchronisationexistiert bis zu einemNiveau
von ξ » 0º 1.

Als nächsteshält mandie Rauschintensität σ (und damit ξ) fest und variiert
denParameterβ, derdie BindungsratederregulatorischenProduktmolek̈ule fest-
legt. Abb. 5.13bzeigtdie Abhängigkeit von θ alsFunktionvon β. Unterhalbvon
β ¹ 5τ Ï 1 ist praktischkeineSynchronisationvorhanden.DerOrdnungsparameter
θ wächstmonotonmit wachsendemβ, auchnoch für sehrhoheBindungsraten
β, im Gegensatzzumurspr̈unglichenModell, wo Synchronisationnur innerhalb
einesbestimmtenIntervalls von β gefundenwurde(Abb. 5.6b).

In einerweiterenReihevon Simulationen,variierendie Bindungsrateν0, die
die BindungeinesSubstratmolek̈uls andasEnzymbeschreibt.Die Synchronisa-
tionssẗarke θ alsFunktionvon ν0 ist in Abb. 5.13cgezeigt.Esstellt sichheraus,
daßfür sehrkleineBindungsratenν0 É 30τ Ï 1

0 keineSynchronisationvorhanden
ist. InnerhalbdesIntervalls 30 É ν0τ Ï 1 É 350existiert Spiking,wohingegenfür
nochhöhereWertevon ν0 dasSynchronisationsphenomenerneutverschwindet.
Solchein Synchronisationsfensterals Funktionder Substratbindungsratewurde
bereitsin Abb. 5.6cdesurspr̈unglichenModellsgefunden.

Abschließendwird in Abb. 5.13dderOrdnungsparameterθ alsFunktionder
Produktmolek̈uldissoziationsrateκ dargestellt. Die Synchronisationbeginnt bei
etwa κ » 13τ Ï 1. Der Parameterθ wächstmonotonmit wachsendemκ, bis er bei
κ » 35τ Ï 1 nahezuunver̈andertbleibt. DieseParameterabḧangigkeit unterscheidet
sich von demklarenMaximum, dasim urspr̈unglichenModell gefundenwurde
(Abb. 5.6d).

Modifikation 2

In der zweitenuntersuchtenModifikation desstochastischenModells wird an-
genommen,daßdie Bindung einesregulatorischenMoleküls an dasEnzym in
jedemMolekülzustandmöglich ist außerin der Phase,die nachFreisetzungdes
Reaktionsproduktsbeginnt undbis zur Rückkehr in denGrundzustandandauert.
Daherist β Á ui Ã φi Â ¹ β, falls ui ¹ 0. Wennhingegenui ¹ 1 und φi Ë kp, so ist
β Á ui Ã φi Â =0. NumerischeSimulationendiesesmodifiziertenstochastischenMo-
dellswurdenwiedermit N ¹ 400Enzymenundχ ¹ 104 durchgef̈uhrt.

Die Simulationsergebnissezeigen,daßSynchronisationauchin diesemmodi-
fiziertenModell möglichist unddessenEigenschaftendenen̈ahneln,diebereitsin
denanderenbeidenModellengefundenwurden.JedochexistiertSynchronisation
jetztauchnochfür viel höhereRauschintensitätenderintramolekularenDynamik.
Abb. 5.14azeigtdie berechneteAbhängigkeit desOrdnungsparametersθ vonder
relativenSchwankungsbreiteξ derTurnover-Zeitenin diesemFall. Mansieht,daß
derOrdnungsparametererstfür WertederrelativenSchwankungsbreitegrößerals
ξ ¹ 0º 3 verschwindet.Bemerkenswerterweisefindet manfür andereParameter-
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Abb. 5.14:DerOrdnungsparameterθ alsFunktionder(a) relativenSchwankungsbreiteξ
derTurnover-Zeit, (b) Bindungsrateβ derregulatorischenMoleküle, (c) Bindungsrateν0

derSubstratmolek̈ule und(d) Dissoziationrateκ derregulatorischenMoleküle in Modifi-
kation2. Die jeweils festgehaltenenParametersindσ ¾ 0¿ 03125À τ2 (ξ ¾ 0¿ 2), βτ ¾ 20,
ν0τ ¾ 100,χ ¾ 104 undκτ ¾ 20. WeitereParametersindγτ ¾ 25,τ1 ¾ 0¿ 55τ, vτ ¾ 1 und
N ¾ 400.
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werte diesesmodifiziertenModells Spiking in der Zahl der Reaktionsprodukte
nochfür = 40%. Ein Beispiel,wie die ZeitseriederZahl Produktmolek̈ule unter
diesenBedingungenaussieht,ist in Abb. 5.15dargestellt.

70> 72? 74@ 76A 78B 80>
t/τC

0

20

40

m

D

Abb. 5.15:Spikingin derZahlderProduktmolek̈ule im Fall einerhohenRauschintensität
σ ¾ 0¿ 08À τ2 (ξ ¾ 0¿ 4) der intramolekularenFluktuationenin Modifikation 2. Weitere
Parametersindν0τ ¾ 30,χ ¾ 104, βτ ¾ 30,γτ ¾ 25,κτ ¾ 20,τ1 ¾ 0¿ 55τ undN ¾ 400.

TrotzdervorhandenenFluktuationenist dasSpikingdeutlicherkennbar. Die-
seModifikation desstochastischenModells erḧoht alsodrastischdie Robustheit
desSynchronisationseffekts in Hinsicht auf Fluktuationenin der Turnover-Zeit.
Abb. 5.14b,c undd zeigendenOrdnungsparameterθ alsFunktionvon β Ã ν0 und
κ. Diesesind ähnlichzu denentsprechendenFunktionenin denanderenbeiden
Modellen. Es ist jedochzu beachten,daßdieseAbhängigkeiten jetzt für viel
höhereIntensiẗaten(ξ ¹ 0º 2) der relativenSchwankungsbreitederTurnover-Zeit
erhaltenwurden.

5.5 VergleichzwischendenMeanfield-Modellen für
das produktinhibierte und produktakti vierte
Reaktionssystem

In Kapitel 3, 4 und 5 wurdedie Kinetik chemischerReaktionenuntersucht,die
durchallosterischeEnzymein Mikroreaktorenkatalysiertwerden.DurchdieEin-
beziehungder dynamischenProzessewie z.B. Konformations̈anderungenin die
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ModellbildungentstandenkinetischeModelle,die, zur BeschreibungderKinetik
vonEnzymreaktionenvonScheinbeinundGruler[41] in ähnlicherFormverwen-
det wurden. Dabeihandelteessich um die Erklärungder in Abschnitt2.2 vor-
gestelltenExperimentemit demP-450Enzymsystem.Beim zuerstuntersuchten
zeitdiskretenstochastischenModell wurdedie interneDynamikdurchstochasti-
scheÜbergängezwischendiskretenZusẗandenbeschrieben.Um dasbetrachte-
te Modell einerallosterischenEnzymreaktionmit Produktaktivierungeinfachzu
halten,war die SubstratbindungsratederEnzymeeinfacheineFunktionder frei-
enProduktmolek̈ule. DasnächsteuntersuchteEnzymmodellbenutztediesestark
vereinfachteSichtweiseebenfalls undbeschriebdie Dynamikim VerlaufdesEn-
zymzyklusdurcheinestochastischeDifferentialgleichungfür die Phasenkoordi-
nate.

Im nächstenSchrittwurdein diesemKapitelderRegulationsmechanismusge-
nauermodelliert.DiesesModell ist schematischin Abb 5.1dargestelltundwurde
eingehendfür den Fall der Produktinhibitionsowohl als stochastischesModell
alsauchin derMeanfield-N̈aherungstudiert.Die wichtigsteErweiterungzu den
vorherbetrachteteneinfachenModellenderProduktaktivierungwardieEinbezie-
hungder Bindungund Dissoziationder regulatorischenProduktmolek̈ule. Falls
ein Produktmolek̈ul anderregulatorischenBindungsstelledesEnzymsgebunden
hat, ändertsich die Substratbindungsratezu ν1, um nachder Dissoziationdes
Produktmolek̈ulswiederdenAusgangswertν0 anzunehmen.

Im Fall von Inhibierunggilt ν1 � ν0. Soll dasModell hingegendenFall allo-
sterischerProduktaktivierungbeschreiben,gilt ν1

� ν0. Dasin Abschnitt5.1ent-
wickeltestochastischeModell einerallosterischenEnzymreaktionbeschreibtbei
VerwendungderentsprechendenParameteralsoauchdenFall derProduktaktivie-
rung.Dasgilt ebenfalls für die in Abschnitt5.3hergeleiteteMeanfield-N̈aherung
und die Ergebnisseder linearenStabilitätsanalyse.Es ist deshalbmöglich, oh-
ne großenAufwanddie Ergebnisseder linearenStabilitätsanalysezu benutzen,
um das Verhaltendes stark vereinfachtenModells der allosterischenProdukt-
aktivierungausKapitel 3 mit dem detailliertenModell diesesKapitels für den
Fall der Produktaktivierungzu vergleichen. Gleichzeitigsollen die Ergebnisse
der linearenStabilitätsanalysedesdetailliertenModells für denFall derProduk-
tinhibierungmit einbezogenwerden3.

Zuerstwird die Abhängigkeit der Bifurkationsgrenzen(im detailliertenMo-
dell mit Produktaktivierung)vom Punktkp, an demdie Reaktionsproduktefrei-
gesetztwerden,in Abb. 5.16dargestellt. DieseAbbildung kanndirekt mit dem
Bifurkationsdiagramm4.2in Kapitel4 für dasstarkvereinfachteModell mit allo-
sterischerProduktaktivierungverglichenwerden.

DerVergleichzeigt,daßin beidenModellenSynchronisationin ein,zwei,drei

3Die ModifikationendesBindungsmechanismusausdemletztenAbschnittbleibenunber̈uck-
sichtigt.
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odernochmehrEnzymgruppenmöglichist. DerwichtigsteUnterschiedist jedoch
die zweiteobereBifurkationsliniein Abb. 5.16deskomplexerenModells. Diese
ist im einfachenModell nicht vorhanden.Dort ist für beliebighoheWertevon
ν1 dasSystemder linearenStabilitätsanalysezufolgeinstabil. Im Gegensatzda-
zu wird daskomplexereReaktionssystembeimvertikalenKreuzendieseroberen
Bifurkationslinievonuntennachobenwiederstabil.

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
τ1/τ
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Abb. 5.16: Das Bifurkationsdiagrammfür Produktaktivierung in der Parameterebene
(β ì τ1). Der stabileFixpunktwird instabil undOszillationen,hervorgerufendurchk En-
zymguppen,setztenein, wenneineder durch“k” bezeichnetenKurve in der vertikalen
Richtungvon untennachobengekreuztwird. Die Reaktionsparametersind ν0τ ¾ 0¿ 01,
χ ¾ 104, γτ ¾ 20, κτ ¾ 20 undN ¾ 200. Nur die erstenvier Instabiliẗatsgrenzen, die zu
ω ¾ 1 G 2π À τ ì ¿Ý¿Ý¿ 4 G 2π À τ geḧoren,sindeingezeichnet.

Ähnliche Ergebnisseergibt der Vergleich der Abhängigkeit beiderallosteri-
scherModelle mit Produktaktivierung bei Variation der Produktmolek̈ulabbau-
rate γ. Währendim einfachenModell Abb. 4.6 nur eine Bifurkationslinie exi-
stiert, oberhalbder dasSysteminstabil wird und zu oszillierenbeginnt, gibt es
in Abb. 5.17eineZone,in der Oszillationenmöglich sind. Oberhalbundunter-
halb der diesenBereicheinschließendenLinien ist dasReaktionssystemstabil.
In Abb. 5.17wurdedieserBereicheinmal für kp ¹ 0º 2 d.h. eineEnzymgruppe
(durchgezogeneLinie) und für kp ¹ 0º 55 d.h. zwei Enzymgruppen(gepunktete
Linie) bestimmt.Im Fall vonzweiEnzymgruppenist die Instabilitätsregiondeut-
lich kleineralsfür eineEnzymgruppe.Die Tendenz,daßSynchronisationin zwei
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Abb. 5.17: Bifurkationsdiagrammfür Produktaktivierung in der Parameterebene(β, γ).
Die durchgezogeneLinie ist dieBifurkationsgrenzefür eineEnzymgruppe(kp ¾ 0¿ 2), die
gepunktetefür zwei Enzymgruppen(kp ¾ 0¿ 55), die anderenParametersindν0τ ¾ 0¿ 01,
χ ¾ 104, κτ ¾ 20 undN ¾ 200.
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Abb. 5.18: Bifurkationsdiagrammfür Produktaktivierungin derParameterebene(β, ν0).
Die durchgezogeneLinie ist die Bifurkationsgrenzefür eineEnzymgruppe(τ1 O 0P 2τ),
die gepunktetefür zwei Enzymgruppen(τ O 0P 55τ), die anderenParametersindγτ O 20,
κτ O 20,ν0τ O 0P 01,χ O 104 undN O 200.
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odernochgrößererZahlvonEnzymgruppennur in kleinerenParameterbereichen
möglich ist, gilt alsoauchhier.

Zum Abschlußsoll in Abb. 5.18die Abhängigkeit derBifurkationslinienvon
derBindungsrateν0 betrachtetwerden.DerenVerlaufweisteineÄhnlichkeit mit
demBifurkationsdiagrammin Abb. 5.11für denFall derProduktinhibierungauf.
Vergleicht manjedochein typischesBeispielfür denVerlaufder Bifurkationsli-
nienim Fall deseinfachenModellsallosterischerProduktaktivierungin Abb. 4.5,
sosindnur geringeÄhnlichkeitenerkennbar.



Kapitel 6

Reaktionskettenchemischer
Reaktionenund synchronisierte
Enzymzyklen

In allenbisherigenUntersuchungenwurdedie katalytischeAktivität derEnzyme
durchdie Reaktionsproduktebeeinflußt. Es wurdenEnzymreaktionenbetrach-
tet,beidenendieallosterischeBindungeinesProduktmolek̈ulsentwederzueiner
starkenErhöhung(sieheKap.3) oderVerringerungderAktivität führte(Kap.5).
Wie in Kapitel2.1diskutiertwurde,gibt esin derNaturjedochvieleEnzyme,die
keineallosterischeProduktregulationsmechanismenbesitzen.Es stellt sich nun
die Frage,ob in kleinenReaktionsvolumina,bei denenwiederdie Bedingungen
für die ExistenzeinesmolekularenNetzwerkesgegebenist, auchdannSynchro-
nisationseffektederenzymatischenZyklenbeobachtetwerdenkönnen[191].

Die UntersuchungsergebnisseeinesModellsgekoppelterchemischerReaktio-
nen,bei denenmindestensein Reaktionsschrittenzymatischkatalysiertwird, be-
antwortendieseFragepositiv. Im nächstenAbschnittbeschreibeich zun̈achstein
stochastischesModell, bestehendauseinerFolgechemischerReaktionen,die in
ein größeresNetzwerkvon Reaktionsschritteneingebundensind. Die Ergebnisse
diesesModellswerdenim Abschnitt6.2diskutiert.Um die wesentlichenMecha-
nismen,die zu denbeobachtetenSynchronisationseffektenführen,zu verstehen,
wird dasModell vereinfacht.

Für diesesvereinfachteModell analysierenwir im drittenTeil diesesKapitels
dieMeanfield-GleichungenundführeneinelineareStabilitätsanalysedurch.

124
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6.1 StochastischesModell

MetabolischeWegein lebendenZellenbestehenauseinergroßenZahlvon nach-
einanderablaufendenchemischenReaktionen,diedurchEnzymekatalysiertwer-
den.Ein einzelnerReaktionsschrittist direkt mit dervorherigenundnachfolgen-
denReaktionverbunden. Die Reaktionsprodukteder vorherigenReaktiondie-
nenalsAusgangsstoff, unddie entstehendenReaktionsproduktewerdenvon der
nachfolgendenReaktionals Substrateverwendet. Zus̈atzlich könnenzwischen
verschiedenenStoffwechselzyklenVerbindungendurchdie Verwendunggemein-
samerZwischenproduktebestehen. Die Struktur solcherReaktionskettenund
WechselwirkungenzwischendiesenweisteineenormeVielfalt auf.

Eswird die folgendeeinfacheReaktionskettebetrachtet

SQ E
νRTS ES S P Q E

P
ιRTS S, P

γ1RTS C (6.1)

A
ζRTS S, S

γRUS BV
umdiewesentlichenAspekteeinerKettevonchemischenReaktionenzuerfassen.
In Abb. 6.1werdendieseProzessenocheinmalschematischdargestellt.

Die BindungeinesSubstratmolek̈ulsSstartetdenmolekularenEnzymzyklus,
in dessenVerlauf ein Reaktionsproduktentsteht.In einerzweitenReaktion,die
nichtnotwendigerweiseenzymatischkatalysiertseinmuß,wird einTeil derfreien
Produktmolek̈ulewiederin Substratmolek̈uleumgewandelt.Sowohl dieSubstrat-
alsauchProduktmolek̈ulewerdenzus̈atzlichvonanderenReaktionenbenutzt,die
neueMolekülevomTyp B undC erzeugen.Die AusgangsstoffeSwerdendauernd
durchchemischeUmwandlungauseinemReservoir A vonanderenMolekülener-
zeugt.Die KonzentrationenderverschiedenenStoffe A, B undC werdenkonstant
gehalten.NachderDissoziationderReaktionsproduktekehrtdasEnzymwieder
in denGrundzustandzurück. Es soll betontwerden,daßdie andemReaktions-
systemvorhandenenMoleküle keinerleiregulatorischenEinflußauf die Enzyme
aus̈uben.DarüberhinauszeigtderReaktionsmechanismus(6.1)keineklassischen
kinetischenOszillationen.

Wie für dievorangegangenenModellewird wiederangenommen,daßdieRe-
aktionin kleinenRaumbereichenablaufenunddie Bedingungenfür die Existenz
eines“molekularenNetzwerkes” erfüllt sind. Ähnlich wie in Abschnitt3.3 wird
die Dynamik eineseinzelnenEnzymswährenddeskatalytischenProzessesals
diffusiveBewegungentlangeinerReaktionskoordinatemodelliert. Zus̈atzlichzu
diesemDiffusionsprozeßbeinhaltetderkatalytischeZyklusauchstochastischeEr-
eignissewie die Bindung und Dissoziationder Substrat-und Produktmolek̈ule
(sieheAbb. 6.1).
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Für jedesEnzymi wird einebinäreZustandsvariableui definiert,sodaßui W 0
ist, falls sichdasEnzymim Grundzustand,bereitzur BindungeinesSubstratmo-
leküls, befindet.Die Bildung einesEnzym-Substrat-KomplexesESmit derRate
ν wird dannals Übergangin denZustandui W 1 beschrieben.DieserÜbergang
initiiert denTurnover-Zyklus, in dessenVerlauf dasSubstratmolek̈ul in ein Re-
aktionsproduktumgewandeltwird. NachderFreisetzungdesReaktionsproduktes
kehrtdasEnzymim VerlaufeinesRelaxationsprozesseswiederin denGrundzu-
standzurück.

φ
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γ
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ι
ζ
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Abb. 6.1: SchematischeDarstellungdesmolekularenEnzymzyklus,desEnzymsi entlang
der Reaktionskoodinateφi . Der Enzymzyklusstartetdurchdie BindungeinesSubstrat-
molek̈uls mit der Rateν. InnerhalbdesEnzymzykluswird am Phasenpunktφ O kp ein
Produktmolek̈ul freigesetzt,dasanschließendmit derRateγ1 in ein Molekül von Typ C
umgewandeltodermit derRateι zurück in ein Substratmolek̈ul transformiertwird. Die
Substratmolek̈ule werdendauernddurchUmwandlungvon Molekülen A mit derRateζ
zugef̈uhrt. Die Substratmolek̈ule werdenzus̈atzlichmit derRateγ in Moleküle vom Typ
B umgewandelt.

DieserProzeßwird wie bereitsin denModellenderbeidenvorherigenKapitel
alsDif fusions-Drift-ProzeßentlangderReaktionskoordinatenφi modelliert.Ana-
log wie dort bezeichnetderPunktφi W 0 denBeginn desenzymatischenZyklus
undφi W 1 dasEnde,nachdessenErreichendasEnzymwiederin denGrundzu-
standmit ui W 0 zurückkehrt. Am Punktφi W kp wird dasReaktionsproduktfrei-
gesetzt.DahertrenntdieserPunktkp zwei verschiedeneProzesse.Im Intervall
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0 X φi X kp bestehtderEnzym-Substrat-Komplex, währendzwischenkp X φi X 1
Relaxationsprozesseablaufen,diedasEnzymin denGrundzustandbringen.Hin-
sichtlichdermathematischenBeschreibungdesDiffusionsprozessesgibt eskeine
Unterschiedezu demModell, dasin Abschnitt3.3 untersuchtwurde. Die Wahr-
scheinlichkeitsverteilungp Y φi V t Z der Aufenthaltswahrscheinlichkeit desEnzyms
entlangderReaktionskoordinatenerfüllt dieFokker-Planck-Gleichung

∂p
∂t W R v

∂p
∂φi

Q σ
∂2p

∂φ2
i [

Die zugeḧorigestochastischeDifferentialgleichung

dφi

dt W v Q ηi Y t Z
mit der Driftgeschwindigkeit v und GaußschemweißenRauschenηi Y t Z , für das
dieKorrelationsfunktion

X ηi Y t Z η j Y t \�Z^] W 2σδi jδ Y t R t \_Z (6.2)

gilt, bestimmtdiesenProzeßfür jedeseinzelneEnzym.
DerParameterσ bestimmtdieRauschintensität. Die Geschwindigkeit v hängt

vomPotentialdesEnergieprofilsderfreienEnergieab. DiesesProfil ist einespezi-
fischeEigenschaftdesjeweiligenEnzymtypsundkannmöglicherweiseeinekom-
plizierteFormbesitzen.

Mit dieserDriftgeschwindigkeit könnendie beidencharakteristischenZeiten
τ1 W kp ` v undτ W 1̀ v definiertwerden.DerenBedeutungist dieselbewie in den
beidenletztenKapiteln. τ̃1 ist die Zeit zwischenBeginn desZyklus undFreiset-
zungdesReaktionsproduktsund τ̃ ist die DauerdesgesamtenEnzymzyklus.Die
statistischenEigenschaftenwie z.B. der Mittelwert τ und die relative Schwan-
kungsbreiteξ wurdenin Abschnitt 3.3 hergeleitet. Für kleine Werte der Rau-
schintensiẗat σ gelten(sieheGl. (3.33),(3.3) und (3.35),S. 60) die Näherungena
τ bTc 1̀ v, ∆τ c 2σ ` v3 undξ c 2σ ` v.

DerersteSchrittderenzymatischenReaktion(6.1)ist dieBildungdesEnzym-
Substrat-KomplexesESmit derRatenkonstanteν. WenndasEnzymdenPhasen-
zustandkp erreicht,wird ein Produktmolek̈ul freigesetzt,wodurchsich die Zahl
der freien Reaktionsprodukteum 1 erḧoht. NachfolgendeRelaxationsprozesse
führendasEnzym i wieder in den Grundzustand,charakterisiertdurch ui W 0,
zurück.

Die Zahl derfreienReaktionsprodukteverringertsichmit derRatenkonstante
ι durchderenUmwandlungin Ausgangsstoffe. Zus̈atzlich werdendie Produkt-
molek̈ule mit der Rateγ1 in Moleküle vom Typ C umgewandelt,die nicht wei-
ter an der Reaktionbeteiligt sind (sieheAbb. 6.1). Es wird angenommen,daß
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ι d γ1 e τ f 1, sodaßdie LebensdauerderfreienReaktionsproduktekurz im Ver-
gleichzurTurnover-Zeit ist.

NebenderAbnahmederZahl derSubstratmolek̈ule mit derRateν durchdie
BildungdesEnzym-Substrat-Komplexesgibt eseinenzweitenProzeß,dermit der
Rateγ Substratmolek̈ule in Moleküle vom Typ B umwandelt,die nicht weiteran
derReaktionteilnehmen.Die ZahlderSubstratewird durchdieUmwandlungmit
derRateζ von MolekülenA auseinemReservoir erḧoht.

Zusammenfassendwird nunfür dieobenbereitsverbalbeschriebenenProzes-
sedernumerischeAlgorithmusdesstochastischenModellsdesReaktionsmecha-
nismus(6.1) angegeben. Die Zeit wird in kleine gleich großeZeitintervalle ∆t
unterteilt.Die stochastischeDifferentialgleichung(3.11)wird durch

φi Y t Q ∆t Z W φi Y t ZgQ v∆t Q σςi h ∆t (6.3)

dargestellt.Dabeisindςi unabḧangigeGausscheZufallszahlen,sodaß

X ςiς j ] W 2δi j [
FallsnachdemBeginndesEnzymzyklusderrechteTeil vonGl. (6.27)kleinerals
0wird, wird dieserdurchv∆t ersetzt.Dasheißt,dasEnzymkannim Grundzustand
nur durchdenrechtenundnicht durchdenlinkenRandderReaktionskoordinate
zurückkehren.

Wennφi ] kp gilt, darf der Phasenzustandφi nicht mehrkleiner als kp wer-
den. Ein mehrfachesÜberquehrendesPhasenpunkteskp würde jedesmalzur
FreisetzungeinesProduktmolek̈uls führen. Falls durch Zufall die rechteSeite
von Gl. (6.3) kleineralskp ist, wird diesedeshalbdurchkp Q v∆t ersetzt.Diese
Bedingungist notwendig,um nacheinanderfolgendeFreisetzungenvon Reakti-
onsprodukten,verursachtdurch statistischeFluktuationen,zu verhindern. Der
Algorithmusfür dieDynamikderbinärenZustandsvariablenui, dieangibt,obein
ES-Kompolex vorliegt odernicht, ist

ui Y t Q ∆t Z W
1, falls ui Y t Z W 0, mit WS νs∆t

0, fallsui Y t Z W 0, mit WS 1 R νs∆t
0, falls ui Y t Z W 1, undφi Y t Zid 1
1, fallsui Y t Z W 1, undφi Y t ZjX 1[

(6.4)

Die Zahl m der Produktmolek̈ule im Reaktionssystemergibt sich durchfol-
gendenAlgorithmus

mY t Q ∆t Z W mY t ZgQ N

∑
i k 1

Θ Y φi Y t Z R kpZ Θ Y kp
R φi Y t R ∆t ZlZ R m

∑
j k 1

Ψ j
R m

∑
kk 1

ϒk V (6.5)

wobeiΨ j undϒk binäreZufallszahlensind,die die Werte1 und0 mit denWahr-
scheinlichkeitenγ1∆t, 1 R γ1∆t und ι∆t, 1 R ι∆t annehmenkönnen. Die Stufen-
funktion Θ Y xZ ist definiertdurchΘ Y xZ W 1, falls x m 0 undΘ Y xZ W 0, falls x X 0
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ist. Der zweiteTerm auf der rechtenSeitevon Gl. (6.5) beschreibtdie Freiset-
zungeinesneuenReaktionsproduktes,wenndasEnzymdurchdenPunktkp geht.
Der dritte Termgibt denstochastischenAbbauder freienReaktionsproduktemit
derkleinenWahrscheinlichkeit γ∆t innerhalbdesZeitintervalls ∆t an. Der letzte
TermderGleichungbeschreibtdie AbnahmederfreienReaktionsproduktedurch
dieUmwandlungdieserin dieAusgangsstoffe mit derWahrscheinlichkeit ι∆t.

Die ZahlderSubstratmolek̈ule im Modell derReaktion(6.1) ist durch

sY t Q ∆t Z W sY t Z R N

∑
i k 1

Y 1 R ui Y t ZnZ ui Y t Q ∆t Z R s

∑
j k 1

Ψ j Q m

∑
kk 1

ϒk Q Z (6.6)

gegeben.DabeisindΨ j undϒk binäreZufallszahlen,die die Werte1 und0 mit
der Wahrscheinlichkeit γ∆t, ι∆t, ζ∆t und 1 R γ∆t, 1 R ι∆t, 1 R ζ∆t annehmen.
Der zweiteTermbeschreibtdie Abnahmeder freienSubstratmolek̈ule durchdie
Bindungan ein Enzym. Der dritte und vierte Term erfaßtdenAbbauder Reak-
tionsproduktemit der Rateγ und die Zunahmeder Substratmolek̈ule durchdie
umgewandeltenProduktmolek̈ule. Der letzteTermbestimmtdiepermanteZufuhr
von Substratmit der Rateζ. Die VariableZ kanndabeiNull odereinepositive
ganzeZahl seinundunterliegt derPoissonverteilungmit demMittelwertζ∆t.

6.2 Synchronisationder Enzymzyklen

Im FolgendenwerdendieResultatedernumerischenUntersuchungendesim letz-
tenAbschnittvorgestelltenModellspräsentiert.Die GesamtzahlderEnzymeist
N W 1000. Es wird angenommen,daßdie Driftgeschwindigkeit in Gl. (3.11)
vτ W 1 ist. Als Anfangsbedingungsind die Enzymehinsichtlich ihrer Zusẗande
zufällig entlangdesPhasenzyklusverteilt. SimulationendesstochastischenMo-
dells zeigenin Abhängigkeit von den Parameternν, γ1, γ, ξ, kp, ι und ζ die
Existenzvon zwei qualitativ verschiedenenVerhaltensweisen.Hält manalle Pa-
rameteraußerdie Bindungsrateν der Substratmolek̈ule und die relative statisti-
scheSchwankungsbreiteξ der Turnover-Zeit fest, sofindet manfür kleine Wer-
te desParametersν und großeWerte der relativen Schwankungsbreiteξ keine
Synchronisationseffekteim Reaktionssystem(asynchronerReaktionsmodus).Die
Substrat-undProduktmolek̈ulesowie dieZahlderEnzymeim Grundzustandsind
vielmehrzeitlich unkorelliert und fluktuierenum einenbestimmtenMittelwert.
DiesesVerhaltenist in Abb. 6.2afür die Zahl s der Substratmolek̈ule (schwarz)
unddie Zahln derEnzymeim Grundzustand(grau)dargestellt.

Falls die relative Schwankungsbreiteξ der Turnover-Zeit ausreichendklein
und die Bindungsrateder Substratmolek̈ule groß genugist, zeigt das System
schnelleOszillationenin derZahlderSubstratmolek̈uleundderZahlderEnzyme
im Grundzustand.DiesesVerhaltenist in Abb. 6.2bgezeigt. Es ist deutlichzu
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erkennen,daßzwischenbeidenGrößeneinePhasenverschiebungexistiert. Immer
dann,wenndie Zahl derSubstratmolek̈ule ihr Minimum erreicht,ist die Zahl der
Enzymeim Grundzustandam größten. Für andereParameterals in Abb. 6.2b
kanndie SpikingfrequenzhöhereWertealsω c 2π ` τ besitzen.In Abhängigkeit
vonParameterkp findetmanSpikingmit doppelter(Abb. 6.2cbeikp W 0[ 55)oder
dreimalsohoherFrequenz(Abb. 6.2dbei kp W 0[ 36)wie in Abb. 6.2b.

90o 92p 94q 96r 98s 100o
t/t τ0

20

40

60

80

100

s,
 n

(a)

90u 92v 94w 96x 98y 100u
t/z τ0

20

40

60

s,
 n

(b)

90u 92v 94w 96x 98y 100u
t/z τ0

20

40

60

80

s,
 n

(c)

90u 92v 94w 96x 98y 100u
t/z τ0

20

40

60

80

s,
 n

(d)

Abb. 6.2: Zeitabḧangigkeit der Zahl der Substratmolek̈ule (schwarz) und Enzymeim
Grundzustand(grau)in AbwesenheitvonSpiking(a)für ντ O 3,kp O 0P 2 undσ O 0P 08{ τ2

(ξ O 0P 4), (b) Spikingmit ω | 2π { τ ντ O 10, kp O 0P 2 undσ O 0P 01125{ τ2 (ξ O 0P 15),
(c) Spiking mit ω | 4π { τ für ντ O 10, kp O 0P 55 und σ O 0P 0002{ τ2 (ξ O 0P 02) sowie
(d) Spiking mit ω | 6π { τ für ντ O 10, kp O 0P 72 und σ O 0P 00005{ τ2 (ξ O 0P 01). Die
anderenParametersindN O 1000,ιτ O 200,ζτ O 200,γτ O 25,γ1τ O 5.

Es soll an dieserStellenocheinmalbetontwerden,daßalle Ratenkonstan-
tenderbetrachtetenProzesseinsbesondereauchdie enzymatischeAktivität1 un-
abḧangigvon denKonzentrationender beteiligtenMoleküle sind. Es existieren
keineaktivierendenoderinhibierendenProzessederenzymatischenAktivität,die
für dieseOszillationenverantwortlich sind. DasoszillatorischeVerhaltenwird

1Dieseist im wesentlichendurchdie Substratbindungsrateν unddieTurnover-Zeit festgelegt.
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ausschließlichdurchdie parallelablaufendenunterschiedlichenReaktionenver-
ursacht.Der Effekt desSpikingist direkt auf die Existenzeineslangsamenenzy-
matischenReaktionsschrittsin die VorwärtsrichtungundeinerschnellenRückre-
aktionzurückzuf̈uhren.

Um diesenPunktbesserzu verdeutlichen,kannmandasModell ohneVerlust
desqualitativenVerhaltensweitervereinfachen.Als ersteswird derAbbauprozeß
der freienReaktionsprodukte,der mit Ratenkonstanteγ1 abl̈auft, vernachl̈assigt.
Zweitenswird angenommen,daß die Ratenkonstanteι der Rückreaktionviel
höheralsdasInverseτ f 1 derTurnover-Zeit ist. Die FreisetzungeinesProduktmo-
lekülsdurchdasEnzymi führtunterdiesenBedingungensofortzurErhöhungder
Zahl derSubstratmolek̈ule um 1. In diesemFall ist die Zahl der freienProdukt-
molek̈ulesehrklein undgehtgegen0 für ι S ∞. Esist unterdiesenBedingungen
deshalbausreichend,nurdieZahlderSubstratmolek̈ulezubetrachtenunddiePro-
duktmolek̈ulenichtexplizit in dieSystembeschreibungeinzubeziehen.Mit diesen
Annahmen̈andernsichdie Reaktionsgleichungen(6.1)zu

SQ E
νRTS ES S SQ E

A
zRTS S, S

γRTS B[ (6.7)

Die Substratmolek̈ulewerdenenzymatischwiederdirekt in Substratmolek̈uleum-
gewandelt.Substratwird mit derRatenkonstanteζ permanentdemReaktionssy-
stemzugef̈uhrt. Die Substratmolek̈ule werdenparalleldurcheineweitereReak-
tion mit derRatenkonstanteγ in die nicht weiteranderReaktionteilnehmenden
MolekülevomTyp B umgewandelt.

Der numerischeAlgorithmus,gegebenin denGl. (6.3) und (6.6), bleibt bis
aufGl. (6.6)unver̈andert.Die Gl. (6.5),diedieDynamikderfreienReaktionspro-
dukteangibt,wird nichtweiterben̈otigt. Die Gl. (6.6),diediezeitlicheÄnderung
derSubstratebeschreibt,wird nundurch

sY t Q ∆t Z W sY t Z}Q N

∑
i k 1

Θ Y φi Y t Z R kpZ Θ Y kp
R φi Y t R ∆t ZlZ R s

∑
j k 1

Ψ j (6.8)

R N

∑
i k 1

Y 1 R ui Y t ZlZ ui Y t Q ∆t Z}Q Z

ersetzt. DabeihabenΘ und Ψ j dieselbeBedeutungwie in Gl. (6.5) und (6.6).
DerzweiteTermbeschreibẗahnlichwie in Gl. (6.5)für dieReaktionsproduktedie
FreisetzungderSubstratmolek̈ule durchein Enzym,wenndiesesdurchdenPha-
senpunktkp geht. Der dritte Termbestimmtdie AbnahmederSubstratmolek̈ule
durchdenUmwandlungsprozeßin MolekülevomTyp B mit derRateγ. Dervier-
te Term beschreibtdie AbnahmedurchBindungan Enzymeim Grundzustand.
Der letzteTerm definiertdie permanenteSubstratzufuhrmit der Ratenkonstante
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ζ. Dabeiist Z einepositive ganzeZahl oderNull, die der Poissonverteilungmit
demMittelwert ζ∆t unterliegt. Zusammenmit denGl. (6.3)und(6.4)beschreibt
dieGl. (6.8)dasReaktionsschema(6.7).
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Abb. 6.3: Zeitabḧangigkeit der Zahl der Substratmolek̈ule (schwarz) und Enzymeim
Grundzustand(grau)im reduziertenModell, beschriebendurchReaktionsgleichung(6.7),
(a)für Spikingmit derFrequenzω | 2π { τ für kp O 0P 2 undσ O 0P 0002{ τ2 (ξ O 0P 02),(b)
Spikingmit ω | 4π { τ, für kp O 0P 55 undσ O 0P 0002{ τ2 (ξ O 0P 02), (c) kein Spikingfür
kp O 0P 55 undσ O 0P 00125{ τ2 (ξ O 0P 05) und(d) Spikingmit ω | 2π { τ, für kp O 0P 55
undσ O 0P 018{ τ2 (ξ O 0P 019).Die anderenParametersindN O 1000,ζτ O 200,γτ O 15
undντ O 10.

ErgebnissedernumerischenSimulationendiesesvereinfachtenModells sind
in Abb. 6.3 dargestellt. Es zeigt sich, daßsowohl Spiking als auchZufallsfluk-
tuationenin der Zahl der Substratmolek̈ule und Enzymeim Grundzustandum
einenbestimmtenMittelwertmöglichsind. In ihrenEigenschaften̈ahneltdasSy-
stemverhaltenstarkdemin Abb. 6.2gezeigtenfür daserweiterteSystem.In den
vier BeispielenderAbb. 6.3sinddieBindungsrate,AbbaurateundSubstratzufuhr
durchν W 10̀ τ, γ W 15̀ τ undz W 200̀ τ festgelegt. Die GesamtzahlderEnzyme
ist wiederin allenSimulationenN W 1000.
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In Abb. 6.3aist die zeitabḧangigeZahl der Substratmolek̈ule (schwarz) und
Enzymeim Grundzustand(grau)im Fall vonSpikingdargestellt.Für diegewähl-
tenParameterkp W 0[ 2 undξ W 0[ 02ist diePeriodedesSpikingmit derTurnover-
Zeit vergleichbar. DieserFall ist alsoähnlichzu demVerhaltendeserweiterten
Reaktionssystems,dasin Abb. 6.3bgezeigtwurde. Genausowie im erweiterten
SystemkanndurchVariationdesParameterskp, derdenPunktderFreisetzungdes
Substratmolek̈uls innerhalbdesEnzymzyklusfestlegt, Spikingmit kürzerenPeri-
odengefundenwerden.Wie ausAbb. 6.3berkennbarist, liegt dieSpikingPeriode
für kp W 0[ 55 undξ W 0[ 02 ungef̈ahrbei 0[ 5τ derTurnover-Zeit. DetaillierteUn-
tersuchungendiesesreduziertenModells ergaben,daßebenfalls höhereSpiking
Frequenzenmöglichsind.Der ÜbergangdesSystemverhaltenszumSpikingwird
in diesenFällen jedochnur für extremkleineWerteder relativenSchwankungs-
breiteξ derTurnover-Zeit erreicht.In denweiterenUntersuchungenkonzentriere
ich mich jedochhaupts̈achlichauf Spikingmit Perioden,die nahebei τ und0[ 5τ
liegenundrobustergegenFluktuationenin derTurnover-Zeit sind.
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Abb. 6.4: Abhängigkeit des Ordnungsparametersθ von der relativen statistischen
Schwankungsbreiteξ für N O 1000,ντ O 10, γτ O 15, ζτ O 200 und kp O 0P 55 (Para-
meterwie in Abb. 6.3b-d).

WennmandenParameterkp W 0[ 55wähltunddierelativestatistischeSchwan-
kungsbreiteξ der Turnover-Zeit erḧoht, wird dassynchroneSpikingmit der Pe-
riode 0[ 5τ schẅacherund verrauschterund verschwindetfür ausreichendgroße
Wertevon ξ. DieseSituationist in Abb. 6.3c für ξ W 0[ 05 dargestellt. Überra-
schenderweiseführt eineweitereErhöhungvon ξ erneutzu Spiking, jedochmit
derdoppeltsogroßenPeriodeτ, die mit derTurnover-Zeit vergleichbarist. Spi-
king mit dieserFrequenzwurde bishernur für Werte desParameterskp c 0[ 3gefunden.Ein Beispielfür dieseArt vonSynchronisationist in Abb. 6.3dgezeigt.
DieAuswertungvonAbb. 6.3ergibt somit,daßfür kp W 0[ 55dasReaktionssystem
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drei verschiedenedynamischeVerhaltensweisenzeigt. Für kleine Fluktuationen
in der Turnover-Zeit findet manSpiking mit der Periode0[ 5τ. Innerhalbeines
ZwischenbereichsdesParametersξ ist Spikingnahezunichtnachweisbar, umfür
höhereWertevon ξ mit derPeriodeτ wiederzuentstehen.

Bei derUntersuchungdesVerhaltensderstochastischenModellein Kapitel 3
und5 wurdederOrdnungsparameterθ zurCharakterisierungderPhasensynchro-
nisationeingef̈uhrt (sieheGl. (3.38),S.62). Eswird nunzuerstθ alsFunktionder
relativenSchwankungsbreiteξ der Turnover-Zeit für kp W 0[ 55 untersucht,d.h.,
fallsdieEnzymezweiGruppenentlangderPhasenkoordinatebilden.Wie bereits
im Fall der Modellemit allosterischerProduktaktivierungund -inhibierungist θ
für kleineWertevonξ maximalundverringertsichsukzessivemit wachsendemξ
(Abb. 6.4). Esist interessant,daßbereitsfür ξ c 0[ 04 praktischkeineSynchroni-
sationderEnzymzusẗandevorhandenist. Dasist deshalb̈uberraschend,weil unter
sonstgleichenBedingungenin Abb. 6.3dnochdeutlichperiodischesSpiking in
derZahlderSubstratmolek̈uleerkennbarist.
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Abb. 6.5: Autokorrelationsfunktion für (a) σ O 0P 0002{ τ2 (ξ O 0P 02), (b) σ O
0P 0006125{ τ2 (ξ O 0P 035),(c) σ O 0P 00125{ τ2 (ξ O 0P 05)und(d) σ O 0P 018{ τ2 (ξ O 0P 19)
für kp O 0P 55,sonstigeParameterwie in Abb. 6.3.
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Der Effekt der Frequenz̈anderungbei Erhöhungder relativen Schwankungs-
breiteξ derTurnover-Zeit läßtsichsehrgutanhandderAutokorrelationsfunktion

c Y t \�Z W a
y Y t Z y Y t Q t \ Z�ba

y2 Y t Z�b , y W sY t Z R X sY t Zi] (6.9)

für Zeitseriender Substratmolek̈ule zeigen. In Abb. 6.5 sind die Autokorrelati-
onsfunktionenderZeitseriensY t Z für vier verschiedeneWertevon ξ gezeigt. Im
Fall von Spiking(ξ W 0[ 02) ist die Autokorrelationsfunktionin Abb. 6.5adarge-
stellt. Diesezeigtged̈ampfteperiodischeOszillationenmit derPeriodeτ ` 2. Für
ξ W 0[ 035ergibt sichbereitseinedeutlicheVerringerungderAmplitudedieserOs-
zillationenbei gleichzeitiggestiegenerDämpfungsrate.Eine weitereErhöhung
von ξ führt zu einer Autokorrelationsfunktionmit mehrerenFrequenzanteilen.
DieserFall ist in Abb. 6.5cfür ξ W 0[ 05abgebildet.Für nochhöhereWertevon ξ
wie in Abb 6.5dfür ξ W 0[ 19, führt die Korrelationsfunktionged̈ampfteOszilla-
tionenmit derPeriodeτ aus.

Obwohl SimulationendesstochastischenModells, gegebendurchGl. (6.3),
(6.4) und (6.8), bereitsviele InformationenüberdasVerhaltendesbetrachteten
Systemsliefern,sindweitereanalytischeUntersuchungenangebracht,umdiePa-
rameterbereichezu bestimmen,innerhalbdererOszillationengefundenwerden
können.Außerdemliefern tiefergehendeUntersuchungenein besseresVersẗand-
nis dergefundenenSynchronisationseffekteundderenAbhängigkeit von der re-
lativenSchwankungsbreitederTurnover-Zeit.

6.3 Die Untersuchung der Gleichungen der
Meanfield-Näherung

Wie bereitsin Kapitel 3 und5 werdennunfür dasModell enzymatischerReakti-
onskettenunterdenim letztenAbschnittgetroffenenVereinfachungendieMaster-
gleichungenuntersucht.Wie bereitsin denvorhergehendenKapitelnausf̈uhrlich
diskutiertwurde,kannderEnzymzyklusin zweiBereicheunterteiltwerden.Ein-
mal in denBereich,dernachderES-BildungbeginntunddurcheinenDiffusions-
DriftprozeßentlangderReaktionskoordinateφ beschriebenwird, undzumande-
ren im Aufenthalt desEnzymsim Grundzustand,der durch die Bindung eines
Substratmolek̈uls mit derRateν beendetwird. Durchdie BindungdesSubstrat-
molek̈ulsverringertsichdie Zahl derfreienSubstratmolek̈uleum1.

Die Substratmolek̈ule werdenaus Molekülen vom Typ A (sieheAbb. 6.1,
S. 126), derenZahl als konstantangenommenwird und im Vergleich zur Zahl
N der Enzymesehrgroßist, mit der Rateζ permanenterzeugt.Gleichzeitiger-
folgt ein Abbau der Substratmolek̈ule mit der Rateγ in Moleküle vom Typ B.
Die Moleküle A und B nehmennicht weiter an der Reaktionteil. Entsprechend
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gilt für die WahrscheinlichkeitsdichteverteilungP Y φ V sV t Z derEnzymeentlangder
Reaktionskoordinatedie folgendeMastergleichung

∂P Y φ V sZ
∂t W R v

∂P Y φ V sZ
∂φ

Q σ
∂2P Y φ V sZ

∂φ2 Q γ ��Y s Q 1Z P Y φ V s Q 1Z
R sPY φ V sZl��Q ζ � P Y φ V s R 1Z R P Y φ V sZl� [ (6.10)

ZurVereinfachungderSchreibweisewurdederFlußderWahrscheinlichkeitsdich-
te durcheinenbeliebigenPhasenpunktφ wie bereitsin denvorherigenKapiteln
mit

F Y φ V sZ W vPY φ V sZ R σ
∂P Y φ V sZ

∂φ
abgek̈urzt.

Am Phasenpunktkp wird ein Produktmolek̈ul freigesetzt,dassofort in ein
Substratmolek̈ul umgewandeltwird. Da angenommenwird, daßdie Umwand-
lungsrateι derProduktein Substratesehrhochist im Vergleichzu allenanderen
Reaktionsratenin diesemReaktionsschema,wird dasSystemso behandelt,als
wennam Phasenpunktkp direkt ein Substratmolek̈ul freigesetztwird, wodurch
sichdie Zahl der freien Substratmolek̈ule um 1 erḧoht. EineUmkehrungdieses
Prozessesist nichtmöglich. Sobaldφ m kp erreichtwird, kanndiePhasewährend
diesesenzymatischenZyklus nicht mehrkleineralskp werden.Der Punktkp

R ε
stellt dahereinenabsorbierendenRandfür Gl. (6.10) im Interval Y 0V kp

R ε � und
einenreflektierendenRandinnerhalbdesIntervalls Y kp V 1� dar. Zusammenfassend
kannmanfeststellen:dielinkenRänderin beidenIntervallen Y 0V kp

R ε � und Y kp V 1�
sindreflektierend,die rechtenRänderhingegenabsorbierend.Damitergebensich
folgendeRandbedingungen

F Y kp V s Q 1Z W F Y kp
R ε V sZ (6.11)

P Y kp
R ε V sZ W 0 (6.12)

P Y 1V sZ W 0[ (6.13)

Zus̈atzlichwird zur vollständigenBeschreibungdesGesamtsystemsnochdie
Gleichungfür die zeitliche Änderungder Wahrscheinlichkeit Q Y sV t Z ben̈otigt.
Diesegibt dieWahrscheinlichkeit an,dasEnzymim Grundzustand,beigleichzei-
tiger Anwesenheitvon s freienSubstratmolek̈ulenvorzufinden.Die Wahrschein-
lichkeit Q Y sZ definiertdemnachdenerstenTeil desenzymatischenProzesses(die
Wartezeitim Grundzustand),währendP Y φ V sZ denzweitenTeil, deneigentlichen
enzymatischenZyklus,beschreibt.Die WahrscheinlichkeitQ Y sZ erḧohtsichdurch
denWahrscheinlichkeitsflußF Y 1V sZ , derdieRückkehrdesEnzymszumZeitpunkt
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t in denGrundzustandbeschreibtundverringertsichmit derRateν durchdieBin-
dungeinesSubstratmolek̈uls. Die Mastergleichungfür Q Y sV t Z lautetdemnach

∂Q Y sZ
∂t W F Y φ V 1Z R νQ Y sZ}Q γ ��Y s Q 1Z Q Y s Q 1Z R sQY sZn� (6.14)

Q ζ � Q Y s R 1Z R Q Y sZn� [
Vergleicht mandieseMastergleichungen(6.10) und (6.14) mit denMasterglei-
chungen(4.1) und (4.7) für das einfache Reaktionssystemmit allosterischer
Produktaktivierung in Kapitel 4, so fällt die große Ähnlichkeit dieser Glei-
chungenauf. In den Mastergleichungen(6.10) und (6.14) ist nur der Term
ζ � P Y φ V s R 1Z R P Y φ V sZl� hinzugekommen,derdiepermanenteZufuhrderSubstrat-
molek̈ule beschreibt.Die freien Produktmolek̈ule m in denGl. (4.1) und (4.7)
wurdendurchfreieSubstratmolek̈uleersetzt.Allerdingsist dieBindungsrateν in
denGl. (6.10)und(6.14)nununabḧangigvon derZahl derSubstratmolek̈ule,da
dieEnzymekeinerleiregulatorischeEigenschaftenbesitzen.

Befindet sich die Phasenvariable φ einesEnzyms innerhalbdes Intervalls� 0V kp
R ε � , so hat diesesEnzym durch Bindung einesSubstratmolek̈uls einen

Enzym-Substrat-Komplex ES gebildet. DiesesEreigniserfolgt mit der Wahr-
scheinlichkeitsrateν Y sZ Q Y sZ . Da angenommenwird, daßdie Bildung einesES-
Komplexes nicht rückg̈angig gemachtwerdenkann, darf die Phasenvariableφ
nicht kleiner als 0 werden. Der Punkt φ W 0 bildet deshalbeinenreflektieren-
denRand. Darausergibt sich folgendeRandbedingungfür die Mastergleichun-
gen(6.10)und(6.14)

vPY φ V sZ R σ
∂P Y φ V sZ

∂φ φ k 0
W ν Y sZ Q Y sZ [ (6.15)

Wegen der großenÄhnlichkeit zwischenden Mastergleichungenin Kapi-
tel 4 und den Gl. (6.10) und (6.14) wird auf die Beschreibung der Herleitung
derMeanfield-GleichungenausdiesenbeidenMastergleichungenverzichtetund
auf die hinsichtlichder HerangehensweisëahnlicheHerleitungin Abschnitt4.1
verwiesen. Im Folgendenwird die Struktur und Bedeutungder Meanfield-
Gleichungen,die ausdenMastergleichungen(6.10) und (6.14) hergeleitetwur-
den,eingehenddiskutiert.

Im Limit N S ∞ kanndasSystemdurchdie Einführungvon Dichtefunktio-
nenñ Y φ V t Z beschriebenwerden,sodaßñ Y φ V t Z ∆φ denMittelwert der Enzymeim
Phasenzustandzwischenφ undφ Q ∆φ zurZeit t ergibt. Weiterhinist sY t Z derMit-
telwert der freienSubstratmolek̈ule zur Zeit t. Die Gleichungzur Beschreibung
derZeitentwicklungvon ñ Y φ V t Z ist

∂ñ
∂t W R v

∂ñ
∂φ

Q σ
∂2ñ
∂φ2 [ (6.16)
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Die zeitliche Entwicklung der Dichtefunktion ñ Y φ V t Z bestehtausder Drift mit
konstanterGeschwindigkeit v undgleichzeitigerDif fusionentlangderReaktions-
koordinateφ. DieseDiffusionwird durchintramolekulareFluktuationender In-
tensiẗatσ verursacht.

Am Phasenpunktφ W kp innerhalbdesEnzymzykluswird einSubstratmolek̈ul
irreversibelfreigesetzt.EineUmkehrungdiesesProzessesist nicht möglich. So-
baldφ m kp erreichtwird, kanndie PhasewährenddiesesenzymatischenZyklus
nichtmehrkleineralskp werden.InnerhalbdesIntervalls Y kp V 1� befindetsichdas
Enzymin der Relaxationsphase,um danachin denGrundzustandzurückzukeh-
ren.DerFlußdurchdenlinkenRandφ W kp desIntervalls Y kp V 1� mußgleichdem
Fluß durchdenrechtenRanddesIntervalls Y 0V kp

R ε � sein. Die Gl. (6.16)wird
deshalbmit denRandbedingungen

vñ Y 0Z R σ
∂ñ
∂φ

�
φ k 0 W νsnV (6.17)

ñ Y kp
R ε Z W 0V (6.18)

vñ Y kp Z R σ
∂ñ
∂φ

�
φ k kp W σ

∂ñ
∂φ

�
φ k kp f ε (6.19)

und
ñ Y 1Z W 0 (6.20)

für beideTeilintervallegelöst.
Die Gleichungfür die zeitlicheEntwicklungdesMittelwertsderfreienEnzy-

mehatdie Form
dn
dt W R νsnQ vñ R σ

∂ñ
∂φ φ k 1 [ (6.21)

DerersteTermaufderrechtenSeitedieserGleichunggibt an,daßdieKonzentra-
tion n von Enzymenim Grundzustanddurchdie BindungeinesSubstratmolek̈uls
und die damit verbundeneBildung einesES-Komplexesabnimmt. Der zweite
Termbeschreibtdie Zunahmevon n durchEnzyme,die ihrenZyklus beendetha-
benundin denGrundzustandzurückgekehrtsind.

Die nun nochben̈otigte Gleichungfür die zeitlicheEntwicklungdesMittel-
wertsderSubstratmolek̈ule ist durch

ds
dt W R νsnQ vñ R σ

∂ñ
∂φ φ k kp

R γs Q ζ (6.22)

gegeben.Der ersteTermauf der rechtenSeitebeschreibtdie AbnahmederSub-
stratkonzentrationdurchdie Bindungan Enzymeim Grundzustand.Der zweite
Term beschreibtdie Erhöhungder Substratkonzentrationdurchdie Freisetzung
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von Substratmolek̈ulen, wennEnzymedenPhasenpunktφ W kp passieren.Der
dritteundvierteTermerfassendenAbbauunddie Zufuhr vonSubstrat.

Die GesamtzahlN allerEnzymeim Systemist zeitunabḧangigundbleibtkon-
stant.Sieist durch

N W n Y t ZgQ�� 1

0
ñ Y φ V t Z dφ (6.23)

gegebenund kann als eine Erhaltungsgr̈oßeder Entwicklung desReaktionssy-
stemsbetrachtetwerden.Dabeiist N zu jedemZeitpunktgleichderSummealler
Enzymeim GrundzustandplusderEnzyme,die sichinnerhalbdesPhasenzyklus
befinden.

Die Gl. (6.16)-(6.23)bilden die makroskopischeNäherung,die ausder Ma-
stergleichunghergeleitetwurde. Nun werdendieseGleichungennumerischinte-
griert undderenLösungenmit denErgebnissendesstochastischenModells ver-
glichen. Anschließendwird die lineareStabilitätsanalysefür diesesdynamische
Systemdurchgef̈uhrt.
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Abb. 6.6: Zeitabḧangigkeit derSubstratkonzentration (durchgezogen)undKonzentration
derEnzymeim Grundzustand(gestrichelt)ausdernumerischenLösungdesmakroskopi-
schenModells.Die Parameterstimmenmit denParameternausAbb 6.3a-düberein.
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Abb. 6.6a zeigt die Zeitabḧangigkeit der Substratmolek̈ulkonzentration
(schwarz)undderEnzymkonzentrationim Grundzustand(grau)dernumerischen
Lösungder makroskopischenGleichungen(6.16)-(6.23)für die gleichenPara-
meterwertewie in Abb. 6.3a. In diesemFall zeigt das Reaktionssystembei
kp W 0[ 2 Oszillationmit der Frequenzω c 2π ` τ. Der Vergleich von Abb. 6.6a
mit Abb. 6.3aoffenbartdie hoheÜbereinstimmungsowohl in Hinsicht auf die
Oszillationsfrequenzalsauchbez̈uglich der Amplitude für beidemathematische
Beschreibungsweisen.

Wählt manals Parameterkp W 0[ 55, zeigt dasSystemSpiking mit der Fre-
quenzω c 2π ` tau. Wie ein Vergleich von Abb. 6.6bmit Abb. 6.3berweist,ist
die ÜbereinstimmungzwischendemstochastischenModell und denmakrosko-
pischenGleichungenwiedersehrhoch. Erhöht mandie Diffusionskonstanteσ
und damit die relative statistischeSchwankungsbreiteξ der Turnover-Zeit, ver-
schwindendiestabilenOszillationen.Bei FesthaltenalleranderenParameterzeigt
Abb. 6.6dieZeitentwicklungderSubstratkonzentrationundderEnzymkonzentra-
tion im Grundzustandfür ξ W 0[ 05 nacheinerkleinenStörungdesSystemsvon
seinemFixpunkt. Die beidenKonzentrationenzeigenged̈ampfteOszillationen
mit der Frequenzω c 4π ` τ und kehrenin den stabilenFixpunkt zurück. Un-
terentsprechendenParameterbedingungenergabensichim stochastischenModell
(sieheAbb. 6.3c)unkorrelierteFluktuationenum denFixpunkt.

Wenn man den Parameterσ und damit die relative Schwankungsbreiteξ
der Turnover-Zeit weiter erḧoht, zeigt dasReaktionssystemnacheiner kleinen
Störungum denFixpunktebenfalls ged̈ampfteOszillationen.Jedochist die Fre-
quenznun ω c 2π ` τ. Ein Beispiel dafür ist in Abb. 6.6d für ξ W 0[ 19 gege-
ben. DieseFrequenz̈anderungwurdeebenfalls im stochastischenModell gefun-
den(sieheAbb 6.3d).

In denGleichungenderMeanfield-N̈aherungentsprichtdasim stochastischen
Modell gefundeneSpikingeinerHopf-Bifurkationdesstation̈arenZustands(Fix-
punkt)undführtzueinemstabilenGrenzzyklus.Die Grenzendesoszillatorischen
Bereichsim ParameterraumkönnendurcheinelineareStabilitätsanalysebestimmt
werden.In AbwesenheitvonOszillationenin dermakroskopischenNäherungbe-
findetsichdasSystemin einemstation̈arenZustand,demFixpunktdesSystems.
DurchdieAnalysederAuswirkungkleinerStörungenaufdiesenZustandkönnen
dieSynchronisationsgrenzenherausgefundenwerden.

Zuerstwird der Fixpunkt der Gl. (6.16)-(6.23)bestimmt.Der station̈areZu-
standist durch die station̈are Lösungder Dif fusionsgleichung(6.16) mit den
Randbedingungen(6.17)-(6.20)unddenGl. (6.21),(6.22)gegeben.Der Mittel-
wertderSubstratmolek̈ule s̄ im station̈arenZustandist

s̄ W ζ
γ [ (6.24)

Die GesamtzahlderEnzymewird durchGl. (6.23)festgelegt. UnterVerwendung
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der Lösungvon Gl. (6.16) im station̈arenZustand,bei demsich dasSystemim
Fixpunktbefindet,ergibt sichn̄ ausGl. (6.23)

N W n̄ Q νs̄n̄
v

1 R 2σ
v

1 R exp R vkp

σ
R exp R v Y 1 R kp Z

σ
(6.25)

oderumgestelltnachn̄

n̄ W N

1 Q νs̄
v 1 R 2σ

v 1 R exp R vkp
σ

R exp R v � 1f kp �
σ [ (6.26)

Die Stabilitätdieserstation̈arenLösungkanndurchdieUntersuchungdesEffekts
kleinerStörungens W s̄ Q δsY t Z , n W n̄ Q δn Y t Z undñ W ¯̃n Q δñ Y φ V t Z bestimmtwer-
den. SetztmandieseStörungenin die Gl. (6.21),(6.22)unddie Randbedingun-
gen(6.17)von (6.16)ein undlinearisiertdiesesGleichungssystem,erḧalt man

dδn
dt W R νs̄δn R νn̄δs Q vδñ Y 1V t Z R σ

∂δñY 1V t Z
∂φ

V (6.27)

dδs
dt W R νs̄δn R νn̄δs Q vδñ Y kp V t Z R σ

∂δñ Y kp V t Z
∂φ

R γδsV (6.28)

∂δñ
∂t W R v

∂δñ
∂φ

Q σ
∂2δñ
∂φ2 [ (6.29)

Die LösungendieserGleichungenmüssendie linearisiertenRandbedingungen

vñ R σ
∂ñ
∂φ φ k 0� ε

W νs̄δn Q νn̄δsV (6.30)

vñ R σ
∂ñ
∂φ φ k kp � ε

W σ
∂ñ
∂φ

�
φ k kp (6.31)

und
δñ Y kpZ W 0, δñ Y 1Z W 0 (6.32)

erfüllen.
Die SuchenachderLösungvon Gl. (6.27)-(6.32)kannstarkvereinfachtwer-

den, wenn man die Untersuchungenauf kleine Werte der Dif fusionskonstante
σ beschr̈ankt. Die charakteristischeZeit der ersteninstabilenMode liegt in der
Größenordnungvonτ. Für derartigeProzesseerstrecktsichderEinflußderRand-
bedingung(6.32) auf ein kleinesIntervall der Länge h στ nachlinks von dem
entsprechendenRandentfernt.AußerhalbdiesesschmalenBereichshatdie Dif-
fusionsgleichung(6.29)dieselbeLösungwie ohnedieseRandbedingung.
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BetrachtetmanGl. (6.27)und (6.28),so ist erkennbar, daßdie Flüssevδñ R
σ∂φδñ bei φ W kp und φ W 1 ben̈otigt werden. Man erḧalt nur einekleine Ab-
weichung,falls die Flüssenicht andenPunktenφ W kp undφ W 1, sondernlinks
von diesenPunktenim Abstandh στ verwendetwerden.Um dieseFlüssezu be-
stimmen,kanndie LösungdesvereinfachtenProblems,bei demdie Ränderan
denPunktenφ W kp undφ W 1 eliminiert sind,verwendetwerden.In diesemFall
ist die Dif fusions-Drift-Gleichung(6.29) formal für dasIntervall von φ W 0 bis
unendlichdefiniertundnur die Randbedingungen(6.30)gefordert.DieseRand-
bedingunggibt denFluß in dasbetrachteteIntervall an. Der geringeEinflußder
absorbierendenRandbedingungen(6.32)kannleichtnumerischgezeigtwerden.

Die LösungderlinearenDifferentialgleichungen(6.16)und(6.28)-(6.30)wird
in derForm δñ Y φ V t Z W Aexp Y λt Q kφ Z , δs W Bexp Y λt Z undδn W Cexp Y λt Z ange-
nommen.SetztmandiesenAnsatzin Gl. (6.16)und(6.28)-(6.30)ein,erḧalt man
dieDispersionsrelation

k W v
2σ

R v2

4σ
Q λ

σ
(6.33)

undein homogenesSystemlinearerGleichungen

D̂
A
B
C

W λ
A
B
C

(6.34)

mit derKoeffizientenmatrix

D̂ W v R σk Y λ Z R νn̄ R νs̄Y σk Y λ Z R vZ ek � λ � λ Q γ Q νn̄ νs̄Y σk Y λ Z R vZ ek � λ � kp νn̄ λ Q νs̄ [ (6.35)

Die LösbarkeitsbedingungdieseslinearenGleichungssystemsist durchdie cha-
rakteristischeGleichung

detY D̂ R λI Z W 0 (6.36)

gegeben.
Die WurzelndiesesQuasi-Polynomsbilden im allgemeineneineunendliche

Mengevon komplexenZahlenλ j W Γ j Q iω j . Falls für einengewähltenSatzvon
Parameterndie RealteileΓ aller Eigenwerteλ j kleiner sind, so ist der Fixpunkt
stabil. Falls jedochwenigstensein EigenwerteinenpositivenRealteilbesitzt,so
wird dasGleichungssysteminstabil und beginnt mit der Frequenzω j desIma-
ginärteilsdiesesEigenwerteszu oszillieren. Die Instabilitätsgrenzeist deshalb
durchΓi W 0 für wenigstenseineEigenmodebestimmt.Um die kritischenPara-
meterwertezufinden,für dieeineBifurkationexistiert,setztmanΓ j W 0 bei j W 1
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undberechenetin derUmgebungvonω1 c 2π ` τ durchVariierendesentsprechen-
denBifurkationsparametersdasabsoluteMinimum von�

detY D̂ R λI Z � [ (6.37)

Falls diesesMinimum kleiner als 10f 7 ist, wird angenommen,daßder entspre-
chendeBifurkationsparametereineBifurkationsgrenzeangibt.Als nächsteswird
dieseMethodefür j W 2, 3 und so weiter angewendet. Es ergibt sich, daßbei
σ ] 10f 4 nur für j W 1, 2 und3 Bifurkationenmöglichsind.
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Abb. 6.7: Bifurkationsdiagramme(a) in derParameterebene(ν, kp), (b) in derParameter-
ebene(ν, ξ), (c) in derParameterebene(ν, γ), (d) in derParameterebene(ν, ζ) alsErgebnis
derStabiliẗatsanalysedesFixpunktesin dermakroskopischenNäherungfür jeweils zwei
verschiedeneWertevon ω. Die durchgezogenenLinien bezeichenendie Bifurkations-
grenzenfür ω | 2π { τ unddie gestrichelteKurve für ω | 4π { τ. Die anderenParameter
sindσ O 0P 0008{ τ2 (ξ O 0P 04),kp O 0P 55,γτ O 20,ζτ O 100undN O 1000.

Abb. 6.7 zeigt dasBifurkationsdiagrammin der ParameterebeneY kp V ν Z aus
dernumerischenLösungvonGl. (6.36).InnerhalbdergeschlossenenBereicheist
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dasReaktionssysteminstabil, und esentwickelt sich spontanSpiking. Auf den
Bifurkationsgrenzenverschwindetder Realteilvon λ, der Imagin̈arteil hingegen
ist ungleich0. Der Wert diesesImagin̈arteilsbestimmtdie FrequenzderOszilla-
tionen,die sichnachdemVerlustderStabilität herausbilden.Für die gewählten
Parameterin Abb. 6.7geschiehtdasmit denFrequenzenω c 2π ` τ undω c 4π ` τ,
dargestelltdurchdie durchgezogeneund gestrichelteLinie der zugeḧorigenBi-
furkationsgrenze.Hält mandeshalbkp festunderḧoht die Ratenkonstanteν, die
die BindungderSubstratmolek̈ule bestimmt,wird derstation̈areZustandinstabil
und Oszillationenentwickeln sich. Erhöht manν nochweiter und überschreitet
dieobereBifurkationsgrenze,verschwindendieOszillationenwiederunddasSy-
stemwird stabil.Dasbedeutet,daßoszillatorischesVerhaltennur innerhalbeines
bestimmten“Fensters”desParametersν erwartetwerdenkann.

In Abb. 6.7b werdendie Bifurkationsgrenzenin der ParameterebeneY ν V kpZ
für zwei verschiedeneWerte von kp für ansonstendieselbenParameterwie in
Abb. 6.7agezeigt.Die durchgezogeneLinie in Abb. 6.7 ist die Instabilitätsgren-
ze. InnerhalbdesBereichs,derdurchdieseGrenzeeingeschlossenwird, oszilliert
dasReaktionssystemmit derFrequenzω c 2π ` τ. Die gestrichelteLinie begrenzt
denBereich,innerhalbdessenOszillationenmit höhererFrequenzω c 4π ` τ vor-
gefundenwerden.Esergibt sichfür die Frequenzω c 4π ` τ, daßdergrößteWert
ξ derrelativenSchwankungsbreitekleinerist alsbeiω c 2π ` τ. Dasbedeutet,daß
dasSystemfür Parameterwertekp, beidenenSpikingmit höherenFrequenzenge-
fundenwird, stabilerzu seinscheintalsbei niedrigenFrequenzen.Andererseits
verläuft bei ξ X 0[ 025die Bifurkationsgrenzefür ω c 4π ` τ unterhalbderBifur-
kationsgrenzefür ω c 2π ` τ. Am Punktξ c 0[ 025schneidensichbeideGrenzen.

UnterBenutzungderselbenBezeichnungenfür dieBifurkationsgrenzenwie in
Abb. 6.7aundb ist in Abb. 6.7cdasBifurkationsdiagrammin derParameterebeneY ν V γ Z für ω c 2π ` τ undω c 4π ` τ dargestellt.Unterhalbvonγτ W 7 ist dasSystem
stabil. Zwischen7 d γτ d 15[ 5 kanndasSystemnur Oszillationenmit der Fre-
quenzω c 2π ` τ zeigen.Oberhalbvon γτ W 15[ 5τ könnensich in Abhängigkeit
vonkp auchOszillationenmit ω c 2π ` τ undω c 4π ` τ entwickeln.

Im letztenBifurkationsdiagrammin Abb. 6.7dist die Abhängigkeit derSyn-
chronisationsgrenzevom Paremeterζ, der die permanenteProduktionvon Sub-
stratfestlegt, dargestellt. Wiederbezeichnetdie durchgezogeneLinie die Bifur-
kationsgrenzefür Spikingmit derFrequenzω c 2π ` τ unddie gestrichelteLinie
für ω c 4π ` τ. Wie bereitsin denvorherigenBifurkationsdiagrammenist der In-
stabilitätsbereichim zweitenFall kleiner. Für ω c 4π ` τ erstrecktsichdieserBe-
reich überdrei und für ω c 2π ` τ übervier Größenordnungen.In beidenFällen
liegt dieserinstabileBereichfür kleine Wertevon ζ, bei höherenWertenvon ν.
EineErhöhungvon ζ senktdie SynchronisationsschwellehinsichtlichdesBifur-
kationsparametersν.



Zusammenfassung

Ziel dieserArbeit war die theoretischeUntersuchungvon Synchronisationspḧa-
nomenenmolekularerEnzymzyklenin mikroskopischenRaumbereichen.Wie im
erstenKapitel diskutiertwurde,könnendieseSynchronisationsprozesseals mi-
kroskopischeSelbstorganisationseffekte verstandenwerden,bei denensich das
Reaktionssystemauchlokal fernabvom thermodynamischenGleichgewicht be-
findet.SiehabendeshalbÄhnlichkeit mit demLaser, derebenfallseinPḧanomen
mikroskopischerSelbstorganisationist.

EinewesentlicheBedingungfür dasAuftretendieserSynchronisationseffekte
ist die Existenzvon WechselwirkungsmechanismenzwischendenEnzymen. In
Kapitel 2 wurdendeshalbdie verschiedenenRegulationsmechanismenderAkti-
vierungundInhibierungdiskutiert.Oftmalskönnendie anderReaktionbeteilig-
ten Reaktandendie enzymatischeAktivität ändern,so daßsich Rückkopplungs-
mechanismenherausbilden.

Die Ergebnisseder in Abschnitt 2.2 diskutiertenExperimentezeigen,daß
es Enzymegibt, bei denendie Dauer einesenzymatischenZyklus nur gerin-
gen Schwankungenunterliegt. Wie die Abscḧatzungenin Abschnitt 2.3 erga-
ben, kann die diffusionsbestimmteDurchmischungs-und Transitzeitin mikro-
skopischenRaumbereichenviel kleiner seinals die Dauereinesenzymatischen
Zyklus. DieseSituationunterscheidetsichgrunds̈atzlichvon der in makroskopi-
schenReaktionssystemenundwurdealsmolekularesNetzwerkbezeichnet.Beide
Eigenschaften,die relativ geringeSchwankungsbreiteder Enzymzyklenund die
VerḧaltnissedercharakteristischenZeiten,bildendiewesentlichenAnnahmenfür
die in dieserArbeit untersuchtenModelle.

Im Kapitel 3 wurdeunterdenobengenanntenBedingungenderEffekt deral-
losterischenProduktaktivierunganhandeinereinfachenEnzymreaktionbetrach-
tet. Für dieseReaktionwurdeein stochastischesModell mit diskreterPhasendy-
namik entwickelt und untersucht.Für geringeallosterischeAktivierungder En-
zymedurchdieReaktionsproduktefolgtederenVerteilungentlangderReaktions-
koordinateund die der Enzymeim GrundzustandeinerPoissonverteilung. Eine
Erhöhungder allosterischenAktivierungführtezur Bildung von Enzymgruppen
entlangdesPhasenzyklus.Infolgedessenergabensich schnellezeitlicheÄnde-
rungenin derAnzahlderReaktionsprodukte,die alsSpikingbezeichnetwurden.
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Die ZahldieserEnzymgruppenist vonderLagedesPhasenpunktesim Reaktions-
zyklus,andemdie Reaktionsproduktefreigesetztwerden,abḧangig.

Um von derZahl derdiskretenPhasenzuständeunabḧangigzu werden,wur-
de in Abschnitt3.3 ein Modell mit kontinuierlichenPhasenvariablenentwickelt.
In diesemModell wird die Dynamik der PhaseeinesjedenEnzymsdurcheine
Langevin-Gleichungbeschrieben.Unter Verwendungder zugeḧorigen Fokker-
Planck-GleichungwurdeanschließenddiemittlereTurnover-Zeit undrelativesta-
tistischeSchwankungsbreitederTurnover-Zeit bestimmt.AusdenSimulationser-
gebnissendeskontinuierlichenEnzymmodellswurdenzurBeschreibungderPha-
sensynchronisationdie Wahrscheinlichkeitsdichteder Verteilungder Phasendif-
ferenzenfür verschiedeneEnzymgruppenberechnet.Aus der Wahrscheinlich-
keitsdichtewiederumkannein Ordnungsparameterθ zur Charakterisierungder
Synchronisationsstärke abgeleitetwerden. Unter VerwendungdiesesOrdnungs-
parameterswurdenanschließendin numerischenSimulationendie Bereiche,in
denenPhasensynchronisationauftritt, bestimmt.Eszeigtesich,daßmit wachsen-
der Intensiẗat derFluktuationendermolekularenTurnover-Zeit die Synchronisa-
tionssẗarke,charakterisiertdurchdenOrdnungsparameterθ, stetigabnimmt.Für
Wertegrößerals ª 20% der Schwankungsbreitekonntekein synchronesVerhal-
tenderEnzymegefundenwerden.Ein wichtigesResultatdieserUntersuchungen
war die Entdeckungder ExistenzeinesbestimmtenBereichsdesParametersν1,
derdie Bindungder regulatorischenMoleküle beschreibt,innerhalbdessenSyn-
chronisationderEnzymzyklenauftritt. Ist dieserParameterzuklein oderzugroß,
operierendieEnzymeim Reaktionssystemasynchron.

Für dasin Kapitel 3 untersuchteModellsystemwurde in Kapitel 4 die Ma-
stergleichungaufgestellt,um darausdie Differentialgleichungenfür die Mittel-
werte der Konzentrationder Reaktionsprodukteund Phasenzuständeder Enzy-
me herzuleiten. Aus den Gleichungenfür die zeitliche Entwicklung der Auf-
enthaltswahrscheinlichkeit im Grundzustandunddie Aufenthaltswahrscheinlich-
keitsdichteder Enzymeim Phasenzyklus,sowie dendazugeḧorigenRandbedin-
gungenergabensichdurchMittelwertbildungdrei Gleichungen.Diesebeschrei-
bendieDynamikderMittelwertederProduktmolek̈ule,Enzymeim Grundzustand
undwährenddesEnzymzyklus.Im Spezialfall verschwindenderFluktuationenin-
nerhalbdesEnzymzyklusfolgtendarauszweieinfacheFunktionaldifferentialglei-
chungen(Delay-Gleichungen),für dieeinelineareStabilitätsanalysedurchgef̈uhrt
wurde.UnterVerwendungdieserErgebnissewurdendie Bifurkationsdiagramme
für die ParameterdesEnzymmodellsberechnet.Sowohl die numerischenLösun-
gender zwei Delay-Gleichungenals auchdie Ergebnisseder Stabilitätsanalyse
besẗatigteneindrucksvoll die ResultatedesstochastischenModells.

In Kapitel 5 wurde,aufbauendauf demeinfachenstochastischenModell von
Kapitel 3, ein komplexeresModell der allosterischenProduktinhibierungein-
geführt. Darinwurdenexplizit dieBindungs-undDissoziationsprozessederregu-
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latorischenMoleküle betrachtetund derenEinfluß auf die Reaktionskinetikstu-
diert. Ähnlich wie im Fall der Produktaktivierungwurdenzwei prinzipiell ver-
schiedeneZusẗandedesReaktionssystemsgefunden.JenachWahl derParameter
fandensichBereicheasynchronenundsynchronenVerhaltensderEnzyme.Eben-
sohatdieLagedesPunktesim Enzymzyklus,andemdieReaktionsproduktefrei-
gesetztwerden,einengroßenEinflußaufdasSynchronisationsverhalten.Wurden
dieReaktionsprodukteetwain derMitte desEnzymzyklusfreigesetzt,sobildeten
die EnzymeeineeinzigeGruppe.Die AbsẗandezwischendenPhasenzuständen
der Enzymewarenalso klein. Falls hingegen die Produktmolek̈ule bereitszu
Beginn odererstam EndedesEnzymzyklusfreigesetztwurden,synchronisier-
tendie Enzymzusẗandenicht. Im GegensatzzumModell mit Produktaktivierung
zeigtedasReaktionssystemmit Produktinhibierungnur SynchronisationderEn-
zymzusẗandein einerGruppe.DasStudiumderAbhängigkeit desOrdnungspara-
metersθ von denSystemparameternermöglichtedie BestimmungderBereiche,
innerhalbdererSynchronisationim stochastischenModell auftrat. Ähnlich wie
bereitsim Enzymmodellmit Produktaktivierungergabensich“Parameterfenster”
mit synchronemSystemverhalten.

Die numerischeAnalysewurde wieder durch die Untersuchungder Mean-
field-Gleichungen,die ausderzugeḧorigenMastergleichunghergeleitetwurden,
ergänzt.Sowohl die numerischeLösungderMeanfield-Gleichungenalsauchdie
ErgebnissederlinearenStabilitätsanalyseergabeneineguteÜbereinstimmungmit
denResultatendesstochastischenModells. In Abschnitt5.4 wurdeder Einfluß
vonModifikationenin derBindungsf̈ahigkeit derregulatorischenProdukteandas
Enzymuntersucht.KonntenbisherdieseMoleküle nur im Grundzustandan das
Enzymbinden,sowurdenunderFall betrachtet,beidemdieregulatorischenMo-
leküle unabḧangigvom Enzymzustand(Modifikation 1) oder im Grundzustand
undsolangeein ES-Komplex vorliegt, bindenkönnen(Modifikation 2). Eserga-
bensichkeinequalitativenÄnderungenim Systemverhaltenim Vergleichzumur-
spr̈unglichenModell. Allerdingsfiel auf,daßdieToleranzdesSpikinggegen̈uber
FluktuationenderTurnover-Zeit in derModifikation 2 starkzunahm.Sowurden
nochfür die relative Schwankungsbreiteder Turnover-Zeit von mehrals ª 40%
starkeKorrelationenin denPhasenzuständenderEnzymefestgestellt.

Zum AbschlußderArbeit wurdein Kapitel 6 untersucht,ob Phasensynchro-
nisationderEnzymzyklennur für regulatorischeEnzymeauftretenkann.Eswur-
de dazueineKette,bestehendausfünf chemischenReaktionen,betrachtet.Für
diesesReaktionssystemwurdenwieder ein stochastischesModell gebildetund
numerischeSimulationendurchgef̈uhrt. InteressanterweiseergabendieseUnter-
suchungen,daßselbstim Fall nichtregulatorischerEnzymeWechselwirkungen
durchsolcheParallelreaktionenstarkgenugseinkönnen,umähnlicheSynchroni-
sationseffektewie im Fall allosterischerProduktaktivierunghervorzurufen.Ähn-
lich wie dort könnensichEnzymgruppenentlangdesEnzymzyklusbilden,deren
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Zahl von der Lage desPhasenpunktes,an dem die Reaktionsproduktegebildet
werden,abḧangt.Selbstfür SchwankungenderTurnover-Zeit vonmehrals ª 20%
fandensichnochKorrelationenzwischendenEnzymzusẗandenverschiedenerEn-
zyme.

Darüberhinauszeigte sich eine Verringerungder Zahl der Enzymgruppen
unter sonstgleichenBedinungenfür höhereWerte der Schwankungsbreiteder
Turnover-Zeit. Um diesenEffekt besserzu verstehen,wurdenausder Master-
gleichungfür diesesReaktionssystemwieder Meanfield-Gleichungenhergelei-
tet. In diesenGleichungenwurde dannder Einfluß der Diffusion der Enzym-
zusẗandeentlangderPhaseuntersucht.Starke Diffusionkorrespondiertmit einer
hohenSchwankungsbreitederenzymatischenTurnover-Zeit. In dennumerischen
LösungenderMeanfield-Gleichungenzeigtesich,daßfür höhereWertederDif-
fusionderPhasenzustände,ged̈ampfteOszillationenmit derhalbenFrequenzwie
im Fall schwacherDif fusionauftraten.Allerdingsergabensich für großeWerte
der Phasendiffusion keinestabilensondernausschließlichged̈ampfteOszillatio-
nen.

Die in derEinleitungaufgeworfeneFrage,ob estheoretischmöglich ist, Syn-
chronisationmolekularerEnzymzyklen,hervorgerufendurchinterneWechselwir-
kungenzwischenEnzymen,vorzufinden,wurdedurchdie Analysederdrei Mo-
dellepositiv beantwortet. Sowohl bei denallosterischreguliertenEnzymreaktio-
nenalsauchfür dasnichtregulatorischeEnzymsystemkameszurspontanenHer-
ausbildungeinersynchronen,intramolekularenDynamik, gekennzeichnetdurch
starke Korrelationenzwischender zeitlichenAbfolge unterschiedlicherEnzym-
zyklen.



Anhang A

A.1 Wahrscheinlichkeitsverteilung der Produktmo-
leküle ohneKopplung

In diesemAbschnitt soll die station̈are Wahrscheinlichkeitsverteilungder Pro-
duktmolek̈ule für dasin Kapitel 3 untersuchteModell einerEnzymreaktionim
Fall vernachl̈assigbarschwacherKopplungzwischenden Enzymzusẗandenbe-
rechnetwerden.GleichzeitigwerdenanhanddieseseinfachenBeispielswichtige
Grundbegriffe stochastischerProzessevorgestellt.

In Kapitel3.1wurdeeinzeitdiskretesModell einerEnzymreaktionmit alloste-
rischerProduktaktivierungbetrachtet.In diesemModell konntedieAnzahlmder
freienProduktmolek̈ulezujedemdiskretenZeitpunktt j W j∆t mit j W 0V 1V 2V 3V [«[_[einenaẗurlicheZahlgrößergleichNull sein1. BetrachtetmaneinekonkreteSimu-
lation desstochastischendiskretenModells,soergibt sicheineSequenzvon Zu-
fallsvariablenm1, m2, ...,mj zudenZeitpunktent1, t2, ...,t j

2. Die Wahrscheinlich-
keit p Y mj V t j Z , zumZeitpunktt j , mj Produktmolek̈ulezu finden,ist eineFunktion
desZeitpunktes.EinesolcheFolgezeitabḧangigerZufallszahlenmj heißtstocha-
stischerProzeß[178, 49,180,181]. Jedochist im allgemeinenmj � 1 nicht völlig
von mj unabḧangig, sondernwird durch die Dynamik desSystemsbeeinflußt.
Betrachtetmandie bedingteWahrscheinlichkeit p Y mj V t j

�
mj f 1 V t j f 1; [«[«[ ;m1 V t1Z , so

kannmanzur BeschreibungrealerSystememeistModellefinden,die die Eigen-
schaft

p Y mj V t j
�
mj f 1 V t j f 1; [«[_[ ;m1 V t1Z W p Y mj V t j

�
mj f 1 V t j f 1Z (A.1)

erfüllen. In diesemFall ist die Zufallsvariablemj zumZeitpunktt j nurvonmj f 1,
alsovom Wert der Variablezum vorhergehendenZeitpunkt t j f 1 abḧangig. Zu-
fallsprozessemit dieserEigenschaftheißenMarkovprozesse.Die rechteSeitein
Gl. (A.1) wird auchalsÜbergangswahrscheinlichkeit bezeichnet.

1DieserWertebereichwird auchalsGrundmengebezeichnet.
2Analog ist das Ergebnis einer solchen Realisierungim kontinuierlichen Modell (Ab-

schnitt3.3)eineTrajektoriem¬ t ­ .
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Die Wahrscheinlichkeit p Y m3 V t3;m2 V t2;m1 V t1Z , eine bestimmteRealisierung
m1 V m2 V m3 zu drei beliebigenZeiten t1 V t2 V t3 vorzufinden,ist für einenMarkov-
prozeßdurchdie bedingtenWahrscheinlichkeiten

p Y m3 V t3 �m2 V t2Z , p Y m2 V t2 �m1 V t1 Z
bestimmt.Esgilt offensichtlich

p Y m3 V t3;m2 V t2;m1 V t1Z W p Y m3 V t3 �m2 V t2;m1 V t1Z p Y m2 V t2;m1 V t1Z (A.2)W p Y m3 V t3 �m2 V t2Z p Y m2 V t2 �m1 V t1Z p Y m1 V t1Z [
Summiert3 manin Gl. (A.2) überm2, ergibt sich

p Y m3 V t3;m1 V t1Z W ∞

∑
m2 k 0

p Y m3 V t3;m2 V t2;m1 V t1Z (A.3)

W ∞

∑
m2 k 0

p Y m3 V t3 �m2 V t2Z p Y m2 V t2 �m1 V t1Z p Y m1 V t1 Z [
AusderEigenschaftderbedingtenWahrscheinlichkeit

p Y m3 V t3;m1 V t1 Z W p Y m3 V t3 �m1 V t1Z p Y m1 V t1 Z (A.4)

ergibt sichfür die Übergangswahrscheinlichkeit sodann

p Y m3 V t3 �m1 V t1Z W ∞

∑
m2 k 0

p Y m3 V t3 �m2 V t2Z p Y m2 V t2 �m1 V t1Z [ (A.5)

Die Übergangswahrscheinlichkeiten einesMarkovprozessesmüssenGl. (A.5)
erfüllen,die auchalsChapman-Kolmogorov-Gleichungbezeichnetwird.

Man kannausGl. (A.3) einezur Chapman-Kolmogorov-Gleichunganaloge
Beziehunggewinnen. Dazuwird wiederdie Beziehung(A.4) ausgenutztund in
Gl. (A.3) überm1 summiert:

∞

∑
m1 k 0

p Y m3 V t3;m1 V t1Z W ∞

∑
m2 k 0

p Y m3 V t3 �m2 V t2Z ∞

∑
m1 k 0

p Y m2 V t2;m1 V t1 Z (A.6)

Führt mandie Summationdurchundwird, um die Allgemeing̈ultigkeit zu beto-
nen,die Indizierunggëandert,erḧalt man

p Y mV t Z W ∞

∑
m®¯k 0

p Y mV t �m\ V t \ Z p Y m\ V t \ Z [ (A.7)

3FallsdieZufallsvariablekontinuierlichist, mußmanintegrieren.
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Aus dieserGleichungsoll im Folgendeneine Differentialgleichungals Bilanz-
gleichungfür dieZeitentwicklungderWahrscheinlichkeit p Y mV t Z hergeleitetwer-
den[50].

Für Zeitintervalle ∆t W t R t \ wird in realenSystemendie Übergangswahr-
scheinlickeit p Y mV t �m\ V t \ Z von m\ S m für ∆t S 0 verschwinden.Man kannnun
die Übergangsratenw Y mV m\ Z durch

p Y mV t �m\ V t \ Z W w Y mV m\ Z ∆t Q [_[«[ , m °W m\ (A.8)

einführen.Die Übergangswahrscheinlichkeitenbeinhaltenauchdie Wahrschein-
lichkeit p Y m\ V t �m\ V t \ Z , daßim Systemkein Übergangstattfindet.Für ∆t S 0 muß
dieseWahrscheinlichkeit 1 werden.Esgilt dann

p Y m\±V t �m\²V t \�Z W 1 Q w Y m\³V m\_Z ∆t Q [«[«[_[ (A.9)

Da dasSysteminnerhalbdesIntervalls ∆t entwederin einenanderenZustand
übergehtoderim urspr̈unglichenZustandbleibt,gilt die Bedingung

∞

∑
mk 0

p Y mV t �m\ V t \ Z W 1[ (A.10)

Darausfolgt

p Y m\ V t �m\ V t \ Z W 1 R ∞

∑
ḿk m® p Y mV t �m\ V t \ Z [ (A.11)

SetztmanGl. (A.8) und(A.9) in dieseGleichungein,erḧalt man

w Y m\ V m\ Z W R ∞

∑
ḿk m® w Y mV m\ Z [ (A.12)

AusGleichung(A.7) folgt für ein kleinesZeitintervall � t V t Q ∆t �
p Y mV t Q ∆t Z W ∞

∑
m® k 0

p Y mV t Q ∆t
�
m\«V t Z p Y m\²V t Z [ (A.13)

Unter Verwendungvon Gl. (A.8) und (A.9) findet manunterVernachl̈assigung
derTermehöhererOrdnungals∆t

p Y mV t Q ∆t Z R p Y mV t Z W ∞

∑
m®¯k 0

w Y mV m\_Z p Y m\³V t Z ∆t [ (A.14)

Dividiert manGl. (A.14) durch∆t undführtdenGrenz̈ubergang∆t S 0 aus,folgt

ṗ Y mV t Z W ∞

∑
m® k 0

w Y mV m\ Z p Y m\ V t Z [ (A.15)
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UnterBenutzungvonGl. (A.12) ergibt sichdaraus

ṗ Y mV t Z W ∞

∑
ḿk m® w Y mV m\ Z p Y m\ V t Z R w Y m\ V mZ p Y mV t Z V (A.16)

diealsMastergleichungbezeichnetwird unddiezeitlicheEntwicklungderWahr-
scheinlichkeitsverteilungp Y mV t Z beschreibt.Um für ein konkretesSystemdiese
Gleichungaufzustellen,müssendie Übergangsratenw Y m\ V mZ und w Y mV m\ Z be-
kanntsein.Die hier vorgestelltenHerleitungenkönnenleicht auf mehrdimensio-
naleundkontinuierlicheZufallsvariablenübertragenwerden.

Es wird nun die Mastergleichungfür eineeinfachechemischeReaktionauf-
gestellt.Mit derRateρ werdenpro Zeiteinheit∆t Produktmolek̈ule erzeugtund
mit derRateγ wiederabgebaut.Gesuchtist dieGleichungfür diezeitlicheÄnde-
rungderWahrscheinlichkeit q Y mZ , m Produktmolek̈ule vorzufinden.Dieselautet
offensichtlich

q̇ Y mV t Z W γ YlY m Q 1Z q Y m Q 1V t Z R mqY mV t ZnZQ ρ Y q Y m R 1V t Z R q Y mV t ZlZ [ (A.17)

Der ersteTermauf derrechtenSeitevon Gl. (A.17) gibt die ÄnderungderWahr-
scheinlichkeit q Y mZ durch den Abbau der Produktmolek̈ule mit der Rateγ an,
währendderzweiteTermdie Änderungvon q Y mZ durchdie ErzeugungderPro-
duktmolek̈ulemit derRateρ erfaßt.

Gl. (A.17) beschreibtauchdie Verḧaltnissefür dasenzymatischeReaktions-
systemausKapitel3. Die Rateρ ist dieAnzahlderje Zeiteinheit∆t durchdieEn-
zymefreigesetztenProduktmolek̈ule. Die station̈areLösungdiesesGleichungs-
systemskannleicht bestimmtwerden. SchreibtmanGl. (A.17) für q̇ Y mV t Z W 0
explizit aus,solautendie erstenGleichungen

0 W γq Y 1Z R ρq Y 0Z�V (A.18)

0 W γ Y 2q Y 2Z R q Y 1ZlZµQ ρ Y q Y 0Z R q Y 1ZlZ (A.19)

:

0 W γ YnY m Q 1Z q Y m Q 1Z R mqY mZlZ¶Q ρ Y q Y m R 1Z R q Y mZlZ (A.20)

usw. SetztmanGl. (A.18) in Gl. (A.19)einundführtdieseProzedurimmerweiter
durch,ergibt sichschließlich

q Y mZ W Y m Q 1Z γ
ρ

q Y m Q 1Z [ (A.21)

UnterBenutzungdererstenm R 1 Gleichungen(A.21) folgt daraus

q Y mZ W ρ
γ

m 1
m!

q Y 0Z [ (A.22)
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Um q Y 0Z zubestimmen,benutztmandie Normalisierungsbedingung

1 W q Y 0Z ∞

∑
mk 0

1
m!

ρ
γ

m W q Y 0Z exp
ρ
γ [ (A.23)

Somitergibt sichq Y 0Z W exp Y R ρ ` γ Z unddarausunterVerwendungvonGl. (A.22)
dieVerteilungderProduktmolek̈ule

q Y mZ W 1
m!

ρ
γ

m

exp R ρ
γ

V (A.24)

dieeinePoissonverteilungdarstellt.

A.2 ZusammenhangzwischenModellen mit diskre-
ter und kontinuierlicher Phasenvariable

Die Phasendynamikvon Φi Y j Z , die durchdenAlgorithmus(3.2) festgelegt wird,
stellt einenZufallsweg, charakterisiertdurchdie Übergangswahrscheinlichkeiten
ν � ∆t undν f ∆t, dar. Diesedefinierenzu jedemZeitschrittdieWahrscheinlichkeit
derErhöhungoderVerringerungdesPhasenzustandesΦi Y j Z um ª 1. Für dieZeit-
entwicklungder WahrscheinlichkeitsverteilungP Y Φ V j Z eineseinzelnenEnzyms
diesesdiskretenMarkovprozessesgilt die diskreteMastergleichung

P Y Φ V j Q 1Z W ν f Y Φ Z ∆tP Y Φ Q 1V j Z}Q ν � Y Φ Z ∆tP Y Φ R 1V j Z (A.25)Q·Y 1 R ν � Y Φ Z ∆t R ν f Y Φ Z ∆t Z P Y Φ V j Z [
Unter bestimmtenweiter untendiskutiertenAnnahmenkanndiesediskreteMa-
stergleichungdurchdie Fokker-Planck-Gleichung(3.12)angen̈ahertwerden.

NachderTransformationderganzzahligenPhasenkoordinateΦ undderZeit
j zur reellenPhaseφ undZeit t, definiertdurchdie Beziehungenφ W Φ ` Ke und
t W j∆t, wird ausderMastergleichung(A.25)

P Y φ V t Q ∆t Z W ν f Y Φ Q ∆φ Z ∆tP Y φ Q ∆φ V t Z (A.26)Q ν � Y φ R ∆φ Z ∆tP Y φ R ∆φ V t ZQ Y 1 R ν � Y φ Z ∆t R ν f Y φ Z ∆t Z P Y φ V t Z [
DurchAusführendesGrenz̈ubergangs∆t S 0 nimmtdieMastergleichung(A.26)
dieDifferentialform

∂P Y φ V t Z
∂t W R Y ν � Y φ ZgQ ν f Y φ ZnZ P Y φ V t Z}Q ν � Y φ R ∆φ Z P Y φ R ∆φ V t Z (A.27)

Q ν f Y φ Q ∆φ Z P Y φ Q ∆φ V t Z
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an. Im Limit ∆φ S 0 kanneineTaylorentwicklungfür

P Y φ ª ∆φ V t Z W P Y φ V t Z¸ª ∂P Y φ V t Z
∂φ

∆φ Q 1
2

∂2P Y φ V t Z
∂φ2 Y ∆φ Z 2 Q [_[«[ (A.28)

und

ν ¹ºY φ » ∆φ Z W ν ¹¼Y φ Z¸» ∂ν ¹ºY φ Z
∂φ

∆φ Q 1
2

∂2ν ¹½Y φ V t Z
∂φ2 Y ∆φ Z 2 Q [«[_[ (A.29)

durchgef̈uhrt werden. Nun werdenGl. (A.28) und (A.29) in die Masterglei-
chung (A.27) eingesetzt,und man erḧalt eine unendlicheReihe in ∆φ. Die-
se Reihenentwicklungwird Kramers-Moyal-Entwicklung genannt[179]. Ver-
nachl̈assigtmanalle Gliedervon höhererOrdnungals zwei, soerḧalt mannach
einigenUmformungen

∂P Y φ V t Z
∂t W R ∂ Y ν � Y φ Z R ν f Y φ ZlZ P Y φ V t Z

∂φ
∆φ Q 1

2
∂2 Y ν � Y φ ZgQ ν f Y φ ZlZ P Y φ V t Z

∂φ2 Y ∆φ Z 2 [
(A.30)

Benutztmandie folgendenNotationen

v Y φ Z W Y ν � Y φ Z R ν f Y φ ZlZ ∆φ

und

σ Y φ Z W 1
2
Y ν � Y φ Z}Q ν f Y φ ZlZ¾Y ∆φ Z 2

undsetztdiesein Gl. (A.30) ein,ergibt sich

∂P Y φ V t Z
∂t W R ∂v Y φ Z P Y φ V t Z

∂φ
Q 1

2
∂2σP Y φ V t Z

∂φ2 [ (A.31)

DieseFokker-Planck-Gleichungbeschreibtdie ZeitentwicklungderWahrschein-
lichkeitsdichtefür ein einzelnesEnzym. Im Spezialfall, daßv undσ unabḧangig
von φ sind, ergibt sich darausGl. (3.12). Ist die Zahl K der diskretenZusẗande
desAutomatenmodellsin Gl. (3.2)sehrgroß,kanndiesedurchdiekontinuierliche
BeschreibungsweisederGl. (3.11)ersetztwerden.

A.3 Herleitung der Meanfield-Gleichungenfür das
Modell mit Produktinhibierung

Aus der in Abschnitt5.3aufgestelltenMastergleichungen(5.8)und(5.11)sollen
in diesemTeil desAnhangsdie Meanfield-Gleichungenhergeleitetwerden4.

4Die HerleitungderMeanfield-Gleichungenfür dasEnzymmodellmit Produktinhibierunger-
folgt hier in sehrknapperForm. Eineausf̈uhrlicheErklärungderHerleitungist für dasModell mit
Produktaktivierungin Kapitel 4 zufinden.
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Die Mastergleichung

Die Mastergleichungfür die WahrscheinlichkeitsdichteP Y φ V rV mZ lautet

∂P Y φ V r V mZ
∂t W R v

∂P Y φ V rV mZ
∂φ

Q σ
∂2P Y φ V rV mZ

∂φ2Q κ Y r Q 1Z P Y φ V r Q 1V m R 1Z R κ Y r Z P Y φ V rV mZ (A.32)Q γ �_Y m Q 1Z P Y φ V r V m Q 1Z R mPY φ V r V mZl� [
Die Mastergleichungfür die Aufenthaltswahrscheinlichkeit Q Y rV mZ desEnzyms
im Grundzustand,im Zustandr undbei gleichzeitigm vorhandenenProduktmo-
lekülenwurdein Abschnitt5.3begründetundist

∂Q Y r V mZ
∂t W F Y 1V r V mZ R ν Y r Z Q Y rV mZ

Q γ �_Y m Q 1Z Q Y rV m Q 1Z R mQY r V mZl� (A.33)Q β Y r R 1Z¿Y m Q 1Z Q Y r R 1V m Q 1Z R β Y r Z mQY r V mZQ κ Y r Q 1Z Q Y r Q 1V m R 1Z R κ Y r Z Q Y rV mZ [
Zus̈atzlichmüssenwiederdieRandbedingungenandenPunktenφ W 0 φ W kp

undφ W 1 für dieWahrscheinlichkeitsdichteP Y φ V r V mZ ber̈ucksichtigtwerden.Die
Reaktionskoordinate,entlangdererP Y φ V mZ definiertist, erstrecktsichvon φ W 0
bis φ W 1. Darüberhinausgibt es den besonderenPunkt φ W kp innerhalbdes
Enzymzyklus,andemdieReaktionsprodukteirreversibelfreigesetztwerden.Das
gesamteIntervall derReaktionskoordinatewird in zwei Segmente� 0V kp

R ε � und� kp V 1� eingeteilt,undfür beideTeilintervallewerdendieRandbedingungenanden
Endenben̈otigt. DieseRandbedingungenlauten

F Y 0V r V mZ W vPY φ V rV mZ R σ
∂P Y φ V rV mZ

∂φ φ k 0
W ν Y r Z Q Y r V mZ�V (A.34)

P Y kp
R ε V rV mZ W 0V (A.35)

F Y kp V r V m Q 1Z W F Y kp
R ε V rV mZ (A.36)

und
P Y 1V rV mZ W 0[ (A.37)

ZurVereinfachungderSchreibweisewurdederFlußderWahrscheinlichkeitsdich-
tedurcheinenbeliebigenPhasenpunktφ wiedermit

F Y φ V rV mZ W vPY φ V r V mZ R σ
∂P Y φ V r V mZ

∂φ
abgek̈urzt. Die genaueBegründungdieserRandbedingungenerfolgte in Ab-
schnitt4.1undist auchfür diesesSystemgültig.
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Herleitung der Meanfield-Gleichungausder Mastergleichung

AusdenbeidenMastergleichungen(A.32) und(A.33) werdennundieMeanfield-
Gleichungenhergeleitet.DieDichteverteilungsfunktioneñn0 Y φ Z W ñ Y φ V r W 0Z und
ñ1 Y φ Z W ñ Y φ V r W 1Z derEnzymeohnebzw. mit gebundenemregulatorischenMo-
lekül sinddurch

ñ0 W ñ Y φ V r W 0Z W N
∞

∑
m

P Y φ V r W 0V mZ (A.38)

und

ñ1 W ñ Y φ V r W 1Z W N
∞

∑
m

P Y φ V r W 1V mZ (A.39)

gegeben.AusGl. (A.32) folgt sofort

∂ñ0 Y φ Z
∂t W R N

∞

∑
m

v
∂P Y φ V 0V mZ

∂φ
Q σ

∂2P Y φ V 0V mZ
∂φ2

Q κ Y 1Z P Y φ V 1V m R 1Z R κ Y 0Z P Y φ V 0V mZQ γ �«Y m Q 1Z P Y φ V 0V m Q 1Z R mPY φ V 0V mZl�
und

∂ñ1 Y φ Z
∂t W R N

∞

∑
m

v
∂P Y φ V 1V mZ

∂φ
Q σ

∂2P Y φ V 1V mZ
∂φ2

Q κ Y 2Z P Y φ V 2V m R 1Z R κ Y 1Z P Y φ V 1V mZQ γ �«Y m Q 1Z P Y φ V 1V m Q 1Z R mPY φ V 1V mZn� [
Wie bereitsbetontwurde,gilt für dieDissoziationskonstanteκ Y r Z derProduktmo-
lekülevonderregulatorischenBindungsstelleκ Y r °W 1Z W 0 undκ Y 1Z W 1. Weiter-
hin gilt

∞

∑
mk 0

�_Y m Q 1Z P Y φ V r V m Q 1Z R mPY φ V rV mZl�
W ∞

∑
mk 1

� mPY φ V r V mZ R mPY φ V rV mZn� W 0

und
∞

∑
mk 0

� P Y φ V rV m R 1Z R P Y φ V rV mZn� W ∞

∑
mk 1

P Y φ V r V m R 1Z R ∞

∑
mk 0

P Y φ V r V mZ
W ∞

∑
mk 0

P Y φ V r V mZ R ∞

∑
mk 0

P Y φ V r V mZ W 0[



A.3 HerleitungderMeanfield-Gleichungenfür dasModell mit ... 157

UnterBerücksichtigungdieserBeziehungenergebensichsomit

∂ñ0 Y φ Z
∂t W R v

∂ñ0 Y φ Z
∂φ

Q σ
∂2ñ0 Y φ Z

∂φ2 Q κñ1 Y φ Z (A.40)

sowie
∂ñ1 Y φ Z

∂t W R v
∂ñ1 Y φ Z

∂φ
Q σ

∂2ñ1 Y φ Z
∂φ2

R κñ1 Y φ Z (A.41)

alsGleichungenfür dieZeitentwicklungderVerteilungderMittelwerteñ0, ñ1 der
Enzymzusẗandeim Zyklus.

Bei BezeichnungdesFlussesderEnzymkonzentrationsdichtemit

f0 Y φ Z W vñ0 Y φ Z R σ
∂ñ0 Y φ Z

∂φ
, f1 Y φ Z W vñ1 Y φ Z R σ

∂ñ1 Y φ Z
∂φ

folgen als Randbedingungenfür die Gl. (A.40) und (A.41) ausdenRandbedin-
gungenderMastergleichung(A.34)-(A.37)

f0 Y 0Z W ν Y r Z n0 Y mZ�V f1 Y 0Z W ν Y r Z n1 Y mZ (A.42)

ñ0 Y kp
R ε Z W 0V ñ1 Y kp

R ε Z W 0V falls σ ] 0V (A.43)

f0 Y kp Z W f0 Y kp
R ε Z�V f1 Y kp Z W f1 Y kp

R ε Z (A.44)

und
ñ0 Y 1Z W 0V ñ1 Y 1Z W 0[ (A.45)

Die Meanfield-Gleichungenfür die zeitlicheEntwicklungderMittelwerte

n0 Y t Z W N
∞

∑
m

Q Y r W 0V mY t ZlZ undn1 Y t Z W N
∞

∑
m

Q Y r W 1V mY t ZlZ
derEnzymeim Grundzustand,die kein (r W 0) bzw. ein (r W 1) regulatorisches
Molekül gebundenhaben,erḧalt manausGl. (A.33) durchSummation̈uberm:

∂n0

∂t W N
∞

∑
m À F Y 1V 0V mZ R ν Y 0Z Q Y 0V mZ}Q γ �¯Y m Q 1Z Q Y 0V m Q 1Z R mQY 0V mZl�

Q β Y R 1Z¿Y m Q 1Z Q Y R 1V m Q 1Z R β Y 0Z mQY 0V mZ (A.46)Q κ Y 1Z Q Y 1V m R 1Z R κ Y 0Z Q Y 0V mZ�Á
und

∂n1

∂t W N
∞

∑
m À F Y 1V 1V mZ R ν Y 1Z Q Y 1V mZ}Q γ �¯Y m Q 1Z Q Y 1V m Q 1Z R mQY 1V mZl�

Q β Y 0Z¿Y m Q 1Z Q Y 0V m Q 1Z R β Y 1Z mQY 1V mZ (A.47)Q κ Y 2Z Q Y 2V m R 1Z R κ Y 1Z Q Y 1V mZ�Á [
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Für die Dissoziationsrategilt wiederκ Y 1Z W κ und κ Y r °W 1Z W 0. Die Bindung
der regulatorischenProduktmolek̈ule ist nur möglich, wennnochkein Produkt-
molek̈ul andie entsprechendeBindungsstelledesEnzymsgebundenhat,alsofür
r W 0. Daherist β Y 0Z W β undβ Y r °W 0Z W 0. Mit

∞

∑
mk 0

��Y m Q 1Z Q Y rV m Q 1Z R mQY r V mZl�
W ∞

∑
mk 1

� mQY r V mZ R mQY rV mZn� W 0

folgendannausdenGl. (A.46) und(A.47) mit f0 Y φ Z und f1 Y φ Z , alsdemFlußder
Enzymdichteder Enzymeohnebzw. mit regulatorischemProduktmolek̈ul, die
gesuchtenGleichungen

∂n0

∂t W f0 Y 1Z R ν0n0
R β X m ] n0 Q κn1 (A.48)

und

∂n1

∂t W f1 Y 1Z R ν1n1 Q β X m ] n0 R κn1 (A.49)

für diezeitlicheÄnderungderMittelwertederEnzymeim Grundzustand.
Jetztmußnochdie Gleichungfür die MittelwertederReaktionsproduktebe-

rechnetwerden. Die Wahrscheinlichkeit G Y mZ , m freie Produktmolek̈ule vorzu-
finden,ist gleich

G Y mZ W 1

∑
r k 0

� kp f ε

0
P Y φ V r V mZ dφ Q � 1

kp

P Y φ V r V mZ dφ Q Q Y rV mZ [ (A.50)

Die Zeitableitungist dann

dG Y mZ
dt W 1

∑
r k 0

� kp f ε

0
∂tP Y φ V r V mZ dφ Q � 1

kp

∂tP Y φ V rV mZ dφ Q ∂tQ Y r V mZ [
UnterVerwendungderMastergleichungen(A.32) und(A.33) ergibt sichdaraus

dG Y mZ
dt W 1

∑
r k 0

R v � P Y kp
R ε V r V mZ R P Y 0V r V mZl�

Q σ
∂P Y φ V r V mZ

∂φ
�
φ k kp f ε R ∂P Y φ V rV mZ

∂φ
�
φ k 0R v � P Y 1V rV mZ R P Y kp V r V mZl�
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Q σ
∂P Y φ V r V mZ

∂φ
�
φ k 1 R ∂P Y φ V r V mZ

∂φ
�
φ k kp

Q F Y 1V rV mZ R ν Y r Z Q Y r V mZ (A.51)Q β Y r R 1Z¿Y m Q 1Z Q Y r R 1V m Q 1Z R β Y r Z mQY r V mZQ γ �_Y m Q 1Z G Y r V m Q 1Z R mGY r V mZl�
Q � 1

0
� κ Y r Q 1Z P Y φ V r Q 1V m R 1Z R κ Y r Z P Y φ V r V mZl� dφ

Q κ Y r Q 1Z Q Y r Q 1V m R 1Z R κ Y r Z Q Y rV mZ�Á [
WegenderRandbedingungen(A.36) kannP Y kp

R ε V rV mZ durchP Y kp V r V m Q 1Z er-
setztwerden.Darüberhinauserlaubtdie AusnutzungderRandbedingung(A.34)
dieEliminierungvon ν Y r Z Q Y mZ durchF Y 0V r V mZ in Gl. (A.51). Mit

F Y φ V rV mZ W vPY φ V r V mZ R σ
∂P Y φ V r V mZ

∂φ

ergibt sichsomit

dG Y mZ
dt W 1

∑
r k 0

F Y 0V r V mZ R F Y kp V r V m Q 1Z}Q F Y kp V rV mZ R F Y 1V r V mZ
Q F Y 1V rV mZ R F Y 0V r V mZQ β Y r R 1Z¿Y m Q 1Z Q Y r R 1V m Q 1Z R β Y r Z mQY r V mZ (A.52)Q γ �«Y m Q 1Z G Y rV m Q 1Z R mGY r V mZl�
Q � 1

0
� κ Y r Q 1Z P Y φ V r Q 1V m R 1Z R κ Y r Z P Y φ V r V mZl� dφ

Q κ Y r Q 1Z Q Y r Q 1V m R 1Z R κ Y r Z Q Y rV mZ�Á
oder

dG Y mZ
dt W 1

∑
r k 0

F Y kp V r V mZ R F Y kp V r V m Q 1Z
Q β Y r R 1Z¿Y m Q 1Z Q Y r R 1V m Q 1Z R β Y r Z mQY r V mZQ γ �_Y m Q 1Z G Y m Q 1Z R mGY mZl� (A.53)

Q � 1

0
� κ Y r Q 1Z P Y φ V r Q 1V m R 1Z R κ Y r Z P Y φ V r V mZl� dφ

Q κ Y r Q 1Z Q Y r Q 1V m R 1Z R κ Y r Z Q Y rV mZ�Á [
DerMittelwertderfreienProduktmolek̈ule ist durch

X m ] W ∞

∑
m

mGY mZ (A.54)
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gegeben. Multipliziert manGl. (A.53) mit m und summiertüberalle m, erḧalt
manausGl. (A.53)

d X m ]
dt W 1

∑
r k 0

∞

∑
mk 0

� mF Y kp V r V mZ R Y m R 1Z F Y kp V rV mZn�
Q 1

∑
r k 0

∞

∑
mk 0

β Y r R 1Z mY m R 1Z Q Y r R 1V mZ R β Y r Z m2Q Y r V mZ
Q γ

∞

∑
mk 0

mY m R 1Z G Y mZ R m2G Y mZ
Q 1

∑
r k 0

� 1

0

∞

∑
mk 0

� mκ Y r Q 1Z P Y φ V r Q 1V m R 1Z R mκ Y r Z P Y φ V r V mZl� dφ

Q 1

∑
r k 0

∞

∑
mk 0 À mκ Y r Q 1Z Q Y r Q 1V m R 1Z R mκ Y r Z Q Y rV mZÂÁ [

Nun wird die Summationüberr von r W 0 bis r W 1 ausgef̈uhrt. Zur Erinnerung
seibemerkt,daßdieVariabledenWertr W 1 hat,fallseinregulatorischesProdukt-
molek̈ul andasEnzymgebundenist undr W 0, fallsdasnichtgilt. Deshalbist die
Dissoziationsrateκ Y r Z nur für r W 1 von Null verschieden.Umgekehrt kannein
regulatorischesProduktmolek̈ul nur dannandasEnzymbinden,falls nochkeins
gebundenist, also r W 0 gilt. Weiterhin wird im Folgendennoch die Schreib-
weiseF0 Y φ V mZ W F Y φ V r W 0V mZ bzw. F1 Y φ V mZ W F Y φ V r W 1V mZ verwendet.Aus
Gl. (A.53) ergibt sichdann

d X m ]
dt W ∞

∑
mk 0

� mF0 Y kp V mZ R Y m R 1Z F0 Y kp V mZl�
Q ∞

∑
mk 0

� mF1 Y kp V mZ R Y m R 1Z F1 Y kp V mZl�
Q β

∞

∑
mk 0

mY m R 1Z Q Y 0V mZ R m2Q Y 0V mZ
Q γ

∞

∑
mk 0

mY m R 1Z G Y mZ R m2G Y mZ
Q κ � 1

0

∞

∑
mk 0

� mPY φ V r Q 1V m R 1Z R mPY φ V rV mZl� dφ

Q κ
∞

∑
mk 0 À mQY r Q 1V m R 1Z R mQY r V mZ�Á [

NachderMittelwertbildungfolgt darausbeiBezeichnungdesFlusses

f0 Y φ Z W vñ0 Y φ Z R σ
∂ñ0 Y φ Z

∂φ
, f1 Y φ Z W vñ1 Y φ Z R σ

∂ñ1 Y φ Z
∂φ
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der Konzentrationsdichteñn0 und ñ1 der Enzymeohnebzw. mit gebundenem
Produktmolek̈ul die folgendeGleichung

d X m ]
dt W f0 Y kp ZgQ f1 Y kp Z R β X m ] n0

R γ X m ]ÃQ κ � 1

0
ñ1dφ Q κn1 [ (A.55)

Die Gleichungen(A.40), (A.41), (A.48), (A.49) und(A.55) bildenzusammen
mit den zugeḧorigen Randbedingungen(A.42)-(A.45) die gesuchteMeanfield-
Näherung.
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synthetische,19
Temperatur, 18
Wechselzahl,18

Enzymgruppen,44, 48–52, 62, 63,
65, 66, 68, 69, 87–91,121–
123,134

Enzymzyklus
molekularer, 6, 7, 9, 20, 43, 45,

51,94,125,126
Eukaryonten,31

Fixpunkt,83, 90,91,110,121,140–
143

Fluktuationen,7, 14, 40, 47, 52–54,
61, 63, 70, 80, 81, 95, 100,
106, 109, 116, 119, 128,
129,132–134,138,140

Fokker-Planck-Gleichung, 32, 55,
127,153,154

adjungierte,58
Funktionaldifferentialgleichung,82

Glykolyse,12
Grundzustand,13,19,20,43,45,62,

155

Hopf-Bifurkation,86,91,140
subkritische,90
superkritische,90

HR-Peroxidasereaktionen,12
Hysterese,90
Hämoglobin,24

Inhibierung,19,22
allosterische,22–25
irreversible,22
kompetitive,22,23
nicht-kompetitive,22

reversible,22
unkompetitive,22

Katalyse
heterogene,17
homogene,17
mikroheterogene,17

Koagulationsprozeß,33
Koeffizientenmatrix,142
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10/95- 09/96 DiplomarbeitamFritz-Haber-Institut derMPG bei

Prof.Dr.A.S.Mikhailov
09/96 Diplom-Hauptpr̈ufungPhysik
10/96- 08/99 DoktorandamFritz-Haber-Institut derMPG bei

Prof.Dr.A.S.Mikhailov
02/97- 08/99 Stipendiumder

”
Peterund Traudl Engelhorn-Stiftungzur

FörderungderBiotechnologieundGentechnik“

09/99- ProjektleiterAppliedResearchandServices,BraunGmbH,
Kronberg

Eppstein,25.6.2000


