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Zusammenfassung

Der numerische Aufwand einer Simulation des makroskopischen, mechanischen
Verhaltens von Metallen bei groflen Deformationen unter Verwendung einer de-
taillierten Beschreibung der Mikrostruktur ist sehr hoch. Aus diesem Grund wer-
den haufig Finite-Elemente-Berechnungen durchgefiihrt, in denen in den Gauf3-
Punkten der finiten Elemente Homogenisierungen basierend auf der Taylor-
Annahme der homogenen Deformation erfolgen. Die drei in dieser Arbeit vor-
gestellten Modelle basieren ebenfalls auf dieser Annahme. Wahrend zwei Modelle
auf der Mesoskala definiert sind, nutzt das dritte zusétzlich ein elastisches Ge-
setz, eine Fliefiregel und eine Verfestigungsregel auf der Makroskala. Der Einfluss
der Textur wird im letzten Falle durch einen Texturkoeffizienten vierter Stufe im
elastischen Gesetz und der quadratischen Fliefiregel beriicksichtigt. Die Entwick-
lung des Texturkoeffizienten wird durch ein starr-viskoplastisches Taylor-Modell
berechnet, das auch die Grundlage fiir ein kontinuierliches Polykristallmodell bil-
det. Es unterscheidet sich in der Berechnung der makroskopischen Spannungen
vom klassischen Taylor-Ansatz. Durch die Verwendung von Mises-Fisher Vertei-
lungsfunktionen zur Approximation der OVF erfolgt die Berechnung der Span-
nungen durch eine Integration tiber SO(3). Somit kann die Nachbarschaft einer
festen Kristallorientierung mit in die Berechnung der effektiven Grofien einbezogen
werden. Zur Verifikation dieses kontinuierlichen Modells wird zusétzlich ein klassi-
sches elastisch-viskoplastisches Taylor-Modell eingefiihrt. Alle Modelle werden zur
Simulation der R-Wert- und Flielspannungsverteilungen in gewalzten Blechen so-

wie zur Simulation des Tiefziehprozesses genutzt.
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Kapitel 1
Einleitung

Die mechanischen Eigenschaften polykristalliner Werkstoffe wie z.B. die von Me-
tallen sind stark von der vorliegenden Mikrostruktur und deren Entwicklung wéh-
rend des Deformationsprozesses abhéngig (Abbildung 1.1). Hier sind in erster
Linie die Form, Gréfle und Orientierung der Korner, die Interaktion zwischen den

Koérnern und der Einfluss der Korngrenzen von Bedeutung.

(a) Kupfer-Polykristall (b) NiAl-Polykristall

Abbildung 1.1: Mikrostrukturen von einphasigem Kupfer (Estrin et al., 2002) und
zweiphasigem NiAl (Schaberger et al., 2000)

Der numerische Aufwand einer Simulation des makroskopischen, mechanischen
Verhaltens von Metallen bei grofien Deformationen unter Verwendung einer derar-
tigen, detaillierten Beschreibung der Mikrostruktur ist sehr hoch. Diese Tatsache
wird sich mit fortlaufender Zeit &ndern, da von einer enormen Leistungssteige-

rung der Rechentechnik in den néchsten Jahrzehnten auszugehen ist. So werden

1
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heutzutage in der Regel nur kleine Ausschnitte des Polykristalls mit Hilfe der
Finite-Elemente-Methode modelliert, um das lokale mechanische Verhalten zu un-
tersuchen (siehe z.B. Teodosiu et al., 1993; Harder, 1997; Sachtleber et al., 2002;
Anand, 2004; Zhang et al., 2005). Die Betrachtung groerer Ausschnitte des Poly-
kristalls erfordert die Annahme von Vereinfachungen beziiglich der Einbeziehung
der Mikrostruktur. Vernachléssigt man die Interaktionen zwischen den Kérnern,
kann auf die Modellierung der Korngréfle, der Kornform und der Korngrenzen
verzichtet werden. Der Grund fiir diese Vereinfachung ist, dass die Verteilung der
Kornorientierungen in der Regel eine gréflere Bedeutung fiir das makroskopische
Verhalten besitzt. Daraus kann man folgern, dass die kristallographische Textur

des Metalls im Wesentlichen dessen effektive Eigenschaften bestimmt.

Eine qualitativ ausreichende Beschreibung der Texturentwicklung in kubisch-
flichenzentrierten Metallen mit einer hohen Stapelfehlerenergie ist durch die
Nutzung von Taylor-Modellen (Taylor, 1938) moglich. Diese Modelle basieren
auf einer homogenen Deformation von Kristallitverbunden, die lokal z.B. in den
Gaufl-Punkten eines Finite-Elemente-Modells implementiert werden. Mathur und
Dawson (1989) verwenden z.B. das Taylor-Modell im GauB-Punkt in einer FE-
Simulation des Walzprozesses. Kalidindi et al. (1992) nutzen die Taylor-Annahme
der homogenen Deformation im Gaufl-Punkt zur Simulation des Schmiedeprozes-
ses. Miehe und Schotte (2004) nutzen einen derartigen Ansatz zur Simulation der
Zipfelbildung beim Tiefziehprozess von Aluminium. Der Nachteil dieses Ansatzes
ist der immer noch zu hohe Rechenaufwand, da fiir eine ausreichende Beschrei-
bung der Textur eine grofle Anzahl von Kristalliten pro Gauf-Punkt notwendig
1st.

In der Arbeit von Schulze (2006) wird deshalb fiir eine gegebene Anfangstextur ei-
ne minimale Anzahl von Kristalliten ermittelt, die eine ausreichende Texturappro-
ximation sicherstellt. Im Vergleich zu den vorher genannten Arbeiten kann diese
Anzahl deutlich reduziert werden. Die ermittelten Kristallorientierungen werden
fiir die Simulation des Tiefziehprozesses von Stahlblechen genutzt. Ein anderer
Vorschlag geht auf Raabe et al. (2001) zuriick, indem die Texturkomponenten
eines Bleches, die mit Hilfe von Mises-Fisher-Verteilungen durch eine mittlere
Orientierung und eine Halbwertsbreite beschrieben werden kénnen, durch eine
Anzahl einzelner Kristallite approximiert werden. Diese Kristallite werden im FE-

Modell iiber die Dicke des vernetzten Bleches ,statistisch® verteilt. Der Vorteil
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dieser Methode ist die relativ geringe Anzahl an Einkristallen, die fiir die Si-
mulation des Tiefziehprozesses benotigt wird. Damit folgt eine im Vergleich zu
anderen Polykristallmodellen geringe Rechenzeit. Der Nachteil dieses Modells ist
eine starke Uberschitzung der plastischen Anisotropie in einem lokalen Bereich

des FE-Modells.

In dieser Arbeit wird ebenfalls ein Modell eingefiihrt, das eine Approximation
der Orientierungsverteilungsfunktion der Kristallite (OVF) durch Mises-Fisher-
Verteilungsfunktionen verwendet. Dieses Modell zeigt eine besondere Eignung fiir
Texturen, die durch wenige Texturkomponenten beschrieben werden kénnen. Die
Anwendung der kontinuierlichen Approximation der OVF hat im Vergleich zu ei-
nem herkémmlichen diskreten Ansatz eine starke Reduktion der Parameteranzahl
zur Folge. Im Gegensatz zum Modell von Raabe et al. (2001) wird die kontinuier-
liche Approximation der OVF auch zur Berechnung der effektiven mechanischen
Eigenschaften verwendet und damit der Vorteil der geringen Parameterzahl zur
Beschreibung der OVF ausgenutzt. Da auf eine Streuung der Orientierungen iiber
die Blechdicke im Vergleich zum Modell von Raabe et al. (2001) verzichtet werden
kann, ist eine Uberschiitzung der Anisotropie allein auf die Verwendung der Taylor-
Hypothese zuriickzufiihren. Zur Simulation der plastischen Anisotropie werden in
dieser Arbeit die R-Wert- und Fliespannungsverteilungen sowie die Zipfelbildung
an texturierten Aluminiumblechen untersucht. Hierfiir werden das Modell basie-
rend auf den Mises-Fisher-Verteilungen und ein klassischer diskreter Ansatz in das

Finite-Elemente-Programm ABAQUS implementiert.

Beide Modelle beruhen auf mesoskopischen Materialgleichungen, in denen das ein-
kristalline plastische Verformungsverhalten durch Abgleitprozesse auf kristallogra-
phischen Ebenen bestimmt wird. Materialmodelle auf der mikroskopischen Ebene
beschreiben hingegen Aggregate von Versetzungen und deren Entwicklung wéh-
rend des Deformationsprozesses. Die Identifikation einzelner Versetzungen kann
durch die Modellierung von Atomverbénden geschehen. Hierzu werden quantenme-
chanische und molekulardynamische Untersuchungsmethoden auf der Nanoebene
angewendet. Ein Uberblick der mechanischen Theorien, die auf den unterschied-
lichen Skalen eingesetzt werden, wird in der Arbeit von Ghoniem et al. (2003)
gegeben. Hierbei wird insbesondere auf die Nano- und Mikroebene eingegangen.
Ein Uberblick fiir die Gré8enordnungen der einzelnen Skalen kann z.B. der Arbeit

von Simons (2004) entnommen werden.
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Da die in dieser Arbeit genutzten Modelle eine Verringerung des Rechenaufwan-
des bei gleichzeitig brauchbarer Qualitéit der numerischen Ergebnisse fiir die ma-
kroskopischen Materialeigenschaften zur Folge haben sollen, wird zusétzlich ein
quasiphédnomenologisches Materialmodell eingefiihrt. In diesem Modell wird ein
Texturkoeffizient 4. Stufe zur Beschreibung der OVF genutzt. Dieser wird mit Hil-
fe eines starr-viskoplastischen Taylor-Modells berechnet. Er wird ferner als innere
Variable in einem makroskopischen elastischen Gesetz und einer makroskopischen
Fliefiregel verwendet. Wegen der Definition der konstitutiven Gleichungen auf zwei
unterschiedlichen Skalen sollen im Weiteren die Bezeichnungen Zweiskalenansatz

oder Zweiskalenmodell genutzt werden.

Die Arbeit gliedert sich folgendermaflen. In Kapitel 2 werden zwei Einkristall-
materialmodelle diskutiert. Die jeweiligen konstitutiven Gleichungen werden im
Kontext grofler plastischer Deformationen fiir den kubisch-flichenzentrierten Sym-
metriefall eingefithrt. Beide Modelle erfiillen das Prinzip der materiellen Objek-
tivitat (PMO) und das Prinzip der Invarianz gegen iiberlagerte Starrkorpermo-
difikationen (PISM). Die Materialgesetze sind elastisch-viskoplastisch bzw. starr-
viskoplastisch formuliert. Das elastisch-viskoplastische Modell besitzt den Vorteil,
dass es auch zur Simulation des Riickfederungsprozesses von Blechen verwendet
werden kann. Das starr-viskoplastische Modell erlaubt hingegen eine schnellere

Berechnung von Deformationstexturen des Polykristalls.

Kapitel 3 befasst sich mit unterschiedlichen Formen zur Approximation der Ori-
entierungsverteilung der Kristallite. Ein Ansatz beruht auf der Nutzung von Ver-
teilungsfunktionen auf SO(3) zur Beschreibung der OVF. In dieser Arbeit werden
Mises-Fisher Verteilungsfunktionen verwendet. Es werden Beispiele fiir die Tex-
turapproximation unter Nutzung dieser Funktionen diskutiert. Zusétzlich werden
die Texturkomponenten einer Referenztextur mittels Optimierung identifiziert.
Neben dem Ansatz zur Approximation der OVF basierend auf Verteilungsfunk-

tionen wird weiterhin eine Approximation durch Texturkoeffizienten diskutiert.

In Kapitel 4 wird die Bestimmung der effektiven mechanischen Eigenschaften
des Polykristalls diskutiert. Hierzu wird zunéchst auf die Homogenisierung des
Einkristallmaterialverhaltens zur Bestimmung des makroskopischen Materialver-
haltens eingegangen. Dabei wird nach einer Diskussion der bestehenden Ansétze

die Homogenisierung des elastisch-viskoplastischen Modells und des viskoplasti-
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schen Modells beschrieben. Beide Modelle verwenden die Annahme einer homo-
genen Deformation des Polykristalls. Der Vorteil des viskoplastischen Modells ist
die Beriicksichtigung der Halbwertsbreiten der Mises-Fisher-Verteilungen bei der
Berechnung der polykristallinen Spannung. Damit besitzt die Umgebung einer
mittleren Orientierung einen Einfluss in der Spannungsberechnung. Neben den
beiden Taylor-Modellen wird in diesem Kapitel das oben erwdhnte Zweiskalenmo-
dell betrachtet.

Kapitel 5 gibt einen Uberblick iiber die numerische Losung der gewdhnlichen
Differentialgleichungen der eingefiithrten Materialmodelle. Ferner wird die Imple-

mentierung der Modelle in das Finite-Elemente-Programm ABAQUS beschrieben.

In Kapitel 6 werden die in ABAQUS implementierten Modelle zunéchst zur Si-
mulation von R-Wert- und Fliespannungsverteilungen in der Blechebene vortex-
turierter Bleche genutzt. Es erfolgt ein Vergleich der Ergebnisse untereinander so-
wie der Vergleich mit experimentell bestimmten Werten. Neben der R-Wert- und
Fliespannungsverteilung charakterisiert die Zipfelbildung beim Tiefziehen von
Blechen die plastische Anisotropie. Auch diese wird mit der Hilfe von ABAQUS
simuliert. Fiir den Fall des homogenisierten viskoplastischen Modells und des Zwei-
skalenmodells kann dabei eine gute Ubereinstimmung mit dem Experiment erzielt
werden. Fiir das elastisch-viskoplastische Taylor-Modell wird eine Modifikation
vorgeschlagen, die auch fiir dieses Modell eine bessere Voraussage des Zipfelprofils

ermoglicht.






Kapitel 2

Konstitutive Gleichungen auf der

Mesoebene

2.1 Kinematische Grofien

Es wird angenommen, dass ein Korper B aus einer unendlichen Anzahl von Par-
tikeln oder Korperpunkten X besteht. Eine Platzierung des Korpers B ist eine
Abbildung k : B — €, die die Partikel von B im Euklidischen Punktraum ¢
platziert. Somit kann der Ort eines Korperpunktes durch die Abbildung

r=kK(X) (2.1)

ausgedriickt werden. Eine Bewegung des Korpers ist eine Folge von Platzierungen,
die der Korper in einem Zeitintervall 0 <t < ¢, einnimmt. Das bedeutet, dass der

Ort des Partikels auch von der Zeit t € R abhéngt
x=k(X,1). (2.2)
Zur weiteren Betrachtung ist es vorteilhaft, eine Bezugsplatzierung des Korpers
zu wahlen. So zum Beispiel die Platzierung zum Zeitpunkt ¢ = 0
X =kr(X,t=0). (2.3)
Durch Inversion von Gleichung (2.3) und dem Einsetzen in Gleichung (2.2) erhéilt

x=r(k H(X,t=0),1). (2.4)

7
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x und X konnen als Ortsvektoren beziiglich einer raumfesten, orthonormierten
Basis {e;} und dem Koordinatenursprung O identifiziert werden. @ ist der Orts-
vektor eines Korperpunktes in der momentanen Platzierung B und X der Orts-
vektor eines Korperpunktes in der Bezugsplatzierung By. Groflen, die auf die Be-
zugsplatzierung bezogen sind, heiflen Lagrange’sche Groflien. Groflen, die auf die
momentane Platzierung bezogen sind, heiflen Euler’sche Gréflen. Aus der Differenz

der Ortsvektoren lésst sich die Verschiebung eines Korperpunktes berechnen

u(X,t) = 2(X,t) - X (2.5)

(siehe Abbildung 2.1).

€3

Abbildung 2.1: Verschiebung eines Punktes bei der Bewegung des Kérpers B

Zur Beschreibung des Deformationsverhaltens werden im Kontext groler Deforma-
tionen in der Regel der Verschiebungsgradient H und der Deformationsgradient

F verwendet. Der Verschiebungsgradient ist definiert durch

ou(X,t)

H = Grad(u(X,t)) = X

(2.6)

und somit

H = Grad(xz(X,t)) — I. (2.7)
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Der Tensor I ist die Identitat zweiter Stufe und der Tensor Grad(x(X,t)) ist der

Deformationsgradient
ox(X,t)
F=——""
0X

Nach der Einfithrung der Verschiebungs- und Deformationsmafle ist es notwen-

(2.8)

dig, Verzerrungstensoren zu definieren. In dieser Arbeit werden der Green’sche

Verzerrungstensor |
E¢ = S(C-1),  C= F'F (2.9)
sowie der Almansi’sche Verzerrungstensor
1
EA = ST - (B, B=FF" (2.10)

verwendet. C' ist der rechte und B ist der linke Cauchy-Green-Tensor. Der
Green’sche Verzerrungstensor EC ist auf die Bezugsplatzierung By bezogen, wih-
rend der Almansi’sche Verzerrungstensor E# auf die momentane Platzierung Bp

bezogen ist. Sie kénnen durch F' ineinander iiberfithrt werden

EY = FTEAF. (2.11)

Transformiert man Groflen aus der Bezugsplatzierung in die Momentanplatzie-
rung, spricht man von ,push forward“. Eine Transformation in die entgegenge-
setzte Richtung wird als ,,pull back® bezeichnet. Formuliert man den Green’schen
Verzerrungstensor EC nicht in Abhéngigkeit des Deformationsgradienten F', son-
dern in Abhéngigkeit des Verschiebungsgradienten H, so wird der nichtlineare
Charakter dieses Verzerrungsmafles in den Verschiebungen erkennbar

1
EY = 5(H+HT+HTH). (2.12)

Vernachléssigt man in Gleichung (2.12) den Term zweiter Ordnung, so erhélt man
den infinitesimalen Verzerrungstensor

€= %(HJrHT), (2.13)

der in der Theorie kleiner Verzerrungen und kleiner Rotationen angewendet wird.
Dies ist in dieser Arbeit nicht der Fall, da grofle plastische Verzerrungen und
beliebige Rotationen betrachtet werden. Nur die elastischen Verzerrungen werden

als infinitesimal vorausgesetzt, was fiir Metalle eine vertretbare Annahme ist.
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2.2 Elastisch-viskoplastisches Modell

2.2.1 Elastisches Gesetz

Zur Formulierung des elastischen Gesetzes wird angenommen, dass der 2. Piola-
Kirchhoff’sche Spannungstensor T?"% durch den rechten Cauchy-Green Tensor
C

T*'E — h(C) (2.14)

determiniert wird. Diese reduzierte Form des elastischen Gesetzes erfiillt das Prin-
zip der materiellen Objektivitdt (PMO) und das Prinzip der Invarianz gegen iiber-
lagerte Starrkorpermodifikationen (PISM) (Bertram, 2005). Ein kurze Diskussion
dieser Prinzipien ist in Anhang A zu finden. Der 2. Piola-Kirchhoff’sche Span-

nungstensor wird bezogen auf den Kirchhoff’schen Spannungstensor 7 durch

7K — p~lrpT (2.15)

definiert. Der Kirchhoff’sche Spannungstensor 7 kann aus dem Cauchy’schen

Spannungstensor T' bestimmt werden

T = det(F)T. (2.16)

Fiihrt man nach dem Isomorphiekonzept fiir elastisch-plastische Materialien (Bert-
ram, 1992) die plastische Transformation P € Inv™ ein, kann fiir das elastische

Gesetz in Gleichung (2.14) immer ein konstantes Referenzgesetz gefunden werden

T’ — ph(PTCP)PT, (2.17)

Obwohl in dieser Arbeit ein elastisch-viskoplastisches Materialgesetz verwendet
wird, das im Gegensatz zu elastisch-plastischen Materialien keinen elastischen
Bereich besitzt, soll dennoch die Idee des konstanten Referenzgesetzes fiir den
elastisch-viskoplastischen Materialfall iibernommen werden. Eine kurze Diskus-
sion des Isomorphiekonzeptes von Bertram (1992) ist in Anhang B zu finden.
Im Falle von Metallen kann dieses Konzept genutzt werden, da die elastischen
Eigenschaften bei grofien plastischen Deformationen auf Einkristallebene néhe-

rungsweise konstant sind. Da Metalle einen kleinen elastischen Bereich besitzen,
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ist es moglich einen physikalisch linearen Zusammenhang fiir das elastische Gesetz

zu wahlen

T2PK det(P)lPC[%(PTCP _ P (2.18)

C beschreibt die wihrend des Deformationsprozesses konstante Referenzsteifig-
keitstetrade. Sie ist auf die ungestorte Bezugsplatzierung B bezogen und ist des-
halb mit einer Tilde gekennzeichnet. Dies gilt auch fiir alle ebenfalls mit einer
Tilde gekennzeichneten Groflen. Die ungestorte Bezugsplatzierung B (Truesdell
und Noll, 1965) ist dadurch charakterisiert, dass zugeordnete Symmetrietransfor-
mationen Elemente von SO(3) sind. Die Steifigkeitstetrade C ergibt sich fiir die
kubische Kristallsymmetrie in einer zur Voigt-Basis (Voigt, 1910) leicht modifi-

zierten Basis als

Cii11 Cria2 Crizo 0 0 0
Cii11 Crioo 0 0 0
. Cri11 0 0 0 . .
C= B G, ® Gg. (2.19)
2C9323 0 0
sym. 2C1393 0
i 2Ch393 |

Die Steifigkeitstetrade C besitzt fiir den kubisch-anisotropen Fall drei unabhéingige
Konstanten 6’1111, 6'1122 und 6’2323. Die Tensoren G’Z bilden eine kristallographi-
sche Basis in einem 6-dimensionalen Vektorraum. Sie kann fiir Tensoren vierter

Stufe genutzt werden, die die linke und die rechte Subsymmetrie aufweisen

Q

Ciiti = Ciitts Cijrl = Cijig- (2.20)

Die Basistensoren G; werden aus den orthonormierten Vektoren der Kristallgit-

terbasis g; bestimmt

Gi = §,®4, Gy = L(§2®F3+33280),
Gy = g2 ® gy, G; = @(571 ®gs+393®g1), (2.21)
G = 3,09 Gs = L6108+ 93

3 = g3 g3, 6 = 5 (010Gga+go®gq).
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Diese modifizierte Voigt-Basis wurde unter anderem von Federov (1968) und Co-
win (1989) verwendet. Sie besitzt den Vorteil, dass die Invarianten, Eigenwerte
und Eigentensoren direkt aus der Komponentenmatrix von C bestimmt werden
konnen. Bei der hiufig genutzten urspriinglichen Variante von Voigt (1910) ist
dies nicht moglich. Die originale Voigt’sche Variante ist z.B. im FE-Programm

ABAQUS (ABAQUS/Standard, 2005) implementiert, das in dieser Arbeit ver-

wendet wird.

Die kristallographischen Basisvektoren des Kristallgitters g; der Bezugsplatzie-
rung By und die kristallographischen Basisvektoren g, der Momentanplatzierung
Br konnen mit Hilfe der plastischen Transformation bzw. zusétzlich mit Hilfe des
Deformationsgradienten aus den Basisvektoren g; der ungestorten Bezugsplatzie-

rung B bestimmt werden

g9, = Pg, (2.22)

bzw.

9pi = FPg;. (2.23)

Die Vektoren g; und gg; bilden die Basisvektoren fiir die Steifigkeitstetraden C
bzw. Cg, die durch die folgenden Transformationen aus der Tetrade der ungestor-

ten Bezugsplatzierung C bestimmt werden kénnen

C = P«C=Cyu(Pg,) @ (Pg;) ® (Pg;) © (Pg), (2.24)

Cp = F«C = C;y(FPg;) @ (FPg;) ® (FPg,) ® (FPg)). (2.25)

Der in den Gleichungen (2.24) und (2.25) enthaltende Operator * ist das Rayleigh-
Produkt. Durch die Anwendung der Projektionsmethode (Halmos, 1958; Rychlew-
ski und Zhang, 1989; Bertram und Olschewski, 1991; Rychlewski, 1995) kann eine
andere Darstellungsform der Steifigkeitstetrade C erzeugt werden. Fiir den Fall

kubischer Kristallsymmetrie ergibt sich

3
C=> \Pf. (2.26)
=1
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Die drei kubischen Projektoren IPZC sind
P =3I®1,
P§ =D — PY, (2.27)
P{ =15 — P§ — P§.

I° ist der Identititstensor vierter Stufe fiir symmetrische Tensoren zweiter Stufe.

Der anisotrope Anteil D wird aus den Gittervektoren g; bestimmt

3
D=) §,®9;09,®4; (2.28)
j=1

Die Projektoren IP’Z-C erfiilllen die Eigenschaften der Idempotenz, der Bi-
Orthogonalitdt und der Vollstandigkeit

P{P¢ = Py,

PrPy = O Vi#j, (2.29)
3

SPY = 1°

1=1

Die Eigenwerte \; konnen aus den Komponenten von C bezogen auf die orthonor-

mierten Gittervektoren {g,} berechnet werden

A = Ciing + 201199,
A2 = Cun — Chio, (2.30)

A3 = 2C1212.

Das Produkt aus Deformationsgradient F' und plastischer Transformation P aus
den Gleichungen (2.23) und (2.25) wird in der Folge als

F=FP (2.31)
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bezeichnet. Im Sinne einer multiplikativen Zerlegung des Deformationsgradienten
in einen elastischen Teil F', und einen plastischen Teil F'), (siche z.B. Mandel,
1974)

F=F.F, (2.32)

entspricht F dem elastischen Teil F., wihrend P dem inversen Tensor des plas-

tischen Teils F'), zugeordnet werden kann

F,=P L (2.33)

Gleichung (2.32) kann aus dem Isomorphiekonzept abgeleitet werden (siehe hierzu
auch Bohlke, 2001). Anschaulich wird dies, wenn man das elastische Gesetz aus
Gleichung (2.18), das aus dem Isomorphiekonzept hergeleitet wurde, auf Grofien

bezieht, die in der ungestorten Platzierung definiert sind
-1
det(P)P1T*"Ep-T = 6[5((FP)TFP ~-1). (2.34)

Nutzt man nun noch die Beziehungen " = det(P)P~'T?PEP~T und
C=F TF , so ergibt sich folgende Form des elastischen Gesetzes

= @[%(C —1I)] (2.35)

oder

J; (2.36)

. =G . .. . .
wobei E~ der Green’sche Verzerrungstensor in der ungestérten Platzierung ist.
Das elastische Gesetz in Gleichung (2.36) wird als anisotrope Variante des St.
Venant-Kirchhoff Gesetzes bezeichnet.

2.2.2 Gleitsysteme

Fiir die plastische Deformation der Einkristalle wird angenommen, dass diese
durch Abgleitprozesse auf kristallographischen Ebenen entsteht. Ein Gleitsystem
besteht aus Gleitebene und Gleitrichtung. Die Aktivierung eines Gleitsystems «

hat im viskoplastischen Fall eine Gleitung mit der Scherrate 4, zur Folge. Die zur
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Bestimmung der Scherraten 7, verwendeten Ansétze unterscheiden sich beziiglich
der Aktivierung der Gleitsysteme. Eine Moglichkeit besteht in der Nutzung eines

Uberspannungsansatzes

B c\™m
. . Ta — Ty | — To
Ya = 70SgNn (Ta — TOJ?) <| - D| > (2.37)

Ta

(Méric und Cailletaud, 1992; Méric et al., 1994; Forest, 1996) mit den Variablen fir
die kritische Schmid-Spannung 'ro(f , die Riickspannung TO]? , die Bezugsspannung TO?
und dem Dehnratensensitivitdtsparameter m. In einem derartigen Ansatz erfolgt
die Aktivierung eines Gleitsystems, wenn die Schmid-Spannung 7, einen kritischen
Wert iiberschreitet. Im Gegensatz dazu kann in dem Ansatz

m

Yo = Fosgn (7o) (2.38)

[0
~C
TO(

(Hutchinson, 1976) die Aktivierung ab dem Zeitpunkt erfolgen, zu dem in einem
Gleitsystem eine von Null verschiedene Schmid-Spannung 7, vorhanden ist. Da
der Parameter m im Raumtemperaturbereich in der Regel grofler als 80 gewéhlt

wird, steigt die Scherrate aber erst bei Werten knapp unterhalb Tg deutlich an.

Die Modellierung der Gleitsysteme im kubischen Fall erfordert die Unterscheidung
zwischen dem raumzentrierten Gittertyp (k.-r.-z.) und dem flachenzentrierten Git-
tertyp (k.-f.-z.). Der kubisch-primitive Gittertyp wird nicht betrachtet, da er im
Sinne der Kristallplastizitiat keine Rolle spielt. Die Einheitszellen des k.-f.-z. und
des k.-r.-z. Gittertyps sind in Abbildung 2.2 dargestellt.

Die k.-f.-z. Einheitszelle besitzt im Vergleich zur k.-r.-z. Einheitszelle eine hohe-
re Packungsdichte. Daher ergeben sich erstens unterschiedliche Gleitsysteme fiir
beide Varianten und zweitens, resultierend aus der dichteren Packung und ei-
ner damit verbundenen héheren Stabilitét, weniger aktivierbare Gleitsysteme im
k.-f.-z. Fall. In einkristallinem Aluminium, das vom k.-f.-z. Typ ist, gibt es im
Raumtemperaturbereich vier unabhéngige Gleitebenen mit je drei Gleitrichtun-
gen. Diese bilden die 12 oktaedrischen Gleitsysteme. Die Gleitrichtungen werden
durch den Richtungsvektor d,, und die Gleitebenen durch den Normalenvektor 7%
definiert (Tabelle 2.1). Héufig wird die kompakte Schreibweise (110){111} verwen-
det, wobei die eckigen Klammern die kristallographisch dquivalenten Gleitrichtun-

gen und die geschweiften Klammern die kristallographisch dquivalenten Normalen
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Al

(a) k.-f.-z. Einkristall (b) k.-r.-z. Einkristall

Abbildung 2.2: Kubische Einkristalle fiir den k.-f.-z. und k.-r.-z. Gittertyp

o 1 2 3 4 5 6
V3R | 1,11 | [, | [ | R | R | L)
V2d, | [1,0-1] | [1,1,0] | [0,-1,1] | [0,1-1] | [-1,-1,0] | [1,0,1]
o 7 8 9 10 11 12
V3RO | F1-11] | F1-11] | FL-11] | [1-1,1] | [1-1,1] | [1.-1,1]
V2d, | [[1,0-1] | [1-1,0] | [0,1,1] |[0,-1-1] | [1,1,0] |[-1,0,1]

Tabelle 2.1: Gleitsysteme fiir einkristallines Aluminium

der Gleitebenen enthalten. Somit beschreibt z.B. die geschweifte Klammer {111}
die Normalenrichtungen [1,1,1], [-1,1,1], [-1,—1,1] und [1,—1,1] (Vergleiche
Tabelle 2.1).

Wie oben erwahnt, gibt es im k.-r.-z. Fall in der Regel eine hohere Anzahl akti-
vierbarer Gleitsysteme. Beim a-FEisen sind z.B. im Temperaturbereich unterhalb
der Raumtemperatur die zwolf (111){110} Gleitsysteme aktivierbar (Vergleiche
Tabelle 2.2). Im Raumtemperaturbereich sind zusétzlich die zwolf (111){112}
Gleitsysteme aktivierbar. Der Raumtemperaturbereich entspricht beim Eisen dem
Bereich der Knietemperatur. Unterhalb dieses Temperaturbereiches nimmt die kri-
tische Schmid-Spannung zur Aktivierung der Gleitsysteme deutlich zu. Deshalb
sind unterhalb dieser Temperatur nur zwolf Gleitsysteme aktivierbar. Bei sehr
reinem Eisen kann sich die Knietemperatur in einen tieferen Temperaturbereich

verschieben. In einem derartigen Fall besteht die M&glichkeit, dass bei Raumtem-
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9 < 9 Raum (111){110}
V= ﬁRaum <111>{110}
(111){112}
9 > 9 Raum (111){110}
(111){112}
(111){123}

Tabelle 2.2: Gleitsysteme fiir einkristallines a-Eisen in Abhéngigkeit der Tempe-

ratur ¢

peratur zusétzlich die 24 (111){123} Gleitsysteme aktivierbar sind. Im Normalfall
werden diese allerdings erst oberhalb der Raumtemperatur aktiviert. In dieser Ar-
beit werden Berechnungen fiir polykristallines Aluminium durchgefiihrt. Deshalb
werden bei der Modellierung nur die zwolf oktaedrischen Gleitsysteme (110){111}
beriicksichtigt.

2.2.3 Flief3regel

Zur Beschreibung des Fliefivorgangs benotigt man eine Flieregel. Dazu wird hier

ein Ansatz fiir die zeitliche Anderung der plastischen Transformation P eingefiihrt
PP = k(T ). (2.39)
Ersetzt man P durch F', erhdlt man eine Entwicklungsgleichung fiir F',
F,F = k(T 70). (2.40)

Die Funktion I;:(T/, Tg ) héngt von der kritischen Schubspannung Tg des jeweiligen

Gleitsystems und vom Mandel’schen Spannungstensor

TF (2.41)

ab. Bei Aluminium kann bei Raumtemperatur von einer ndherungsweise isotro-

pen Verfestigung ausgegangen werden (Kocks und Mecking, 2003), d.h. es gilt:
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Tg = 7¢ Da sich Aluminium im Raumtemperaturbereich geschwindigkeitsab-

héangig verhalt, wird fiir die Funktion I;(T /, TC) der viskoplastische Ansatz

N
BT, 7C) = S 4T, 79) M, (2.42)
a=1
) . Ta |™
Yo = Aosgn (74) o (2.43)

gewihlt. Die in das jeweilige Gleitsystem « induzierte Schmid-Spannung wird aus

der Mandel-Spannung berechnet

7o =T - M, (2.44)

Die Schmid-Tensoren M a = gia ® n® sind Rang-Eins-Tensoren, die durch die
Gleitrichtungen d, und Gleitebenennormalen 7 definiert sind. Der Parameter
m spezifiziert die Dehnratensensitivitdt. Er ist im Allgemeinen temperaturabhén-
gig. Durch Umformung von Gleichung (2.39) kann die FlieBregel fiir F formuliert

werden

1 ~—1

FF'=L - Fk(T' O)F " (2.45)
Der Tensor L ist der Gradient des Geschwindigkeitsfeldes v, der durch den De-
formationsgradienten und dessen zeitlicher Anderung ausgedriickt werden kann

_ v pp (2.46)

L =—=
ox

2.3 Viskoplastisches Modell

2.3.1 Elastisches Gesetz

Zur Formulierung des Materialmodells wird die Annahme getroffen, dass die Ge-
staltéinderungen (Distorsionen) von rein viskoplastischer Gestalt sind. Fiir die auf-
tretenden elastischen Verformungen wird angenommen, dass diese eine Volumen-
dnderung (Dilatation) zur Folge haben. Beide Arten der Deformation sind vonein-
ander unabhéngig. Angemerkt werden soll, dass das Modell starr-viskoplastisch
genannt wird, obwohl Volumenanderungen durch elastisch induzierte Spannungen

hervorgerufen werden. Zur Formulierung des elastischen Gesetzes wird zunéchst
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der Kirchhoff’sche Spannungstensor additiv in einen Kugelanteil 7° und einen

deviatorischen Anteil 7/ zerlegt

T=7"+7. (2.47)

Der deviatorische Anteil der Spannungen 7’ folgt aus den Distorsionen des Kris-
tallgitters. Er ist der dynamische Anteil von 7 (siehe z.B. Silhavy, 1997). Der
sphérische Anteil der Spannungen 7° folgt aus den Dilatationen des Kristallgit-
ters. Er ist der Gleichgewichtsanteil von 7 (Silhavy, 1997) und kann aus der Ver-

zerrungsenergiedichte W (J) bestimmt werden

oW (J)
o7

T°=J (2.48)

da im vorliegenden Fall die Verzerrungsenergiedichte nur von der Determinante J

des Deformationsgradienten F' abhéangt. Mit dem Ansatz

W(J) = g (/2= 2mn() - 1) (2.49)

(Ogden, 1972; Simo und Miehe, 1992) fiir die Verzerrungsenergiedichte W (.J) er-
gibt sich der Kugelanteil der Kirchhoff-Spannung

0 = % (2-1)1. (2.50)

K ist der Kompressionsmodul.

2.3.2 Fliefiregel

Fiir die Distorsionen des Kristallgitters wird angenommen, dass diese von inelas-
tischen Deformationen in den Gleitsystemen stammen. Fiir die Scherraten wird
angenommen, dass diese nur von der Schmid-Spannung des jeweiligen Gleitsystems
und damit auch nur vom deviatorischen Anteil des Spannungstensors abhéngen.

Somit folgen die Gleichungen

0 = D' - Qsymk(Q'7'Q,79)QT,
(2.51)

QA" = W — Qskw(k(Q'7'Q,79))QT
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(siehe z.B. Hutchinson, 1976). Die Gleichungen (2.51)1 2 kénnen ebenfalls aus der
elastisch-viskoplastischen FlieBregel in Gleichung (2.45) hergeleitet werden. Hier-
bei entspricht der Tensor @ dem orthogonalen Anteil R von F'. Der Tensor D’

entspricht dem deviatorisch symmetrischen Anteil des Geschwindigkeitsgradienten

L
1
D' = sym(L') = (L' + r'n. (2.52)

Der Tensor W ist der antisymmetrische Anteil des Geschwindigkeitsgradienten L

W = skw(L) = %(L + L. (2.53)

Der Tensor @ beschreibt die Kristallorientierung und wird so eingefiihrt, dass er
die Probenbasis e; zu einem Zeitpunkt ¢ > 0 auf die Gittervektoren g, abbildet:
g,(t) = Q(t)e;. Wenn g,(t) bekannt ist, kann der orthogonale Tensor @ durch
Q = g;(t) ® e; berechnet werden. Sind der symmetrische Anteil des Geschwindig-
keitsgradienten D’ und die Kristallorientierung @ gegeben, so stellt Gleichung
(2.51)1 eine implizite Gleichung zur Bestimmung des Spannungsdeviators 7’ dar.
Fiir die gegebenen Tensoren 7/ und W ist Gleichung (2.51)2 eine Entwicklungs-
gleichung fiir die Kristallorientierung Q. Der Tensor QQ~' ist der Euler’sche
Gitterspin, der direkt aus Gleichung (2.51)9 bestimmt werden kann. Die Funktion
k ist durch die Gleichungen (2.41)-(2.44) definiert, wobei F' in diesem Fall dem
Tensor @ entspricht. Im starr-viskoplastischen Fall impliziert Gleichung (2.42)
die Existenz eines Spannungspotentials W7 fiir den symmetrischen Anteil des Ge-

schwindigkeitsgradienten D’

v (QTQ.70)

Dl
oT’ ’

(2.54)
m+1

N ) T/ M
V(QTr'Q. ) = ik & or€ | TG
a=

Da U7 konvex ist, besteht ein umkehrbar eindeutiger Zusammenhang zwischen 7’/
und D’. Neben dem Spannungspotential existiert ein Dehnratenpotential WP, fiir
das gilt:
L _0vP(Q'D'Q, )
oD’

. (2.55)
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Das Potential ¥ P kann durch eine Legendre-Fenchel Transformation aus U7 be-
rechnet werden. Es gilt ferner, dass der symmetrische Anteil des Geschwindigkeits-
gradienten D’ positiv homogen vom Grade m im Kirchhoff’schen Spannungstensor
7/ ist. In umgekehrter Weise ist der Spannungstensor homogen vom Grad 1/m im

symmetrischen Anteil des Geschwindigkeitsgradienten.

2.4 Verfestigung

Zur Formulierung des Verfestigungsgesetzes soll, wie bereits erwahnt, angenom-
men werden, dass die kritischen Schubspannungen in allen Gleitsystemen des Alu-
miniumeinkristalls gleich sind 7¢ = 7¢ (Kocks und Mecking, 2003). Zwischen der
kritischen Schubspannung und der im Kristallgitter akkumulierten mittleren Ver-

setzungsdichte p wird der Zusammenhang

%(p) = abG\/p (2.56)

eingefithrt (Kocks und Mecking, 2003). G ist der Schubmodul und b der Betrag
des Burgers-Vektors. Der Proportionalitatsfaktor « ist schwach temperatur- und
dehnratenabhéngig und wird als Konstante angesehen. Der Anteil der freien Ener-

gie, der die latent gespeicherte Energie beriicksichtigt, wird mit

1
Wx(p) = iGbQP (2.57)

angesetzt (Morris, 2001). Die zeitliche Anderung der mittleren Versetzungsdichte
p in den Verfestigungsbereichen IT und III kann durch die Gleichung

I (2 VP "p)w_f,p),

(T p) = V(T p)
~ N ~
AT ) = X 4T 70 0))]

*
0

bD " Bb

(2.58)

(siehe z.B. Kocks, 1976; Estrin und Mecking, 1984) iiber einen grofien Temperatur-
und Dehnratenbereich beschrieben werden. Der erste Term in der Klammer von
Gleichung (2.58)1 ermoglicht die Beschreibung des Einflusses der Korngréfie D auf

die Verfestigung. Dieser Effekt wird im Folgenden vernachlassigt. Der zweite Term
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in Gleichung (2.58); beschreibt die statistische Speicherung von Versetzungen
(Verfestigungsbereich IT), die nach geometrischen Regeln und nahezu temperatur-
und dehnratenunabhéngig erfolgt. Der dritte Term in Gleichung (2.58)1 beschreibt
die dynamische Erholung (Verfestigungsbereich I1I), die temperatur- und dehnra-
tenabhéngig ist. Transformiert man die Differentialgleichung fiir die Versetzungs-
dichten, unter Vernachlassigung des Einflusses der Korngréfie, in eine Differenti-

algleichung fiir die kritische Schubspannung, so erhélt man

~ TC ~
(T, 7¢) = 6 (1 Berz e C)) YT, 7).

v (T, T
(2.59)
- 7(T7TC) "
Tg(T,Tc) = T‘% B ,

wobei gilt: Og = aG/(26) und 7%, = aG/(k3). Der Anfangswert der kritischen

Schubspannung wird im Folgenden mit TOC bezeichnet.

2.5 Materialparameter

Die Materialparameter von Aluminium fiir den Raumtemperaturbereich wurden
aus experimentellen Daten bestimmt, die der Literatur entnommen sind. Sie sind
in Tabelle 2.3 gegeben. Die elastischen Konstanten stammen von Brandes und
Brook (1998). Der Norton-Exponent m und der Verfestigungsmodul 6y wurden
von Les et al. (1999) bestimmt. Die restlichen Verfestigungsparameter wurden
unter Nutzung experimenteller Daten von Mecking (2001) berechnet. Die Mate-
rialparameter der Fliefiregel des starr-viskoplastischen Modells entsprechen den
Parametern des elastisch-viskoplastischen Modells. Da im starr-viskoplastischen
Modell die elastischen Distorsionen vernachléssigt werden, ist es moéglich, nur eine
elastische Konstante zu spezifizieren. In dieser Arbeit wird der Kompressionsmo-
dul verwendet. Dieser ist in einem kristallinen Material generell von der Zugrich-

tung d im Zugversuch abhéngig

K(d) - %I Clded (2.60)
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(siehe z.B. He und Curnier, 1994; Bohlke, 2001). Fiir kubische Einkristalle oder
Aggregate von kubischen Einkristallen liegt eine Richtungsunabhéngigkeit vor.
Der Kompressionsmodul kann somit aus den elastischen Einkristallkonstanten be-
rechnet werden

1 - 3
K = 5(01111 + 2C1122) = 77.3 GPa. (2.61)

Elastisches Gesetz | C1111 | [GPa] | 108
Ch129 [GPa] 62
Chi12 | [GPa] | 28.3

Fliefregel Y0 s~ |9-1073

m -] 133

M, |[] {111}(110)
Verfestigungsregel | ©g [MPa] | 37.5

7% | [MPa] | 51.5

n ] 22.5

i 5T |07

7§ | [MPa] | 15

Tabelle 2.3: Materialparameter fiir Aluminium bei Raumtemperatur






Kapitel 3

Texturbeschreibung mittels der

Orientierungsverteilungsfunktion der
Kristallite (OVF)

3.1 Berechnung von Kristallorientierungen

Die Orientierung eines Einkristalls kann durch einen orthogonalen Tensor
Q € SO(3) definiert werden. Dieser Tensor bildet die orthonormale Probenba-

sis e; in die orthonormale Gitterbasis des Kristalls g; ab
Q=g ®e;. (3.1)

Fiir die weiteren Betrachtungen ist es notwendig, eine Parametrisierung der Kris-
tallorientierung @ vorzunehmen. Haufig wird die Parametrisierung durch Euler-

winkel in der Form von Bunge (1993) gewihlt

COS ¢1 €OS ¢2 — sin ¢ cos P sin @2 sin ¢1 cos ¢2 + cos ¢1 cos P sin @2 sin ® sin g2
QU = — oS ¢1 sin g2 — sin ¢1 cos P cos P2 — sin @1 sin P2 + cos p1 cos P cos P2 sin P cos P2 . (32)
sin ¢1 sin @ —cos ¢1 sin @ cos &

In dieser Parametrisierung bewirkt der Winkel ¢; eine Rotation um die z-Achse
des Probensystems, gefolgt von einer Rotation mit dem Winkel & um die sich
einstellende x-Achse und schliellich gefolgt von einer Rotation mit dem Win-
kel ¢2 um die sich einstellende z-Achse. Ein Nachteil dieser Beschreibung ist die

Nichteindeutigkeit der Eulerwinkelbestimmung aus der Komponentenmatrix von

25
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Q fiir den Winkel ® = 0. In diesem Fall sind die Winkel ¢1 und ¢2 nicht unter-
scheidbar. Verdndert man diese Parametrisierung durch eine geinderte Wahl der
Drehachsen (siehe z.B. Roe, 1965), treten ebenfalls Nichteindeutigkeiten bei der
Eulerwinkelbestimmung auf. Deshalb wird oft auf andere Parametrisierungen fiir
Q zuriickgegriffen. Eine Moglichkeit ist die Parametrisierung von @ durch eine

Drehung mit dem Winkel ¢ um eine normierte Drehachse n

Q = exp(Jez)[n]) =n @n +cos¥(I — n@n) — sinde sz n] (3.3)

(siehe z.B. Bohlke, 2001). Hierbei entspricht €3y dem Permutationstensor dritter
Stufe. Eine andere Form der Parametrisierung ist die Anwendung von Quater-
nionen (siehe z.B. Becker und Panchanadeeswaran, 1989). Die in der Werkstoff-
mechanik und in der Kontinuumsmechanik am weitesten verbreitete ist aber die
Nutzung von Eulerwinkeln. Aus diesem Grund wird in dieser Arbeit ausschliefSlich

die in Gleichung (3.2) benutzte Parametrisierung von @ angewendet.

3.2 Die Orientierungsverteilungsfunktion

Die Orientierungsverteilungsfunktion der Kristallite eignet sich zur quantitativen
Analyse kristallographischer Texturen. Mit Hilfe der OVF konnen andere Gréfien
wie z.B. Richtungsverteilungen (Polfiguren) berechnet werden und es kénnen Aus-
sagen iiber die Anisotropie der Materialeigenschaften des Polykristalls getroffen
werden. Die OVF f(Q) ist definiert durch

W@ = 1@ . (3.4)

Sie ist eine Ein-Punkt-Korrelationsfunktion, die jeder Volumenfraktion ei-
ne Orientierung zuordnet. Neben der OVF werden auch Zwei-Punkt-
Korrelationsfunktionen oder Korrelationsfunktionen héherer Ordnung angewen-
det (Adams et al., 1987; Etingof und Adams, 1993; Beran et al., 1996), in denen
zusétzlich die morphologische Textur beriicksichtigt wird. Die Bestimmung und
Auswertung dieser Funktionen ist aber mit einem hohen numerischen Aufwand
verbunden. Die OVF besitzt die Eigenschaft der Nichtnegativitat

f(Q) >0 VQ e SO(3), (3.5)
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und muss die Normierungsbedingung

| r@de=1 (3.6)
SO(3)

erfiillen. Das Volumenelement d@ kann unter der Nutzung der in Gleichung (3.2)
eingefiihrten Parametrisierung fiir @ durch Eulerwinkel beschrieben werden

sin(®)
872

dQ = Ay d® depo (3.7)

(Bunge, 1993). Die Integration einer Funktion ¢ (X) tiber das Referenzvolumen
V' bekommt nach der Anwendung der Gleichungen (3.4) und (3.7) die Form

= [T [ s ®, o) sin(®) dg; A d
SO{S | FQUQAQ = [ [7 [ 101802001, @, 62)sin(@) don dd dg.

(3.8)

Die Integration erfolgt somit tiber SO(3). Die oberen Grenzen der Eulerwinkel
sind durch
¢y = 2, OO0 =T, 9 = 2m (3.9)

gegeben. Fiir die Integration aber auch fiir die Darstellung der OVF ist es sinnvoll,
Kristall- und Probensymmetrie, die aus der Deformationsprozessgeschichte resul-
tieren (Zheng und Fu, 2001b), zu beriicksichtigen. Die Kristallsymmetrie impliziert
die Bedingung

f(Q) = f(QH®Y) VH® € 5¢ C 50(3) (3.10)

(siehe Bohlke, 2005). S ¢ ist die Symmetriegruppe des Kristalls, die in diesem Fall
der kubischen Symmetriegruppe entspricht. Die Probensymmetrie impliziert die
Bedingung

f(Q) = f(HQ) VH® € 85 C SO(3), (3.11)

wobei §° die Symmetriegruppe der Probe ist. In dieser Arbeit liegt meistens ei-
ne orthotrope Probensymmetrie vor, da in erster Linie gewalzte Bleche untersucht
werden. Diese weisen bei hohen Umformgraden in ihrer Mittelebene mit guter Né&-
herung eine orthotrope Probensymmetrie auf. Durch die Annahme der kubischen

Kristallsymmetrie ergeben sich die oberen Grenzen der Eulerwinkel

@ =2m, =1 =1 (3.12)
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Wird zusétzlich die orthotrope Probensymmetrie gefordert, so ergeben sich die

Grenzen

vl

=35  P=35 ¢ (3.13)

N

Damit wird der Ausschnitt des zu beriicksichtigenden Eulerraumes deutlich re-
duziert und damit die Rechenzeit fiir die numerische Auswertung der Integration
iber SO(3) verringert. Eine Verbesserung der numerischen Ergebnisse kann durch
die Variablensubstitution ® = arccos({) erreicht werden. Hierdurch wird eine ho-
mogene Metrik eingefiihrt, die eine Entzerrung des diskretisierten Eulerraumes
bewirkt. Die Integration einer Funktion iiber SO(3) bekommt bei der Annahme

kubischer Kristall- und orthotroper Probensymmetrie somit die Form

4 o7 & 48
| r@u@aq == [ [ [ 5(01.0(6), 000061, 9(6),02) don d€ don
SO(3)

(3.14)
Die Integrationsgrenzen fiir £ sind im Fall kubischer Kristallsymmetrie
=0, =1 (3.15)
und im allgemeinen Fall
= —1, &0 =1. (3.16)

Numerische Integration. Zur numerischen Integration wurden in dieser Arbeit
ein Gaufl-Quadraturverfahren und ein adaptives multidimensionales Integrations-
verfahren fiir vektorwertige Integrale (Berntsen und Espelid, 1991a,b) verwendet.
Die Anwendung einer Gaufl-Quadratur erfordert eine Variablensubstitution, die
eine Transformation der Integrationsgrenzen auf das Einheitsintervall [—1, 1] er-

moglicht. Bei kubischer Kristallsymmetrie ergibt sich

2 41 %
%/0 /0 /0f(¢1,@(f)7¢2)¢(¢1,<I>(§),¢2)d¢1d§d¢2

(3.17)

1

+1 p+1 p+1
B g/l /1 1 f(g’X’L)w(gaX7L)dngdL-
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Die Zusammenhénge zwischen den Integrationsvariablen sind

¢1 = m(c+1) (3.18)
1

¢ = S0+ (3.19)

b = %(LH). (3.20)

Durch die Anwendung der Gaufi-Quadratur kann das Integral in Gleichung (3.17)
durch

1+l p+1 p+1
g/—l /_1 o f(g7X7L)w(§,X,L)d§dXdL

(3.21)
L M N

= é SN wiwjwif (si X k)Y (S, X5 )

i=1j=1k=1

approximiert werden. Die Gewichtsfunktionen w;, w; und wy, sowie die Stiitzstellen
Gi» X und ¢ werden in dieser Arbeit nach der GauB-Legendre-Quadratur 1. Art
bestimmt. Die Parameter L, M und N entsprechen der Anzahl der Stiitzstellen

in der jeweiligen Koordinatenrichtung.

Das Verfahren von Berntsen und Espelid (1991a,b) verwendet im Gegensatz zum
beschriebenen Gauf3-Verfahren kein konstantes Gitter, da an den Stellen des In-
tegrationsgebietes an denen der Integrationsfehler einen vorgeschriebenen Wert
iiberschreitet, eine Netzverfeinerung vorgenommen wird. Dieses adaptive Verfah-
ren bietet auBerdem die Wahlmoglichkeit verschiedener Quadraturen in Abhén-

gigkeit der Dimension des verwendeten Raumes.

3.3 Approximation der OVF mittels zentraler Ver-

teilungsfunktionen

Kristallographische Texturen kénnen oft durch Texturkomponenten und Fasern
beschrieben werden (Wasserman und Grewen, 1962; Bunge, 1993; Kocks et al.,

1998). Eine Texturkomponente ist eine Kristallorientierung fiir die die OVF ein
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(lokales) Maximum in der elementaren Region zeigt. In der Nachbarschaft fallt
die OVF isotrop oder anisotrop ab. Texturkomponenten lassen sich mit Hilfe der
OVF unter der Verwendung zentraler Verteilungsfunktionen auf SO(3) darstel-
len. In einem solchen Fall besitzt die OVF eine geschlossene, analytische Form.
Eine hiufig verwendete Zentralverteilung ist die Mises-Fisher-Verteilung (Eschner
(1993, 1995))

fOé(Qa7Q7SOé) = N(Sa) eXp(Sa COSM(Q,QQ)). (322)

Q. ist die mittlere Orientierung der Texturkomponente «, die den Erwartungswert

von @ angibt. Der Abstand w(Q, Q,,) zwischen beiden Orientierungen wird mit
w(Q. Q) = arccos (3(tr(QQ;") — 1)) (3.23)

eingefithrt (Bunge, 1993). Sind @ und @Q, identisch, besitzt die OVF
fa(@Q,,Q, Sy) ein Maximum, da fiir den Abstand w(Q, Q,) = 0 gilt. Der Abfall
der OVF um dieses Maximum wird durch die Hohe der Streubreite S, bestimmt.
Zwischen der Streubreite S, und der Halbwertsbreite b, der Zentralverteilung

besteht der Zusammenhang

In2

So = ——5——.
25sin% (b, /4)

(3.24)
Die Halbwertsbreite der Zentralverteilung gibt die Breite der Verteilung auf der
Hohe des halben Maximalwertes im Orientierungsraum an. Die Streuung S, und
die Halbwertsbreite b, konnen aus Experimenten bestimmt werden. Der Normie-
rungsfaktor N(S,) hiangt von der Streubreite S, und den modifizierten Bessel-
funktionen Iy(Sy) und I1(Sy) ab
1

[O(Soz) - [1(30).

N(S,) = (3.25)
Die Berechnung der modifizierten Besselfunktionen erfolgt aus der integralen Be-
ziehung )
s
I,(Sq) = —/ exp(Sq cost) cos(nt)dt. (3.26)
0

T
Die Mises-Fisher-Verteilung besitzt die maximale Entropie aller Orientierungsver-

teilungen auf SO(3) mit dem Erwartungswert @, von Q. Die Entropie einer OVF

kann durch
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E=— [ /@u(f(@)Q € (-0 (3.27)

SO(3)

berechnet werden (siehe z.B. Schaeben, 1994). Diese Definition basiert auf der

Einfithrung der Entropie im Bereich der Informationstheorie (Shannon, 1948).

Die Mises-Fisher-Verteilung wurde durch von Mises im zwei-dimensionalen Fall
und durch Fisher im drei-dimensionalen Fall eingefiihrt (Mardia und Jupp, 2000).
Matthies (1980) war der Erste, der die Mises-Fisher-Verteilung in der Texturana-
lyse anwendete. Er bezeichnete sie als Normalverteilung im Orientierungsraum
(siehe auch Matthies et al., 1988). Diese Interpretation als Normalverteilung wur-
de durch Schaeben (1992, 1994) kritisiert. Einen Uberblick iiber zentrale und
nichtzentrale Verteilungsfunktionen auf SO(3) findet man in der Arbeit von Mar-
dia und Jupp (2000). In der Arbeit von Eschner (1993, 1995) wurden nichtzentrale

Verteilungsfunktionen zur Beschreibung experimenteller Texturen genutzt.

Beriicksichtigt man die Kristallsymmetrie fiir die OVF (siehe Gleichung (3.10)),
so erhélt man die folgende Beziehung fiir die Mises-Fisher-Verteilung in Gleichung
(3.22)

124

fo(Qa: Q. Sa) = 57 > N(Sa) exp(Sa cos(w(Q, Q,HY))), (3.28)
24
p=1

wobei H g € SO(3) die 24 Elemente der kubischen Kristallsymmetrieklasse bein-
haltet (siehe z.B. Hansen et al., 1978). Bei der Betrachtung von N¢ Texturkompo-
nenten mit Volumenanteil v, ist es moglich, die einzelnen Komponenten additiv

zu iiberlagern und zusétzlich einen isotropen Anteil f;s, zu beriicksichtigen

Ne
f="a Z fa(Qq, Q; Sa) + fiso- (3.29)
a=1

Der isotrope Anteil f;s, kann als die isotrope Volumenfraktion v;,, identifiziert

werden.
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3.3.1 Anwendung auf Standardlagen

Typische Texturkomponenten sind die Wiirfellage und die Goss-Lage. Beschreibt
man beide durch Eulerwinkel, so ergibt sich fiir die Wiirfellage das Winkeltripel

(/bl - 07 (p = 07 ¢2 = 07 (330)

sowie fiir die Goss-Lage das Winkeltripel

b =0, &= Z, dy = 0. (3.31)

Betrachtet man den Begriff Texturkomponente im Sinne von Verteilungsfunktio-
nen auf SO(3), so besteht eine Texturkomponente aus einer mittleren Orientie-
rung, die durch Gleichung (3.30) oder durch Gleichung (3.31) definiert wird, und
einer Streuung um diese Orientierung. Im Falle der Mises-Fisher-Verteilung wird

die Streuung durch die Halbwertsbreite oder durch die Streubreite bestimmt.

In den Abbildungen 3.1 (a),(b) sind die Orientierungsverteilungsfunktionen fiir
Mises-Fisher-Verteilungen der Wiirfellage bzw. der Goss-Lage mit einer Halb-
wertsbreite von jeweils b = 25° dargestellt. Da fiir beide Lagen die Kristall- und
Probensymmetrie zusammenfallen und es sich um eine kubische Kristallsymmetrie
handelt, kann eine Reduktion des Eulerraumes nach Gleichung (3.13) vorgenom-
men werden. Die Darstellung der OVF basiert auf ¢o = 5° Schnitten durch den
Eulerraum. In jedem dieser Schnitte werden die Winkel ¢1 und ® zwischen 0°
und 90° aufgetragen. In beiden OVF’s (Abbildungen 3.1 (a),(b)) ist der rotations-
symmetrische Abfall der Mises-Fisher-Verteilungen um die jeweiligen mittleren
Orientierungen erkennbar. Die Hohe der Maxima und die Breite der Verteilungen
konnen durch eine Variation der Halbwertsbreite verédndert werden. Eine Erho-
hung der Halbwertsbreite hat somit eine stérkere Einbeziehung der Nachbarschaft
der mittleren Orientierungen zur Folge. Die Untersuchung von Standardlagen mit
zentralen Verteilungsfunktionen unter Nutzung verschiedener Streuungen wurde
von Matthies et al. (1987) durchgefiihrt.

3.3.2 Texturkomponenten eines gewalzten Aluminiumbleches

In der Arbeit von Lege et al. (1989) wurde ein gewalztes 2008-T4 Aluminiumblech

beziiglich der Textur und der mechanischen Eigenschaften (u.a. Fliespannungen,
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(a) Wiirfellage

(b) Goss-Lage

Abbildung 3.1: OVF-Schnitte der Wiirfellage und der Goss-Lage fiir Mises-Fisher-
Verteilungen mit b = 25° (0 < ¢1 < 90°,0 < P < 90°,0 < ¢2 < 90°)

U b; Vi gDil P’ gpé
1 20.18° 1 0.248 | 1.5532 | 1.5532 | 6.2656
2 19.15° [ 0.298 | 0.2564 | 1.4347 | 5.7036
3 22.05° | 0.153 | 0.4664 | 1.5334 | 6.0412
4 11.72° 1 0.038 | 1.5549| 1.5523 | 5.9513
isotrop 0.263

Tabelle 3.1: Haupttexturkomponenten eines 2008-T4 Bleches (Lege et al., 1989)

charakterisiert durch Volumenfraktionen, Halbwertsbreiten und Eulerwinkel unter

Beriicksichtigung orthotroper Probensymmetrie

R-Werte, Tiefziehprofile) analysiert. Aus der Texturmessung wurden zusétzlich

die Haupttexturkomponenten bestimmt. Diese wurden durch mittlere Orientie-

rungen und Streuungen fiir Quasi-Gauf-Verteilungen charakterisiert. In Tabelle
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3.1 sind diese Komponenten in Form von Mises-Fisher-Verteilungen angegeben.
Die dazugehorigen {100}-Polfiguren der einzelnen Komponenten, der iiberlagerten

Komponenten und des Experimentes sind in Abbildung 3.2 dargestellt.

Komponente eins in Abbildung 3.2 ist die typische Texturkomponente der Wiir-
fellage, fiir die bereits die OVF-Schnitte in Abbildung 3.1 (a) berechnet wurden.
Komponente vier ist eine leicht um die Walzrichtung gedrehte Wiirfellage. Erwéh-
nenswert fiir dieses Beispiel ist, dass unter Beriicksichtigung orthotroper Proben-
symmetrie bereits vier einzelne Komponenten ausreichen, um eine experimentelle
Textur zu beschreiben. Diese Texturkomponenten werden spéter fiir Untersuchun-

gen beziiglich der plastischen Anisotropie dieses Aluminiumbleches genutzt.

3.4 Identifikation von Texturkomponenten mittels

Optimierung

Im letzten Abschnitt wurden kristallographische Texturen unter der Nutzung von
Mises-Fisher-Verteilungsfunktionen beschrieben. Die Bestimmung der Parameter
dieser Verteilungsfunktionen erfordert die Identifikation der mittleren Orientie-
rung, der Halbwertsbreite und des Volumenanteils jeder Texturkomponente. Eine
Approximation der OVF durch diskrete Kristallverteilungen erfordert zwar nicht
die Identifikation der Halbwertsbreiten, dafiir wird aber eine hohere Anzahl von
Orientierungen benotigt, um eine hinreichende Anpassung an eine gegebene Tex-

tur zu erreichen.

Die Methode der Diskretisierung einer Referenztextur oder einer Referenz-OVF
ist die élteste Methode, die in der Literatur Verwendung findet. Das Ziel dieser
Methode ist die Bestimmung eines Satzes von Orientierungen und Volumenfrak-
tionen, der in der Lage ist, eine OVF quantitativ zu approximieren. Das Problem
besteht darin, die Anzahl der benétigten Orientierungen zur Beschreibung der
Textur auf ein Minimum zu beschréanken. Bei dieser Methode erfolgt eine Umrech-
nung der Intensitdten der OVF in zugehdrige Volumenfraktionen. Dieser Prozess
geschieht meist auf einem vorgegebenen Raster im Orientierungsraum, fiir dessen
Parametrisierung in der Regel Eulerwinkel gew&hlt werden. Die CUT-Methode ist
in diesem Zusammenhang die wohl einfachste Methode. Bei der Anwendung dieser

Methode werden Orientierungen herausgefiltert, deren Volumenfraktionen unter
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Abbildung 3.2: Vergleich der experimentellen {100}-Polfigur eines texturierten
Aluminiumbleches (Lege et al., 1989) und deren Approximation durch Textur-

komponenten
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einem festgesetzten Grenzwert liegen. Sie wurde von Toth und Van Houtte (1992)
kritisiert und mit zwei ambitionierteren Verfahren verglichen. Ein Verfahren be-
ruht auf einer statistischen Methode (STAT), das andere auf der Definition ei-
nes minimalen Abstandes zwischen zwei benachbarten Orientierungen (LOD). Im
STAT-Verfahren wird fiir jede Orientierung dieselbe Volumenfraktion verwendet.
Es wird eine kumulative Funktion fiir die OVF eingefiihrt, die durch Integration
iiber eine Anzahl von n Boxen im Orientierungsraum berechnet wird. Jede dieser
Boxen besitzt eine Orientierung, die mit der Hilfe eines Selektors bestimmt wird.
Dieser Selektor wird unter Nutzung einer Zufallsverteilung ermittelt. Ein &hnlicher
Ansatz wird in der Arbeit von Kocks (1991) angewendet. Die LOD-Methode nutzt
im Gegensatz zum STAT-Verfahren keine konstanten Volumenfraktionen fiir die
einzelnen Orientierungen. Es wird zunéchst eine Referenzorientierung ausgewéhlt.
Dann wird der Orientierungsraum auf einem vorgegebenen Raster abgetastet. Es
werden alle Orientierungen, die unter einem bestimmten Winkel zur Referenzorien-
tierung liegen, zur selbigen hinzugefiigt. Damit vergréflert sich die zugehorige Vo-
lumenfraktion der Referenzorientierung. Dieser Vorgang wird solange wiederholt,
bis ein Satz mit einer gewiinschten Anzahl von Orientierungen {ibrigbleibt. Diese
Methode wurde spéter in einer abgewandelten Form zur Bestimmung von Volu-
menfraktionen fiir Texturkomponenten von kubischen Metallen verwendet (Cho
et al., 2004). In der Arbeit von Toth und Van Houtte (1992) wird gezeigt, dass die
eingefithrten STAT- und LOD-Verfahren der bis dato verbreiteten CUT-Methode
iiberlegen sind. Dies wurde unter anderem fiir die Texturapproximation und fiir die
Bestimmung der plastischen Anisotropie mit Hilfe der durch die unterschiedlichen
Verfahren berechneten Orientierungssétze gezeigt. Bei der Texturapproximation
erwies sich ferner, dass das LOD-Verfahren die Details der Textur besser wieder-
gibt. Im Gegensatz dazu konnte das STAT-Verfahren die Umgebung der Maxima
der OVF besser auflosen.

Die zweite Gruppe von Verfahren basiert auf kontinuierlichen Verteilungsfunktio-
nen zur Approximation der Referenz-Textur. Im Sinne der Identifikation von Tex-
turkomponenten wurde die Methode z. B. von Nikolayev et al. (1992) angewendet.
Nikolayev et al. (1992) approximieren die OVF mit Quasi-Gauflverteilungen, die
die Einbeziehung von Streubreiten um die mittleren Orientierungen der Textur-
komponenten zulassen. Aus der OVF werden Polverteilungen (Modellpolfiguren)

bestimmt. Die Bestimmung der mittleren Orientierungen der Texturkomponenten
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erfolgt aus dem Datensatz der experimentellen Polfiguren (Referenzpolfiguren).
Die Orientierungen werden im nachfolgenden Optimierungsprozess konstant gehal-
ten. Eine Abschéitzung der Volumenanteile und der Streubreiten der Komponenten
erfolgt aus den experimentellen Daten. Durch den Vergleich von Referenzpolfigur
und Modellpolfigur wird ein Optimierungsproblem definiert. Die Losung des Op-
timierungsproblems ergibt angepasste Parameter fiir die Volumenfraktionen und
die Halbwertsbreiten. Eine dhnliche Methode wird von Helming (1996) genutzt. Er
verwendet im Gegensatz zu Nikolayev et al. Mises-Fisher-Verteilungen zur Appro-
ximation der OVF. Auflerdem erfolgt die Ermittlung der mittleren Orientierungen
der Texturkomponenten interaktiv am Computerbildschirm. Danach werden sie an
die Maxima der Polfiguren angepasst. Im Optimierungsprozess werden auch hier
die Volumenanteile und die Halbwertsbreiten als variabel betrachtet. In der Ar-
beit von Cai und Lee (1994) erfolgt die Bestimmung der mittleren Orientierungen
direkt aus den Maxima der OVF. Als Variablen im Optimierungsprozess werden
ebenfalls die Streubreiten und die Volumenanteile der Komponenten betrachtet.
Eine dhnliche Strategie wird von Tarasiuk et al. (2004) verfolgt, wobei zusétz-
lich ein genetischer Algorithmus im Optimierungsprozess angewendet wird. Dieser
wird mit Standardmethoden zur Lésung von Optimierungsproblemen verglichen.
In der Arbeit von Bohlke et al. (2006a) wird die Zielfunktion durch ein Abstands-
maf} zwischen einer Referenz-OVF und einer fiir die Optimierung variablen OVF
definiert. Im Optimierungsprozess werden die Volumenanteile der Komponenten
angepasst. Die Streubreiten und die mittleren Orientierungen der Mises-Fisher-
Verteilungen sind wahrend der Optimierung konstant. Sie miissen vor Beginn des
Optimierungsprozesses festgelegt werden. Dazu wird der Orientierungsraum mit
einem Raster versehen, wodurch n mittlere Orientierungen ausgewahlt werden.
Die Halbwertsbreiten sind in den durchgefiihrten Berechnungen fiir alle Kompo-
nenten gleich. Zur Loésung wird das Optimierungsproblem in ein quadratisches

Programmierungsproblem iiberfiihrt.

Eine Identifikation der Parameter eines Modells, das speziell fiir Fasertexturen
geeignet ist, wurde von Delannay et al. (2000) durchgefiihrt. In der Arbeit von
Eschner (1995) wurde neben zentralen Verteilungsfunktionen zur Komponenten-
bestimmung auch ein elliptischer Ansatz verwendet, der sich ebenfalls fiir Faser-

texturen eignet.

In dieser Arbeit soll ebenfalls eine Identifikation von Texturkomponenten durch-
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gefithrt werden. Im Gegensatz zu dem in diesem Kontext vorgestellten Verfahren
werden beliebige Startwerte fiir die Orientierungen verwendet. Die Streubreiten
und die Volumenanteile sind im Optimierungsprozefl konstant. Aus diesem Grund
werden mehrere Berechnungen mit unterschiedlichen Volumenanteilen und Streu-

breiten durchgefiihrt.

3.4.1 Lo6sung des Optimierungsproblems

Zur Definition des Optimierungsproblems werden eine Referenz-OVF und eine
Modell-OVF definiert. Die Referenz-OVF fif(Q) wird fiir eine Verteilung von
Orientierungen berechnet, die z.B. das Resultat eines Deformationsprozesses sein
kann. Die Modell-OVF f(Q) besteht aus einer festen Anzahl von N Komponen-
ten. Das heif3t, sie besitzt eine feste Anzahl mittlerer Orientierungen, Halbwerts-
breiten und Volumenanteile. Es stellt sich die Frage, wie man Modell-OVF und

Referenz-OVF miteinander vergleichen kann. Hierzu wird der Abstand

5= [ (@ - 1(@)*dQ (3.32)

SO(3)

definiert. Er entspricht dem Texturindex der Differenz von Referenz-OVF und
Modell-OVF. Durch Minimierung des Abstandes

d(x) — min (3.33)

kann eine Modell-OVF ermittelt werden, die der Referenz-OVF in guter Naherung
entspricht. Der Vektor @ in Gleichung (3.33) ist ein Vektor der Dimension 5N¢, in
dem die die Orientierung der Komponenten parametrisierenden Eulerwinkel sowie

die zugeordneten Halbwertsbreiten und Volumenanteile

= [p], @', 03,01, vl s 0@ dNe, o e e (3.34)

gespeichert sind. Es wird angenommen, dass die Eulerwinkel wahrend der Op-
timierung variabel sind. Es wird ferner angenommen, dass die Halbwertsbreiten
b; und die Volumenanteile v; wihrend der Optimierung konstant sind. Hierdurch
entsteht der Vorteil, dass fiir die Volumenanteile und Halbwertsbreiten keine Ne-

benbedingungen formuliert werden miissen. Eine Einschrinkung der Eulerwinkel
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im Optimierungsprozess muss ebenfalls nicht erfolgen, da der Eulerraum peri-

odisch ist. Damit ist das Optimierungsproblem nicht restringiert.

Die Zielfunktion des definierten Optimierungsproblems besitzt mehrere lokale Mi-
nima, von Interesse ist aber das globale Minimum. Aus diesem Grund muss ein
globales Optimierungsverfahren verwendet werden. Hierzu wurde das Verfahren
von Boender et al. (1982) gewiihlt, das durch Csendes (Fortran 77 Code (siehe z.B.
Csendes et al., 1986)) modifiziert wurde. Es handelt sich um ein stochastisches Ver-
fahren, das auf der Bildung von Clustern zur Isolation des globalen Minimums be-
ruht. Zur Bestimmung des lokalen Extremums wird ein Quasi-Newton-Verfahren
verwendet. Im Allgemeinen kann der Vektor @y, im Schritt £+ 1 aus dem Schritt
k bestimmt werden

Tp+1 = Tk + Py, (3.35)

wobeil a die Schrittweite und p; die Suchrichtung ist. Die Methode der Such-
richtungsbestimmung kennzeichnet das lokale Optimierungsverfahren. Im Falle
des Newton-Verfahrens fiihrt man eine Taylorreihenentwicklung der Zielfunktion
durch

S(aei + py) = Slay) + Vo) py + opy Vdlaipy,  (330)

wobei nur Terme bis zur quadratischen Ordnung beriicksichtigt werden. V ist der

Nabla-Operator. Die Losung erfolgt dann fiir das quadratische Ersatzproblem

1
x(pr) == Vé(xr) - i + P V25 (xz1)pg.- (3.37)

Durch Ableitung und Forderung der Stationaritét folgt

ox(py)
Opy.

= Vé(xy) + V20(x;)pp = 0. (3.38)

Durch Umformung ergibt sich die Suchrichtung

P = —[V23()] " V(). (3.39)

Die Matrix V2§(x;,) wird als Hesse-Matrix H, bezeichnet. Im Falle des Quasi-
Newton-Verfahrens wird diese Matrix im Schritt k£ 4+ 1 durch Aufdatierung aus
dem Schritt k£ bestimmt

H, ,=H;+U. (3.40)
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Die Matrix U ist die Aufdatierungsmatrix. Sie muss so bestimmt werden, dass die
positive Definitheit der Hesse-Matrix garantiert wird. Im verwendeten Programm
wird U nach dem Verfahren von Davidon/Fletscher/Powell (DFP) (Grofmann
und Terno (1993), Gill et al. (1981)), das auch Verfahren der variablen Metrik
genannt wird, bestimmt. Der Vorteil des Quasi-Newton-Verfahrens liegt in des-
sen iiberlinearer Konvergenz bei hinreichend guten Startwerten. Im Vergleich zu
anderen Verfahren fiir die lokale Suche erwies sich das Quasi-Newton-Verfahren
als das schnellste. Die Forderung der doppelten stetigen Differenzierbarkeit der
Zielfunktion wird durch die kontinuierliche Approximation der OVF mit Hilfe der
Mises-Fisher-Verteilung sichergestellt. Fiir die im Algorithmus bené6tigten Zufalls-
startwerte werden Zufallszahlen aus einer Gleichverteilung gewéhlt. Zur Generati-
on der Zufallszahlen wird das Verfahren der multiplikativen kongruenten Methode
verwendet (LAPACK F77 Routine).

3.4.2 Komponentenanpassung fiir Standarddeformationen

Im folgenden Kapitel wird mit Hilfe der in Kapitel 3.4.1 definierten Optimie-
rungsmethode eine gegebene Anzahl von Komponenten an Referenztexturen von
Standarddeformationen (Elongation/Ebene Kompression/Einfache Scherung) an-
gepasst. Die Referenztexturen wurden mit Hilfe von Taylor-Simulationen be-
stimmt. Die Berechnung der Referenz-OVEF’s erfolgte durch Uberlagerung von
1000 gleichgewichteten Mises-Fisher-Verteilungen mit einer Halbwertsbreite von
jeweils b; = 15°. Bei der Anpassung der Komponenten kann gezeigt werden, dass
fiir eine gegebene Referenztextur bereits wenige Komponenten zur ausreichenden

Beschreibung der Textur geniigen.

Geht man zunéchst davon aus, dass neben den Orientierungen der Komponenten
zusétzlich die Halbwertsbreite b; und der Volumenanteil v; einer Komponente ¢
variiert werden, damit eine optimale Anpassung an eine gegebene Referenz-OVF
erfolgt, so wird jeweils fiir unterschiedliche feste Werte von Halbwertsbreite und
Volumenanteil die Minimierung der Funktion ¢ durchgefiihrt. Dadurch erhélt man
fiir eine gegebene Anzahl von Komponenten die optimale Anpassung an die Refe-
renztextur. Die {100}-Polfiguren in den Abbildungen 3.3 (a)-(d) zeigen, dass fiir
die ebene Kompression und die einfache Scherung bereits 4 Komponenten fiir eine

qualitativ gute Beschreibung der gegebenen Textur ausreichend sind. Anders ver-
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Ebene Kompression (§ = 0.963)

i bi Vi ¢ ¢' h

1 17.8 0.25 1.1740 0.5070 -0.4942
2 17.8 0.25 -1.3009 -0.4910 0.5855
3 17.9 0.27 1.2762 -0.4931 -0.5678
4 18.5 0.23 -1.1476 0.5120 0.4743

Einfache Scherung (6 = 0.924)

i bi v 2 ¢ 4

1 27.9 0.25 6.2176 0.7889 2.4463
2 17.8 0.19 -0.5897 0.7743 -0.0264
3 23.1 0.28 1.5987 0.7878 -0.0204
4 26.2 0.28 5.37658 0.9805 0.5181

Elongation (6 = 0.631)

! bi vi ¢4 ¢ ©h

1 16.1 0.13 3.8662 1.0557 1.9422
2 16.2 0.13 0.7699 0.9824 1.8625
3 16.2 0.12 4.8804 0.6248 0.5784
4 22.8 0.12 3.1363 0.6992 1.5728
5 21.7 0.12 -0.0416 0.0542 1.6152
6 16.2 0.13 3.7586 1.6294 0.8273
7 16.3 0.12 1.8807 0.6495 0.4008
8 16.0 0.13 4.0468 0.8234 1.6399

Tabelle 3.2: Angepasste Komponenten fiir die ebene Kompression, die einfache

Scherung und die Elongation

hélt es sich bei Fasertexturen, wie z.B. der des Zugversuches. In diesem Fall sind 8

Komponenten fiir eine ausreichende Beschreibung der Textur notwendig. Das ist



42 Texturbeschreibung mittels der Orientierungsverteilungsfunktion

Taylor-Simulation Komponentenanpassung
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Abbildung 3.3: Vergleich der {100}-Polfiguren fiir Taylor-Simulationen an Kupfer

mit 1000 Einkristallen und fiir Anpassung mit Texturkomponenten
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Abbildung 3.4: Vergleich der Entwicklung des Approximationsfehlers d mit stei-

gender Komponentenzahl bei der Anpassung an die Referenztexturen in den Ab-

bildungen 3.3 (a,c,e) bei gleichen Volumenanteilen der Texturkomponenten

aber immer noch eine sehr geringe Anzahl. Die einzelnen Komponenten, charakte-

risiert durch ihre mittleren Orientierungen, Halbwertsbreiten und Volumenanteile,

sind in Tabelle 3.2 aufgelistet.

In den Abbildungen 3.4 (a)-(c) ist die Entwicklung des Approximationsfehlers ¢
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zwischen Referenz-OVF und Modell-OVF {iber die Anzahl der Texturkomponen-
ten N¢ bei gleichen Volumenanteilen v; und fiir unterschiedliche Halbwertsbreiten
b; dargestellt. Die Halbwertsbreiten variieren zwischen 15° < b; < 25°. Verwen-
det man nur eine Komponente zur Approximation der Referenz-Textur, so ist
die Anpassung mit der grofiten Halbwertsbreite (b = 25°) am besten, die mit
der kleinsten Halbwertsbreite (b = 15°) am schlechtesten. Dies gilt fiir die Defor-
mationen der ebenen Kompression (Abbildung 3.4 (a)), der einfachen Scherung
(Abbildung 3.4 (b)) und der Elongation (Abbildung 3.4 (c¢)). Der Grund dafiir ist,
dass eine Komponente mit einer kleinen Streubreite eine viel zu scharfe Textur
erzeugt, die sich in einem kleinen Abschnitt des Orientierungsraumes befindet. Ei-
ne Anpassung an eine breit gestreute Textur ist demzufolge nur schlecht moglich.
Die Texturschérfe einer OVF fillt mit zunehmender Streubreite ab. Das bedeutet,
dass eine Komponente mit einer grofleren Streubreite auch eine bessere Anpassung

liefert.

Dieser Trend &ndert sich aber mit steigender Komponentenanzahl N¢o. Bei der ebe-
nen Kompression (Abbildung 3.4 (a)) wird fiir eine Halbwertsbreite von b = 25°
schon ab N = 2 Komponenten ein konstanter Wert fiir den Abstand § erreicht.
Fiir b = 22.5° und b = 20° geschieht dies bei No = 4. Das Niveau des 6 Wertes
sinkt dabei bei fallenden Werten fiir die Halbwertsbreiten. Bei gréfleren Werten
fiir N¢ fithren nur noch die Halbwertsbreiten b = 17.5° und b = 15° zu einer Ver-
besserung der Anpassung, da in diesen Féllen der 6 Wert weiter abfillt. Die beste
Approximation liefert bei der ebenen Kompression die Streubreite b = 15° bei
einer Komponentenanzahl von No = 12. Bei einer Anzahl von Ng = 1000 wird
fiir diesen Fall der Approximationsfehler 6 = 0 erreicht, da die Referenz-Textur
mit 1000 Komponenten unter Verwendung einer Halbwertsbreite von b = 15° er-
zeugt wurde. Bei der einfachen Scherung in Abbildung 3.4 (b) dauert der Abfall
auf ein konstantes Niveau fiir  ldnger als bei der ebenen Kompression. Auflerdem
sind fiir No = 12 Komponenten nur die Kurven fiir b = 25° und b = 22.5° abge-
séittigt. Die besten Anpassungen an die Referenz-Textur werden bei No = 12 im
Gegensatz zur ebenen Kompression fiir b = 17.5° und b = 20° erreicht. Der Grund
ist die komplexere Textur und die geringere Texturschérfe der Referenz-Textur
bei der einfachen Scherung. Die Kurvenverlaufe des 6 Wertes fiir die Elongation

(Abbildung 3.4 (c)) verhalten sich dhnlich wie die der ebenen Kompression.
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3.5 Approximation der OVF mit tensoriellen Textur-

koeffizienten

Eine weitere Moglichkeit zur Approximation der OVF ist die Verwendung von ten-
soriellen Reihenentwicklungen. Adams et al. (1992) und Guidi et al. (1992) nutz-
ten die tensorielle Fourierreihe fiir den Fall kubischer Kristallsymmetrie. Zheng
und Fu (2001a,b) verallgemeinerten die Anwendung der Fourierreihe zur Appro-
ximation der OVF auf beliebige Kristall- und Probensymmetrien. Bunge (1965)
und Roe (1965) nutzten generalisierte harmonische Funktionen zur Approximati-
on der OVF. Im Gegensatz zu den Koeffizienten der tensoriellen Fourierreihe sind
die Koeffizienten der generalisierten harmonischen Funktionen keine Tensoren. In
den Arbeiten von Bohlke (2005, 2006) erfolgt die Anwendung der Fourierreihe im
Zusammenhang mit der Methode der maximalen Entropie in der Texturanalyse.
Im Falle der kubischen Symmetrie ergibt sich der folgende Zusammenhang

f(Q)=1+flfai:1—|—f4+f6+f8+f9+f10+f121+f122+... (3.41)

1=

(Bohlke, 2005). Die Reihenterme f,,; bestehen aus
foi(Q) = Vl<ai> ' IF’<O[Z_>(Q), F’<al>(Q) =Qx T,<Oéz‘> (3.42)

mit

{a;} = {4,6,8,9,10,12;,12,,13,14, ...} (3.43)

Die tensoriellen Fourierkoeffizienten V’<a‘> werden im Weiteren auch als Texturko-
effizienten bezeichnet. Die Referenztensoren ’]I"<a > unterliegen der Normierungsbe-

7

dingung
Tl = 1. (3.44)

Die Tensoren V’<a > und ']I"<a > verfiigen iiber die Eigenschaften der kompletten Sym-

metrie und der Spurfreiheit. Tensoren, die diese beiden Eigenschaften besitzen,

werden auch als irreduzibel bezeichnet. So gelten fiir ']I"< 4) z.B. die Bedingungen

Tijrr = Tjirg = Thaij = Tjar = - - - i = 0. (3.45)

Eine weitere wichtige Eigenschaft der Referenztensoren ist die Abbildung der Kris-

tallsymmetrie
f(Q)=fQH") = T, =HxT,, (3.46)
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VHC € SC. Die tensoriellen Fourierkoeffizienten geben hingegen die Probensym-

metrie wieder

f(Q) = f(H Q) = Vi, =H"xV], (3.47)
VH?® € 55. Die Berechnung der Fourierkoeffizienten erfolgt durch den Zusam-
menhang
Vigy = Qi +1) [ f(@Q+T,,dQ (3.48)
SO(3)

(Bohlke, 2005). Fiir einen Satz von N¢ diskreten Orientierungen und dazugehori-
gen Volumenfraktionen {Q,, v, } kann die Berechnungsformel

Neo
Vigy = 200 +1) Y vaQq x T,y (3.49)

a=1
abgeleitet werden. In der Arbeit von Bohlke (2001) wird gezeigt, dass es ausrei-
chend ist, einen Texturkoeffizienten vierter Ordnung zu beriicksichtigen, um die
Voigt-Schranke und die Reuss-Schranke der Verzerrungsenergie von linear elasti-
schen Materialien zu berechnen. Aufierdem wurde in Bohlke (2001) eine quadra-
tische Fliebedingung basierend auf einem Texturkoeffizienten vierter Stufe fiir
kubische Polykristalle eingefiihrt. In dieser Arbeit soll ebenfalls nur ein Koeffizi-
ent vierter Stufe genutzt werden. Fiir den Fall der kubischen Kristallsymmetrie

ergibt sich der Referenztensor vierter Stufe

V30

'IF’<4> = ﬁ@D —I®I-20), (3.50)
wobei gilt
3
]D:Zei®ei®ei®ei. (3.51)
i=1

Durch das Einsetzen der Beziehungen (3.50) und (3.51) in Gleichung (3.48) ergibt

sich der Fourierkoeffizient 4. Stufe

~ 3V30

Vi =22 |5 / FQ)Q+DAQ—ToT—21|. (3.52)

SO(3)

In Bohlke (2001) wurde ein Texturkoeffizient vierter Stufe A" eingefiihrt. Er ist zu
V’< g In folgender Weise korreliert

—Vig- (3.53)
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Dieser Texturkoeffizient A’ wird in dieser Arbeit fiir alle weiteren Betrachtungen

verwendet.
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Abbildung 3.5: OVF-Darstellungen fiir die Wiirfellage und die Goss-Lage be-
stimmt aus dem in Gleichung (3.53) definierten Texturkoeffizienten vierter Stufe
A (0< 1 <90°,0 <P <90°,0 < g <90°)

In Abschnitt 3.3.1 wurden die Schnitte fiir die OVE’s der Wiirfellage und der Goss-
Lage unter Verwendung der eingefiihrten Mises-Fisher-Verteilungen mit Halb-
wertsbreiten der Komponenten von jeweils b; = 25° berechnet. Dieselben Be-
rechnungen wurden ebenfalls mit Hilfe des in Gleichung (3.53) definierten Tex-
turkoeffizienten vierter Stufe durchgefiihrt. Die Ergebnisse sind in Abbildung 3.5
(a) fiir die Wiirfellage und in Abbildung 3.5 (b) fiir die Goss-Lage dargestellt. Im
Vergleich zu den Ergebnissen der Berechnungen unter Nutzung der Mises-Fisher-
Verteilungen in den Abbildungen 3.1 (a), (b) sind die Maximalwerte der OVF
in Abbildung 3.5 deutlich geringer. Auflerdem ist die Streuung um die Maxima
in den Abbildungen 3.5 (a), (b) viel stirker. Um die Maximalwerte der OVF fiir
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die Berechnungen basierend auf den Mises-Fisher-Verteilungen zu senken, ist es
moglich die Halbwertsbreiten b; der Komponenten zu erhéhen. Damit wird die
Textur ebenfalls weicher, wie es bei den Berechnungsergebnissen basierend auf
dem Texturkoeffizienten A’ der Fall ist. Bemerkt werden soll, dass im letzteren
Fall auch negative Werte fiir die OVF auftreten. Das bedeutet, dass die Nichtne-
gativitdtsbedingung fiir die OVF verletzt wird. Im Gegensatz dazu sind die Werte
fiir die OVF, die mit Hilfe der Mises-Fisher-Verteilungen bestimmt werden, immer

positiv, was ein Vorteil gegeniiber der tensoriellen Fourierreihenentwicklung ist.



Kapitel 4

Bestimmung des Materialverhaltens
des Polykristalls

4.1 Homogenisierungsmethoden

Das Ziel eines Homogenisierungsverfahrens ist die Bestimmung des makroskopi-
schen Materialverhaltens aus den konstitutiven Gleichungen der Mesoskala oder
Mikroskala unter Einbeziehung mikrostruktureller Informationen. Das in dieser
Arbeit betrachtete polykristalline Aluminium besteht aus einer Anzahl Koérner.
Jedes Korn besitzt eine Kristallorientierung und wird durch seine Form und Gro-
Be spezifiziert. Das mechanische Verhalten eines Kornverbundes ist aulerdem vom
Interaktionsverhalten der Koérner an den Korngrenzen abhéngig. Die konstitutiven
Gleichungen auf der Mesoskala sind durch Gleitprozesse auf kristallographischen
Ebenen charakterisiert. Das Homogenisierungsverfahren ist im Weiteren vor allem
durch die Anzahl der implementierten mikrostrukturellen Informationen gekenn-
zeichnet. Auflerdem muss bei der Auswahl des Verfahrens beriicksichtigt werden,
ob das makroskopisch elastische oder das makroskopisch (visko-)plastische Ver-
halten des Polykristalls von Interesse ist. Zusétzlich muss der numerische Auf-
wand des Verfahrens in Betracht gezogen werden. Denn mit wachsender Anzahl
mikrostruktureller Details im Homogenisierungsschema steigt auch dessen nume-
rischer Aufwand. Unter diesen Gesichtspunkten werden im Folgenden Verfahren
zur Ermittlung der effektiven elastischen und der effektiven (visko-)plastischen

Polykristalleigenschaften diskutiert.

49
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4.1.1 Effektive elastische Polykristalleigenschaften

Die Bestimmung der elastischen Konstanten des Polykristalls kann ndherungsweise
durch sehr einfache Annahmen aus denen des Einkristalls erfolgen. Eine mogliche
Annahme ist die der homogenen Deformation des Polykristalls (Voigt, 1910). Ein
derartiger Ansatz erfiillt die kinematischen Kompatibilitdtsbedingungen zwischen
den Kérnern. Die Gleichgewichtsbedingungen sind hingegen verletzt. Die effektive
Steifigkeitstetrade kann durch Annahme des Zusammenfallens der Momentan- und

Bezugsplatzierung aus dem Orientierungsmittelwert der Einkristallsteifigkeiten

¢ = [ r@c@de (4.)
SO(3)

berechnet werden. Eine analoge Betrachtung erfolgt, wenn anstatt einer homo-
genen Deformation eine homogene Spannung im Polykristall angenommen wird
(Reuss, 1929). Diese Annahme sichert die Erfiillung der Gleichgewichtsbedingun-
gen zwischen den Kérnern auf triviale Art und Weise. Die kinematischen Kom-
patibilitdtsbedingungen sind hingegen verletzt. Die elastischen Eigenschaften des
Polykristalls kénnen aus dem Orientierungsmittelwert der einkristallinen Nach-

giebigkeitstetraden
s~ [ 1Qs(@)1Q (4.2
S0(3)

bestimmt werden. Die Annahme der homogenen Deformation nach Voigt (1910)
und der homogenen Spannung nach Reuss (1929) fithrt zu elementaren Schranken
fiir die elastische Energie des Polykristalls (Hill, 1952; Nemat-Nasser und Hori,
1993). Eine Verbesserung dieser Schranken erméglichen geometrische Mittelwerte

der Einkristallsteifigkeiten

oo | [ f@uE@)dQ (4.3)
SO(3)
oder der Einkristallnachgiebigkeiten

' —ep | [ HQuE@)Q (4.4)

SO(3)



Homogenisierungsmethoden o1

(Matthies und Humbert, 1995; Bohlke, 2001). Beide geometrischen Mittelwerte
sowie das Voigt- und das Reuss-Mittel nutzen lediglich die Information der OVF.
Im Gegensatz dazu ermoglichen selbstkonsistente Ansétze zusétzlich die Beriick-
sichtigung der Korninteraktion. Sie basieren auf der Losung des Einschlusspro-
blems eines elastischen Ellipsoids in einer unendlichen, elastischen Matrix (Eshel-
by, 1957). Diese Losung wurde unter anderem durch Kréner (1958) genutzt, um
die elastischen Konstanten eines Polykristalls mit isotroper Verteilung der Kristal-
lorientierungen und der Kornformen aus den Einkristallkonstanten zu bestimmen.
Die isotrope Verteilung der Kornformen erlaubt die Annahme eines kugelférmigen
Korns in der infiniten Matrix, das die effektiven Eigenschaften des Polykristalls
besitzt. Ein dhnlicher Ansatz wurde von Hershey (1954) angewendet. Basierend
auf der Eshelby-Losung formulieren Hashin und Shtrikman (1962) ein Variations-
problem fiir die elastische Energie von k.-f.-z. Polykristallen. Durch die Losung
des Variationsproblems bestimmen Hashin und Shtrikman (1962) Schranken fiir
den effektiven Schubmodul bei einer isotropen Verteilung der Kristallite. Diese
Schranken fiithren zu einer Verbesserung der entsprechenden Voigt- und Reuss-

Schranken.

Morris (1969) berechnet die elastischen Konstanten eines orthotropen Polykristalls
unter Verwendung der OVF durch Mittelung iiber den Orientierungsraum SO(3).
Die OVF approximiert Morris (1969) durch generalisierte harmonische Funktio-
nen. Bunge (1974) ermittelt die elastischen Konstanten ebenfalls fiir den textu-
rierten Fall am Beispiel kubischer Polykristalle mit orthotroper Probensymmetrie.
Er berticksichtigt die Interaktionen der Korner und verwendet somit eine Nahe-
rung zweiter Ordnung. Die berechneten Verteilungen des Elastizitdtsmoduls in der
Blechebene fiir ein Kupfer- und ein Stahlblech sind zu den entsprechenden Voigt-
und Reuss-Mittelwerten etwas verbessert und liegen ndher an den experimentellen
Ergebnissen. Beran et al. (1996) berechnen die elastischen Eigenschaften des kubi-
schen Polykristalls unter der Annahme orthotroper Probensymmetrie ebenfalls auf
der Basis einer Ndherung zweiter Ordnung. So werden zunéchst experimentell aus
der Mikrostruktur des Polykristalls die OVF, die eine Korrelationsfunktion ers-
ter Ordnung ist, und eine Korrelationsfunktion zweiter Ordnung bestimmt. Aus
den Korrelationsfunktionen werden durch Mittelung iiber den Orientierungsraum
SO(3) die effektiven elastischen Konstanten ermittelt. AuBlerdem werden Annah-

men zur Beriicksichtigung einer Korrelationsfunktion dritter Ordnung aufgestellt.
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Neben dem Aufwand zur experimentellen Bestimmung der Korrelationsfunktio-
nen hoherer Ordnung steigt auch der Aufwand der numerischen Bestimmung der

entsprechenden Mittelwerte.

Eine weitere Berechnungsmoglichkeit der effektiven elastischen Eigenschaften des
Polykristalls ist die Nutzung reprisentativer Volumenelemente (RVE) in Verbin-
dung mit der Finite-Elemente-Methode. Diese Methode erlaubt eine direkte Mo-
dellierung der Kornform, der Korngrenzen und der Interaktionen zwischen den
Kornern. In der Arbeit von Kumar (1992) wird dies fiir verschiedene polykristal-
line Materialien umgesetzt. Fiir die Verteilung der Korner im Ort und die Be-
schreibung der Kornform wird ein Poisson-Voronoi-Mosaik erzeugt. In der Arbeit
von Kumar und Kurtz (1994) wird zusétzlich der effektive thermische Ausdeh-
nungskoeffizient von verschiedenen polykristallinen Materialien berechnet. In der
Arbeit von Kanit et al. (2003) erfolgt eine Bestimmung der minimalen Grofie
eines repréasentativen Volumenelements im Sinne der Homogenisierung der effekti-
ven elastischen Eigenschaften unter Annahme eines Poisson-Voronoi-Mosaiks zur
Modellierung der Mikrostruktur.

4.1.2 Effektive (visko-)plastische Polykristalleigenschaften

Zur Homogenisierung des elastischen Materialverhaltens wurden durch die An-
nahme einer homogenen Deformation (Voigt, 1910) oder einer homogenen Span-
nung (Reuss, 1929) des Polykristalls Néherungslosungen fiir die makroskopischen
elastischen Konstanten abgeleitet. Beide Ideen konnen auf die Homogenisierung
des effektiven (visko-)plastischen Materialverhaltens iibertragen werden. Taylor
(1938) nutzt die Annahme der homogenen Deformation des Polykristalls zur Be-
stimmung der makroskopischen Flieflspannung im starr-plastischen Materialfall.
Lin (1957) erweitert die Bestimmung auf elastisch-plastische Polykristalle. Sachs
(1928) nutzt die Annahme der homogenen Spannung im Polykristall zur Ermitt-
lung der makroskopischen Fliespannung. Durch die Annahme der homogenen
Deformation erfiillen das Taylor- und das Taylor-Lin-Modell die kinematischen
Kompatibilitdtsbedingungen, nicht aber das Gleichgewicht zwischen den Kérnern.
Das Sachs-Modell erfiillt hingegen die Gleichgewichtsbedingungen, nicht aber die
Kompatibilitdtsbedingungen. Diese Eigenschaften der Modelle entsprechen denen

des Voigt- bzw. des Reuss-Modells der elastischen Homogenisierung.
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Ein Vorteil des Taylor-Modells gegeniiber dem Sachs-Modell ist die generelle M6g-
lichkeit des Mehrfachgleitens in den Einkristallen. Im Sachs-Modell wird Einfach-
gleiten angenommen. Aktiviert wird das Gleitsystem, das die giinstigste Lage in
Bezug auf die Belastungsrichtung besitzt. Nur in Féllen, in denen keines der
Gleitsysteme durch seine Lage begiinstigt wird, kann es im Sachs-Modell zum
Mehrfachgleiten kommen, da es dann keinen Einfachgleitbereich gibt. Dies fiihrt
normalerweise zu einer besseren Vorhersage der Texturentwicklung in k.-f.-z. Po-
lykristallen mit hoher Stapelfehlerenergie bei Anwendung des Taylor-Modells. Das
Sachs-Modell kann hingegen die Entwicklung von Texturen in Messing besser vor-

hersagen. Beide Modelle vernachléssigen die Interaktionen der Korner.

Wie bereits im elastischen Fall konnen auch im (visko-)plastischen Fall selbstkon-
sistente Modelle verwendet werden, um die Interaktion der Korner zu beriicksich-
tigen. Kroner (1961) und Budiansky und Wu (1962) nutzen diese Art der Homoge-
nisierung, um das elastisch-plastische Verhalten von Polykristallen zu bestimmen.
Das Problem wurde durch einen kugelférmigen, elastisch-plastischen Einkristall in
einer isotropen, elastischen Matrix fiir kleine Verformungen formuliert. Dadurch
sind die erzielten Flielspannungen des Modells immer noch weit von den expe-
rimentellen Ergebnissen entfernt, da das Modell ein zu steifes Verhalten besitzt
(Hutchinson, 1970). Die Ergebnisse entsprechen weitestgehend den Ergebnissen
des Taylor-Modells (Zaoui, 1996).

Eine Verbesserung wird durch das Modell von Hill (1965) erzielt. Hier ist ein
elastisch-plastischer Einkristall in eine elastisch-plastische Matrix eingebunden.
Die Materialgleichungen sind inkrementell fiir kleine Verformungen definiert.
Hutchinson (1970) vergleicht das Modell von Kroner (1961) und Budiansky und
Wu (1962) mit dem Modell von Hill (1965) beziiglich der Voraussage der Flie-
spannung im Zugversuch von k.-f.-z. Polykristallen. Dabei stellt sich heraus, dass
die Fliespannungen, die durch das Modell von Hill (1965) berechnet werden,

néher an den experimentellen Ergebnissen liegen.

Hutchinson (1976) wendet das Modell von Hill (1965) fiir den starr-
viskoplastischen Fall an. Er simuliert das Kriechverhalten von k.-f.-z. Polykris-
tallen und vergleicht dabei den selbstkonsistenten Ansatz mit dem Taylor-Ansatz
fiir die effektiven Spannungen im Zugversuch. Dabei zeigt sich, dass beide Modelle

zu dhnlichen Ergebnissen bei der Annahme einer Dehnrateninsensitivitét fithren.
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Hutchinson (1976) zeigt, dass es fiir den starr-viskoplastischen Materialfall méglich
ist, makroskopische Potentiale fiir die Spannung und die Dehnrate zu formulieren.
Fiir diese Potentiale konnen mit Hilfe der Taylor- oder der Sachs-Annahme ele-

mentare Schranken des viskoplastischen Verformungsverhaltens berechnet werden.

Ein selbstkonsistenter Ansatz fiir grofle Deformationen wird durch Molinari et al.
(1987) eingefiithrt. Er wendet ein Modell fiir starr-viskoplastische k.-r.-z. und
k.-f.-z. Polykristalle an. Er nutzt ebenfalls die Annahme kugelférmiger Kérner in
einem isotropen Medium. Die berechneten Texturen fiir die ebene Kompression,
den Zugversuch und den Kompressionsversuch entsprechen im Wesentlichen de-
nen des Taylor-Modells. Lebensohn und Tomé (1993) fithren dies auf das isotrope
Matrixverhalten im Modell von Molinari et al. (1987) zurtick.

Lebensohn und Tomé (1993) nutzen ebenfalls das Modell von Molinari et al. (1987)
allerdings in Verbindung mit einem anisotropen Matrixverhalten. Dadurch ist eine
bessere Beriicksichtigung der Korninteraktionen mdoglich. Sie wenden das Modell
fiir Textursimulationen von hexagonalem Zirkonium an. Hier zeigt sich der selbst-
konsistente Ansatz dem Taylor-Ansatz iiberlegen, da hier auch Effekte wie die
Zwillingsbildung von Bedeutung sind. Fiir Textursimulationen von k.-f.-z. Poly-
kristallen verwendet Harren (1991a,b) ein elastisch-plastisches selbstkonsistentes
Modell, das auf dem Modell von Hill (1965) basiert. Die Ergebnisse unterschieden
sich wie beim Modell von Molinari et al. (1987) nur geringfiigig von denen des

Taylor-Ansatzes.

Eine andere Moglichkeit im Sinne der selbstkonsistenten Ansétze zeigen Nebozhyn
et al. (2001). Sie benutzen eine Formulierung, die urspriinglich auf Ponte Casta-
neda (1991) fiir die Verwendung in Kompositen zuriickgeht. In Nebozhyn et al.
(2001) wird ein Variationsproblem formuliert, das eine Erweiterung des Modells
von Hashin und Shtrikman (1962) auf viskoplastische Polykristalle darstellt.

Es wird mit Modellen basierend auf den Ansétzen von Hill (1965) und Molina-
ri et al. (1987) und zusétzlich mit dem Taylor- und Sachs-Modell verglichen. Es
werden k.-f.-z. und ionische Polykristalle mit einer isotropen Kornverteilung ver-
wendet. Ein Vergleich findet fiir die Fliespannungsverléaufe bei unterschiedlichen
Dehnratensensitivitéiten statt. Hierbei zeigt sich, dass das Modell von Hill (1965)
fiir dehnratenunabhéngiges Verhalten der k.-f.-z. Polykristalle &hnliche Ergebnisse
wie das Taylor-Modell erzielt. Das Modell von Molinari et al. (1987) konvergiert
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in diesem Fall gegen das Sachs-Modell. Die Ergebnisse des eingefiihrten Variati-
onsansatzes erzielen die beste Ubereinstimmung mit dem Experiment. Besonders
gut stellt sich der Variationsansatz bei den ionischen Polykristallen dar, da hier
der Effekt der Kornform wichtiger als im k.-f.-z. Fall ist.

Aus dem Vergleich der Taylor-Modelle mit den beschriebenen selbstkonsistenten
Modellen zeigt sich der Vorteil der letztgenannten erst dann deutlich, wenn Ef-
fekte wie die Zwillingsbildung oder die Kornform der Kristallite eine Bedeutung
fiir das Polykristallverhalten besitzen. Die Einbeziehung der Korninteraktionen
unter Beriicksichtigung einer anisotropen Kornformverteilung gelingt am besten
im Modell nach Nebozhyn et al. (2001). Dieses Modell ist allerdings im Vergleich

zum Taylor-Modell rechentechnisch wesentlich aufwendiger.

Um die Voraussagen des klassischen Taylor-Modells zu verbessern, wurden re-
laxierte Taylor-Modelle vorgestellt (Honnef und Mecking, 1978; Mecking, 1981;
Van Houtte, 1987, 1988). In diesen Modellen werden im Gegensatz zum klas-
sischen Taylor-Modell nicht alle Komponenten des Deformationsgradienten vor-
geschrieben, sondern z.B. eine oder mehrere Scherkomponenten als Unbekannte
eingefithrt. Allerdings sind die hieraus resultierenden Schubspannungen identisch
Null und damit fiir die Berechnung bekannt. Man spricht in diesem Zusammen-

hang auch von Modellen mit gemischten Randbedingungen.

Die so eingefiihrten Modelle sagen eine bessere Texturentwicklung in k.-r.-z. und
k.-f.-z. Polykristallen voraus. Diese Voraussage ist allerdings von der Art des De-
formationsprozesses abhéngig. So sind die relaxierten Modelle in der Regel nur
fiir die ebene Kompression geeignet, wo bei sehr groflen Deformationen flache und
gestreckte Korner entstehen. Eine Eignung fiir beliebige Deformationsmoden ist
deshalb nicht gegeben (Van Houtte et al., 2005), wodurch das Anwendungsgebiet
des klassischen Taylor-Modells grofler ist als das Anwendungsgebiet fiir dessen
relaxierte Varianten. Neben relaxierten Taylor-Modellen wurden auch relaxierte
Sachs-Modelle eingefiihrt (Leffers, 1968).

Das Lamel-Modell (Van Houtte, 1999; Van Houtte et al., 2002; Li und Van Hout-
te, 2002) basiert ebenfalls auf einem relaxierten Taylor-Modell. Es betrachtet al-
lerdings zwei Kristallite in einem Verbund. Hiermit soll die Korninteraktion be-
riicksichtigt werden. Auch dieses Modell ist auf den Fall der ebenen Kompression
beschrankt.
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Das GIA-Modell (Crumbach et al., 2001) betrachtet insgesamt acht Einkristalle.
Es nimmt aber weiterhin eine homogene Deformation im Korn an. Diese wird im
Alamel-Modell (Van Houtte et al., 2005) nicht mehr angenommen. Es kénnen des-
halb bessere Voraussagen zur Texturentwicklung getroffen werden. In der Arbeit
von Van Houtte et al. (2005) wurde dies allerdings nur fiir den Fall der ebenen

Kompression gezeigt. Weitere Untersuchungen miissten folgen.

Eine andere Variante das (visko-)plastische Verhalten des Polykristalls zu unter-
suchen, ist die Nutzung der Finite-Elemente-Methode. Diese Methode bietet den
Vorteil, das Polykristallverhalten auf verschiedenen Skalen simulieren zu kénnen.
Die erste Moglichkeit besteht in der Simulation des lokalen Deformationsverhal-
tens. Hierzu modelliert man nur einen lokalen Bereich des Polykristalls. Dabei
kann die Mikrostruktur mit der Geometrie der Korngrenzen beriicksichtigt wer-
den (siehe z.B. Teodosiu et al., 1993; Harder, 1997; Sachtleber et al., 2002; Anand,
2004; Zhang et al., 2005).

Im Sinne der Homogenisierung ist diese Methode nur schlecht anwendbar, da ein
reprasentativer Bereich mit vollstdndiger Mikrostruktur zu einem hohen numeri-
schen Aufwand fiihrt. Deshalb miissen fiir die Betrachtung eines reprasentativen
Ausschnittes weitere Annahmen getroffen werden. 1.) Auf die Modellierung der
Korngrenzen und der Kornform wird verzichtet. 2.) Ein Korn wird durch eine
geringere Anzahl von n finiten Elementen vernetzt. Haufig wird n = 1 gewahlt.
3.) Als Modellvolumen wird ein Einheitswiirfel oder ein Quadrat im 2-d Fall be-
trachtet. Diese Definition des représentativen Volumenelements (RVE) geht auf
Bishop und Hill (1951) zuriick. 4.) Die Verwendung periodischer Randbedingun-
gen fiir das RVE fiihrt gegeniiber homogenen Randbedingungen zu verbesserten
Berechnungsergebnissen. Trotzdem werden meistens homogene Randbedingungen

verwendet, da diese leichter zu implementieren sind.

Berechnungen fiir Textursimulationen kubischer Polykristalle unter diesen verein-
fachten Annahmen wurden unter anderem durch Kalidindi et al. (1992), Bronk-
horst et al. (1992), Dawson et al. (1994), Miche et al. (1999) und Anand (2004)
durchgefiihrt. Die dabei erzielten Texturen zeigen in der Regel eine Verbesserung
gegeniiber dem Taylor-Modell. In der Arbeit von Miehe et al. (1999) werden neben

homogenen Randbedingungen auch periodische Randbedingungen verwendet.

Interessiert man sich fiir das makroskopische Verhalten einer gesamten Struktur
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unter groflen plastischen Deformationen, so ist auch die zuletzt genannte Methode
rechentechnisch zu aufwendig. Deshalb implementiert man in jedem Gauf3-Punkt
des Finite-Elemente-Modells eine bestimmte Anzahl von Einkristallen. Als Folge

muss eine Homogenisierung im Gau-Punkt durchfiihrt werden.

Mathur und Dawson (1989) verwenden z.B. das Taylor-Modell im Gaufl-Punkt in
einer FE-Simulation des Walzprozesses. Kalidindi et al. (1992) nutzen die Taylor-
Annahme der homogenen Deformation im Gaufl-Punkt zur Simulation des Schmie-
deprozesses. Miehe und Schotte (2004) und Raabe und Roters (2004) nutzen die
Taylor-Annahme im Gaufl-Punkt zur Simulation der Zipfelbildung beim Tiefzieh-
prozess von Aluminium bzw. Stahl. Neben der Taylor-Annahme im Gauf3-Punkt
wird auch der selbstkonsistente Ansatz genutzt. Tomé et al. (2001) wenden diesen
Ansatz im Gaufl-Punkt zur Simulation eines Biegeversuches fiir polykristallines
Zirkonium an. Signorelli et al. (2005) nutzen ebenfalls ein selbstkonsistentes Mo-

dell im GauB-Punkt zur Simulation des ECAE-Versuches fiir Aluminium.

Da auch in dieser Arbeit das makroskopische Verhalten des polykristallinen Ma-
terials anhand von R-Werten, FlieBspannungen und der Zipfelbildung unter-
sucht werden soll, wird im Gauf}-Punkt des Finite-Elemente-Modells die Taylor-
Annahme verwendet. Der Grund liegt in dem Kompromiss zwischen der akzep-
tablen Beschreibung der Texturentwicklung in Aluminium und dem vertretbaren

numerischen Aufwand.

4.2 Homogenisierung des elastisch-viskoplastischen
Modells

In diesem Unterkapitel werden die Annahmen und Gleichungen fiir die Homogeni-
sierung des elastisch-viskoplastischen Materialmodells angegeben, dessen konsti-
tutive Gleichungen in Kapitel 2.2 beschrieben wurden. Dazu wird zunéchst eine

homogene Deformation des Polykristalls angenommen

F=F. (4.5)

Der Deformationsgradient F' ist also in jedem Punkt des Polykristalls gleich dem

makroskopischen Deformationsgradienten F'. Dies entspricht der bereits vorge-
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stellten Voigt- bzw. Taylor-Annahme zur Verformung des Aggregates aus Einkris-
tallen. Zur Bestimmung der effektiven Spannung geht man zunéchst vom Prinzip
der Aquivalenz der Spannungsarbeiten auf der Mikro- und der Makroskala aus

(Hill, 1963), was zu einer Aquivalenz der zugehorigen inneren Leistungen fithrt

VFHVF:/TWKFﬂi (4.6)
|4

Unter der Annahme homogener oder periodischer Randbedingungen und der Vor-
aussetzung des statischen Gleichgewichtes folgt fiir die Mittelung des Spannungs-

tensors |
TJPK::Vi/IﬂPKdV (4.7)
1%

(Bertram, 2005). Diese Aussage kann analog fiir den makroskopischen

Cauchy’schen Spannungstensor T' gefolgert werden

- 1
T:—/TM, (4.8)
v
v

der allerdings iiber das momentane Volumen gemittelt wird. Der im Weiteren

benutzte makroskopische Kirchhoff’sche Spannungstensor 7 ergibt sich als

1
%:V/Tai (4.9)
\%4

Fiir eine feste Anzahl M von Orientierungen (8 mit zugehorigen Volumenanteilen
vg ergibt sich die makroskopische Spannung 7 aus den Spannungen der Kristallite

T3, die im Einkristall als homogen angenommen werden,

M
=) s (4.10)
B=1

4.3 Homogenisierung des viskoplastischen Modells

Die Annahmen und Gleichungen der Homogenisierung in diesem Unterkapitel
basieren auf dem (starr-)viskoplastischen Einkristallmaterialmodell aus Kapitel

2.3. Der Berechnung der makroskopischen Spannung liegt eine Approximation der
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OVF durch zentrale Verteilungsfunktionen zu Grunde, die in Kapitel 3 eingefiihrt
wurde. Diese Form der Homogenisierung wurde in den Arbeiten von Bohlke et al.
(2005a,b, 2006b) angewendet. Dabei muss beriicksichtigt werden, dass sich die
Kristallite nicht nur durch eine unterschiedliche Orientierung, sondern auch durch

einen unterschiedlichen Verfestigungszustand voneinander unterscheiden.

Homogenisierung der Spannungen. Das Spannungsfeld im Polykristall kann
fiir einen vorgegebenen Deformationsprozess berechnet werden, wenn die Felder
J, D', Q und 7¢ bekannt sind. Wie im Fall des elastisch-viskoplastischen Mo-
dells wird auch hier die (Voigt-)Taylor-Annahme der homogenen Deformation des

Polykristalls getroffen. Hieraus folgen die Beziehungen

J=J D =D (4.11)

Bei dieser Art der Verformung entstehen makroskopische Anisotropien durch in-
homogene Verteilungen der Kristallite Q@ € SO(3) und der Verfestigungsvariablen
7¢ € ®*. Der Zustand des Polykristalls zu einem festen Zeitpunkt ¢ ist damit
durch eine Verteilungsfunktion h(Q, TC) gekennzeichnet

%(Q,Tc) = n(Q,7%)dQ dr¢, (4.12)

die die Volumenfraktion spezifiziert, die die Kristallorientierung @ und die kriti-
sche Schmid-Spannung 7¢ besitzt. Die Verteilungsfunktion h(Q, 7¢) hat wie die
OVF f(Q) die Eigenschaft der Nichtnegativitét

MQ, %) >0 vQ e SO@B), ¢ e nt (4.13)

und sie ist in der Form

/h(Q,TC)dQ dr¢ =1 (4.14)

H

normiert, wobei H = Rt x SO(3). Die OVF f(Q) kann aus der Verteilungsfunk-
tion h(Q, %) durch Integration iiber 8 berechnet werden

£(Q) = / (@, 7C) drC. (4.15)
R+
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Basierend auf der Taylor-Annahme und unter Nutzung der Verteilungsfunktion

hQ, TC) kann man die makroskopische Kirchhoff-Spannung

1
‘T':V/(TO—FT/)dV:f'O—Ff/ (4.16)

bestimmen. Hierbei ist 7° der Kugelanteil

7o = avgg )Izg(JQ—l)I (4.17)

und 7' der deviatorische Anteil der Spannung 7

/h Q.7C)r'(D',Q,+C)dQ drC. (4.18)

Bei Vorliegen eines homogenen Verfestigungszustandes im Polykristall, d.h.
hMQ,7%) ~ f(Q)5.c, kann Gleichung (4.18) auch vereinfacht durch einen Ori-

entierungsmittelwert des Spannungstensors bestimmt werden

/ F(Q)F(D,Q,7°) Q. (4.19)

0 ist die Dirac-Distribution.

Beriicksichtigung von Texturkomponenten. Die Homogenisierung des visko-
plastischen Materialmodells soll speziell fiir den Fall von Texturkomponenten erfol-
gen. Diese wurden bereits in Kapitel 3.3 eingefiihrt und mit Hilfe von Mises-Fisher-
Verteilungsfunktionen beschrieben. Die mathematischen Zusammenhénge fiir die
OVF wurden angegeben. Dies soll nun fiir die Verteilungsfunktion h(Q, TC) ver-
allgemeinert und zur Berechnung der makroskopischen Spannung genutzt werden.
Dazu wird zunéchst die Verteilungsfunktion h(Q, TC) in einen isotropen Anteil h!
und einen anisotropen Anteil A zerlegt. Die zugehorigen Volumenfraktionen sind
v! bzw. v4. Der anisotrope Anteil wird durch eine Uberlagerung von N, zentra-
len Verteilungsfunktionen g(Q, Q,, b,) mit den zentralen Orientierungen @, und
den Volumenfraktionen v (o =1,..., N,) modelliert. Der Verfestigungszustand
der Komponenten wird als homogen angenommen und kann durch die Schmid-
Spannung 7¢ ausgedriickt werden. Eine zusitzliche Annahme ist die Abhingigkeit

des isotropen Anteils vom arithmetischen Mittelwert der Schmid-Spannung

Ne
¢ =3 vArC (4.20)
a=1
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Mit den obigen Annahmen ergibt sich
h<Q7 TC) = VIhI<7_—C) + VAhA(Q7 Ql? ct QN7 bl? ) bN? TF? ) 7_]%)7 (4'21>

wobei

W (79) ~ 6.c (4.22)
und
A C C oA
(R, Q1 ..., RN, b1, oo, N, T ooy TN ) ™~ 21 Vag(Q,Qa,ba)5Tg- (4.23)
o=
Auflerdem gilt die Zwangsbedingung

: S vd=1 (4.24)

fir die Volumenanteile. Der Wert der Verteilungsfunktion ¢(Q, Q,,b.) an der
Stelle @ héangt nur vom Orientierungsabstand w zwischen @ und @, ab. Er wurde
bereits in Kapitel 3.3 durch Gleichung (3.23) definiert. Die Funktion ¢(Q, Q. b«)

soll durch eine Mises-Fisher-Verteilungsfunktion spezifiziert werden
9(Q, Qa,ba) = N(Sa(ba)) exp (Sa(ba) cos(w(Q, Qy)))- (4.25)

Dies erfolgt analog zur Betrachtung fiir die OVF in Kapitel 3.3 (siehe Gleichung
(3.22)). Die Normierungskonstante N(S,) und die Streubreite S, (by), die durch
die Halbwertsbreite b, ausgedriickt werden kann, wurden ebenfalls in Kapitel 3.3

eingefiithrt. Wie die OVF kann auch die Verteilungsfunktion h(Q, TC) die Kristall-

symmetrie

hQ,7) = h(QH ) (4.26)
VH® € §¢ C SO(3) und die Probensymmetrie
M@, 7€) = h(H5Q,70) (127)

VH® € §9 C SO(3) wiedergeben. Die Mises-Fisher-Verteilung

9(Q. Qube 242N ) exp(Salba) cos((Q. QuH))  (428)
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erfiillt die Bedingung (4.26) fiir die Funktion h, wobei die Tensoren H g € SO(3)
die 24 Elemente der Symmetriegruppe der kubischen Einkristalle sind.

Bisher ist der anisotrope Anteil des makroskopischen Spannungsdeviators durch

den Orientierungsmittelwert

Ne¢
Pt [ (@@t T(D.Q A (429)

s0@3) *=1

gegeben. Nach der Definition von &, durch T(g = £,7¢ und der Ausnutzung der
Homogenitét des Spannungsdeviators vom Grade 1/m im symmetrischen Anteil
des Geschwindigkeitsgradienten ist es moglich, Gleichung (4.29) durch die Bezie-
hung

/ FAQ)F(D,Q,7C) A (4.30)

zu ersetzen, wobei

Ne¢
ZA;‘ (Q,Qq,b0) (4.31)

und 1) =4 v, (fa)m Somit beeinflusst ein inhomogener Verfestigungszustand
die Volumenfraktionen, die bei der Berechnung der Orientierungsverteilungsfunk-
tion auftreten. Fiir die numerische Auswertung bietet Gleichung (4.30) gegeniiber
Gleichung (4.29) den Vorteil, dass der Spannungsdeviator nur fiir ein festes 7¢

bestimmt werden muss.

Vereinfachte Berechnung des isotropen Anteils der Makro-Spannung.
Aus den Gleichungen (4.18) und (4.22) folgt der isotrope Anteil der makroskopi-
schen Spannung

=t / (D', Q,79)dQ. (4.32)

SO(3)

Die Auswertung dieser Gleichung erfordert die numerische Integration iiber den
Orientierungsraum. Hier soll eine Moglichkeit diskutiert werden, die auf eine In-
tegration verzichtet und stattdessen ein makroskopisches Gesetz zur Bestimmung
des isotropen Anteils der Spannung verwendet. Der Grund liegt in dem hohen
numerischen Aufwand der Integration itber SO(3) und der Annahme, dass das

makroskopisch isotrope Materialverhalten eine untergeordnete Rolle gegeniiber
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dem makroskopisch anisotropen Materialverhalten spielt. Diese Annahme ist bei
Komponententexturen mit einer hohen Texturschérfe, wie sie in dieser Arbeit Ver-
wendung finden, sicherlich vertretbar. Fiir das isotrope, makroskopische Gesetz

(v! =1) wird der Ansatz
§5v(Tv) 1
2 T

D' = (4.33)

gewahlt, dessen Vergleichsdehnrate €,(7,) auf dem Norton-Ansatz

émm)—am<%)k (4.34)

Tv0

basiert. Sie entspricht der von Mises’schen Vergleichsdehnrate

. 2, =
&= 21D (1.3

Analog gilt fiir die Vergleichsspannung

3, _
= \@“T'IH. (4.36)

Beide dquivalenten Groflen sind auf den einachsigen Zugversuch normiert. Aus

den Gleichungen (4.33)-(4.36) folgt die explizite Form fiir die Spannungen

F = 270 <\[D ) (4.37)

3Eu0 E40

Gleichung (4.37) impliziert ein Dehnratenpotential fiir die Spannungen
k1

ETo0cw0 [ €v \ *
PP = Y C—) . 4.38
k+1 é’UO ( )

Analog folgt ein Spannungspotential fiir den Dehnratentensor

. k+1
TvoEv0 [ Tu
o7 = 2 (—J . 4.39
k+1 Tv0 ( )

Die Materialkonstanten wurden mit der Ausnahme von 7,3 analog zu den meso-

skopischen GréBen gewihlt (6,0 = 91073 s71, k = 133). Die Vergleichsspannung
Ty0 kann in jedem Inkrement unter Verwendung des Taylor-Faktors M = 3.06 aus

der gemittelten Schmid-Spannung 7¢ bestimmt werden.
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4.4 Quasiphinomenologische Modellierung (Zwei-
skalenmodell)

Die bisher eingefiihrten Modelle basieren auf Materialgleichungen, die auf der Ebe-
ne der Kristallite verfasst sind. Mit Hilfe von Homogenisierungsschemata wurde
aus diesen mesoskopischen Gleichungen die makroskopische Spannung bestimmt.
Eine andere Moglichkeit ist, die Materialgleichungen rein phinomenologisch zu
formulieren. In diesem Fall stellt sich das Problem der Beriicksichtigung der Mi-
krostruktur in den Materialgleichungen. Eine Moglichkeit, die Mikrostruktur in
das Makromodell einzubeziehen, ist die Verwendung innerer Variablen im Ma-
kromodell, die auf der Mikroebene mit moglichst geringem Aufwand bestimmt
werden. Im folgenden Ansatz soll dementsprechend die Orientierungsverteilung
der Kristallite ermittelt werden, woraus ein Texturkoeffizient vierter Stufe nach
Kapitel 3.5 berechnet wird. Dieser kann als innere Variable in dem elastischen
Gesetz und der Fliefiregel, die auf der Makroskala formuliert sind, verwendet wer-
den. Da in einem derartigen Modell die Materialgleichungen auf der Mesoskala und
der Makroskala definiert sind, wird im Weiteren von einem Zweiskalenansatz oder
Zweiskalenmodell gesprochen. Das hier verwendete Modell nutzt eine quadratische
Form des FlieBkriteriums, die urspriinglich auf v. Mises (1928) zuriickgeht. Eine

ausfiihrliche Diskussion quadratischer Fliefkriterien ist in Kapitel 4.5 gegeben.

4.4.1 Elastisches Gesetz

Zur Formulierung des elastischen Gesetzes auf der Makroskala wird dem Ansatz,
der auf der Mesoskala formuliert wurde (siehe Gleichung (2.36)), gefolgt

=G

2PK _ CIE . (4.40)

Ni
an

Es werden demzufolge kleine elastische Verzerrungen aber grofie Rotationen zu-
gelassen. Im Gegensatz zum elastisch-viskoplastischen Modell fiir die einkristal-
linen Verformungen sollen die Materialgleichungen auf der phdnomenologischen
Ebene nicht fiir materielle sondern fiir Euler’sche Grofien formuliert werden. Des-
halb wird der 2. Piola-Kirchhoff’sche Spannungstensor durch den Kirchhoff’schen
Spannungstensor

TF (4.41)
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und der Green’sche Dehnungstensor durch den Almansi’schen Dehnungstensor

ersetzt
~ G ~T=~A-=
FEF =F F F. (4.42)

Beide Dehnungstensoren koénnen durch den rechten Cauchy-Green Tensor

~ ~ ~ ~T
C = F F bzw. linken Cauchy-Green Tensor B = F'F  ausgedriickt werden

B = %(é ~ 1), (4.43)
~ A 1 = —1
E = (I-B) (4.44)

Damit erhélt man aus Gleichung (4.40) die Beziehungen
T

7=FC[F E F|F (4.45)

und

7= (F+C)[E") = CplBE]. (4.46)

Fiir den Fall kleiner elastischer Verzerrungen kann die Steifigkeitstetrade Cg auch
durch Drehung der Referenzsteifigkeit C mit }:Z, dem orthogonalen Anteil von F ,
berechnet werden. Zur Bestimmung des Tensors Cg soll der Arbeit von Béhlke
(2001) gefolgt werden, wo gezeigt wurde, dass sich die Steifigkeitstetrade Cp bei
angenommener Voigt’scher oder Reuss’scher Mittelung additiv in einen isotropen

und einen anisotropen Anteil zerlegen lésst

Cp=CL+C3, (4.47)

wobei der anisotrope Anteil durch den eingefiihrten Texturkoeffizienten vierter
Stufe A’ (siehe Gleichung 3.53) charakterisiert wird

CL = 3KP! + 2GPL,
(4.48)
C4 =¢A.

Der Tensor A’ wird aus der Orientierungsverteilung bestimmt, die mit der Hilfe
des in Kapitel 2 eingefiihrten starr-viskoplastischen Materialmodells unter Ver-

wendung der Taylor-Annahme berechnet wird. Der Anisotropieeinfluss auf die
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Steifigkeitstetrade Cg kann iiber den skalaren Parameter £ gesteuert werden. Fiir
¢ = 0 liegt der elastisch isotrope Fall des Materialgesetzes vor. Die Tensoren IED{
und P4, die im isotropen Anteil von Cg Verwendung finden, sind die isotropen
Projektoren
Pl =311,
(4.49)
Py =1% — Pl

K und G sind der Kompressionsmodul bzw. der Schubmodul des isotropen Anteils
der Steifigkeit.

4.4.2 Flieflregel

Die Entwicklung des Steifigkeitstensors Cg wird allein durch die Entwicklung des
Texturkoeffizienten A’ bestimmt. Damit folgt aus dem elastischen Gesetz in Glei-
chung (4.46), dass makroskopisch lediglich eine Entwicklungsgleichung fiir den
symmetrischen Tensor E~ formuliert werden muss. Aus Gleichung (4.44) folgt,
dass auch eine Entwicklungsgleichung fiir den linken Cauchy-Green-Tensor ver-
wendet werden kann

+ FFT. (4.50)

Analog zum elastisch-viskoplastischen Modell fiir die einkristalline Verformung

(siehe Gleichung (5.1)) kann fiir die Entwicklung des Tensors F die Beziehung

=~ ~2PK/
k(T  ,oF) (4.51)

My

F—LF—

formuliert werden, wobei o eine Verfestigungsvariable ist. Mit der Hilfe des Ten-

~ ~ ~2PK1/
sors F' kann k(T ,or) auf die Momentankonfiguration transformiert werden

2PK1 -1

o) F . (4.52)

kp(7',0r) = FE(T

Durch Kombination der Gleichungen (4.50), (4.51) und (4.52) erhélt man die
Entwicklungsgleichung

B = LB+ BL" - 2sym(kyB). (4.53)
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Unter der Annahme kleiner, elastischer Verzerrungen vereinfacht sich diese Glei-
chung zu
B =2(D — sym(kg)). (4.54)

Diese Form der Fliefiregel erfiillt im Gegensatz zur Fliefiregel (4.53) nicht die
Forderung der Objektivitat. Deshalb wird fiir die numerische Simulation Gleichung
(4.53) verwendet. Zur Bestimmung der Funktion kg soll im GroBen und Ganzen
der Arbeit von Bohlke (2001) gefolgt werden. Wie in der genannten Arbeit soll
auch hier eine quadratische Form des FlieSSkriteriums ® g implementiert werden

dp = %%’ : (pg + nA’) 7] — éa%;. (4.55)
Das FlieBlkriterium muss der Bedingung &z = 0 geniigen. Der anisotrope Anteil
des FlieSkriteriums wird durch den Texturkoeffizienten vierter Stufe A’ charak-
terisiert. Die Funktion kg kann durch die Fliefrichtung, die der Ableitung des
FlieSkriteriums (4.55) nach der Kirchhoff-Spannung entspricht, und die Vergleichs-
geschwindigkeit A dargestellt werden
. 0Pp

krp =\ 5o (4.56)
Fiir A wird der Norton-Ansatz
. .y m—1
A\ = 25_0 (M) (4.57)
or oF

gewihlt, der auf einer anisotropen Variante der von Mises’schen Vergleichsspan-
nung basiert. Die Funktion ky kann unter Verwendung der Beziehungen (4.55),
(4.56) und (4.57) in die Form

) _ i\ m—1
bp = 30 (4T () ) (4.59

gebracht werden. Die dquivalente Spannung o,(7') kann aus der makroskopischen

Kirchhoff-Spannung und dem Anisotropietensor A’ bestimmt werden

Geg(F) = \/g \/ 7 (B4 ') [7) (4.59)

Diese Vergleichsspannung ist so normiert, dass sie fiir einen einachsigen Zugver-

such des isotropen Polykristalls (A" = 0) den Wert der Zugspannung annimmt. Der
Parameter m ist die Dehnratensensitivitat. Der Parameter g ist eine konstante

Dehnratengeschwindigkeit.
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4.4.3 Verfestigung

Fiir die Verfestigung wird analog zum elastisch-viskoplastischen und zum visko-
plastischen Einkristallmodell das Kocks-Mecking Modell angewendet. Dabei wer-
den alle Verfestigungsgrofien auf der Makroskala definiert. Die Entwicklungsglei-

chung fiir die FlieSspannung o ergibt sich dann zu

mw:%<1—§§)é. (4.60)

0y ist der makroskopische Verfestigungsmodul. Die Voce-Spannung o gy ist durch

den Zusammenhang

1
é n
OFV = OFV0 <€—*> (4.61)

0

gegeben. Die Dehnrate ¢ berechnet sich mit der Hilfe der dquivalenten Spannung
oeq aus Gleichung (4.59)

é::§s0<fﬁifg)ml. (4.62)

4.4.4 Materialparameter

Elastisches Gesetz | K [GPal | 75.2

G [GPa] | 26.2
FlieBregel £0 [s71 [9-1073

m -] 133
Verfestigungsregel | ©g [MPa] | 351.1

OFV0 [MP&] 157.8
n -] 22.5
e | s | 107
OFQ [MP&] 45.9

Tabelle 4.1: Materialparameter fiir Aluminium bei Raumtemperatur auf der Ma-

kroebene
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Die verwendeten Materialparameter fiir die makroskopischen Materialgleichungen
sind in Tabelle 4.1 angegeben. Die elastischen Konstanten wurden dem Buch von
Brandes und Brook (1998) entnommen. Die Parameter m und &y der Fliefiregel
wurden analog zu den Modellen auf der Mesoskala gewéhlt. Die Verfestigungspara-
meter wurden anhand von Experimenten basierend auf den Arbeiten von Les et al.
(1999) und Mecking (2001) berechnet. Hierbei wurde der Taylor-Faktor M = 3.06

verwendet.

4.5 Phanomenologische Flief3kriterien

In diesem Abschnitt wird zunichst ein Uberblick iiber die wichtigsten phénome-
nologischen FlieBkriterien fiir polykristalline Materialien gegeben. Danach werden
zwei quadratische FlieBkriterien miteinander verglichen. Das ist zum einen das
klassische Hill’sche FlieSkriterium (Hill, 1948), das rein phénomenologisch defi-
niert ist, und zum anderen die quadratische Form (4.55) aus Kapitel 4.4.2; in
der der Texturkoeffizient vierter Stufe A’ Verwendung findet. Dessen Berechnung
ist, wie in Kapitel 3.5 gezeigt wurde, aus der Orientierungsverteilung der Kris-
tallite moglich. Auflerdem wurde gezeigt, dass dieser Texturkoeffizient in einen
Koeffizienten der tensoriellen Fourierreihe zur Approximation der OVFE umge-
rechnet werden kann. Somit basiert die quadratische Form (4.55) im Gegensatz
zum Hill’schen FlieBkriterium auf mikrostrukturellen Informationen und ist da-
mit nicht rein phinomenologisch. Wird in der texturbasierten Form der Tensor
A’ durch eine makroskopische Entwicklungsgleichung bestimmt (Bohlke, 2001), so
kann man sicherlich auch in diesem Fall von einer rein phédnomenologischen Form
sprechen. Die Identifikationsmoglichkeit des Koeffizienten mittels der OVF bleibt

aber vorhanden.

Eine ausfiihrliche Diskussion iiber makroskopische Fliefiregeln fiir die Anwendung
in der Metallumformung wird z.B. in Hosford (1993) und Banabic (2000) gegeben.

4.5.1 Uberblick zu phinomenologischen FlieBkriterien

Zur Beschreibung des makroskopischen Flieivorgangs in Metallen wurden zu-

néchst FlieBkriterien zur Charakterisierung isotropen Materialverhaltens verwen-
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det. Die &lteste Variante stammt von Tresca (1864), in der die maximale Schub-
spannung einen kritischen Wert erreichen muss, damit ein FlieBvorgang ausge-
16st wird. Es folgte ein Vorschlag von Huber (1904) und v. Mises (1913), bei der
der FlieBvorgang durch das Erreichen eines kritischen Wertes fiir die Norm des

Cauchy’schen Spannungsdeviators initiiert werden kann.

Die erste Variante zur Formulierung eines makroskopischen Fliefkriteriums fiir
den anisotropen Materialfall geht auf v. Mises (1928) zuriick. Er verwendet die

quadratische Form

o(T) = T - H[T), (4.63)

die der Bedingung ¢(T') = 1 geniigen muss. H ist ein Tensor vierter Stufe, der bei-
de Subsymmetrien und die Hauptsymmetrie besitzt. Er enthédlt im Allgemeinen
21 unabhéngige Konstanten, die die Anisotropie des Materials beschreiben sol-
len. Dies entspricht dem Fall der triklinen Symmetrieklasse. Da makroskopische
FlieBkriterien oft fiir die Umformsimulation gewalzter Bleche verwendet werden,
sind diese Funktionen in der Regel fiir den Fall der orthotropen Symmetrieklasse
abgeleitet worden. Der Grund ist die durch den Walzprozess induzierte orthotrope
Probensymmetrie. In einem solchen Fall verbleiben fiir den Tensor H neun unab-
héangige Konstanten zur Beschreibung der Anisotropie. Nach der in Kapitel 2.2

eingefiithrten modifizierten Voigt’schen Darstellung ergibt sich

- Hy1 Hiyp Hiz O 0 0 |
Hyp Hps 0 0 0
Hss 0 0 0
Hy O 0
Sym. Hss 0
- H66 -
Durch die Annahme der Spurfreiheit von H
Hijp = 0, (4.65)

die durch die Annahme der Druckunabhéngigkeit des Fliefkriteriums begriindet
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werden kann, folgen die Zwangsbedingungen

Hi1+ Hio+ Hi3 =0,

Hio + Hoo + Hoz =0,

Hy3 + Hog + H3z =0,
(4.66)
Hiy+ Hog+ H3y =0,

His + Hos + Hss = 0,

Hi6 + Hog + Hsg = 0.

Das bedeutet, dass sich die Anzahl der notwendigen Konstanten fiir den Fall or-

thotroper Symmetrie auf 6 reduziert, wodurch H die Form

—Hy9 — Hi3 Hyo Hys 0 0 0
—Hio — Hog Hos 0 0 0
—Hi3—Hoz3 0 0 0
H = G, ® Gﬂ
Hyy 0O 0
Sym. Hs; 0
. H66 -
(4.67)

annimmt. Nach dem Einsetzen von H in die quadratische Form in Gleichung (4.63)

erhalt man das FlieB3kriterium

¢ = —Hyo(Tyy —Thy)?* — Hyz3(Taz — Th1)* — Hog(Ton — T33)* + 2HysTgy + 2HssTE + 2Hes T,
(4.68)

Es entspricht bis auf die verwendeten Konstanten dem Fliekriterium, das durch
Hill (1948) eingefiihrt wurde. Die Hill’'schen Konstanten lauten

F' = —Ho3, L = Hyy,

G = —Hy3, M = Hs;, (4.69)
H = —His, N = Hgg.
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Damit ergibt sich die urspriingliche Variante des FlieBkriteriums von Hill (1948)

Qb - F(TQQ - T33)2 + G(ng - T11)2 + H(TH - T22)2 + 2LT223 + 2MT123 + 2NT122 (470)

Dieses FlieSkriterium besitzt den Vorteil, dass samtliche Konstanten aus einach-
sigen Versuchen bestimmbar sind. Auf Grund seiner einfachen Formulierung ist
es in vielen FE-Programmen standardméflig implementiert. Ein Nachteil ist die
schlechte Voraussage der Fliespannungsverteilungen in der Blechebene, obwohl
die R-Wertverteilung in der Regel gut wiedergegeben werden kann. Der R-Wert

kann durch die Beziehung -

- % (4.71)
definiert werden (siehe z.B. Kocks et al., 1998). Der Vektor n;, beschreibt den nor-
mierten Richtungsvektor in Breitenrichtung und n,; den normierten Richtungs-

vektor in Dickenrichtung des Bleches.

Ein weiterer Nachteil der Hill’schen Fliebedingung ist, dass nur zwei oder vier
Zipfel bei der Tiefziehsimulation von Blechen berechnet werden kénnen, obwohl
in der Praxis auch andere Varianten beobachtet werden. Auflerdem versagt die
Hill’sche FlieBbedingung bei der Voraussage des anomalen Verhaltens erster und
zweiter Ordnung (Banabic, 2000), das z.B. in Aluminiumlegierungen auftreten
kann. Das anomale Verhalten erster Ordnung wird iiber den gemittelten R-Wert

Ry + 2R45 4+ Roo

= 4

(4.72)

definiert, der sich aus den R-Werten in der Blechebene fiir die Walzrichtung, die
Querrichtung und die um 45° gedrehte Walzrichtung berechnet.

Die experimentellen Untersuchungen von Woodthorpe und Pearce (1970) und
Pearce (1968) sagen fiir R < 1 im biaxialen Zugversuch an bestimmten Alumini-
umlegierungen bzw. anderen Metalllegierungen Spannungsverlaufe voraus, deren
Niveaus niedriger als die entsprechenden des einachsigen Zugversuches sind. Ein
derartiges Verhalten ist durch die Hill’sche FlieBbedingung nicht reproduzierbar.
Im Falle von Werten R > 1 werden durch die Hill’sche FlieSbedingung #hnliche
Verldufe wie im Experiment des biaxialen Zugversuches vorhergesagt, wobei de-
ren Niveaus jeweils iiber denen der Spannungs-Dehnungskurven des einachsigen

Versuches liegen.



Phéinomenologische Fliefskriterien 73

Neben dem anomalen Verhalten erster Ordnung wird in gewalzten Blechen einiger
Aluminiumlegierungen ein anomales Verhalten zweiter Ordnung beobachtet (Ba-
nabic, 2000). Dieses Verhalten wird durch die R-Werte und Fliespannungen in
Walz- und Querrichtung definiert:

Ry > Rgg, 09 < 099 (4.73)

oder

Ry < Rgg, 0¢ > 09p. (4.74)

Ein derartiges Verhalten kann die Hill’sche FlieSbedingung nicht vorhersagen.
Deutlich wird diese Tatsache an den numerischen Untersuchungen, die im Ab-
schnitt 4.5.2 folgen. Auf Grund der genannten Nachteile der quadratischen
Hill’schen Fliebedingung wurde eine Vielzahl nichtlinearer FlieBkriterien einge-
fithrt. Hill (1979) nutzt die nichtlineare Form

“H  H “H  H “H  H
o) = flT5 —Tg3|™ + g|T53 — Tiq "™ + h|T1] — To|™ (4.75)
0 H  H “H mH
+al2Tyy —Toy — T33|™ + 0205 — 11 — Ta3|™

~H 7H 5H
+c|2T53 — T1y — T |™,

die beziiglich der Spannungshauptachsen definiert ist. Die Grofle der Nichtlineari-
tat dieses Flieflkriteriums wird durch den Parameter m charakterisiert. Die Kon-
stanten a, b, ¢, f, g und h beschreiben die Anisotropie des Materials. Dieses
FlieSkriterium kann das anomale Verhalten erster Ordnung wiedergeben, schei-
tert aber bei der Beschreibung der Anomalie zweiter Ordnung. Eine Erweiterung
der Funktion lasst zusétzlich eine Beschreibung der Anomalie zweiter Ordnung zu
(Hill, 1993). Der grofite Nachteil der FlieSkriterien von Hill (1979) und Hill (1993)
ist die eingeschrinkte Nutzung, da eine Verwendung nur moglich ist, wenn die
Richtungen der Hauptspannungsachsen mit denen der Orthotropieachsen iiber-
einstimmen. Auflerdem stellen insbesondere die berechneten Fliefortkurven eine

schlechte Approximation an das Experiment dar. Das von Barlat und Lian (1989)
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eingefiihrte FlieBkriterium

200" = alki + k2| + alki — ko|™ + c[2ka|™, (4.76)
Tn—l—hTQQ
kk = ———,
2
Tyy — BT\
_— <%> T (4.77)

liefert eine bessere Approximation der FlieBortkurven gewalzter Bleche. Auflerdem
werden im Vergleich zu den Fliefkriterien von Hill (1979) und Hill (1993) zusétz-
lich Scherspannungen beriticksichtigt. Ein weiterer Vorteil ist die geringe Anzahl
an Parametern (a, ¢, m, h, p). Ein Nachteil ist die Spezialisierung auf den ebenen
Spannungszustand. In Hill (1990) wird eine Verallgemeinerung des Flielkriteriums
von Hill (1979) vorgestellt. In diesem FlieSkriterium miissen die Richtungen der
Hauptspannungsachsen nicht mit denen der Orthotropieachsen iibereinstimmen.

Es wird aber auch hier nur der ebene Spannungszustand betrachtet.

In der Arbeit von Barlat et al. (1991) wird ein FlieSkriterium abgeleitet, das einen
3-dimensionalen Spannungszustand beriicksichtigt. Es stellt einen Spezialfall des
FlieSkriteriums von Karafillis und Boyce (1993) dar. In diesem Kriterium ist es
durch eine lineare Abbildung des Spannungstensors mit einem Tensor vierter Stufe
moglich, auch Anisotropien des Materials zu beriicksichtigen, die nicht auf den
orthotropen Symmetriefall beschrankt sind. Betrachtet wird allerdings nur der
Fall der orthotropen Symmetrie. Beide 3-dimensionalen FliefSkriterien bieten eine
verbesserte Approximation der R-Wert- und FlieBspannungsverteilungen sowie der
FlieSortkurven. Weitere Verbesserungen in der Approximation der experimentellen
Ergebnisse einhergehend mit einer weiteren Erhohung der Anzahl von Parametern
werden unter anderem durch die Fliefiregeln in den Arbeiten von Barlat et al.
(1997a,b, 2005) erzielt. Die Anzahl der Parameter steigt dabei in der Arbeit von
Barlat et al. (2005) auf 13 bzw. 18 an.

4.5.2 Das Flielkriterium von Hill (1948)

Dieses FlieSkriterium, das im vorherigen Abschnitt bereits diskutiert wurde, zeich-

net sich durch seinen rein phdnomenologischen Charakter aus. Es kann, wie bereits
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erwahnt, durch die Bedingung

T H[T] =1 (4.78)

beschrieben werden. Der Hill’sche Tensor vierter Stufe nimmt mit den Hill’schen

Konstanten, die im vorherigen Abschnitt eingefiihrt wurden, die Form

(G+H —-H -G 0 0 0|
F+H —-F 0 0 0
F+G 0 0 0
L 0 0
sym. M 0
N

an. Der Hill’sche Tensor muss wegen der Forderung der Konvexitdt des Flief3-
kriteriums die Eigenschaft der positiven Definitheit besitzen. Dies hat zur Folge,
dass seine Eigenwerte die Positivitatsbedingung \; > 0 erfiillen miissen. Wegen
der Annahme der Spurfreiheit des Tensors H miissen allerdings nur fiinf Eigen-
werte positiv sein (A; = 0), da im 5-dimensionalen Vektorraum fiir symmetrische

Deviatoren nur fiinf Eigenwerte fiir H existieren konnen.

Aus den Eigenwerten

=L =M M=N (4.80)
konnen direkt die Beziehungen

L>0, M>0, N>0 (4.81)

gefolgert werden. Die anderen beiden Eigenwerte sind identisch

Ms=X=F+G+H+\VF2—FH—FG+G?—GH + H2. (4.82)

Somit muss zusétzlich die Beziehung

F+G+H+VF2—FH—-FG+G>—GH+ H?2>0 (4.83)

gelten. Diese Bedingung wird auf jedem Fall erfiillt, wenn gilt:

F>0, G>0, H>O. (4.84)
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Der isotrope Sonderfall des Flielkriteriums ergibt sich durch

F=G=H, L=M=N =3F. (4.85)

Zur besseren Anschauung des Verhaltens des Flielkriteriums in Abhéngigkeit der
Parameter sollen im Folgenden einachsige Zugversuche in der Blechebene (e;-es-
Ebene) betrachtet werden, aus denen die Fliespannungs- und R-Wertverteilungen
bestimmt werden. Die Cauchy-Spannung ergibt sich aus der Zugspannung o(n)
und der Zugrichtung n,

T =o0n, ®n,. (4.86)

Nach dem Einsetzen der Spannung in Gleichung (4.78) ergibt sich fiir die Zug-

spannung o(n,)

1
o(ng) = . 4.87
(o) Ve @n, - Hn, ® ng (4.87)
Fiir die weiteren Betrachtungen soll die normierte Zugspannung
o(n,) \/nd@n Hng ©nl) s

00 /N, @n, - Hn, Q@ n,|

verwendet werden. Die Richtung n entspricht der Zugrichtung n, (o = 0°), worin
a der Winkel zwischen der Walzrichtung e; und der Zugrichtung ist. Die Ableitung
einer Funktion fiir die R-Wertverteilung in der Blechebene folgt aus der Annahme
kleiner elastischer Verzerrungen und Rotationen aus den Gleichungen (4.71) und

(4.78)
ny @ 1y - Hn, @ ngl
ng®@ng - Hn, ® ngl

R= (4.89)

(vergleiche Bohlke, 2001).

Bei der Betrachtung einachsiger Zugversuche in der Blechebene liegt ein ebener
Spannungszustand vor. In dem hier betrachteten Fall wird die ej-eo-Ebene ge-
wahlt. Dadurch spielen die Konstanten L und M keine Rolle. Es verbleiben somit
vier unabhéngige Konstanten zur Beschreibung der Anisotropie in der Blechebe-
ne. Ausgehend vom isotropen Sonderfall der Fliefiregel, der durch Gleichung (4.85)
wiedergegeben wird, kénnen vier Falle fiir die R-Wert- und Flieflspannungsvertei-

lung unterschieden werden:
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Abbildung 4.1: Einfluss der Variation der Parameter F' bzw. G auf die R-Wert-
und FlieBspannungsverteilung fiir den Fall: N > G+ 2H und N > F + 2H

1.N>G+2H und N > F +2H,

2. N<G+2H und N < F +2H,

3. N<G+2H und N > F +2H,

4. N >G+2H und N < F +2H.

Diese sind bereits in der Arbeit von Hosford (1993) diskutiert worden. An dieser

Stelle soll zusétzlich der Einfluss der einzelnen Parameter auf die Verteilungen der
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Abbildung 4.2: Einfluss der Variation der Parameter F' bzw. G auf die R-Wert-
und FlieBspannungsverteilung fiir den Fall: N < G+ 2H und N < F +2H

R-Werte und Fliespannungen diskutiert werden. Die Verldufe der Fliespannun-
gen und der R-Werte sind fiir Fall 1 und speziell fiir die Parameter FF = G = H
symmetrisch und besitzen ein Minimum bzw. Maximum bei einem Winkel o« = 45°
(sieche Abbildung 4.1). Im Fall 2 (Abbildung 4.2) tritt fiir ¥ = G = H eine Ver-
tauschung von Minimum und Maximum zwischen der FlieBspannungs- und der
R-Wertverteilung im Vergleich zu Fall 1 auf. Eine Variation der Parameter F
bzw. G hat in beiden Féllen eine Verschiebung dieser Extrema zur Folge. Aufler-

dem veréndern sich die Amplituden der Verteilungen sowie die Verhéltnisse agg/0q
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Abbildung 4.3: Einfluss der Variation der Parameter F' bzw. G auf die R-Wert-
und FlieBspannungsverteilung fiir den Fall: N < G+ 2H und N > F + 2H

und Rgp/Rp. Der 3. Fall in Abbildung 4.3 ist durch ein Minimum fiir & = 0° und
ein Maximum fiir a = 90°, sowohl fiir die FlieBspannungen als auch fiir die R-
Werte, gekennzeichnet. Fiir den 4. Fall (Abbildung 4.4) erfolgt eine Vertauschung
der Extrema im Vergleich zum 3. Fall. An allen Verlaufen kann erkannt werden,
dass das Hill-Kriterium nicht in der Lage ist, die Anomalie zweiter Ordnung zu
beschreiben. In Abbildung 4.5 ist die Abhéngigkeit zweier speziell gewéahlter Ver-
teilungen vom Parameter N dargestellt, wobei erkennbar wird, dass N die Hohe

und Richtung der Anisotropie steuert.
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Abbildung 4.4: Einfluss der Variation der Parameter F' bzw. G auf die R-Wert-
und FlieBspannungsverteilung fiir den Fall: N > G+ 2H und N < F +2H

Zur experimentellen Bestimmung der Hill-Parameter F', G, H und N geniigen
im ebenen Spannungszustand vier Versuche. Fiir die Identifikation konnen zum
Beispiel die gemessenen R-Werte Ry, R4; und Rgg und die Flielspannung o
verwendet werden. Mit der Hilfe der Gleichungen (4.87) und (4.89) ergeben sich

in diesem Fall die Hill-Parameter
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Abbildung 4.5: Einfluss der Variation des Parameters N auf die R-Wert- und

Fliespannungsverteilung

Ry

F = , 4.90
Rg()a%(Ro + 1) ( )

G = ! (4.91)
(7(2)(30 + 1)’ '

Ry

H = % 4.92

03(30 +1) ( )
2 1
N - @Rs+ D(fe+ Ro) (4.93)

2R900‘3 (Ro —+ 1)

Werden die Parameter in die Hill’'sche Fliefiregel in Gleichung (4.78) eingesetzt,
so nimmt diese fiir den ebenen Spannungszustand die Form

_ - 1) - 2 1
5 2Ry 7T JrRo(Rgo+ )Tz (2R45 + 1)(Rgo + Ro)

— — = 7 T2 = o2 (4.94
1 Ro+1 2 Roo(Rp + 1) 22 Roo(Rop + 1) 12=00 | )

an. Eine weitere Beziehung, die aus den Gleichungen (4.87), (4.89) und (4.90)-
(4.93) abgeleitet werden kann, ist

oo [Ro(Rgo+1)

— ) 4.95
90 Rgo(Ro + 1) (4.95)
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Diese Gleichung verdeutlicht, dass das Hill’'sche FlieSkriterium das anomale Ver-

halten zweiter Ordnung nicht beschreiben kann.

4.5.3 Texturabhingiges Flie3kriterium

In Kapitel 4.4.2 wurde eine quadratische Form der Fliefiregel eingefiihrt, die es
zulésst, die durch den Deformationsprozess induzierte Texturentwicklung zu be-
riicksichtigen. Diese FlieBregel wurde bereits in der Arbeit von Bohlke (2001) in
einem rein phdnomenologischen Materialmodell verwendet, wéhrend sie in dieser
Arbeit in dem eingefiihrten Zweiskalenmodell verwendet wird. Unter der Annahme
kleiner Volumenénderungen und durch die Nutzung der Eigenschaft der Spurfrei-

heit des Tensors P4 4 nA’ kann im Gegensatz zu Gleichung (4.55) auch die Form

_ 1- -1

O(T) = =T - (Py+na') [T] - 2o (4.96)
2 3

verwendet werden (®(T) = 0). Der Texturkoeffizient A’ bestimmt die induzierte

Anisotropie. Er besitzt neben der Spurfreiheit, die auch der Hill’sche Tensor auf-

weist, die Eigenschaft der Komplettsymmetrie. Tensoren, die beide Eigenschaften

besitzen, werden als irreduzibel bezeichnet. Das bedeutet, dass fiir einen solchen

Tensor vierter Stufe insgesamt 12 Zwangsbedingungen formuliert werden kénnen

1+ AR +AR =0, — 245 = 0,
1o+ Aj + A5 = 0, 55 — 2413 = 0,
13+ A+ Az = 0, 66 — 241, = 0,
(4.97)
4+ AL+ AL, = 0 Al —V2AL: = 0
14+ Ay + A3, = 0, 15 36 = 0,
15+ Ajs + Az = 0, he — V245 = 0,
Alg+ Apg + A3 = 0, b — V24, = 0.

Unter Beriicksichtigung dieser Zwangsbedingungen, verbleiben fiir einen Tensor A’
mit trikliner Symmetrie 9 statt urspriinglich 21 unabhéngige Parameter. Auch fiir

andere Symmetriegruppen verringert sich die Anzahl der verbleibenden Parameter
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deutlich. Bei angenommener orthotroper Symmetrie verringert sich die Anzahl der

Parameter von 9 im allgemeinen orthotropen Fall auf 3 im irreduziblen Fall

— Ay — Al 12 13 00 0
M-y Ay 0 00
“A,—Ay 000
Alorthotrop = , GQ®G5.
oAy, 0 0
Sym. 2A1; 0
I 247, |
(4.98)

Im Vergleich zum Hill’schen Tensor verringert sich die Anzahl der Parameter von
6 auf 3. Die Ursache ist die zusétzliche Annahme einer Komplettsymmetrie. Hier-
durch wird eine Kopplung zwischen den Anisotropiekoeffizienten in den Achsen-

richtungen mit den entsprechenden Schubtermen erzeugt. Fiihrt man fiir den Ten-

/

Sor Aorthotrop

im Weiteren die Zwangsbedingungen A}, = Aj3 = A ein, so erhélt
man den kubischen Symmetriefall fiir A’. Fordert man auflerdem die in Kapitel

3.5 genutzte Bedingung ||A} ;.|| = 1, ergibt sich der Anisotropietensor

2 1 1 000
2 1 000

Aﬁwbz-schzg - Z e G, ®Gjp. (4.99)
00
sym. 20
2

Fiir den hexagonalen bzw. transversalisotropen Symmetriefall (A}, # Al3 = Abs)
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kann unter der Nutzung der Bedingung ||A}, = 1 der Tensor

exagonal ||

3 1 -4 0 0 0]
3 -4 0 0 0

, | 8 0 0 0
Aheasagonal = 1_6 G, ® Gﬂ (4100)

-8 0 0

sym. -8 0

2

abgeleitet werden. Dementsprechend gibt es wie im kubischen Symmetriefall nur
einen Parameter, der die Anisotropie des Materials charakterisiert. Wird die Irre-
duzibilitéit fiir den Tensor A’ nicht gefordert, gibt es im hexagonalen Symmetriefall
5 unabhiingige Anisotropieparameter. Der isotrope Symmetriefall des Tensors A’

entspricht
Agsolﬁrop =0, (4.101)

da die Bedingungen der Isotropie und der Irreduzibilitdt nur gleichzeitig erfiillt

werden kénnen, wenn alle Komponenten von A’ identisch null sind.

Fiir einen Vergleich des FlieBkriteriums in Gleichung (4.96) und dem Hill’schen

/
orthotrop

Gleichung (4.98) verwendet. Ausgehend von der quadratischen Form der FlieBre-

Fliekriterium in Gleichung (4.78) wird im Folgenden der Tensor A aus
gel in Gleichung (4.96) muss fiir den Tensor }P’g +nA’ positive Definitheit gefordert
werden, damit das FlieSkriterium die Bedingung der Konvexitét erfiillt. Das be-
deutet, es muss auch in diesem Fall die Positivitatsbedingung fiir die Eigenwerte
A; > 0 erfiillt sein. Wie schon beim Hill’schen Tensor ist ein Eigenwert \; identisch
null. Dieser Fakt folgt aus der Spurfreiheit von A’. Deshalb geniigt es auch hier,

wenn alle anderen Eigenwerte grofier als null sind. Aus den drei Eigenwerten

konnen direkt die Beziehungen

1 1
nAyy > —5, nAiz > —

1
/
5’ % nAjg > 9 (4.103)
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abgeleitet werden. Die beiden anderen Eigenwerte sind wie schon beim Hill’'schen

Tensor identisch

1
As = Ag = —n(Ajs+ Als + App) +1+ ’77’\/5((14/13 — Ah3)? 4 (Alg — App)? + (Al — Aj)?).
(4.104)

Hieraus folgt die weitere notwendige Bedingung an die Parameter n, A}y, A5 und

/
23

1
77<AI23 + A/13 + A/12> < ‘77‘\/5((14/13 - A,23)2 + (All?; — Alp)? + (A — A,23)2) +1. (4.105)

Fiir den kubischen Sonderfall (A}, = A}3 = Ab,) ergibt sich

1
nAly = Al = nAy < 3 (4.1006)

Nutzt man die Normierung aus Gleichung (4.99) ergibt sich A}, = \é%_ und damit

eine obere Schranke fiir n

30
n < g (4.107)

Aus Gleichung (4.103) folgt dann eine untere Schranke fiir 7

30
n > —g. (4.108)
Diese beiden Schranken des Parameters n fiir den kubischen Symmetriefall wurden
bereits in Bohlke (2001) abgeleitet. Da hier aber der orthotrope Symmetriefall
von A’ betrachtet wird, miissen die Bedingungen in den Gleichungen (4.103) und

(4.105) erfullt werden.

Fiir den Vergleich mit dem Hill’schen Flieflkriterium sollen nun auch fiir das
in diesem Abschnitt verwendete Fliekriterium die FlieBspannungs- und R-
Wertverteilungen resultierend aus einachsigen Zugversuchen in der Blechebene
analysiert werden. Hierfiir kann die Funktion der FlieBspannung aus Gleichung

(4.96) in Abhéngigkeit der Zugrichtung n, abgeleitet werden

\f N ! (4.109)

®n, - (PL+nA)[n, ® ng]
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Die Verteilung der R-Werte in der Blechebene ergibt sich analog zu Gleichung
(4.89)
ny, @ 1y, - (P +nA) [Ny @ no]

R = )
ng® ng - (P +nA')[n, @ n,)

(4.110)

Im Falle dieses ebenen Spannungszustandes verbleiben im Hill’schen Fliefkriteri-
um die vier unabhéngigen Parameter F, G, H und N. Sie konnten durch die R-
Werte Ry, R45, Rgo und die Fliespannung o ausgedriickt werden (siehe Gleichun-
gen (4.90)-(4.93)). Bei Verwendung der quadratischen Form aus Gleichung (4.96)
verbleiben bei der Annahme orthotroper Symmetrie und der Annahme eines ebe-
nen Spannungszustandes, wie im allgemeinen orthogonalen 3-dimensionalen Fall,
finf Parameter: 7, A}y, Als, A5 und op. Allerdings kann der Einfluss des Para-
meters 7 durch eine geeignete Wahl der Parameter A),, A5 und A5, kompensiert

werden, wodurch wie im Hill’schen Fall vier unabhéngige Parameter verbleiben.

Bestimmt man mit der Hilfe der Gleichungen (4.109) und (4.110) die R-Werte Ry,
Ry5, Rgp und die Flieflspannung o, so ergeben sich aus der Lésung des hieraus

resultierenden Gleichungssystems die Parameter

;1 Ro+ Rgo — 6RygRgp + 2Ry Ry45 + 2R45 Rgo
A = 3 : (4.111)
3 Ry + Rgog + 4Ry Rog + 2RoR45 + 2R45 Ry

1 Ry — 9Rgg + 4RoRog + 2R R45 + 2R45R90

— , (4.112)
3 Ro+ Rgog +4RoRoo + 2RgR45 + 2R45Rgp

nA =

1 —9Rg + Rgo + 4RoRgo + 2Ry Ry5 + 2R45 Rgo
3 Ro+ Rgo+4RygRoy + 2Ry R4s + 2Ra5 Ry

5Roo(Ro + 1)
= ) 4.114
oF UO\/RO + Rgo + 4RoRgp + 2R R45 + 2R45 Ry ( )

nAhy = (4.113)

Setzt man diese Parameter in das FlieBkriterium in Gleichung (4.96) ein, so erhélt
man fiir den ebenen Spannungszustand das Hill’sche Fliekriterium in Gleichung
(4.94). Damit sind im Falle orthotroper Symmetrie und der zusétzlichen Annah-
me eines ebenen Spannungszustand das Hill’sche FlieBkriterium und das in dieser
Arbeit verwendete texturbasierte Fliekriterium aquivalent. Zwischen den Koeffi-

zienten beider Flieflkriterien ergeben sich die Zusammenhénge
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N —-3H
Ay = ——— 4.115
N +2H — 5G
Al = 4.116
N +2H — 5F
Ay = 4.117
5
op = (4.118)

2(N +2H)’






Kapitel 5
Numerische Implementierung

In diesem Kapitel wird zunéchst die Losung der Differentialgleichungen fiir das
elastisch-viskoplastische und das viskoplastische Einkristallmodell sowie fiir das
Zweiskalenmodell beschrieben. Danach wird auf die Diskretisierung im Ort mit
Hilfe der Finite-Elemente-Methode eingegangen. In diesem Zusammenhang wird
kurz die Implementation der in Kapitel 4 eingefiihrten Taylor-Modelle sowie
die Implementation des Zweiskalenmodells in das Finite-Elemente-Programm
ABAQUS (ABAQUS/Standard, 2005) diskutiert. Eine ausfiihrliche Diskussion
nichtlinearer Berechnungen unter Verwendung der FEM kann man unter ande-
rem in den Biichern von Crisfield (1991), Simo und Hughes (1997), Zienkiewicz
und Taylor (2000) und Wriggers (2001) finden.

5.1 Zeitintegration

5.1.1 Elastisch-viskoplastisches Einkristallmodell

Unter Verwendung von Gleichung (2.45) aus Kapitel 2.2.3 erhéilt man die Diffe-

rentialgleichung fiir F' des elastisch-viskoplastischen Einkristallmodells
F=F(F,°)= LF - Fk(T', ). (5.1)

Hinzu kommt eine Differentialgleichung fiir die Verfestigungsvariable der kriti-

schen Schmid-Spannung 7¢

¢ =9(F, ). (5.2)

89



90 Numerische Implementierung

Die Anfangsbedingungen werden mit

(5.3)

festgelegt. @ ist die Orientierung des Kristalls. TOC definiert die kritische Schmid-
Spannung zum Zeitpunkt ¢ = 0. Die Entwicklungsgleichungen fiir F' und 7€ sind
miteinander gekoppelt. Fiir die weiteren Betrachtungen werden die Komponenten
von F und 7¢ in einem Vektor h(IN?1 ) TC) gespeichert. Zur Losung des Differenti-
algleichungssystems wird das implizite Euler-Verfahren verwendet. Damit ergibt
sich fiir einen Zeitschritt t,+1 = t, + At die Gleichung

thrl - hn + Athn+1. (54)

Aus Gleichung (5.4) erhélt man die Funktion

g<F7”L+17TnC+1) = hn+1 - Athn+1 - hn =0. (55)

Dieses nichtlineare System von Gleichungen wird mit Hilfe eines Newton-
Verfahrens gelost. Dazu wurde im Fortran-Quelltext das Unterprogramm

SMNEWDT von Engeln-Miillges und Reutter (1996) verwendet. Die zur Losung

des Newton-Verfahrens in jedem Iterationsschritt bendtigte Jacobi-Matrix

agn—H
ahn—i—l

Jpi1 = (5.6)
wurde analytisch bestimmt. Thre Herleitung ist in Anhang C beschrieben. Da
das Newton-Verfahren die plastische Inkompressibilitidt, d.h. det(P) = 1 nicht
sicherstellt, muss in jedem Iterationsschritt eine Determinantenkorrektur fiir F
vorgenommen werden (siehe z.B. Sarma und Zacharia, 1999; Béhlke, 2001)

= % 3 det(Fn+1) ~

F =——F 1. 5.7
n+1 det(Fn+1) +1 ( )

Die Genauigkeit der Losung des Verfahrens mit Determinantenkorrektur ist wie

im Fall des Verfahrens ohne Determinantenkorrektur von erster Ordnung (Bohlke,
2001).
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Wie in Gleichung (5.1) ersichtlich ist, hiangt die Entwicklungsgleichung fiir F vom
Geschwindigkeitsgradienten L ab. Dieser ist durch Gleichung (2.46) in Abhéngig-
keit des Deformationsgradienten F und dessen zeitlicher Anderung gegeben. Da im
verwendeten FE-Programm die Deformationsgradienten F',, und F', 4 fiir jeden
Integrationspunkt und fiir jeden Iterationsschritt zur Verfiigung gestellt werden,
kann somit ein mittlerer Geschwindigkeitsgradient L berechnet werden. Wendet
man auf Gleichung (2.46) das implizite Euler-Verfahren an, kann folgende Appro-
ximation fiir L abgeleitet werden

L= (Fui— F)F, (5.5)
Prinzip der Forminvarianz (PFI). Wie bereits bei der Einfiihrung des elas-
tischen Gesetzes diskutiert wurde, erfiillt dieses das PMO, das PISM und somit
auch das PFI. Im Folgenden soll nachgewiesen werden, dass die Prinzipien auch
nach der Algebraisierung der Differentialgleichungen eingehalten werden. Aus die-
sem Grund ist eine Untersuchung der Newton-Gleichung (5.5) erforderlich. Hierbei

geniigt es, nur den Teil fiir die Entwicklung von F 7u betrachten

Foo1—F,—At(LF, 1 — F,1k,11) =0, (5.9)

da die Entwicklungsgleichung fiir 7¢ skalarwertig ist und somit generell die Prin-
zipien erfiillt. Fiir den Nachweis des PFI muss gezeigt werden, dass die Materi-
alfunktionen invariant unter Beobachterwechseln sind (siche Anhang A). Bei der
Durchfiithrung eines Beobachterwechsels ergeben sich mit der Hilfe der Rotation
Q € SO(3) (siche Anhang A) die Deformationsgradienten des zweiten Beobach-

ters F n+1 und F n aus denen des ersten Beobachters durch
Fooi=QF,.., F,=QF,. (5.10)

Geht man ferner davon aus, dass die plastische Transformation P invariant unter

Euklidischen Transformationen ist, so ergibt sich analog fiir den Tensor F

A

Fn+1 = QFTL-"-l? Fn - QFn (5-11)

Unter Anwendung der Gleichungen (5.8) und (5.10) erhélt man fiir den Geschwin-

digkeitsgradienten des zweiten Beobachters

L=QLQ". (5.12)
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Nutzt man weiterhin die Invarianz unter Euklidischen Transformationen der Funk-
tion l~cn+1 aus und setzt die obigen Ergebnisse in die Newton-Gleichung fiir den

zweiten Beobachter

A

Fn+1 — Fn — At(iﬁn+1 — Fn+1l~<:n+1) =0 (5.13)

ein, erhélt man schliefllich wieder die Newton-Gleichung des ersten Beobachters
(5.9), womit die Giiltigkeit des PFI nachgewiesen ist. Die Objektivitiat des Ge-
schwindigkeitsgradienten L folgt aus der Berechnungsvorschrift (5.8). Im Allge-
meinen ist der Geschwindigkeitsgradient weder objektiv noch invariant. Auf die
Giiltigkeit des PFT fiir die vorliegenden diskretisierten Materialgleichungen hat

diese Tatsache keinen Einfluss.

Prinzip der Invarianz gegen iiberlagerte Starrkorpermodifikationen
(PISM). Eine iiberlagerte Starrkorpermodifikation beziiglich des momenta-
nen Deformationsprozesses fithrt nach Bertram (2005) zu einem gedrehten
Cauchy’schen Spannungstensor. Die Differentialgleichung zur Bestimmung der in-
neren Variablen wird hingegen nicht beeinflusst (siche Anhang A). Der Beweis
muss deshalb wieder an Newton-Gleichung (5.9) gefiihrt werden. Durch eine Starr-
korpermodifikation ergibt sich fiir den Deformationsgradienten der Zusammen-
hang

F,1=QF,. (5.14)

Da die plastische Transformation P als invariant unter derartigen Modifikationen
angenommen werden kann, ergibt sich analog fiir den Tensor F' der Zusammen-
hang

F,.1=QF,. (5.15)

Setzt man diese Beziehungen in Gleichung (5.9) ein, beriicksichtigt zur Bestim-

mung des Geschwindigkeitsgradienten Gleichung (5.8), so erhélt man
. . 1 - .
0=QF, —F, — At <E(QFTL _F,)F,'F, - QFnk:nH) . (5.16)

Nimmt man ferner an, dass eine iiberlagerte Starrkorpermodifikation keine plasti-
sche Deformation erzeugt (k.1 = 0), so ist Gleichung (5.16) fiir beliebige Starr-
korperrotationen @ und damit das PISM erfiillt. Da PFI und PISM nachgewiesen

werden konnten, ist auch das PMO identisch erfiillt.
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5.1.2 Viskoplastisches Einkristallmodell

Zur Losung der Differentialgleichung des starr-viskoplastischen Materialmodells,
das die Entwicklung der Kristallorientierung Q(t) spezifiziert und durch Glei-
chung (2.51)2 in Kapitel 2.3.2 gegeben ist, wird zunéchst die Kirchhoff-Spannung
aus Gleichung (2.51); bestimmt. Betrachtet man einen gegebenen Zeitschritt
tnt1 = tn + At, so berechnet sich die Spannung 7/, zum Zeitpunkt ¢,, aus der Kris-
tallorientierung Q,,, der kritischen Schmid-Spannung 7¢ und dem symmetrischen
Anteil des Geschwindigkeitsgradienten D', der fiir einen Zeitschritt als konstant
angenommen wird. Er wird aus dem Geschwindigkeitsgradienten L bestimmt, der
durch Gleichung (5.8) gegeben ist. Zur Losung des nichtlinearen Gleichungssys-
tems in Gleichung (2.51); ist es notwendig dieses in einem 5-dimensionalen Devia-
torraum zu formulieren, um eine eindeutige Losung fiir die Kirchhoff-Spannung
zu finden. Hierbei ergeben sich die Spannung 7’ und der Dehnratentensor D’ als

H-dimensionale Vektoren

L —[\["'11 7'22 Thy) V2Thy V27l \/57'/12}3'7

(5.17)
D/ =[\/IDl, 5Dk Dy VDL, VDY, VED|
die beziiglich der Basis B; definiert sind
B = %(261 RXel —ery®ey—es ®63),
By = %(62 ® ey —e3® ey),
B3 = %(62@63—}—63@62), (5.18)
— 1
B4 = \/—(61 ®e3+e3k 61),

B; = \/(€1®€2+62®€1)

Diese Basis besitzt die Eigenschaft der Orthonormalitdt und ist anwendbar fiir
symmetrische, spurfreie Tensoren. Die Losung des so definierten nichtlinearen Glei-

chungssystem zum Zeitpunkt ¢,

G, =D, - Q,sym(k(Q)1,Q,.75))Q} =0 (5.19)
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liefert somit einen 5-dimensionalen Vektor fiir 7/,. Zur Losung dieses Gleichungs-
systems wird erneut ein Newton-Verfahren verwendet. Dazu wird in jedem Itera-

tionsschritt die Jacobi-Matrix

4 _ 9Gy

"oorh

(5.20)

benotigt, die eine 5xb Komponentenmatrix beziiglich der Basis B; ist. Sie kann

analytisch bestimmt werden und besitzt die Form

m—1
~ _SYm ~ _SYym

QM. QT o QM. QT (5.21)

12 / ¥ T
) T - QM. Q

J%:— E 'yom‘ n e a
a=1

Die Tensoren M.’ sind die symmetrischen Anteile der Schmid-Tensoren. Sie
sind ebenfalls beziiglich der Basis B; dargestellt. Mit den berechneten Spannun-
gen zum Zeitpunkt ¢, kann nun die Kristallorientierung Q,,,; zum Zeitpunkt
tn+1 bestimmt werden. Dies erfolgt unter Losung der Differentialgleichung aus

Gleichung (2.51). Diese kann in die Form
W =Q'Q=Q'WQ —skw(k(Q'r'Q,7)) (5.22)

gebracht werden. Zur Losung der Differentialgleichung wird eine explizite expo-
nentielle Abbildungsmethode angewendet (Weber und Anand, 1990; Miehe, 1996;
Simo und Hughes, 1997), d.h. die Losung zum Zeitpunkt ¢, ergibt sich explizit

aus der Losung zum Zeitpunkt £,
Q1 = Q, exp(W,At). (5.23)

Bei der Anwendung dieser exponentiellen Abbildungsmethode ist die Berechnung
der Exponentialfunktion fiir Tensoren 2. Stufe erforderlich. Sie kann fiir einen
beliebigen Tensor 2. Stufe A durch die unendliche Reihe

exp(A) = Z z'_'A (5.24)
=1

dargestellt werden und ist konvergent fiir alle Tensoren 2. Stufe (Zurmiihl und
Falk, 1984; Walter, 1997). Zur Bestimmung der Exponentialfunktion gibt es ver-

schiedene Ansétze (Moler und van Loan, 1978). Nutzt man den Reihenansatz aus
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Gleichung (5.24) und verwendet das Theorem von Cayley-Hamilton fiir Tensoren
2. Stufe
A=A LA 4 [3ANS, (5.25)

mit den Hauptinvarianten von A

I =sp(A),
I = 1sp(A)” — sp(A2), (5260
I3 = det(A),

so ergeben sich anstatt der unendlichen Reihe aus Tensorpotenzen in Gleichung
(5.24) unendliche skalarwertige Reihen zur Approximation der tensoriellen Expo-

nentialfunktion
<1 < 1
exp(A) = <1+25<{>I+<1+25<{f> ( +Z g f”) A% (5.27)
=3 =3

(Bohlke, 2001). Die Skalare g{ ,gH und gIH sind fiir 7 > 3 aus der rekursiven

Bildungsvorschrift

d = Ldll, ¢ =0,
H = L — Ll Gl =0, (5.28)
§Z'III — +11§HI §2III -1

zu bestimmen. In dem vorliegenden Fall ist das Argument der Exponentialfunktion
(siehe Gleichung (5.23)) ein schiefsymmetrischer Tensor 2. Stufe. Fiir einen der-
artigen Tensor sind die skalarwertigen Reihen in Gleichung (5.27) endlich. Ist der

Tensor A in Gleichung (5.27) schiefsymmtrisch, so sind dessen Hauptinvarianten

L=0, L=|A? I3=0 (5.29)

und somit ergibt sich die vereinfachte Darstellung

2
|A|
a1 () L
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Der Vorteil dieser Berechnungsvorschrift der Exponentialfunktion ist, dass im Ge-
gensatz zu Gleichung (5.27) nur Reihenterme zur Berechnung der Sinusfunktion
ausgewertet werden miissen. Dies hat in erster Linie den Vorteil einer geringe-
ren Berechnungszeit fiir die Exponentialfunktion. Ein Vorteil der Anwendung der
exponentiellen Abbildungsmethode zur Losung der Differentialgleichung ist die
Sicherstellung der plastischen Inkompressibilitdt (siehe z.B. Bohlke, 2001). Beim
impliziten Euler-Verfahren ist dies nicht der Fall. Dort muss eine Determinanten-

korrektur der Losung vorgenommen werden (siehe Gleichung (5.7)).

Mit der aus der Losung der Differentialgleichung erhaltenen Kristallorientierung
Q.1 kann nun eine Aktualisierung der Kirchhoff-Spannungen zum Zeitpunkt ¢,,41
erfolgen. Diese Aktualisierung erfolgt wieder durch die Losung des nichtlinearen
Gleichungssystems in Gleichung (2.51)1, dessen Losungsprozedur oben beschrie-
ben wurde. Hierbei muss auch die Schmid-Spannung 7'nC 1 zum Zeitpunkt £,

beriticksichtigt werden, die explizit aus TnC bestimmt wird

=18 + At (Q,, 5. (5.31)

5.1.3 Zweiskalenmodell

Basierend auf der Berechnung der Orientierungsverteilung wird der Texturkoeffi-
zient vierter Stufe A’ bestimmt. Eine Anfangsorientierungsverteilung wird fiir die
Berechnung vorgegeben. Die Entwicklung der Orientierungsverteilung wird mit
Hilfe eines diskreten Taylor-Modells bestimmt, das auf dem starr-viskoplastischen
Einkristallmodell (siehe Kapitel 2.3 und 5.1.2) basiert. Damit der numerische Auf-
wand dabei moglichst gering bleibt, wurden fiir die im néchsten Kapitel beschrie-
benen Simulationen nur die mittleren Orientierungen der Texturkomponenten ver-
wendet. Das Differentialgleichungssystem auf der Makroskala ist durch die Glei-
chungen (4.53) und (4.60) definiert. Hierbei werden die Anfangsbedingungen

B(t=0)=1,
(5.32)

op(t=0) = org

beriicksichtigt. Die Losung des Systems erfolgt wie im elastisch-viskoplastischen

Modell fiir die einkristalline Verformung unter Verwendung eines impliziten Euler-
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Verfahrens. Damit ergeben sich d&hnliche Zusammenhénge wie in Kapitel 5.1.1. Auf

eine weitere Diskussion wird deshalb verzichtet.

5.2 Finite-Elemente-Implementation

5.2.1 Integrale Form des Gleichgewichtes

Zur Herleitung der integralen Form des Gleichgewichtes geht man zunéchst von

der lokalen Impulsbilanz aus

div (T") + pb = pa. (5.33)

Der Vektor b beinhaltet die auf den Korper wirkenden Massenkrifte. p ist die Mas-
sendichte. Der Beschleunigungsvektor a soll im Folgenden vernachléssigt werden,
da quasi-statische Prozesse betrachtet werden. Unter Anwendung des Prinzips der
virtuellen Verschiebung wird Gleichung (5.33) mit einem infinitesimalen Verschie-

bungsvektor du skalar multipliziert

div(T) - du + pb - du = 0. (5.34)

Aus der lokalen Form des Gleichgewichtes in Gleichung (5.34) kann durch Inte-
gration iiber das momentane Volumen des Korpers die globale Form bestimmt

werden

/ div (T') - Sudv + / pb - Sudv = 0. (5.35)

v

Nutzt man die Identitiat

div (T) - 6u = div (Tu) — T - (Vou), (5.36)

sowie den Satz von Gaufl zur Transformation von Volumen- in Oberflicheninte-

grale
/ div (T6w) dv / (Téw) - nda, (5.37)
v Ov

erhélt man aus Gleichung (5.35)

/T- (Vou) dv — /pb -dudv — /(Tn) -duda = 0. (5.38)

v ov
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Der Vektor n ist die Normalenrichtung in einem Randpunkt des Korpers. Er bil-
det den Cauchy’schen Spannungstensor T in einem Randpunkt in den Randspan-
nungsvektor ¢ = T'n ab. Das Oberflichenintegral in Gleichung (5.38) verschwindet
bei diesen Betrachtungen auf dem Verschiebungsrand und ist nur auf dem Span-
nungsrand verschieden von null. Wegen der Symmetrie des Cauchy’schen Span-
nungstensors ist es weiterhin moglich, nur den symmetrischen Anteil von Viu zu
verwenden. Mit diesen Annahmen folgt die schwache globale Formulierung, die als

Ausgangspunkt zur Diskretisierung mit finiten Elementen genutzt wird

/T -sym(Vou)dv — /pb -dudv — /t -duda = 0. (5.39)

v ov

Wird der Cauchy’sche Spannungstensor T' durch den Kirchhoff’schen Spannungs-
tensor T ersetzt, kann das erste Integral in Gleichung (5.39) auch durch Integration

iiber das Referenzvolumen berechnet werden

/T -sym(Véu)dv = /T -sym(Vou)dV. (5.40)
v |4

5.2.2 Ortsdiskretisierung

Der néchste Schritt besteht in der Diskretisierung im Ort von Gleichung (5.39).

Hierzu wird der Korper in eine Anzahl von n, finiten Elementen zerlegt
Ne
v | e (5.41)
e=1

Fiir den Rand des Korpers wird eine dhnliche Aufteilung erzeugt, wobei sich der
Rand nur aus Flachen und Kanten der am Rand liegenden Elemente zusammen-
setzt,
Ny
Ov = | ] Ove. (5.42)
e=1
n, ist die Anzahl der am Rand liegenden Elemente. Wendet man diese Beziehungen

auf Gleichung (5.39) an, so erhélt man

Ne Ne Ny
U /Te -sym(Vue)dve — U /pbe - 0uedve — U / te - duedae = 0. (5.43)

e=1y, e=1ly, ezlave
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Der Spannungstensor T'. und der Tensor sym(Vdu,) werden im Weiteren als Vek-
toren verwendet, die nur die symmetrischen Komponenten beinhalten. Sie werden
deshalb mit dem Index V' gekennzeichnet. Aulerdem wird die Matrix IN. einge-
fithrt, die die Formfunktionen des Elements speichert. Sie verkniipft den Knoten-
verschiebungsvektor uy, der die Verschiebungen aller Knoten des finiten Elementes

speichert, mit dem Verschiebungsvektor des Elementes

Ue(xe) = Ne(xe)ug. (5.44)

Desweiteren folgen fiir die virtuelle Verschiebung du. und den Gradienten
sym(Vou,)"
de(xe) = Ne(xe)oug (5.45)

bzw.

sym(Voue)" = Bo(N (), . )ouy. (5.46)

Die Matrix Be(Ne(xe), xe) in Gleichung (5.46) beinhaltet die Ableitungen der
Formfunktionen. Die Kombination der Gleichungen (5.43), (5.45) und (5.46) und
die Annahme der Beliebigkeit der virtuellen Verschiebung du; fiihrt schliellich

auf die diskretisierte Form des Gleichgewichtes

U / B!T!dv. - | J / pN bedve — | / Nlt.da. = 0. (5.47)
e=17%

€:1ve 6218’113

5.2.3 Algorithmisch konsistente Linearisierung

Gleichung (5.47) stellt ein nichtlineares Gleichungssystem fiir die Verschiebun-
gen in den Elementknoten der finiten Elemente dar. Die Losung dieses nichtli-
nearen Gleichungssystems erfordert dessen Linearisierung. Hierzu wird im FE-
Programm ABAQUS ein Newton-Verfahren verwendet, wie es schon zur Losung
der gewohnlichen Differentialgleichungen der zuvor diskutierten Materialmodel-
le verwendet wurde. Dabei muss in jedem Zeitschritt und Iterationsschritt des
Newton-Verfahrens die Jacobi-Matrix ermittelt werden. Diese beriicksichtigt auch
den Teil, der durch das Materialmodell des Benutzers definiert wird. Dieser Teil

der Materialtangente sowie die Cauchy-Spannung miissen vom Benutzer in jedem
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GauB-Punkt und in jedem Iterationsschritt der globalen Iteration des Newton-
Verfahrens am Ende des Inkrementes bereitgestellt werden. Die Berechnungsvor-
schrift ist durch die Beziehung

1 L OTnt1
In1 At ODy, 4

Kpy1 = (548)

gegeben. Durch n + 1 werden die Groflen am Inkrementende charakterisiert. Die
Schnittstelle zwischen dem FE-Programm ABAQUS und dem lokalen Material-
modell des Nutzers erfolgt durch das Unterprogramm Umat.f. Hierfiir werden von
ABAQUS in jedem Iterationsschritt der Deformationsgradient am Beginn und am
Ende des Inkrementes zur Verfiigung gestellt. Der Nutzer fiihrt die Integration der
differentiellen Materialgleichungen durch und gibt, wie oben erwéhnt, die Span-
nungen und die Materialtangente am Ende des Inkrementes zuriick. Im Fall des
Zweiskalenmodells wurde die Materialtangente numerisch bestimmt. Fiir den Fall
des elastisch-viskoplastischen Taylor-Modells ergibt sich die Materialtangente fiir
einen Polykristall, bestehend aus M Einkristallen mit jeweiliger Volumenfraktion

v;, aus den Materialtangenten der Einkristalle durch die Vorschrift
M
R = 3 nKE. (5.49)
i=1

Die Einkristallmaterialtangente K¢ ist im Anhang D hergeleitet. Fiir das Kom-
ponentenmodell, das auf der Homogenisierung der viskoplastischen Einkristallglei-
chungen basiert, ist zur Bestimmung der Tangente eine Zerlegung in Kugel- und
Deviatoranteil sinnvoll

R = R + R, (5.50)

Dies erfolgt analog zur Bestimmung der makroskopischen Spannung (vergleiche
Gleichung (4.16)). Der Kugelanteil kann mit der Hilfe des Kompressionsmoduls

und der Determinante des Deformationsgradienten bestimmt werden
K" = 3K J,, 1P (5.51)

Der deviatorische Anteil ist analog zur makroskopischen deviatorischen Spannung

7' bestimmbar

K7 = / K" (D', Q,79)dQ + / FAQKY(D',Q.79)dQ.  (552)

S0(3) SO(3)
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Er besteht aus einem isotropen und anisotropen Anteil. Die Materialtangente des
viskoplastischen Einkristalls K ergibt sich aus der Jacobi-Matrix des Newton-

Verfahrens aus Gleichung (5.21) fiir die Spannungsberechnung von 77,

-1
K = — — ) 5.53

Die Herleitung ist in Anhang E zu finden. Da fiir die Berechnung der makrosko-
pischen, deviatorischen Spannung im Komponentenmodell die Jacobi-Matrix bei
der Auswertung des Integrales iiber den Orientierungsraum fiir jeden Gitterpunkt
bestimmt wird, kann diese gleichzeitig fiir die Auswertung von Gleichung (5.52)

genutzt werden. Damit wird der Rechenaufwand nur geringfiigig erhoht.






Kapitel 6

Simulation der plastischen

Anisotropie

In den Kapiteln 2 bis 4 wurden drei Materialmodelle vorgestellt. Zum einen ein
Taylor-Modell basierend auf einer diskreten Approximation der OVF (DT-Modell)
und zum anderen ein Taylor-Modell basierend auf einer kontinuierlichen Beschrei-
bung der OVF mit Hilfe von Mises-Fisher-Verteilungen (KT-Modell). Zusatzlich
wurde in Kapitel 4 ein Zweiskalenmodell eingefiihrt, das die OVF durch einen
Texturkoeffizienten vierter Stufe beriicksichtigt (ZS-Modell). Die Implementation
der Modelle in das FE-Programm ABAQUS wurde diskutiert. In diesem Kapi-
tel werden diese Modelle verwendet, um das plastische Verformungsverhalten von
Aluminium unter Nutzung von ABAQUS zu simulieren. Dabei ist die induzierte
plastische Anisotropie von besonderem Interesse. Die Beschreibung der plastischen
Anisotropie kann durch unterschiedliche Versuche und Simulationen dieser Ver-
suche erfolgen. In dieser Arbeit sollen die Verteilungen der Fliespannungen und
der R-Werte, die in der Blechebene eines gewalzten Aluminiumbleches auftreten,
untersucht werden. Als weiteres Mafl der plastischen Anisotropie wird die sich
einstellende Zipfelbildung, die beim Tiefziehen gewalzter Bleche auftritt, unter-
sucht. Neben dem Vergleich der Modelle untereinander erfolgt ein Vergleich der
Berechnungsergebnisse mit experimentell ermittelten Werten fiir die oben genann-

ten Anisotropiemaifle.
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6.1 Flielspannungen und R-Werte

Neben den FlieBspannungen charakterisieren die R-Werte die plastische Aniso-
tropie eines gewalzten polykristallinen Bleches. Sie werden durch Zugversuche in
der Blechebene an herausgeschnittenen Proben bestimmt. Der R-Wert wurde ur-
spriinglich durch Lankford et al. (1950) eingefiihrt und tréigt deshalb auch den
Namen Lankford-Koeffizient. In Gleichung (4.71) in Kapitel 4.5.1 ist der R-Wert
in Abhéngigkeit der Dehnrate dargestellt. In der urspriinglichen Form wird hinge-
gen das Verhiltnis der plastischen Dehnung in Breiten- zur plastischen Dehnung in
Dickenrichtung verwendet. Diese Formulierung hat den Nachteil einer starken Ab-
héangigkeit von der Dehnung, weshalb in dieser Arbeit die Variante aus Gleichung
(4.71) benutzt wird.

6.1.1 Blech mit vier Texturkomponenten

Fiir das folgende Beispiel werden die Texturkomponenten eines gewalzten Alumi-
niumbleches verwendet, die bereits in Kapitel 3.3.2 eingefiihrt wurden. Die Kom-
ponenten i, charakterisiert durch ihre mittleren Orientierungen @;, ihre Halb-
wertsbreiten b; und ihre Volumenanteile v;, sind in Tabelle 3.1 angegeben. Die
entsprechenden {100}-Polfiguren des Experiments, der Komponentenanpassung
und der einzelnen Komponenten sind in Abbildung 3.2 dargestellt. Diese Textur-

komponenten wurden der Arbeit von Lege et al. (1989) entnommen.

Lege et al. fiihrten fiir das gewalzte Blech mit diesen Komponenten verschie-
dene Versuche durch, um die plastische Anisotropie des Bleches quantitativ zu
bestimmen. Unter anderem ermittelten sie die R-Wertverteilung und die Ver-
teilung der Fliespannungen in der Blechebene. Neben der experimentellen Be-
stimmung der Verteilungen fiithrten Lege et al. auch Berechnungen mit der Hilfe
eines Taylor-Bishop-Hill-Modells und eines Modells von Barlat und Lian (1989)
durch. Im Folgenden werden das DT-, KT- und ZS-Modell fiir die Simulation der
Fliespannungs- und R-Wertverteilung genutzt. Dazu werden fiir das DT- sowie
das ZS-Modell in jedem GauB-Punkt des Finite-Elemente-Modells die mittleren
Orientierungen und die Volumenanteile der Komponenten zur Approximation der
OVF verwendet. Fiir das KT-Modell werden zusétzlich die Halbwertsbreiten be-
riicksichtigt. Das FE-Modell besteht in diesem Fall aus einem finiten Element. Fiir
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Abbildung 6.1: Vergleich der Fliespannungsverteilungen in der Blechebene fiir

ein gewalztes Aluminiumblech nach Lege et al. (1989)

dieses Element werden Zugversuche simuliert. Dabei werden mehrere Berechnun-

gen durchgefiihrt, wobei die Probe jeweils um einen Winkel o (0° < a < 90°)

bezogen auf die Walzrichtung gedreht wird, sodass man eine FlieBspannungs- und
R-Wertverteilung iiber den Winkel « erhilt.

In Abbildung 6.1 (b) ist die berechnete normierte Flielspannungsverteilung des
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tion der Halbwertsbreiten

Abbildung 6.2: Vergleich der R-Wertverteilungen in der Blechebene fiir ein ge-
walztes Aluminiumblech nach Lege et al. (1989)

KT- und des DT- Modells dargestellt. Vergleicht man diese mit den berechneten
Verteilungen von Lege et al. fiir das Taylor-Bishop-Hill-Modell (TBH-Modell) in
Abbildung 6.1 (a), so erkennt man eine gute Ubereinstimmung des TBH-Modells
mit dem KT-Modell. Das DT-Modell liefert ebenfalls eine akzeptable Fliekurve.
Im Falle der R-Wertverteilung des DT-Modells in Abbildung 6.2 (b) kann man im
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Vergleich zur Verteilung des TBH-Modells in Abbildung 6.2 (a) aber nicht mehr
von einer akzeptablen Losung sprechen. Der Grund ist in der viel geringeren An-
zahl beriicksichtigter Einkristalle beim DT-Modell im Vergleich zum TBH-Modell
von Lege et al. zu suchen. Das KT-Modell, das im Gegensatz zum DT-Modell auch
die Nachbarschaft der mittleren Orientierungen beriicksichtigt, liefert auch bei den
R-Werten (Abbildung 6.2 (b)) eine &hnliche Verteilung wie das TBH-Modell in
Abbildung 6.2 (a).

Vergleicht man die Verteilungen der Fliespannungen und der R-Werte der drei
Taylor-Modelle mit den experimentellen Ergebnissen in den Abbildungen 6.1 (a)
und 6.2 (a), so wird fiir jedes Modell eine deutliche Uberschiitzung der plastischen
Anisotropie gegeniiber dem Experiment erkennbar. Um diese Uberschétzung zu
verringern, ist es im Fall des KT-Modells moglich, die Halbwertsbreiten der ver-
wendeten Texturkomponenten zu erhéhen. Damit wird eine Senkung der Textur-
schérfe vorgenommen. Zu diesem Zweck wird ein Parameter (§ eingefiihrt, der mit
den urspriinglichen Halbwertsbreiten b; der Komponenten multipliziert wird. Das
Ergebnis der Fliespannungsverteilung in Abbildung 6.1 (c) zeigt, dass bei einer
Erhohung der Halbwertsbreiten die experimentellen Werte in Abbildung 6.1 (a)
gut wiedergegeben werden kénnen. Der gleiche Effekt kann auch beim Vergleich
der entsprechenden Verteilungen der R-Werte in den Abbildungen 6.2 (c¢) und 6.2
(a) festgestellt werden.

Beim ZS-Modell ist der Anisotropieeinfluss durch den Texturkoeffizienten A’ mit
Hilfe des Parameters n in der Fliefiregel steuerbar. Bei einer geeigneten Wahl dieses
Parameters ist es ebenfalls moglich die FlieBspannungs- (Abbildung 6.1 (d)) und
die R-Wertverteilungen (Abbildung 6.2 (d)) an die experimentellen Verteilungen
anzupassen. Ein hoher Einfluss des Texturkoeffizienten (n = —1.5) fiithrt zu einer

starken Uberschiitzung der plastischen Anisotropie.

6.1.2 Blech mit Textur aus Simulation der ebenen Kompression

Diesem Beispiel liegt eine Textur zu Grunde, die mit Hilfe des DT-Modells fiir
die Simulation der ebenen Kompression bestimmt wurde (Abbildung 6.3 (a)).
Die Dickenreduktion betrug 90%. Es wurden 1000 Einkristalle verwendet, die
urspriinglich isotrop im Orientierungsraum verteilt waren. Diese 1000 Kristalle

werden nun fiir das DT-Modell zur Berechnung der Fliespannungs und der R-
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Wertverteilungen in der Blechebene benutzt. In Kapitel 3.4.2 wurde durch Losung

(a) 1000 Einkristalle

(b) 4 Komponenten

Abbildung 6.3: {111}-Polfigur des DT-Modells fiir die Simulation der Ebenen
Kompression (a). {111}-Polfigur berechnet aus vier Texturkomponenten (b). (Ho-

rizontale Achse: Querrichtung, Vertikale Achse: Walzrichtung)
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Abbildung 6.4: Normierte Fliespannungs- und R-Wertverteilungen in der Bleche-

bene fiir das KT- und das DT-Modell

eines Optimierungsproblems eine OVF bestehend aus vier Texturkomponenten be-

stimmt, die an die oben beschriebene Textur angepasst wurde. Die entsprechen-

den Komponenten sind in Tabelle 3.2 aufgelistet. Die entsprechenden {100}- und
{111}-Polfiguren sind in den Abbildungen 3.3 und 6.3 dargestellt. Sie gelten im
Folgenden als Eingangsparameter fiir das K'T-Modell.

Die Ergebnisse fiir die Verteilungen der Fliespannungen und der R-Werte bei-

der Modelle in Abbildung 6.4 zeigen eine gute Ubereinstimmung. Im Falle des
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KT-Modells ist die Anzahl der benotigten Variablen zur Bestimmung der Simu-
lationsergebnisse allerdings deutlich geringer. Es werden 16 Variablen pro Inte-
grationspunkt des FE-Modells benotigt. Bei einer Anzahl von vier Komponenten
werden pro Komponente drei Eulerwinkel und eine kritische Schubspannung beno-
tigt. Das DT-Modell verwendet hingegen 10000 Variablen pro Integrationspunkt.
Bei einer Anzahl von 1000 Einkristallen werden pro Einkristall 9 Komponenten zur
Speicherung von F' und eine kritische Schubspannung benétigt. Fiir den Fall der
reinen Texturbeschreibung wurde die Reduktion der Parameter bereits in Kapitel
3 diskutiert.

1.3
I DT Modell (4 II( 1@talle) I I 14 + I [I)T—l\'iodell (4 Il(rlqtalle) I I -
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Abbildung 6.5: Vergleich der normierten FlieBspannungs- und R-Wertverteilungen
in der Blechebene des KT-Modells, unter Variation der Halbwertsbreiten, und des
DT-Modells, unter Verwendung der mittleren Orientierungen der Texturkompo-

nenten

Im Beispiel 6.1.1 wurde gezeigt, dass eine Erhchung der Halbwertsbreiten der
Texturkomponenten beim KT-Modell zu einer guten Ubereinstimmung der be-
rechneten Flielspannungen und R-Werte mit den entsprechenden experimentellen
Werten fithrt. In Abbildung 6.5 sind dagegen Fliefispannungen und R-Werte fiir
den Fall b; — 0 dargestellt. Das fiihrt dazu, dass die Losungen des KT-Modells
mit fallenden Halbwertsbreiten immer néaher zu den Losungen des DT-Modells
tendieren, wenn im Fall des DT-Modells die mittleren Orientierungen der Textur-
komponenten verwendet werden, die als Eingangsparameter fiir das KT-Modell

dienen.
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6.2 Tiefziehsimulation

Der Tiefziehproze3 von ein- und polykristallinen Blechen ist zum Studium von
deren plastischer Anisotropie gut geeignet. Haufig werden Népfe, die aus dem
Tiefziehen kreistormiger Blechauschnitte entstehen, untersucht. Treten auf dem
oberen Rand des Napfes Erhéhungen entlang des Umfanges auf, so nennt man
diese Zipfel. Man spricht auch von einer Zipfelbildung, die in erster Linie durch
die Textur des Bleches bestimmt wird. Das bedeutet, dass bei der Verwendung
einer isotropen Orientierungsverteilung im Blech in der Regel keine Zipfelbildung
beobachtet wird. In Abbildung 6.6 ist ein tiefgezogener Napf aus Aluminium dar-
gestellt. Hier treten Zipfel in einem Winkel von 0° und 90° zur Walzrichtung auf.
Vier Zipfel pro Napf entsprechen dem in der industriellen Herstellung von Blechen
am héufigsten auftretenden Fall. Allerdings ist dies stark vom Herstellungsprozess

und der verwendeten Legierung abhéngig (Engler und Kalz, 2004).

Abbildung 6.6: Zipfelbildung eines tiefgezogenen Napfes aus Aluminium (Engler
und Kalz, 2004)

Die Geometrie einer Tiefziehapparatur ist in Abbildung 6.7 dargestellt. Das Blech
wird dabei auf die Matrize gelegt und durch den Stempel in diese hineingepresst.
Der Niederhalter verhindert dabei ein Abheben des Bleches von der Matrize und
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beugt somit einer moéglichen Faltenbildung im Blech vor.

Stempel

dp Niederhalter

A

Blech

Matrize

Abbildung 6.7: Geometrie der Apparatur fiir den Tiefziehproze$3

Tucker (1961) untersuchte das Verhalten von einkristallinem Aluminium wéahrend
des Tiefziehversuches. Hierbei wurden experimentelle Zipfelprofile fiir Standard-
lagen des Einkristalls bestimmt. Desweiteren nutzte Tucker ein einfaches Modell,
das auf dem Kriterium der maximal auftretenden Schubspannung im Einkristall
beruht, um die Zipfelbildung qualitativ zu ermitteln. Dieses Modell wurde im
Weiteren auf polykristallines Materialverhalten iibertragen (sieche z.B. Kanetake
et al., 1983, 1985; Van Houtte et al., 1993). In diesen Arbeiten werden Formulie-
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rungen fiir die Zipfelhohe hergeleitet, die von der Tiefziehgeometrie, der Geometrie
des Bleches und der auftretenden Dehnungsverteilung in der Blechebene abhéngig
sind. Der numerische Aufwand der Modelle héngt dabei stark von den implemen-
tierten, konstitutiven Gleichungen ab. Im Gegensatz zur Arbeit von Tucker (1961)

werden mit diesen Modellen quantitative Aussagen zur Zipfelhohe getroffen.

Eine weitere Moglichkeit Tiefziehprofile zu bestimmen, besteht in der Nutzung der
Finite-Elemente-Methode. Bei dieser Methode kénnen die Geometrie des Bleches
und der Tiefziehvorrichtung vollsténdig beriicksichtigt werden. Das Hauptproblem
fiir die FE-Berechnung besteht in der Wahl des Materialmodells. Das Ziel ist es, ein
Materialmodell zu verwenden, das mit vertretbarem Rechenaufwand eine hinrei-
chende Abbildung der Zipfelprofile zulédsst. Am héufigsten werden makroskopische
Materialgesetze (siehe z.B. Barlat et al., 1997a; Hu et al., 1998; Choi et al., 2000;
Yoon et al., 2006) in ein FE-Programm implementiert. Der Vorteil dieser Mo-
delle ist die im Vergleich zu anderen Modellen geringe Rechenzeit. Die Nachteile
der Modelle sind die aufwendige Bestimmung der Materialparameter und die in
der Regel nicht beriicksichtigte Texturentwicklung. Deswegen werden Polykristall-
modelle mit der FE-Methode kombiniert. Um den Rechenaufwand dabei moglichst
gering zu halten, wird in vielen Féllen die Taylor-Annahme zur Homogenisierung
im Gauf-Punkt des Finite-Elemente-Modells verwendet (siehe z.B. Becker et al.,
1993; Balasubramanian und Anand, 1996; Miehe und Schotte, 2004). Die ausrei-
chende Beriicksichtigung der Textur erfordert aber eine relativ hohe Anzahl von
Einkristallen pro Gauf-Punkt des FE-Modells und somit einen immer noch zu

hohen Rechenaufwand.

Aus diesem Grund fiihrten Raabe et al. (2001, 2002a,b) und Raabe und Roters
(2004) die ,, Texturkomponentenmethode der Kristallplastizitat® ein. In dieser Me-
thode werden die Texturkomponenten eines Bleches, die durch eine mittlere Ori-
entierung und eine Halbwertsbreite beschrieben werden konnen, durch eine An-
zahl einzelner Kristallite approximiert. Diese Kristallite werden im FE-Modell
iiber die Dicke des vernetzten Bleches ,statistisch® verteilt. Somit ergeben sich
die Texturkomponenten nur noch als Summe der gewichteten Kristallite {iber die
Blechdicke. Im Gauf-Punkt wird ebenfalls die Taylor-Annahme getroffen. Der
Vorteil dieser Methode ist die relativ geringe Anzahl an Einkristallen, die fiir die
Simulation des Tiefziehprozesses benotigt wird. Damit folgt eine im Vergleich zu

anderen Polykristallmodellen geringe Rechenzeit. Der Nachteil dieses Modells ist
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eine starke Uberschitzung der plastischen Anisotropie in einem lokalen Bereich
des FE-Modells. Das bedeutet z.B., dass sich die Bestimmung von R-Werten und
Fliespannungen fiir dieses Modell als schwierig darstellt. Eine Abschwéchung der
Anisotropie erfolgt erst durch Mittelung iiber das FE-Modell. Ein anderes Pro-
blem eines derartigen Ansatzes ist die Reproduzierbarkeit der erzielten Ergebnisse.
So wird in den Arbeiten von Raabe et al. (2001, 2002a,b) und Raabe und Roters
(2004) nicht im Detail beschrieben, wie die Orientierungen auf das FE-Netz ver-
teilt werden. Berechnet man die OVF durch das gewichtete Mittel der einzelnen
Orientierungen iiber die Blechdicke, sind somit unterschiedliche Verteilungen der
Kristallite im Ort denkbar.

Das KT-Modell, das in dieser Arbeit eingefithrt wurde, stellt ebenfalls ein Modell
dar, das besonders fiir Texturkomponenten geeignet ist. Im Gegensatz zum Mo-
dell nach Raabe et al. (2001) werden hier in jedem GauB-Punkt des FE-Modells
dieselben Texturkomponenten am Beginn der Berechnung verwendet. Damit wird
die Anisotropie lokal nur aufgrund der Taylor-Annahme iiberschéitzt und ist damit
geringer als im Modell nach Raabe et al. (2001). AuBlerdem werden die Halbwerts-
breiten der Texturkomponenten direkt in die FE-Berechnung einbezogen. Die An-
zahl der Parameter unterscheidet sich in beiden Féallen nur geringfiigig. Da die
Integration iiber den Orientierungsraum mit einem Mehraufwand verbunden ist,
ist der Rechenaufwand des Modells nach Raabe et al. (2001) geringer. Er sollte bei
der Verwendung einer gleichen Anzahl von Kristalliten im Bereich des D'T-Modells

liegen.

6.2.1 Sensitivitit der Zipfelhéhe

Wie bereits zuvor erwéhnt, ist die Zipfelbildung in erster Linie eine Folge der
Texturierung des Bleches. In diesem Beispiel soll gezeigt werden, dass bereits eine
geringfiigige Anderung der Textur zu einer deutlichen Anderung des Zipfelprofiles

fiihren kann.

In Bezug auf Abbildung 6.7 wurden die Geometrieparameter wie folgt gewahlt:
Blechdurchmesser d;, = 60mm, Stempeldurchmesser d, = 33.3mm, Blechdicke
tp = 0.5mm und der Profilradius des Stempels r;,, = 6mm. Diese Geometriedaten
werden auch im néchsten Beispiel verwendet. Sie sind der Arbeit von Engler und

Kalz (2004) entnommen. Fiir dieses und die folgenden Beispiele kann im Blech eine
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orthotrope Probensymmetrie der OVF angenommen werden. Aus diesem Grund
wird nur ein Viertel des gesamten Bleches modelliert. In der FE-Simulation wurde
das Blech mit Volumenelementen der Typen 960 C3D8H und 132 C3D6H vernetzt.
Diese Vernetzung wird auch fiir die nachfolgenden Beispiele gewahlt. Auf die Ver-

wendung von Schalenelementen soll trotz einer zur erwartenden Verbesserung der

Simulationsergebnisse verzichtet werden.

(7
“:‘--~ L7

N
N
AN

S
S
L

X
:\\‘: S e,
N

R
OB

N

\
i\

T
il

I
i

I
:

i
:'

[

N
I\

NN

]

M
i
N

\{

=

/
Il
\

(a) it =0°, @K = 45° oI =0° (Goss- (b) I =45° &K = 45° & = 0°

Lage)
Abbildung 6.8: Deformierte FE-Struktur nach Simulation des Tiefziehprozesses

fiir das DT-Modell fiir zwei verschiedene Einkristallorientierungen

Abbildung 6.8 zeigt die tiefgezogenen Bleche, die mit Hilfe des DT-Modells, unter
Beriicksichtigung unterschiedlicher Ausgangstexturen, simuliert wurden. Die Tex-
turen werden fiir Abbildung 6.8(a) durch die Goss-Lage (1 = 0°) und fiir Abbil-
dung 6.8(b) durch eine rotierte Goss-Lage (o = 45°) spezifiziert. In Abbildung
6.9 sind die Zipfelprofile fiir diese beiden Orientierungen dargestellt. Zusétzlich
sind die Profile fiir die Orientierungen einiger Zwischenwerte (pf = 10°,20°,30°)
und das Profil fiir die um den Winkel o = 90° gedrehte Goss-Lage dargestellt.
Betrachtet man zunéchst nur die Profile der Goss-Lage (Abbildung 6.9(a)) und

der um 10° gedrehten Goss-Lage (Abbildung 6.9(b)), so besitzen beide ihre Ma-
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Abbildung 6.9: Abhéngigkeit des Zipfelprofils von der Textur des tiefgezogenen
Bleches, die in diesem Fall nur durch die Orientierung eines Einkristalls bestimmt

wird.

xima bei einem Winkel o zur urspriinglichen Walzrichtung von 0° und 90°, wobei
die Lage der absoluten Maxima beider Félle miteinander vertauscht ist. Fiir den
Winkel o = 20° (Abbildung 6.9(c)) ergibt sich ein deutlich flacheres Zipfelprofil
als in den beiden Féllen zuvor. Fiir den Winkel ¢ = 30° (Abbildung 6.9(d))
bildet sich ein sichtbar anderes Profil aus. Das Maximum liegt hier ungefahr bei

a = 45°, wihrend die Minima der Zipfelhohe bei o = 0° und o = 90° zu finden
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sind. Das Profil fiir den Winkel ¢ = 45° (Abbildung 6.9(e)) zeigt schlieBlich eine
Symmetrie beziiglich o = 45°. Das Profil fiir den Winkel gp{{ = 90° (Abbildung
6.9(e)) entspricht dem Spiegelbild der Goss-Lage. Fasst man diese Ergebnisse zu-
sammen, so stellt man fest, dass die Lage der Maxima der Zipfelprofile sehr sensitiv

gegeniiber relativ kleinen Texturdnderungen ist.

6.2.2 Wiirfeltextur

. 9 @ —0
- ! i 2 ‘ : (0°,09) 1 (90°,0°)
// / \\\ 7
,150—% 1
] | cube "
30°- g ( — @
45°7 | ) .
o |
\ ) -
75°- ™~ 2 // i
10 \ \\\ // / / b
90° (0°,90°) (90°,90°)
0° 15° 30° 45° 60° 75° 90°
(a) Experiment (b) Approximation

Abbildung 6.10: (g = 0°)-Schnitte des Orientierungsraumes fiir eine experimen-

tell bestimmte Wiirfeltextur mit Goss-Anteil und deren Approximation durch Tex-

turkomponenten
7 b; v; cpli P’ goé
1 (Wiirfellage) | 32.5° 0.6 0 0 0
2 27.5° 0.06 0 15° 0
3 27.5° 0.08 0 30° 0
4 (Goss-Lage) | 27.5° 0.12 0 45° 0
) 27.5° 0.08 0 60° 0
6 27.5° 0.06 0 75° 0

Tabelle 6.1: Texturkomponenten eines Aluminiumbleches, charakterisiert durch
mittlere Orientierungen, Halbwertsbreiten und Volumenanteile, deren OVF in Ab-
bildung 6.10 dargestellt ist.
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Abbildung 6.11: Deformierte FE-Struktur nach Simulation des Tiefziehprozesses

fiir das DT-

KT- und ZS-Modell

Y

die mit Hilfe von Tex-

Y

In diesem Beispiel wird eine Ausgangstextur verwendet

turkomponenten an eine experimentell bestimmte Textur angepasst wurde (Ab-
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bildung 6.10). Die experimentelle OVFEF wurde der Arbeit von Engler und Kalz
(2004) entnommen. Sie stellt die Rekristallisationstextur eines industriell gefertig-
ten Aluminiumbleches zur Nutzung in der Automobilindustrie dar. Die an diese
Textur angepassten Texturkomponenten, charakterisiert durch mittlere Orientie-
rungen, Halbwertsbreiten und Volumenanteile sind in Tabelle 6.1 dargestellt. Die
einzelnen Komponenten wurden aus der Wiirfellage durch eine Drehung um die
Walzrichtung des Bleches erzeugt. Sie werden als Startwerte fiir das KT-Modell
verwendet. Fiir das DT- und das ZS-Modell werden nur die mittleren Orientie-

rungen und die Volumenanteile als Startwerte genutzt.

13T T T T T T T T T T T 1T
Experiment + Experiment +
1.25 | DT-Modell ------- . 1.04 - ZS-Modell ~ ------- y
KT-Modell (8 =1.0) -------- N
1.2 BN KT-Modell (8 = 2.0) = - TN o
@ A Q 1.02 F A
£ 115G - 5 ! +
= TN 7 = +\‘\ /
“5 11 + »,“‘\‘ /l '—A_ ﬂ:; ] ‘;\ +//
N A R Q = \ / -
g 105 Y L 2 by +/
g ¥ +'--+~-¢.4,; N Lot g \ o
g 1 e 7 n = 0.98 |- L / .
8 gt 5 : “ 4
7 095 . g St
09 | N - 0.96 -
085 b1 1| U I T T SO R SR R RO N
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 0 10 20 30 40 50 60 70 80 90
e! a
(a) KT-Modell/DT-Modell (b) ZS-Modell (1 = —0.18)

Abbildung 6.12: Vergleich der normierten Zipfelprofile fiir das KT-, DT- und ZS-
Modell mit den Experimenten nach Engler und Kalz (2004)

In Abbildung 6.11 sind die tiefgezogenen Népfe der drei Modelle dargestellt. Die
zugehorigen normierten und die experimentell bestimmten Zipfelprofile findet man
in Abbildung 6.12. Hierbei erfolgt eine Uberschétzung des experimentellen Pro-
fils durch das DT-Modell und das KT-Modell bei der Verwendung der angepass-
ten Halbwertsbreiten (5 = 1). Dieser Effekt wurde bereits im Beispiel 6.1.1 fiir
die simulierten R-Wert- und Flielspannungsverteilungen festgestellt. Erzeugt man
durch Erhéhung der Halbwertsbreiten der Texturkomponenten (3 = 2) eine wei-
chere Textur, erzielt man bei der Simulation des Zipfelprofils mit dem K'T-Modell
eine gute Ubereinstimmung mit dem experimentell bestimmten Profil. Auch dieser
Effekt wurde bereits in Beispiel 6.1.1 beobachtet. Bei Verwendung des ZS-Modells
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kann ebenfalls ein Parameter n gefunden werden, der eine gute Approximation an

die experimentellen Ergebnisse zulésst (Abbildung 6.12(b)).

6.2.3 Blech mit vier Texturkomponenten

Fiir dieses Beispiel werden fiir das KT-Modell die Texturkomponenten genutzt,
die in Kapitel 3.3.2 beschrieben sind und bereits in Kapitel 6.1.1 fiir die Simulation
der R-Wert- und Fliespannungsverteilungen genutzt wurden. Dementsprechend
werden die mittleren Orientierungen und Volumenanteile der Komponenten fiir
das DT-Modell und das ZS-Modell genutzt. Die Daten fiir die Tiefziehgeometrie
wurden der Arbeit von Lege et al. (1989) entnommen. Sie sind durch d; = 162mm,

dp = 97mm, t;, = 1.24mm und ry,, = 4.75mm gegeben.
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Abbildung 6.13: Deformierte FE-Struktur nach Simulation des Tiefziehprozesses
fiir das DT- und KT-Modell

In Abbildung 6.13 sind die tiefgezogenen Népfe fiir das DT- und das KT-Modell
(6 = 1) dargestellt. Es ist eine ausgepragte Zipfelbildung fiir beide Modelle er-
kennbar. Ein Vergleich mit dem experimentell bestimmten Profil in Abbildung
6.14 (a) zeigt wie in den bereits diskutierten Beispielen eine deutliche Uberschéit-

zung des Zipfelprofiles. Fiir das KT-Modell ist nach einer Erhohung der Streuung
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um die Texturkomponenten (G = 3) eine gute Wiedergabe der experimentellen
Ergebnisse moglich. Fiir den Fall des ZS-Modells kann wie im zuvor diskutierten

Beispiel eine gute Approximation an das Experiment erreicht werden (Abbildung
6.14 (b)).

147171 T T 7T T T T T T T T T 1T
Experiment + Experiment +
DT-Modell ------- 1.04 - ZS-Modell 1
1.3 KT-Modell (3 =1.0) -------- h .
KT-Modell (3 = 2.0) -
° KT-Modell (8 =3.0) —=——~ + 1.02 | ]
= 1.2 -7 = ’
= / =
& A < +
S 11 b S g 1 B i
o RN PR 5
g [EEETIR o -+ g +
1 —'F'_"'::}*;'.,~ X .—;'J"’lﬁ ——— | E
% 1 o —— 4T % 098 | |
z. \\l‘.\ ‘. / =z
09 N - //' -
R — - 0.96 -
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(a) KT-Modell/DT-Modell (b) ZS-Modell (n = —0.3)

Abbildung 6.14: Vergleich der normierten Zipfelprofile fiir das KT-, DT- und ZS-
Modell mit den Experimenten nach Lege et al. (1989)

6.2.4 Blech mit Textur aus Simulation der ebenen Kompression

Dieses Beispiel stellt eine Erweiterung der Simulationen fiir die R-Wert- und Flief3-
spannungsverteilungen in Absatz 6.1.2 auf die Berechnung der entsprechenden
Zipfelprofile dar. Fiir die Berechnungen wird dasselbe FE-Modell mit den entspre-
chenden Geometrieparametern aus den Beispielen 6.2.1 und 6.15 verwendet. Die
tiefgezogenen Népfe des DT-Modells, basierend auf 1000 Einkristallen pro Gauf3-
Punkt des FE-Modells, und des KT-Modells, basierend auf vier Texturkompo-
nenten pro Gau-Punkt des FE-Modells, sind in Abbildung 6.16 dargestellt. Die
ermittelten Ergebnisse fiir die normierten und absoluten Zipfelprofile zeigen eine
gute Ubereinstimmung (Abbildung 6.16). Das fiihrt wie in Kapitel 6.1.2 zu der
Schlussfolgerung der Aquivalenz beider Modelle, allerdings mit dem Vorteil des
KT-Modells, der deutlich reduzierten Anzahl an Modellparametern. Die Rechen-

zeiten des KT-Modells sind in diesem Beispiel ungefédhr acht mal kiirzer als die
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Abbildung 6.15: Tiefgezogener Napf fiir das DT-Modell, basierend auf 1000 Ein-

kristallen, und das K'T-Modell, basierend auf vier Texturkomponenten

Normierte Zipfelhohe
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Abbildung 6.16: Normierte und absolute Zipfelprofile fiir das DT-Modell, basie-
rend auf 1000 Einkristallen, und das KT-Modell (5 = 1), basierend auf vier Tex-

turkomponenten

des DT-Modells. Werden im Falle des DT-Modells lediglich die mittleren Orien-
tierungen der Komponenten zur Berechnung verwendet, besitzt dieses gegeniiber

dem KT-Modell natiirlich einen Geschwindigkeitsvorteil. In diesem Fall sind die
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Rechenzeiten des DT-Modells ungeféhr 15 mal kiirzer als die des KT-Modells. Der
Grund ist die numerische Integration iiber SO(3), die fiir das KT-Modell durchge-
fithrt werden muss. Wird im ZS-Modell dieselbe Anzahl an Kristalliten verwendet
wie im D'T-Modell, so sind die Berechnungszeiten des ZS-Modells in etwa zwei bis

dreimal ldnger als die entsprechenden des DT-Modells.

6.2.5 Einfluss eines isotropen Volumenanteils im DT-Modell auf
die Zipfelbildung

Wie die bereits diskutierten Beispiele gezeigt haben, wird durch die Taylor-
Annahme bei der Verformung des Polykristalls die Anisotropie stark iiberschétzt.
Im Falle des KT-Modells und des ZS-Modells konnte diese Uberschétzung redu-
ziert werden, indem die Halbwertsbreiten der Komponenten vergroflert bzw. der
Anisotropieeinfluss auf die makroskopische Flieregel verringert wurde. In beiden
Fillen konnte die Anzahl der Einkristallorientierungen konstant gehalten werden.
Bei der Verwendung des DT-Modells ist nur eine Erhéhung der Anzahl der Kris-
tallite moglich, um eine bessere Abbildung der experimentellen Zipfelprofile zu
erreichen. Die zusétzlichen Orientierungen besitzen die Aufgabe, die Streuung um
die Texturkomponenten zu approximieren. Im Folgenden soll gezeigt werden, wie
mit Hilfe einer leichten Modifikation des DT-Modell die Voraussagen der Zipfel-

bildung fiir dieses Modell verbessert werden kénnen.

Der isotrope Hintergrund der OVF wurde bisher im DT-Modell vernachléssigt.
Dieser Anteil der OVF induziert ein isotropes, effektives, viskoplastisches Materi-
alverhalten. Die Art des isotropen Verhaltens wird durch die aktiven Gleitsysteme
der Einkristalle bestimmt. Im Falle von k.-f.-z. Metallen ist das effektive, isotrope
Verhalten nicht zwangslaufig vom von Mises-Typ (Bohlke, 2004), aber es kann
angenommen werden, dass die Details des isotropen Verhaltens von geringerer

Bedeutung im Vergleich zum anisotropen Verhalten sind.

Deshalb wird eine Modifikation des DT-Modells durch die Aufteilung der Span-
nungen in zwei Teile vorgenommen. Der erste Teil beschreibt das isotrope, effek-
tive, viskoplastische Materialverhalten, das aus dem isotropen Anteil der OVF
resultiert. Der andere Teil wird wie zuvor durch die Superposition der Einkristall-

spannungen bestimmt. Im Ergebnis gibt es zwei Arten von Volumenfraktionen.
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Eine Volumenfraktion bestimmt das anisotrope Verhalten des Polykristalls, wéh-
rend die andere eine Aussage iiber die Isotropie der Mikrostruktur trifft. Wird die
Volumenfraktion des isotropen Anteils grofler gewahlt als die Volumenfraktion, die
aus dem isotropen Anteil der OVF bestimmt wurde, so kann die Uberschiitzung
der Anisotropie im DT-Modell verringert werden. Ein derartiger Ansatz wird in
den Arbeiten von Bohlke et al. (2006b) und Schulze (2006) verwendet.

Der isotrope Anteil des modifizierten DT-Modells wird folgendermaflen spezifi-
ziert. Es wird eine lineare, isotrope Beziehung zwischen dem Kirchhoff’schen Span-

nungstensor und dem Almansi’schen Verzerrungstensor gewahlt

T =Cp[E"). (6.1)

(vergleiche (4.46)). Der Unterschied zum anisotropen Verhalten besteht in der
Annahme der Isotropie (Cg =~ C). Aus dem selben Grund wird nur eine Entwick-

lungsgleichung fiir den symmetrischen Tensor B verwendet

B=LB+BL" - 2sym(kpB) (6.2)

(vergleiche (4.53)). Die Funktion kg wird in viskoplastischer Form mit Hilfe eines
Potenzgesetzes, das die dquivalente von Mises-Spannung mit der &dquivalenten,

viskoplastischen Dehnrate verbindet, modelliert

Ky — 3Ew0 (TU(T/))k_lT/ (6.3)
2750 \ Tw0

(siehe Kapitel 4.3). Fiir das KT-Modell wurde in Kapitel 4.3 bereits ein isotroper
Anteil eingefiihrt. Ein derartiger Ansatz erlaubt die Variation der isotropen Vo-
lumenfraktion unabhéngig von den Halbwertsbreiten. Die Materialparameter &,
und k werden analog zu Kapitel 4.3 gewihlt (6,0 = 9-1073 s71, k& = 133). Die
Vergleichsspannung 7,9 wird aus der gemittelten kritischen Schmid-Spannung des
Einkristallmodells und dem Taylor-Faktor 3.06 bestimmt.

Die Voraussagen des modifizierten Modells sollen nun fiir den Fall einer reinen
Wiirfeltextur analysiert werden. Die Geometrieparameter der Tiefziehapparatur
und des Bleches wurden analog zu Beispiel 6.2.1 gewéhlt. In Abbildung 6.17 sind
die berechneten Zipfelprofile fiir das KT-Modell und das modifizierte DT-Modell
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Abbildung 6.17: Zipfelprofile fiir ein Blech mit Wiirfeltextur bei unterschiedlichen
isotropen Volumenfraktionen im DT-Modell und verschiedenen Halbwertsbreiten
im KT-Modell

dargestellt. Im Falle des DT-Modells wurde die isotrope Volumenfraktion im Be-
reich von 30% - 90% und im Falle des KT-Modells wurden die Halbwertbreiten im
Bereich 15° - 60° variiert. Es kann festgestellt werden, dass die Ergebnisse fiir das
DT-Modell mit 30% isotroper Volumenfraktion zu einer Halbwertsbreite von 15°
beim KT-Modell korrespondieren. Eine Volumenfraktion von 50% korrespondiert
zu einer Halbwertsbreite von 30°. Fiir dieses Beispiel kann, fiir Halbwertsbreiten
groBer als 10°, die Volumenfraktion im DT-Modell durch die einfache Beziehung
(10 4 240b/7)% (b in rad) ndherungsweise bestimmt werden. Zieht man in be-
tracht, dass b durch einen Faktor 2...3 vergréflert werden muss, so besitzt man
eine ungefihre Schétzung des isotropen Volumenanteils im DT-Modell basierend
auf der OVF'. Die Schétzung héngt natiirlich von der Anzahl der verwendeten Ein-
kristalle im DT-Modell ab. Die angegebene Schétzung kann aber als eine obere
Schranke betrachtet werden. Wird die Anzahl der Orientierungen erhoht, sollte
die Volumenfraktion entsprechend kleiner werden. Da der numerische Aufwand
des DT-Modells bei einer kleinen Anzahl von Orientierungen geringer ist, sollte es
als Alternative zum KT-Modell und ZS-Modell gesehen werden.



Kapitel 7
Zusammenfassung und Ausblick

In dieser Arbeit wurden drei Materialmodelle zur Berechnung von Umformprozes-
sen fiir k.-f.-z. Aluminium vorgestellt. Alle drei Modelle basieren auf der Taylor-
Annahme zur Beschreibung des Deformationsverhaltens des Polykristalls. Wah-
rend zwei Modelle auf der Mesoskala definiert sind, nutzt das dritte zusétzlich
ein elastisches Gesetz, eine Fliefiregel und eine Verfestigungsregel auf der Ma-
kroskala (ZS-Modell). Der Einfluss der Textur wird im letzten Falle durch einen
Texturkoeffizienten vierter Stufe im elastischen Gesetz und der quadratischen
Flieiregel beriicksichtigt. Die Entwicklung des Texturkoeffizienten wird durch
ein Taylor-Modell basierend auf einem starr-viskoplastischen Einkristallmateri-
alverhalten berechnet. Das starr-viskoplastische Einkristallmodell bildet auch die
Grundlage fiir das eingefiihrte kontinuierliche Taylor-Modell (KT-Modell). Es un-
terscheidet sich in der Berechnung der makroskopischen Spannungen vom klassi-
schen Taylor-Ansatz. Durch die Verwendung von Mises-Fisher Verteilungsfunktio-
nen zur Approximation der OVF erfolgt die Berechnung der Spannungen durch
eine Integration iiber SO(3). Somit kann die Nachbarschaft einer festen Kristal-
lorientierung mit in die Berechnung der effektiven Groflien einbezogen werden.
Dieser Ansatz eignet sich besonders fiir Texturkomponenten, die in einem sol-
chem Ansatz durch eine Kristallorientierung und eine Halbwertsbreite beschrieben
werden konnen. Zur Verifikation des KT-Modells wurde zusétzlich ein klassisches
elastisch-viskoplastisches Taylor-Modell (DT-Modell) programmiert. Alle drei Mo-
delle wurden in das FE-Programm ABAQUS implementiert.

Die Modelle wurden zur Simulation der plastischen Anisotropie verwendet. Hierzu

wurden Berechnungen der R-Wert- und Fliespannungsverteilungen und der Zip-

125



126 Zusammenfassung und Ausblick

felprofile gewalzter Aluminiumbleche durchgefiihrt. Dabei wurden die folgenden
Punkte festgestellt. 1.) Sowohl das KT-Modell als auch das DT-Modell tiberschét-
zen die auftretende Anisotropie stark. Die Uberschiitzung im Falle des DT-Modells
ist bei der Verwendung einer geringen Anzahl von Kristalliten am stérksten. Erst
eine Erhohung der Anzahl der Kristallite fiithrt zu einer Verringerung der Aniso-
tropiemafle auf das Niveau des KT-Modells. 2.) Im KT-Modell wird durch eine
Erhchung der Halbwertsbreitenparameter der Texturkomponenten eine Absen-
kung der Anisotropie erreicht. Damit wird die Texturschérfe reduziert und dem
Fehler, der durch die Taylor-Annahme entsteht, entgegengewirkt. Die so erzielten
Ergebnisse zeigen eine gute Ubereinstimmung mit den experimentellen Werten.
3.) Im Falle des DT-Modells wurde durch die zusitzliche Uberlagerung eines iso-
tropen Polykristallmodells die Reduktion der Anisotropie ermoglicht. Auflerdem
wurde eine Beziehung zwischen den Halbwertsbreiten des KT-Modells und der
isotropen Volumenfraktion des modifizierten DT-Modells angegeben. 4.) Durch
eine geeignete Wahl des Anisotropieeinflusses im ZS-Modell konnte ebenfalls eine

gute Ubereinkunft mit den experimentellen Ergebnissen erzielt werden.

In folgenden Arbeiten kann eine Erweiterung der Modelle auf andere Kristallgit-
tertypen erfolgen (z.B. k.-r.-z. Gitter). Fiir den Tiefziehprozess ist vor allem die
Verwendung von Stahlblechen interessant. Ferner sollte eine Anwendung auf Ble-
che mit komplexeren Texturen zur Verifikation der Modelle durchgefiihrt werden.
Beim ZS-Modell kénnten neben dem Texturkoeffizienten vierter Stufe zusétzliche
Koeffizienten hoherer Stufe beriicksichtigt werden. Auflerdem sollte die quadrati-
sche Form der FlieBregel durch Terme héherer Ordnung ergénzt oder durch eine

ambitioniertere Form ersetzt werden.



Anhang A

Euklidische Invarianzen der

Materialgesetze

Die in diesem Abschnitt kurz diskutierten Prinzipien sind in der Arbeit von Bert-
ram (2005) in detaillierter Form beschrieben. Fiir weitere Ausfithrungen sind die
Arbeiten von Truesdell und Noll (1965) und Simo und Hughes (1997) zu empfeh-

len.

Prinzip der materiellen Objektivitit (PMO). Zur Definition dieses Prinzips
werden zwei Beobachter benétigt, die denselben Deformationsprozess betrachten.
Beschreibt @(t) den Ortsvektor des zweiten Beobachters fiir einen materiellen
Punkt zu einem Zeitpunkt ¢, so ergibt sich dieser aus einer euklidischen Transfor-
mation des Ortsvektors x(t) dieses Punktes des ersten Beobachters zu demselben
Zeitpunkt

z(t) = Q(t)x(t) + c(t), (A.1)

wobei ¢(t) eine translatorische und Q(t) € SO(3) eine rotatorische Transforma-
tion zwischen den betrachteten Rdumen beider Beobachter ist. Dem PMO liegt
die Annahme zu Grunde, dass die spezifische Spannungsleistung des ersten Be-
obachters [; = p~!T" - L identisch der Spannungsleistung des zweiten Beobachters
Zi =p T L ist (Bertram, 2005). Das bedeutet, dass die Spannungsleistung ob-
jektiv (und damit gleichzeitig invariant) unter Euklidischen Transformationen ist.
Diese Annahme fiihrt zu der Aussage, dass sich der Cauchy’sche Spannungstensor

objektiv unter Euklidischen Transformationen verhélt
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128 Fuklidische Invarianzen der Materialgesetze

T =QTQ". (A.2)

Dementsprechend folgt fiir materielle Groéflen wie z.B. dem 2. Piola-

Kirchhoff’schen Spannungstensor die Invarianz unter derartigen Transformationen

7" = 2K (A.3)

Prinzip der Invarianz unter iiberlagerten Starrkorpermodifaktionen
(PISM). Beim PISM wird der Deformationsproze im Gegensatz zum PMO nur
durch einen Beobachter betrachtet. Es wird die Annahme getroffen, dass sich die

Cauchy-Spannung nach der Uberlagerung einer Starrkérpermodifikation

Q(t)x(t) + c(t), (A.4)

durch eine reine Drehung

Q)+ T() = QT (HQ()" (A-5)

aus der urspriinglichen Spannung T'(t) ergibt (Bertram, 2005). Das PISM stellt
eine stiarkere Restriktion an das Materialverhalten als das PMO dar. Auflerdem
gibt es Beispiele aus verschiedenen Bereichen, die zeigen, dass dieses Gesetz nicht
generell erfiillt sein muss. Die Abweichungen von diesem Prinzip sind aber in der

Regel vernachléssigbar.

Prinzip der Forminvarianz (PFI). Das Prinzip der Forminvarianz nimmt an,
dass die Materialfunktionen invariant unter Beobachterwechseln sind (Bertram,
2005). Das PFI kann direkt aus dem PMO und dem PISM abgeleitet werden bzw.
es folgt: wenn das PMO und das PISM gelten, gilt zwangsldufig auch das PFI. Es
kann auch generell die Giiltigkeit des dritten Prinzips gefolgert werden, wenn die
beiden anderen gelten. Aulerdem folgt bei der Giiltigkeit eines Prinzips, dass die
beiden anderen dquivalent sind, obwohl deren physikalische Bedeutung verschieden
ist (Bertram, 1982; Svendsen und Bertram, 1999; Bertram und Svendsen, 2001).



Anhang B

Materialien mit isomorphen

elastischen Bereichen

Eine detaillierte Beschreibung des Isomorphiekonzeptes findet man z.B. in den
Arbeiten von Noll (1958), Truesdell und Noll (1965) und Bertram (1992, 2005).

Ein elastischer Bereich {€, h} besteht 1.) aus einer wegzusammenhéngenden Un-
termannigfaltigkeit mit Rand £ C Psym im Raum des rechten Cauchy-Green

Tensors; 2.) aus einem elastischen Gesetz

h:&— Sym, Cw~— S, (B.1)

das die materiellen Spannungen S = F~!'TF~T zu einem festen Zeitpunkt ¢ des
Deformationsprozesses, charakterisiert durch C(t) € £, durch die Konfiguration

zu diesem Zeitpunkt bestimmt

S(t) = h(C(t)) (B.2)

(Bertram, 2005). Geht man davon aus, dass die elastischen Gesetze aller elas-
tischen Bereiche von elastisch-plastischen Materialien isomorph sind, dann folgt
nach Bertram (2005), dass es fiir zwei elastische Bereiche {&1, h1} und {&2, ho}

einen Tensor Py € Inv™ gibt, so dass

hi(C) = Pishy(PLCP5) P, (B.3)
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130 Materialien mit isomorphen elastischen Bereichen

fiir alle C' € Psym. Das bedeutet, dass immer ein elastisches Gesetz gefunden
werden kann, das sich wahrend des Deformationsprozesses nicht éndert. Dieses
konstante Gesetz wird auf die ungestérte Bezugsplatzierung B bezogen (Truesdell
und Noll, 1965)

S = h(C) = Ph(PTCP)P". (B.4)

Der Tensor P wird als materieller Isomorphismus oder plastische Transformation
bezeichnet (Wang und Bloom, 1974; Halphen und Nguyen, 1975; Bertram, 2005),
da eine Anderung dieses Tensors nur withrend einer plastischen Deformation ein-
tritt. Da von einem hyperelastischen Materialverhalten ausgegangen wird, kann
die Isomorphie der elastischen Bereiche analog auf die Funktion der freien Energie

iibertragen werden

Y(C) = ¢(P'CP). (B.5)

Theorem: Fiir die beiden elastischen Bereiche {£, h} und {€, h} konnen folgende
Aussagen getroffen werden (Bertram, 2005): 1.) Wenn P die plastische Transfor-

mation von € nach £ und S die Symmetriegruppe von h ist, dann ist

S=pPSpP! (B.6)

die Symmetriegruppe von h. 2.) Wenn P die plastische Transformation von 3
nach € ist, dann ist AP A fiir alle A € S und alle A € S ebenfalls eine plastische
Transformation von € nach £. 3.) Wenn P und P plastische Transformationen
von € nach & sind, so gilt: PP’ eSund PP eS.

Aus den obigen Punkten kann direkt gefolgert werden, dass die plastische Trans-

formation nur bis auf eine Symmetrietransformation eindeutig bestimmbar ist.



Anhang C

Jacobi-Matrix des
Newton-Verfahrens zur Losung der
Differentialgleichungen des

elastisch-viskoplastischen
Einkristallmodells

Fiir die Jacobi-Matrix des Newton-Verfahrens in Gleichung (5.5) soll in diesem
Kapitel eine analytische Beziehung abgeleitet werden. Die gekoppelten Newton-
Gleichungen besitzen die Form

Gpi1=Fpi — Fy— AtF o (Fra, Tir1) =0,

(C.1)
In+1 = Tnc+1 - Tnc - Aﬁgﬂ(ﬁ‘nﬂﬁgﬂ) = 0.
Die zur Losung der Newton-Gleichungen benétigte Jacobi-Matrix ist
0Gn1 Gt
Fn 87‘5
Jpi1 = las i (C.2)

agn—‘rl 8975—&-1
8Fn+1 87_n—‘,—l

Die Jacobi-Matrix enthélt insgesamt vier partielle Ableitungen, die im Weiteren
bestimmt werden. Zur besseren Lesbarkeit werden die Indizes n+ 1 zur Definition

des Inkrementendes weggelassen.
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132 Jacobi-Matriz des elastisch-viskoplastischen Einkristallmodells

Zur Ermittlung der Ableitung 0G/ OF werden zunichst die bereits definierten

Zusammenhénge

und

12
k(1a,7%) = Aosgn (1a) M, (C.4)
a=1

Ta ‘m
+C
benotigt. Mit deren Hilfe und unter der Annahme kleiner, elastischer Verzerrungen

ergibt sich

le - 12 P L
~ - AHRR(L) —KE(R) - A Y. 2 2 R, @ FEM,). (C.5)
OF T T
In Gleichung (C.5) werden die Abkiirzungen
0AB
K*(B) = A ikBijei @ e;j @ e, @ e (C.6)
und
0BA
K*(B) = A = Dudyei®ejger@e (C.7)

verwendet. Die Ableitung 0G/07C ergibt sich nach Ableitung von Gleichung
(C.1)

0G - Ok (7o, 79)
- = AtF——_ 7 )
or¢ t or¢ (C38)
und somit als
0G m ~ ~
- — _A _F « C . .
5.C tTC k(tq, ) (C.9)

Zur Bestimmung der Ableitung dg/0F werden zunichst die ebenfalls bereits de-

finierten Beziehungen
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C AP C
77 = 0y 1—$ A (Ta, ), (C.10)
12 - qm
(10, 79) =Y Ao = (C.11)
a=1
und
i
7 (10, 79) = 75, l* (C.12)
70
benétigt. Die Ableitung dg/ OF ergibt sich durch Ableitung von 7¢
0 or¢
A N (C.13)
oOF OF
Sie kann unter Verwendung der Kettenregel in die Form
99 _ 9701 0T (C.14)
OF 0y 01a OF
gebracht werden. Die einzelnen Faktoren in Gleichung (C.14) sind
o - 1 — C
% = 0O <1 + nT_g) 3 (C.15)
o no Ty
07 m <2 i 7, |1
a—Ta = - O;'Yosgn (Ta) -C ’ (C.16)
und
OTa i
o _ PC[M) (C.17)
oF

Gleichung (C.17) wurde unter der Voraussetzung kleiner, elastischer Verzerrungen
hergeleitet. Mit den Gleichungen (C.15), (C.16) und (C.17) folgt die Ableitung

09 _ g™ (14 L2070 f: (a)
— = — — —_— sgn (T,
OF 07C n ¢ a:1V0g °

-

Tow
—C

FEM,).

(C.18)
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Die Ableitung dg/ O1¢ ergibt sich zuniichst ebenfalls durch Ableitung von 7¢

dg or¢

Sie kann mit Hilfe der Kettenregel umformuliert werden

dg or¢ 94
—= =1—-At 2
or¢ 0% or¢ (C.20)
Die einzelnen Ableitungen sind
o7 11 ¢
— =06 |1l-(—+——-1]—F C.21
0% 0 < (m - n ) T‘§> ( )
und
o7 m .

Mit den Gleichungen (C.21) und (C.22) ergibt sich

dg [ m 1 m



Anhang D

Algorithmisch konsistente Tangente

des elastisch-viskoplastischen
Einkristallmodells

Das fiir die nichtlinearen Berechnungen genutzte Finite-Elemente-Programm
ABAQUS berechnet in jedem Iterationsschritt des verwendeten globalen Newton-
Verfahrens die Jacobi-Matrix. Hierfiir ist durch den Nutzer der Anteil, der durch
das programmierte Materialmodell bedingt wird, am Inkrementende zu berechnen.

Dieser ist mit

K= — D.1
In1 At 0Dy, 4 (D-1)

definiert. Zur Vereinfachung werden im Folgenden die Indizes n + 1 weggelassen.
Fiir das elastisch-viskoplastische Materialmodell ist es niitzlich, die Tangente nach

der Kettenregel in drei Teile zu zerlegen

1 1 0r OF 0L
~ I At 9F OL 0D’
Die Ableitung 01/ OF hingt nur vom verwendeten elastischen Gesetz ab
or

o5 = = Ty, ™ Fjm + ST " Fyn + Clig F Jei @ e @ e @er. (D.3)

Die Ableitung OL /0D liefert den Symmetriesierer vierter Stufe
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136 Konsistente Tangente des elastisch-viskoplastischen Einkristallmodells

OL

D = 1°, (D.4)
der jeden Tensor zweiter Stufe in seinen symmetrischen Anteil abbildet. Die Ablei-
tung OF /OL berticksichtigt das verwendete Verfahren zur Losung der ODE’s, die
vom benutzten Materialmodell abhéngen. Fiir das elastisch-viskoplastische Mate-
rialmodell wurde ein implizites Euler-Verfahren verwendet. Die nach der Zeitdis-
kretisierung zu losenden Newton-Gleichungen sind durch die Gleichungen (C.1);
und (C.1)2 gegeben. Fiir beide Gleichungen kann das totale Differential bestimmt

werden

oG oG

G . - .
4G = ZZ1aF) + L a¢ + Zpan) = D.
G = dFl+5odr +5pldL =0, (D-5)
09 .= 09 o
dg = 2 dF + 22dr” =0 (D.6)

Aus den Gleichungen (D.5) und (D.6) kann eine Berechnungsvorschrift fiir 0F /0L

abgeleitet werden

oF aG_<ag)1aG 99\ ' oG .7
oL OF orC or¢ = oF oL’ '
Die Ableitung 0G/OL ist durch den Zusammenhang
0G L,
T —AtK™(F) (D.8)

gegeben. Der Tensor KX (F') wurde bereits in Gleichung (C.6) eingefiihrt. Alle an-
deren Ableitungen in Gleichung (D.7) sind die Bestandteile der Jacobi-Matrix, die
im Anhang C bestimmt wurde. Mit der Hilfe der Gleichungen (D.3), (D.4), (D.7)

und (D.8) kann dann die algorithmisch konsistente Tangente ermittelt werden

1
o 10T (0G dg \ ' 0G _ 099 L, S
wew = 197 (aF _ (aTC) e aﬁ) KL()S.  (D.9)



Anhang E

Algorithmisch konsistente Tangente

des (starr-)viskoplastischen
Einkristallmodells

Fiir den (starr-)viskoplastischen Einkristall kann bei der Berechnung der algorith-
misch konsistenten Tangente die Zerlegung in einen Kugel- und Deviatoranteil

ausgenutzt werden, was gleichbedeutend mit der entsprechenden Zerlegung der

Ableitung 07 /0D ist

or  or° N or'
oD 0D 0D’

(E.1)

Die Ableitung des Kugelanteils kann mit der Hilfe der Kettenregel berechnet wer-

den

or° 0r° 0J
= : E.2
oD 0J 0D (E-2)
Verwendet man fiir den Kugelanteil der Spannungen
K
T° = 5(J2 — I (E.3)

und nutzt fiir die Determinante des Deformationsgradienten die Lésung der Dif-

ferentialgleichung

JJ1 = sp(D), (E.4)
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138 Konsistente Tangente des (starr-)viskoplastischen Einkristallmodells

so erhélt man fiir Gleichung (E.2)

% = 3K.J2AtP! (E.5)

und somit fiir den Kugelanteil der Materialtangente
K"P° = 3K .J, 1 PL. (E.6)

Zur Berechnung der Ableitung des deviatorischen Anteils der Spannungen nach

dem Dehnratentensor wird ebenfalls die Kettenregel angewendet

or' ot oD’
= . E.
oD 0D’ oD (E7)
Da sich fiir die Ableitung des deviatorischen Anteils des Dehnratentensors
oD’ 7
=P E.
ergibt, verbleibt fiir Gleichung (E.7)
or’ ot
— = . E.9
oD oD’ (E-9)

Die Beziehung zwischen dem deviatorischen Anteil der Spannung und dem devia-
torischen Anteil des Dehnratentensors ist durch das nichtlineare Gleichungssystem
(5.19) zu einem festen Zeitpunkt ¢, definiert. Dessen Losung ist in Kapitel 5.1.2
beschrieben. Da die Spannung nicht explizit in Abhéngigkeit des Dehnratenten-
sors gegeben ist, muss fiir die Bestimmung von Ableitung (E.9) das vollstandige

Differential von Gleichung (5.19) bestimmt werden

_0G
0D’

Hieraus folgt fiir Gleichung (E.9)

ap] + 2 4 = 0. (E.10)

dG
or’

or' (8(}’)1 oG

oD~ \or) D’ (E.11)

und unter Auswertung von Gleichung (5.19)
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or'’ oG\ !

Damit folgt fiir den deviatorischen Anteil der Materialtangente

-1
K%Y = — N E.1

und somit unter Verwendung des Kugelanteils in Gleichung (E.6) die Materialtan-

gente des viskoplastischen Einkristallmodells

~1
1 1 [(0G,+1
K = 3K Jyp 1Pl — ———— [ | . E.14
Die Ableitung 0G ,41/907,,,, entspricht der Jacobi-Matrix des Newton-Verfahrens
zur Spannungsberechnung. Sie ist in Kapitel 5.1.2 angegeben. Sie muss in
Gleichung (E.14) aus der 5-dimensionalen Deviatorbasis in die 6-dimensionale

ABAQUS Notation fiir symmetrische Tensoren umgewandelt werden.
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