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Kurzreferat  
 

Die vorliegende Arbeit soll zum besseren Verständnis des Dämpfungsverhaltens beim Fließen 

ultrafeiner, kohäsiver Pulver beitragen. Der Beschreibung des Dämpfungsverhaltens dienten 

die Dämpfungsparameter Eigenfrequenz f0, viskoses Dämpfungsmaß b und Coulomb’sches 

Dämpfungsmaß b. Es wurden unterschiedliche Feuchtebeladungen und Partikeleigenschaf-

ten sowie der Einfluss verschiedener Scherrichtungen auf die genannten Dämpfungsparameter 

untersucht. Als Versuchsmaterialien wurden jeweils ein handelsübliches Kalksteinpulver 

(OMYA; d50 = 1,3µm) und Titandioxidpulver (KRONOS 1001; d50 = 0,6µm) verwendet.  

Für die experimentellen Untersuchungen wurde eine Messmethodik angewandt, mit der so-

wohl der Einfluss von außen aufgeprägter Schwingungen auf die Fließkennwerte von Schütt-

gütern als auch die Schwingungsübertragung innerhalb der Scherzone des Schüttgutes mess-

technisch erfasst werden können. Es handelt sich hierbei um eine auf Blattfedern gelagerte 

schwingende Translations-Scherapparatur, bei der während des Schervorganges horizontale 

Schwingungen unterschiedlicher Intensität in die Schüttgutprobe eingeleitet werden können. 

Dabei stehen Scher- und Schwingungsrichtung senkrecht aufeinander. 

Generell ist festzuhalten, dass die eingeleiteten Schwingungen zu einem verbesserten Fließ-

verhalten führen. Im untersuchten Bereich der Erregerfrequenz (50 Hz ≤ f ≤ 200 Hz) nimmt 

die Fließverbesserung mit zunehmender Erregerfrequenz zu, da bei konstanter maximaler 

Schwinggeschwindigkeit die Intensität der eingeleiteten Schwingungen mit der Erregerfre-

quenz wächst. Höhere Frequenzen als 200 Hz wurden nicht untersucht. 

Bei der Schwingungsübertragung im Schüttgut treten Dämpfungseffekte auf. Um diese zu 

quantifizieren, wurde am Scherboden und Scherring jeweils ein Beschleunigungssensor ange-

bracht. Aus der Abschwächung oder Verstärkung zwischen dem Erreger- und dem resultie-

rendem Antwortsignal können die Dämpfungsparameter Eigenfrequenz f0, viskoses Dämp-

fungsverhältnis b und Coulomb’sches Dämpfungsverhältnis b erhalten werden.  

Die Ergebnisse der experimentellen Untersuchungen zeigen eine mit der jeweiligen Verfesti-

gung ansteigende Eigenfrequenz und ein mit zunehmender Verfestigung abnehmendes visko-

ses Dämpfungsverhältnis. Das Coulomb’sche Dämpfungsverhältnis nimmt mit zunehmender 

Erregerfrequenz zu. D.h. der Anteil der Coulomb’schen Dämpfung an der Gesamtdämpfung 

steigt mit der Erregerfrequenz. 

Mit zunehmender Pulverfeuchte wurden eine sinkende Eigenfrequenz und ein steigendes vis-

koses Dämpfungsmaß beobachtet, die Coulomb’sche Dämpfung wurde reduziert. Die zusätz-

lich eingetragene und an den Partikeloberflächen adsorbierte Feuchtigkeit hat somit einen 

signifikanten Einfluss auf das Dämpfungsverhalten kohäsiver Pulver.  

Um den Einfluss unterschiedlicher Partikeleigenschaften zu bestimmen, wurden die Ergebnis-

se des Kalksteinpulvers den Ergebnissen der Dämpfungsuntersuchungen des Titandioxidpul-

vers gegenüber gestellt. Für das untersuchte Titandioxidpulver wurden eine deutlich kleinere 

 



 

 

Eigenfrequenz sowie ein kleineres viskoses Dämpfungsverhältnis ermittelt. Die Cou-

lomb’sche Dämpfung ist größer als beim untersuchten Kalksteinpulver. 

Weiterhin wurde der Einfluss der Scherrichtung auf die Dämpfungsparameter untersucht. Im 

einfachsten Fall wurde die Scherzelle nach dem Anscheren um 180° gedreht, somit sind die 

An- und Abscherrichtung entgegengesetzt gerichtet. Die so ermittelten Eigenfrequenzen sind 

tendenziell etwas kleiner als die bei den Standardscherversuchen ermittelten. Bei einer gerin-

gen Normalbelastung führt die Umkehrung der Scherrichtung zu einem höheren viskosen 

Dämpfungsverhältnis sowie zu einem deutlich reduzierten Coulomb’schen Dämpfungsver-

hältnis. Bei größeren Normalbelastungen hat die Umkehrung der Scherrichtung keinen signi-

fikanten Einfluss auf die Dämpfungsparameter.  

Um den Einfluss eines veränderlichen Winkels zwischen Scher- und Schwingungsrichtung zu 

quantifizieren, wurde die Scherrichtung in Intervallen von je 15° relativ zur Schwingrichtung 

verändert. Anscher- und Abscherrichtung sind in diesem Fall wieder gleich. Ein signifikanter 

Einfluss des veränderten Winkels auf die Eigenfrequenz wurde nicht beobachtet. Es ist eine 

leichte Tendenz zu höheren Werten des viskosen Dämpfungsmaßes mit verändertem Winkel 

zu sehen. Die Auswertung des Coulomb’schen Dämpfungsverhältnisses zeigt ebenso keine 

deutliche Abhängigkeit von der Änderung der Scherrichtung. 
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Symbolverzeichnis 
 

Symbole, die nur einmal im Text auftreten, sind ausschließlich dort erklärt.  

 

A   m²  Fläche 

a   m/s²  Schwingbeschleunigung  

a0   nm  Gleichgewichtsabstand 

ac   nm  Cantileverablenkung 

ap   nm  Position der Materialprobe 

B   m  komplexe Amplitude (B = xmax · ej) 

b   kg/s  Dämpfungskonstante des viskosen Dämpfers 

bmin   m  minimale Öffnungsweite eines Massenflusstrichters 

CH   J  Hamaker-Konstante 

c   N/m  Feder-Konstante 

cc   N/m  Feder-Konstante des Cantilevers 

d   µm  Partikel- (Äquivalent-) Durchmesser 

dST   µm  Sauter-Durchmesser 

d50,3   µm  mittlere Partikelgröße (Medianwert der Partikel- 

     Volumenverteilung) 

E   GPa  Elastizitätsmodul 

E*   GPa  mittlerer Elastizitätsmodul 

F   N  Kraft 

FH   nN  Haftkraft 

FR   nN  Randkraft 

FvdW   nN  van-der-Waals-Kraft 

FZ   N  Zentrifugalkraft 

f   Hz  Frequenz 

fmax   Hz  Resonanzfrequenz (Schwingweg-Resonanz) 

f0   Hz  Eigenfrequenz des ungedämpften Schwingers 

ff     Fließfaktor nach JENIKE 

ffc     Fließfunktion 

G   N/m²  Gleitmodul 

G*   N/m²  mittlerer Gleitmodul 

Gb   N/m²  Schermodul eines kohäsiven Schüttgutes 

g   m/s²  Erdbeschleunigung ( g = 9,81 m/s²) 

hK   m  elastische Kontaktabplattung 

hr1,2   m  mittlere Rauigkeitstiefe 

hSZ   m  Höhe der Scherzone 
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j     imaginäre Einheit 

k   N  Dämpfungskonstante der Coulomb-Dämpfung 

kB   J/K  Boltzmann-Konstante (kB = 1,3807 · 10-23 J/K) 

kN   Pa·m  Kontaktsteifigkeit in Normalrichtung 

kT   Pa·m  Kontaktsteifigkeit in Tangentialrichtung 

L     Dämpfungsfunktion 

M     Dämpfungsfunktion 

m   kg  Masse 

n     rheologischer Parameter 

n     Kompressibilitätsindex 

p   Pa  Druck 

pD   Pa  Partialdruck 

pf   Pa  Mikrofließspannung 

pK   Pa  Kapillardruck 

pvdW   Pa  van-der-Waals-Druck 

Q     Dämpfungsfunktion 

qmax   A·s/m²  Oberflächenladungsdichte 

R   J/mol·K allgemeine Gaskonstante (R = 8,314 J/mol K) 

R   m  Krümmungsradius 

Re     Reynolds-Zahl 

rK   µm  Radius der Kontaktfläche 

r1,2   µm  mittlerer Kugelradius 

S   m²  Oberfläche 

S     Flüssigkeitssättigung 

s   m  Weg 

T   s  Schwingdauer 

T   K  Temperatur 

t   s  Zeit 

U     Vergrößerungsfunktion des ungedämpften Schwingers 

U   V  Kontakt-Potential 

u   m/s  Strömungsgeschwindigkeit 

V     Vergrößerungsfunktion 

V   m³  Volumen 

v   m/s  Schwinggeschwindigkeit 

v   m  relative Schwinggeschwindigkeit (v2 – v1) 

W   Nm   Arbeit 

w   m  Pixelabstand 

Xl     Feuchte (Flüssigkeitsbeladung) Xl = ml / ms 
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x   m  Schwingweg 

x    m/s  Schwinggeschwindigkeit (1. Zeitabl. von x) 

x    m/s²  Schwingbeschleunigung (2. Zeitabl. von x) 

x   m  relativer Schwingweg (x2 – x1) 

x,y,z     Raumkoordinaten 

 

     Irrtums-Wahrscheinlichkeit ( = 0,05) 

   Grad  Winkel 

   Grad  Hilfswinkel 

   Pa  maximale Scherspannungsreduzierung bei   

     Schwingungseinwirkung ( – v,min)  

   m/s  charakteristische Schwinggeschwindigkeit 

     Scherdeformation / Gleitung 

      Scherrate 

   1/s  Abklingkonstante des viskosen Dämpfers 

     Porosität 

   Grad  Randwinkel 

   ° C  Temperatur 

     dimensionsloses (kritisches) Dämpfungsmaß;  

     viskoses Dämpfungsverhältnis 

   Pas  dynamische Viskosität 

K   Pas  Kontaktviskosität 

   Grad  Trichterneigungswinkel 

     Lehr’sches Dämpfungsmaß 

     Haftkraftanstieg (Partikelverfestigungs-Koeffizient) 

A     elastisch-plastisches Kontaktflächenverhältnis 

p     plastischer Repulsionskoeffizient 

     logarithmisches Dekret 

b     Dämpfungsverhältnis des Coulomb-Dämpfers 

*   s  modifiziertes Coulomb’sches Dämpfungsverhältnis 

     Reibungsbeiwert der Coulomb-Reibung 

     Querdehnungs- (Poisson-) Zahl 

   Grad  Dilatanzwinkel
   kg/m³  Dichte  

   Pa  Normalspannung 

c   Pa  einaxiale Druckfestigkeit 

lg   J/m²  Grenzflächenspannung 

M   kPa  Mittelpunktspannung 
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R   kPa  Radiusspannung 

Z   kPa  isostatische Zugfestigkeit 

Z,1   kPa  einaxiale Zugfestigkeit 

0   kPa  isostatische Zugfestigkeit, unverfestigt  

1, 2, 3  kPa  Hauptspannungen 

   kPa  Schubspannung 

c   kPa  Kohäsion 

F   kPa  Fließgrenze 

   kPa  Schubspannung unter Vibrationen 

   rad  Phasenwinkel 

e   Grad  effektiver (innerer) Reibungswinkel 

i   Grad  innerer Reibungswinkel 

st   Grad  stationärer (innerer) Reibungswinkel 

W   Grad  Wandreibungswinkel 

   % rF  relative Luftfeuchte 

     Volumenanteil 

   rad  Nullphasenwinkel 

     Partikelformfaktor
     Abstimmungsverhältnis 

   1/s  Kreisfrequenz 

0   1/s  Eigenkreisfrequenz des ungedämpften Schwingers  
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Indizes 
 
A  Ablösungs-    max  maximal 
ab  Abscheren    min  minimal 
an  Anscheren    N  Normal- 
b  Schüttgut (bulk)   pl  plastisch 
C  Coulombreibung   R  Radius- 
d  Dämpfungs-    r  Antwort-, resultierend 
e  Erreger-    S  Scher- 
el  elastisch    S  spezifisch 
f  Fluid (fluid)    s  Feststoff (solid) 
G  Grenz-     st  stationäres Fließen 
ges  gesamt     T  Tangential- 
H  Haft-     V  Volumenbezogen 
H  Hohlraum    v  bei Schwingungseinwir- 
i,j  Laufindizes      kung 
K  Klopf-     vis  viskos 
K  Kompressions-   vor  Vorverfestigen 
krit  kritisch    W  Wand 
l  Flüssigkeit (liquid)   Z  Zug- 
M  Mittelpunkts-    0  unverfestigt 
m  Massebezogen    1  Erreger- 
        2  resultierend 
 

Abkürzungen 
 
AFM  Atomic Force Microscopy 
bspw.  beispielsweise 
bzw.  beziehungsweise 
DGL  Differentialgleichung 
d.h.  das heißt 
Gl.  Gleichung 
inkl.  inklusive 
RLF  relative Luftfeuchte 
RPC  repräsentativer Partikelkontakt  
RVE  repräsentatives Volumenelement  
vdW  van-der-Waals- 
z.B.  zum Beispiel 
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1 Einleitung und Aufgabenstellung 
 

In vielen Bereichen einer heutigen Volkswirtschaft werden Schüttgüter erzeugt und ver-

braucht, transportiert und umgeschlagen, gelagert und verarbeitet sowie verfahrenstechnisch 

umgewandelt. 

Festkörper oder Stückgüter, Flüssigkeiten und Gase lassen sich relativ einfach handhaben. Im 

Gegensatz dazu hängt jedoch das mechanische Verhalten eines Schüttgutes unmittelbar von 

dessen Beanspruchungsvorgeschichte ab, was sich ziemlich einfach mit einem Neigungsver-

such eines Transportbehälters verdeutlichen lässt [34]. Das Schüttgut wird in den Behälter 

eingefüllt, geneigt und wieder zurück bewegt, und eine jeweils andere Form der Schüttober-

fläche stellt sich ein, Abbildung 1-1. Die Abbildung zeigt ebenfalls, dass Schüttgüter ein „Ge-

dächtnis“ haben, welches, wenn sie mineralischen Ursprunges sind, durchaus erdgeschichtli-

che Zeiträume umfassen kann hat [89]. 

 
 

Abbildung 1-1: Lagerung in Behältern – Mechanisches Verhalten von Stückgut, Flüssigkeit, 
Gas und Schüttgut [34] 

 

Ein Schüttgut kann sich wie ein unvollkommener Festkörper, wie eine Flüssigkeit oder wie 

ein Gas verhalten. Oftmals zeigt es dabei genau die Eigenschaften, die gerade am wenigsten 

erwartet werden und die so zu den meisten verfahrenstechnischen Problemen führen. Diese 
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sind dann auch zahlreich und schwerwiegend, bspw. Funktionsbehinderungen durch Fließstö-

rungen durch Anbackungen, Selbstfluidsierung oder Lawinenbildung, schwankende Mengen-

ströme und Entmischungen. Dazu können breite Verweilzeitverteilungen kommen, verbunden 

mit Zeitverfestigung, Stoffumwandlung, Explosionen sowie der Gefahr des Verderbens orga-

nischer Stoffe [89].  

Bei der Silolagerung kann der Schüttgutfluss, der normalerweise nur durch Schwerkraftwir-

kung erzielt wird, durch Brücken- oder Schachtbildung zum Erliegen kommen. Kontinuierli-

ches Dosieren mit konstanter Schüttgutdichte ist damit kaum möglich. Als Lösung dieses 

Problems kann das Fließverhalten dieser Schüttgüter durch Anregung mit mechanischen 

Schwingungen erheblich verbessert werden.  

In der Schüttguttechnik finden schwingende Austragorgane bzw. –hilfen weite Verbreitung, 

so zum Fördern und Dosieren von Schüttgütern oder als Fließ- und Austraghilfen in verfah-

renstechnischen Apparaten. Sie dienen dazu, den Schwerkraftfluss der Schüttgüter zu initiie-

ren und zu unterstützen. Der Eintrag von Schwingungen zielt sowohl auf eine bessere Pro-

duktqualität wie auch auf einen gleichmäßigen und störungsfreien Produktabzug, wie ihn die 

Industrie erfordert. Dabei ist nicht immer gegeben, dass die Austragunterstützung auch an 

jenem Punkt angewandt wird, an dem die Fließstörung auftritt. Die Schwingung wird erst 

einen bestimmten Weg durch das Schüttgut zurücklegen müssen, ehe sie die Störung erreicht. 

Dabei kommt es zur Dämpfung (zum Energieverlust) der Schwingung, was eine deutliche 

Verringerung ihrer Wirkung zur Folge hat. 

An einer schwingenden Translationsscherzelle wird eben jene Schwingungsdämpfung beim 

langsamen, reibungsbehafteten Fließen kohäsiver Pulver untersucht. Während des Fließens 

werden gezielt Schwingungen in die Scherzone eingeleitet. Hierdurch wird die Scherfestigkeit 

erheblich reduziert, was eine deutliche Verbesserung der Fließfähigkeit nach sich zieht. Diese 

Aktivierung führt zu einer besseren Handhabbarkeit und weniger Problemen bei Lagerung 

und Transport von kohäsiven Schüttgütern. Allerdings wird der positive Effekt des zusätzli-

chen Energieeintrages durch auftretende Dämpfungseffekte zunichte gemacht.  

Deshalb steht in dieser Arbeit die experimentelle Untersuchung des Dämpfungsverhaltens von 

kohäsiven Schüttgütern im Vordergrund. Dafür wurde eine Messmethodik angewandt, mit der 

sowohl der Einfluss der Schwingungen auf die Fließkennwerte von Schüttgütern als auch die 

Schwingungsübertragung innerhalb des Schüttgutes messtechnisch erfasst werden können. Es 

handelt sich um eine Jenike-Scherzelle, die in der Schüttguttechnik als Standardmessgerät 

etabliert ist, welche auf Blattfedern gelagert ist. Durch diese Modifizierung ist es möglich, 

während des Schervorgangs horizontale Schwingungen unterschiedlicher Intensität ins 

Schüttgut einzuleiten. Für die Versuche wurden die Proben in definierte Ausgangszustände 

versetzt (angeschert), um das im Silo fließende Schüttgut zu simulieren. Anschließend wurden 

die Proben abgeschert und die Scherkraftverläufe aufgezeichnet. Diese Diagramme waren die 

Grundlage der Versuchsauswertung. Bei den Vibrationsversuchen wurden das Anscheren und 

 



 3

das Abscheren jeweils unter Schwingungseinfluss durchgeführt. Mit dieser Versuchsmethode 

wird ein kontinuierlich schwingungsunterstützter Siloaustrag simuliert. 

Zuvor jedoch werden im Kapitel 2 die Haftung von Partikeln und im Kapitel 3 die konti-

nuumsmechanischen Grundlagen des Schüttgutverhaltens behandelt. Kapitel 4 beschäftigt 

sich mit der Schwingungsübertragung im Schüttgut. Im Kapitel 5 wird die verwendete Mess-

apparatur beschrieben. Im Kapitel 6 werden die für die Untersuchungen verwendeten Schütt-

güter charakterisiert. Als Versuchsmaterialien wurden jeweils ein handelsübliches Kalkstein-

pulver (OMYA; d50 = 1,3µm) und Titandioxidpulver (KRONOS 1001; d50 = 0,6µm) ausge-

sucht.  

Schließlich sind im Kapitel 7 die Ergebnisse der experimentellen Untersuchungen zusammen-

fassend dargestellt. Dabei dienen die Dämpfungsparameter Eigenfrequenz f0, viskoses Dämp-

fungsmaß b und Coulomb’sches Dämpfungsmaß b der Beschreibung des Dämpfungsver-

haltens kohäsiver Schüttgüter. 
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2 Mikromechanik der Partikelhaftung 
 

2.1 Haftkräfte zwischen feinen Partikeln  

 

Die Eigenschaften feinkörniger Pulver werden bekanntlich von den Wechselwirkungen zwi-

schen den Partikeln bestimmt, die für die Haftung zwischen Partikeln verantwortlich sind. Die 

interpartikulären Haftkräfte (van-der-Waals-Kräfte) dieser Partikelkollektive übersteigen die 

Gewichtskräfte um mehrere Größenordnungen, was u.a. zu einer unerwünschten Haftung von 

Staub- oder Schmutzpartikeln an Oberflächen führt. Werden Partikel auf eine feste Unterlage 

angepresst, steigen ihre Haftkräfte um ein Vielfaches an. So sind bspw. das Bedrucken von 

Papieroberflächen mit Farbpartikeln und die Herstellung und Anwendung von Tafelkreide alt 

bekannte Beispiele gewünschter Haftvorgänge. Die Haftkräfte zwischen feinen Partikeln sind 

somit bei einer Vielzahl industrieller Stoffwandlungsprozesse, makroskopischer Förder-, 

Transport- und Handhabungsvorgänge sowie bei den Produktanwendungen Prozess bestim-

mend.  

Die Haftkräfte zwischen einzelnen Partikeln lassen sich mit den im Folgenden aufgeführten 

Bindungsmechanismen, Abbildung 2-1, beschreiben [4, 59, 61, 62, 64, 66, 67, 78, 80, 92]: 

 

 Oberflächen- und Feldkräfte im direkten Partikelkontakt: 

 Van-der-Waals-Kräfte (alle trockenen Pulver, die aus polaren, induziert-polaren 

und nichtpolaren Molekülen bestehen, bspw. Mineralien, Chemikalien, Kunststof-

fe, Lebensmittel); 

 Elektrostatische Kräfte; 

o elektrische Leiter (Metallpulver), 

o elektrischer Isolator (Polymere, Kunststoffe), 

 Magnetische Kräfte (Eisenpulver); 

 Materialbrücken zwischen den Kontaktflächen:  

 Wasserstoffbrückenbindungen durch kondensierte Adsorbtionsschichten in feuch-

ter Umgebungsluft (Pulver), 

 Organische Makromoleküle als Flockungsmittel in Suspensionen (im Abwasser); 

 Flüssigkeitsbrückenbindungen durch: 

o Flüssigkeiten niederer Viskosität durch Kapillarkräfte und Oberflächen-

spannungen (feuchter Sand, feuchte Erde), 

o Flüssigkeiten hoher Viskosität (Ölsand, heißer Asphalt); 

 Festkörperbrücken durch: 

o Rekristallisation von Flüssigkeitsbrücken, welche gelöste Stoffe (bspw. 

Salze) enthalten, 
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o Verfestigung von gequollenen Partikeln (Stärke, Ton), 

o Einfrieren von Flüssigkeitsbrücken (gefrorene Erde), 

o Chemische Reaktionen mit adsorbierten Wasserschichten (Hydratation im 

Zement) oder Zement mit Porenwasser (Beton), 

o Verfestigung von hochviskosen Bindemitteln (kalter Asphalt), 

o Kontaktverschmelzung durch Sintern (Aggregate von Nanopartikeln, Ke-

ramiken), 

o Chemische Bindungen durch Feststoff-Feststoff-Reaktionen (aktivierte 

Metall-Legierungen); 

 Verhakungen durch makromolekulare und Partikelform-Effekte: 

 Verhakungen durch funktionelle Ketten auf Makromolekülen (Proteine), 

 Verhakungen durch Überlappung von Unebenheiten (raue Partikel). 

 

Abbildung 2-1 zeigt verschiedene Bindungsmechanismen, die Haftkräfte zwischen Partikeln 

hervor rufen. 

 

 
 

Abbildung 2-1: Partikelhaftung und Mikro-Prozesse der Partikelbindung im Partikelkontakt 

[92] 
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2.1.1 Vergleich verschiedener Haftkräfte 

 

Die Festigkeit verschiedener Haftkräfte wird in Abbildung 2-2 verglichen. Bei Nichtbetrach-

tung der Festkörperbrücken ist die Flüssigkeitsbrückenbindung die dominierende Haftkraft 

[61], solange sie existiert [1, 12, 65, 73, 78].  

Ohne Existenz einer Flüssigkeitsbrücke dominiert die van-der-Waals-Kraft. Diese Kraft kann 

in nasser Umgebung durch die Reduzierung der Hamaker-Konstante, hervorgerufen durch das 

Porenwasser, beträchtlich verringert werden. Dieser Effekt der Haftkraft-Reduzierung wird 

unter anderem für Waschprozesse ausgenutzt. Bei geladenen Partikeln, bspw. Toner-Partikel, 

ist die Coulomb-Kraft eine entscheidende Größe. Die Oberflächenladungsdichte kann mit 

qmax = 16.10-18 As/µm² angenähert werden. Dieser Wert entspricht dem Maximum der elektri-

schen Feldstärke bei Entladung. Es kommt vor, dass die Coulomb-Kraft größer ist als die van-

der-Waals-Kraft, da das Maximum der Oberflächenladungsdichte stärker von der Spannung 

als von der Feldstärke abhängig ist [42]. 
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Abbildung 2-2: Haftkräfte zwischen steifen Partikeln und glatter Platte nach Rumpf [61]  
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Die in Abbildung 2-2 dargestellten Haftkräfte sind mit folgenden Werten berechnet: Gleich-

gewichtsabstand a0 = 0,4 nm, Benetzungswinkel  = 20°, Randwinkel  = 0°, Grenzflächen-

spannung lg = 72 mJ/m², Hamaker-Konstante nach Lifschitz CH = 19·10-20 J, Oberflächenla-

dungsdichte qmax = 16.10-18 As/µm², Kontaktpotential U = 5 V, Hamaker-Konstante Partikel-

Wasser-Partikel CH,sls = (CH,ss
½ – CH,ll

½)2. Anstelle einer glatten Platte kann ebenso ein grobes 

Partikel mit einem großen Radius angenommen werden. 

In der vorherigen Diskussion wurden die atmosphärischen Umgebungsbedingungen außer 

Acht gelassen. Durch die Feuchtigkeit der Umgebungsluft kondensiert Wasser aus und wird 

an den Partikeloberflächen adsorbiert. Durch diese Wasserschichten wird die zu betrachtende 

effektive Kontaktzone zwischen den Partikeln deutlich vergrößert. Durch molekulare Bindun-

gen innerhalb dieser Schichten (bekannt als Oberflächenspannung) bilden sich Flüssigkeits-

brücken geringer Größe aus, die sich auf die Haftkräfte auswirken können [7, 59]. Die Feuch-

tigkeit wirkt sich ebenso auf die Dicke der adsorbierten Wasserschichten aus [7, 79], was 

wiederum Auswirkungen auf die Haftkräfte hat. Die Partikelhaftkräfte werden von mobilen 

Adsorptionsschichten durch die Umordnung von Molekülen und zusätzlichen Flüssigkeits-

brückenbindungen beeinflusst [67]. 

Solange die Flüssigkeitsbrücke stabil ist, wird die Bindungskraft nur unwesentlich vom Ab-

stand beeinflusst [41]. Van-der-Waals- und Coulomb-Kraft (elektrischer Leiter) beschreiben 

ähnliche Kraft-Abstand-Kurven, Abbildung 2-2, a) unten. Die Coulomb-Kraft für elektrische 

Isolatoren ist unabhängig vom Partikelabstand. Das wird ausgenutzt, um bspw. Staubpartikel 

mit Hilfe eines elektrischen Feldes abzuscheiden. 

Die van-der-Waals-Kraft wird sehr stark von der Partikelrauigkeit beeinflusst, Abbildung 2-2, 

b). Für verschiedene Partikelgrößen sind, abhängig von der Rauigkeit, minimale Werte der 

van-der-Waals-Kraft zu sehen. Der Einfluss der Rauigkeit bei Existenz von Flüssigkeitsbrü-

cken und adsorbierten Flüssigkeitsschichten ist vergleichsweise gering. Die Partikelhaftung 

ist auch von der Temperatur abhängig [42].  

Nicht unerwähnt soll bleiben, dass das Partikelgewicht bei Partikelgrößen d < 100 µm sehr 

klein im Vergleich zur auftretenden Haftkraft ist, und somit die Wechselwirkungen zwischen 

den Partikeln im Gravitationsfeld deutlich von den Haftkräften dominiert werden. Für das 

Verhältnis von Haft- zu Gewichtskraft gibt Tomas [in 93] folgende Gleichung an: 
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Abbildung 2-3: 
Physikalisches Wirkprinzip der Parti-
kelhaftung 
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Abbildung 2-3 zeigt das physikalische Wirkprinzip der Partikelhaftung, Tabelle 2-1 gibt einen 

Überblick über den Bewertungsmaßstab der Produktqualität nach Gl. (2-1) [93] 

 
Tabelle 2-1: Bewertungsmaßstab der Produktqualität [93] 

Partikelgröße in µm Wertebereich von 
G

0H

F

F
 Bewertung des Pulvers 

10 – 100 1 – 100 gering adhäsiv 

1 – 10  100 – 104  adhäsiv 

0,01 – 1 104 – 108  sehr adhäsiv 

 

An den angegebenen Wertebereichen des Verhältnisses von Haft- zu Gewichtskraft lässt sich 

sehr deutlich ablesen, dass mit abnehmender Partikelgröße der Einfluss der Haftkraft zu-

nimmt. 

 

 

2.1.2 Ausgewählte Methoden zur Bestimmung der Partikelhaftkräfte 

 

 

Abbildung 2-4 zeigt verschiedene Prinzipien, Partikelhaftkräfte zu messen. Sie basieren dar-

auf, die Partikeln einer externen Belastung auszusetzen.  

 
c)       Vibrationsmethode

d)  Prall-Ablösemethode

FHFN

a) Federkraftmethode

e)  Hydrodynamische Ablösemethode

u

FH

b) Zentrifugenmethode

Anpressen                  Ablösen

FZ

 
 

Abbildung 2-4: Messung der Haftkraft zwischen Partikel und Oberfläche [42] 
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Die Wechselwirkungskraft zwischen zwei mikroskopischen Körpern kann als direkte Mes-

sung mit der Federkraftmethode als Funktion der Dehnung der Feder zum Zeitpunkt der Ab-

lösung bestimmt werden (a). Die Methoden (b) bis (e) hingegen ermöglichen eine indirekte 

Haftkraftmessung. Bei der Zentrifugenmethode (b) wird in einem ersten Schritt das zu unter-

suchende Partikel mittels Zentrifuge auf eine Oberfläche aufgebracht; es wirkt die Kompres-

sions- bzw. Zentrifugalkraft FZ. Nach dieser so genannten Kontakt-Vorverfestigung wird das 

Partikel mittels Zentrifuge abgelöst [39]. Bei Erreichen einer bestimmten Drehzahl wird die 

Zentrifugalkraft der Haftkraft entsprechen und das Partikel sich von der Oberfläche ablösen. 

Die Vibrationsmethode (c), die erstmalig von Derjaguin [8] beschrieben wurde, beruht auf der 

Ablösung eines Partikels aufgrund seiner Trägheit von einer vibrierenden Oberfläche bei Er-

reichen einer bestimmten Beschleunigung. Die Vibrationen rufen nicht nur das Ablösen des 

Partikels hervor, sondern führen, im Falle der Nichtablösung des Partikels, zu einem zusätzli-

chen Anpressen des Partikels auf der Oberfläche. Diese abwechselnd wirkenden Anpress- und 

Ablösungskräfte treten auch bei der dynamischen Belastung von kohäsiven Pulvern durch 

eingeleitete mechanische Vibrationen in der verfahrenstechnischen Praxis auf [36].  

Die Prall-Ablösemethode (d) nutzt die Beschleunigung einer Platte durch ein Geschoss- [9] 

oder einen Hammerschlag [51]. Bei Erreichen eines bestimmten Impulses, d.h. einer bestimm-

ten Geschwindigkeit, beginnen sich die anhaftenden Partikel abzulösen. Somit kann die Haft-

kraft als Funktion der Stoßenergie betrachtet werden [44]. 

Vibrations- und hydrodynamische Ablösemethode wurden kürzlich vereint. Die Partikelablö-

sung kann ununterbrochen aufgezeichnet und mit der wirkenden Beschleunigung, der Parti-

kelmasse sowie Fließbedingungen korreliert werden [19, 21].  

Eine weitere Methode zur Messung von Haftkräften zwischen Partikeln bzw. zwischen Parti-

keln und Oberflächen ist die Rasterkraftmikroskopie (engl. Atomic Force Microscopy, AFM) 

[5], deshalb soll an dieser Stelle eine kurze Erläuterung dieses Messprinzips folgen. 

Als Primärergebnis erhält man eine graphische Darstellung der Cantileverablenkung ac über 

der Position der Materialprobe ap (Abbildung 2-5 unten). Ein Messzyklus beginnt bei gro-

ßem Abstand zwischen Materialprobe und Cantileverspitze. Hier wirken keine Kräfte zwi-

schen Spitze und Materialprobe, der Cantilever wird nicht gebogen. Bei geringerem Abstand 

wirkt zwischen der Spitze und der Materialprobe eine Abstoßungskraft, d.h. bei Annäherung 

der Materialprobe an die Spitze wird der Cantilever nach oben gebogen. An einem bestimm-

ten Punkt springt die Spitze auf die Materialprobe. Das passiert, wenn der Gradient der An-

ziehungskraft größer ist als die Federkonstante plus des Gradienten der Abstoßungskraft. 

Wird die Materialprobe anschließend weiter bewegt, wird der Cantilever entsprechend auch 

weiter gebogen. Die vertikale Linie repräsentiert diese Kontaktregion inkl. Kontaktbelastung. 

Nach Erreichen des Punktes U beginnt die Entlastung des Partikelkontaktes. Bei Punkt A er-

folgt die Ablösung des Kontaktes und der Cantilever nimmt die Ausgangsposition wieder ein 

[5]. 
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Abbildung 2-5: Messung der Haftkraft-Kontaktdeformations-Funktion mittels Particle Inter-
action Apparatus (PIA) nach Butt et al. [5].  

 

 

Die Rasterkraftmikroskopie ist eine Methode, Haftkräfte zwischen Partikeln bzw. zwischen 

einem Partikel und einer Oberfläche direkt zu messen. Das zu untersuchende Partikel wird an 

die Spitze eines Cantilevers geklebt, Abbildung 2-5, Kreisausschnitt. Die Materialprobe wird 

mit Hilfe eines piezoelektrischen Elements gegen den fixierten Cantilever gefahren. Die da-

durch hervorgerufene Ablenkung des Cantilevers aC wird normal zur Oberfläche gegen die 

Position des Piezoelements ap aufgenommen. Um eine Kraft-Weg-Kurve zu erhalten, müs-

sen aC und ap in eine Normalkraft bzw. einen Weg umgewandelt werden. Die Normalkraft 

FN = cc · aC wird erhalten durch Multiplikation der Cantileverablenkung mit der Federkon-

stante des Cantilevers und der Abstand zwischen Spitze und Materialprobe D = aC + ap 

wird berechnet durch Addition der Ablenkung aC und der Position des Piezoelements ap. 
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Die Ablenkung des Cantilevers wird mit Hilfe eines Laserstrahls gemessen, welcher auf die 

Spitze fokussiert ist. Die Position des durch den Cantilever abgelenkten Laserstrahls wird mit 

einem Photodetektor aufgenommen. Die Oberseite des Cantilevers ist mit einer dünnen Gold-

schicht belegt, um die Reflexion zu verbessern. Bei Belastung der Materialprobe biegt sich 

der Cantilever und der reflektierte Laserstrahl bewegt sich um einen bestimmten Winkel [5].  

Die Auflösung dieser Messmethode ist in etwa t/w10 13   (mit w Pixelabstand im Pho-

tosensor, t Messzeit für einen Punkt auf der Kraft-Kurve). Bei einer typischen Messzeit von 

t = 0,1 ns beträgt die Auflösung 0,01 nm. In der Praxis aber ist die Empfindlichkeit durch 

Wärmeschwingungen des Cantilevers, die sich berechnen mit )c3/(Tk4 cB  , begrenzt. Mit 

üblichen Federkonstanten zwischen 0,01 und 1 N/m ist die Amplitude des Wärmerauschens 

bei Raumtemperatur etwa 0,07 bis 0,7 nm [5].  

Die präzisen Bewegungen des Cantilevers in alle drei Raumrichtungen werden durch Piezo-

Kristalle erreicht. Piezoelektrische Keramiken sind dadurch charakterisiert, das sie sich in 

Gegenwart eines elektrischen Spannungsgradienten ausdehnen oder zusammenziehen können 

bzw. einen solchen Gradienten erzeugen, wenn auf sie Druck oder Zugspannung ausgeübt 

wird. 

Die meisten Rasterelektronenmikroskope enthalten zylinderförmige Piezoelemente, da diese 

eine einfache Konstruktions- sowie Bedienungsweise, eine hohe Abtaststabilität sowie einen 

großen maximalen Abtastbereich vereinen. Mit dem Rasterelektronenmikroskop kann die 

horizontale und vertikale Auslenkung des Cantilevers bis in den Pikometer-Bereich hinein 

detektiert werden. Erreicht wird das durch die Verwendung einer optischen Vorrichtung, die 

einfach zu handhaben ist. Ein auf die Spitze des Cantilevers fokussierter Laserstrahl wird 

durch die Verbiegung des Cantilevers abgelenkt. Gemessen wird die Abweichung von der 

Totalreflexion des Lasers mit Hilfe eines wegempfindlichen Fotodetektors, bestehend aus 

meist mehreren Photodioden. Das gleiche Messprinzip wird bei der Untersuchung von Haft-

kräften im Partikel-Partikel- oder Partikel-Wand-Kontakt verwendet. Ebenso können Rei-

bungskräfte als Funktion der Normalbelastungen mit einem Rasterelektronenmikroskop ge-

messen werden, bspw. [6, 11, 29, 74].  

Weth et al. [100] beschäftigten sich mit der Messung von Haftkräften zwischen Partikeln mit-

tels Rasterelektronenmikroskopie am Beispiel von zwei SiO2-Pulvern (Aerogel-Partikel mit 

d50 = 110 µm und gefälltes SiO2 mit d50 = 113 µm) unter verschiedenen atmosphärischen 

Bedingungen (50% relative Luftfeuchte (RLF) und Vakuum (100Pa)). Die Ergebnisse sind in 

Tabelle 2-2 zusammengefasst. Dabei wurden Kräfte im nN-Bereich gemessen, die hauptsäch-

lich von der Kontaktgeometrie und somit von der Oberflächenstruktur der Partikel abhängen. 

Aerogel-Partikel mit zerklüfteten Oberflächen (Rauigkeiten in µm-Bereich) rufen kleinere 

Haftkräfte hervor als gefällte SiO2-Partikel, die eine homogenere Oberfläche (Rauigkeiten im 

nm-Bereich) aufweisen. Zusätzlich wurde das Fließverhalten der beiden Materialien anhand 

des Massenstromes beim Ausfließen aus einem Modellsilo nach DIN ISO 4324 [10]  
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untersucht. Im Gegensatz zu den gefällten SiO2-Partikeln zeigt das Aerogel einen deutlich 

höheren Massenstrom unter Vakuum als in feuchter Atmosphäre. Die Massenströme der ge-

fällten SiO2-Partikel liegen in etwa auf dem gleichen Niveau. 

 

Tabelle 2-2: Kontakthaftkraft und Massenstrom der untersuchten Pulver [100] 

 
Aerogel-Partikel SiO2 (d = 110 
µm) 

gefällte Partikel SiO2 (d = 113 µm) 

Umgebungs-
bedingungen 

RLF 50% p = 100 Pa RLF 50% p = 100 Pa 

Haftkraft zw. 
zwei Einzelpar-
tikeln Fges in nN 

23 ± 1 18 ± 2 38 ± 4 31 ± 3 

Haftkraft pro 
Kontaktpunkt 
Fi in nN 

9 ± 1 7 ± 1 11 ± 1 12 ± 2 

Anzahl der Par-
tikelkontakte 

2,5 ± 0,2 2,6 ± 0,2 3,3 ± 0,4 2,8 ± 0,3 

Massenstrom  
vm in g/s 

0,16 ± 0,03 1,3 ± 0,3 4,6 ± 0,9 3,9 ± 0,8 

 

 

In Tabelle 2-2 werden zwei Werte für die gemessene Haftkraft angegeben: Fges bedeutet hier 

die zwischen zwei Einzelpartikeln gemessene Haftkraft. Aufgrund von Partikelrauigkeiten 

erfolgt der Partikelkontakt an mehr als einem Kontaktpunkt. Das konnten die Autoren an 

mehreren „Sprüngen“ des Cantilevers ablesen. Somit ergibt sich die Kraft Fges aus der Summe 

der Einzelkräfte Fi. [100]. 

Jones et al. [28] nutzten die Rasterelektronenmikroskopie, um Haftkräfte und Reibung zwi-

schen Einzelpartikeln kohäsiver Pulver zu messen. Die Autoren untersuchten verschiedene 

Schüttgüter, wie Tonerde (d = 6 µm und 60 µm), Kalkstein (d = 4 µm), verschiedene Chargen 

Titandioxid (d = 0,2 µm), Zeolith (d = 2 µm) und Glaskugeln (d = 6 µm und 35 µm) und er-

forschten den Partikel-Partikel- als auch den Partikel-(Stahl)Wand-Kontakt. Partikel-Partikel-

Kontakte zeigten eine stark lastabhängige Reibung, große Rauigkeiten (außer Glaskugeln) 

und vergleichbare, geringe Adhäsionskräfte. Die Werte der Haftkräfte, entnommen der ge-

messenen Kraft-Weg-Kurve, der Reibung und der Rauigkeiten sind in Tabelle 2-3 zusam-

mengefasst. Die Werte der Haftkräfte wurden ohne Fehlerintervall angegeben. 

Pollock et al. [53] untersuchten den Einfluss der relativen Luftfeuchte auf die Partikelhaftkräf-

te von Glaskugeln (d = 6 µm und 35 µm), Tonerde (d = 6 µm und 60 µm), einem Silizium-

Aerogel (d = 50 nm), Kalkstein (d = 4 µm), Titandioxid (d = 0,2 µm) und Zeolith (d = 2 µm). 
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Die mit einem sehr feinen Cantilever gemessenen Haftkräfte sind für alle untersuchten Pulver 

vergleichbar auf einem Niveau (Belastung rd. 20 nN). Bei Erhöhung der Belastung des  

Kontaktes (etwa 200 nN) erhöht sich auch die mit einem steiferen Cantilever gemessene 

Haftkraft zwischen den Partikeln. Die meisten Pulver (nicht Titandioxid) zeigen größere 

Haftkräfte an einer Stahlwand als zwischen zwei Partikeln. Eine starke Abhängigkeit von der 

Luftfeuchte konnte nur bei dem Zeolith beobachtet werden. In einer früheren Veröffentli-

chung [30] wurde hingegen eine deutliche Abhängigkeit für Glaskugeln und Silizium gezeigt. 

 

 
Tabelle 2-3: Haftkräfte zwischen Einzelpartikeln, Reibung und Rauigkeiten [28] 

Haftkraft in nN Reibungskoeffizient µ  
Partikel Partikel-

Partikel 
Partikel-
Wand 

Partikel-
Partikel 

Partikel-
Wand 

Rauigkeit 
in nm 

Glaskugeln:      

unbeschichtet 
(d = 35 µm) 

9 10 0,50 ± 0,1 klein 12 

unbeschichtet 
(d = 6 µm) 

5 8 0,39 ± 0,1 0,18 ± 0,07 - 

beschichtet 
(d = 35 µm) 

6 22 0,38 ± 0,1 klein 19 

beschichtet 
(d = 6 µm) 

8 5 0,60 ± 0,1 0,22 ± 0,1 - 
      

Tonerde  
(d = 6 µm) 

6 22 0,07 ± 0,02 ≈ 0,03 189 

Tonerde  
(d = 60 µm) 

9 - - -  - 
      

Kalkstein 
(d = 4 µm) 

16 40 0,67 ± 0,15 unsicher 102 
      

Titandioxid 
(d = 0,2 µm): 

     

CE7359/1 8 10 1,5 ± 0,3 0,38 ± 0,05 131 

CE7359/2 8 10 0,67 ± 0,08 0,44 ± 0,1 - 

CE7359/3 11 13 0,52 ± 0,05 ≈ 0,2 147 

CE7359/4 5 8 0,063 ± 0,01 0,039 ± 0,01 - 
      

Zeolith 4A 
(d = 2 µm) 

10 40 0,69 ± 0,1 unsicher 148 
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2.2 Partikelkontaktverhalten 

2.2.1 Elastisch-Plastische Kontaktdeformation unter Normalbelastung 

 

In diesem Abschnitt soll der Kontakt zweier monodisperser und isotroper Kugeln betrachtet 

werden. Diese bilden zwei Partikeln als typischen Bestandteil eine Schüttung oder Partikelpa-

ckung unter statischer Auflast ab. Die hervorgerufenen Kontaktflächen sind, verglichen mit 

der Querschnittsfläche der Kugeln, sehr klein. Aus diesem Grund sind ausschließlich die Kon-

taktkräfte und deren unmittelbares Antwortverhalten auf äußere Belastungen, d.h. die Mittel-

punktsannäherung beider Kugeln hk, Gegenstand dieses Abschnittes. Meistens sind Verdich-

tungen und Druckkräfte zu betrachten, die – im Gegensatz zur Technischen Mechanik – in der 

Schüttgutmechanik positiv definiert werden. Dehnungen und Zugkräfte sind negativ, 

Abbildung 2-6. 

Anfangs müssen sich die beiden zu betrachtenden Kugeln bis zu einem unmittelbaren Kontakt 

mit einem Mindestabstand a0 annähern, Abbildung 2-6 a). Dabei wird eine van-der-Waals-

Kraft zwischen den Kugeln aufgebaut. Mit Einführung einer mittleren Rauigkeitshöhe 

hr1,2 = (1/hr1+1/hr2)-1 als charakteristische Größe der unmittelbar wirksamen Geometrie eines 

einzelnen Rauigkeitskontaktes lässt sich für die Haftkraft FH0 schreiben [84]: 
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0r1,2

r1,21,2
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


















  (2-2)

 

In der Gleichung sind CH,sls die Hamaker-Konstante und a0 der Gleichgewichtsabstand zwi-

schen den beiden Partikeln. Die Haftkraft wird folglich von der Rauigkeitsabmessung beein-

flusst, siehe Abbildung 2-2 b).  

Dieses ursprünglich von Rumpf [61] und Schubert [64] entwickelte Modell gilt jedoch nur für 

ideal steife Kontakte ohne jede Kontaktdeformation, was in der Praxis der Handhabung von 

kohäsiven Schüttgütern wohl äußerst selten vorkommt.  

Im Folgenden wird jedoch der Einfachheit halber nur die Wechselwirkung zwischen zwei 

glatten Kugeln angenommen. Durch die Haftkraft selbst und/oder durch eine zusätzliche stati-

sche Auflast FN kommt es am unmittelbaren Partikelkontakt zu einer elastischen Kontaktab-

plattung hK, die sich nach Hertz vergleichsweise einfach mathematisch beschreiben lässt [87]:  

 

0H
3
K1,2N Fhr*E

3

2
F   (2-3)
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Diese Gleichung ist in Abbildung 2-6 als gestrichelte Linie abgebildet. Aufgrund des parabo-

lischen Verlaufes von FN(hK) verhält sich der Partikelkontakt mit zunehmender Abplattung 

hK bzw. zunehmendem Radius der Kontaktfläche rK steifer: 

 

KK1,2
K

N
N r*Ehr*E

dh

dF
k   (2-4)

 

 

 
 

Abbildung 2-6: Charakteristische Partikelkontaktdeformation – Annäherung und elastische 
Kontaktdeformation (TiO2, d50 = 610 nm, spez. Oberfläche AS,m = 12 m²/g, Oberflächen-
feuchte Xl = 0,004, Temperatur  = 20°C) [84] 

 

 
Die Kontaktsteifigkeit kN erhöht sich ebenso mit der Zunahme des mittleren Kugelradius’ r1,2: 
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
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E* ist der mittlere Elastizitätsmodul der beiden Kontaktpartner 1 und 2:  
 

1

2

2
2

1

2
1

E

ν1

E

ν1
2E*










 



  (2-6)

 

 
 

Abbildung 2-7: Charakteristische Partikelkontaktdeformation – elastisch-plastische Kompres-
sion (Titandioxid) [84] 

 

 

Diese Mittelung führt dazu, dass kleine Krümmungsradien r und kleine Materialsteifigkeiten 

E besonders hoch bewertet werden. Das bedeutet, dass sich das steife Partikel in das  
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nachgiebigere und die kleine Kugel in die große bzw. in eine glatte Platte gleicher Steifigkeit 

(hier r2  ∞) hinein drückt.  

Mit zunehmender Normalkraft wird der Punkt Y, Abbildung 2-7, erreicht. Bei weiterer Erhö-

hung von FN beginnt hier das plastische Fließen im Zentrum des Kontaktes, d.h. der herr-

schende Maximaldruck entspricht dem erforderlichen Fließdruck (Mikrofließspannung) pf. 

Die entsprechende Mittelpunktsannäherung hK,f lässt sich ausdrücken mit [84]: 
 

2

f
1,2fK, *E

pπ
rh 






 
  (2-7)

 
 

 
 

Abbildung 2-8: Charakteristische Kontaktdeformation – elastische Entlastung und Wiederbe-
lastung mit Dissipation (Titandioxid) [84] 
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Gegenüber den gemittelten Materialsteifigkeiten wird die Mikrofließspannung ausschließlich 

durch das weichere der beiden Materialien bestimmt [38, 39], das härtere wird bleibend in das 

weichere Material hinein gedrückt. Bei Schüttungen aus einem bzw. vergleichbarem Parti-

kelmaterial, welches über nur geringe Partikelgrößen- und Oberflächenrauigkeitsverteilungen 

verfügt, kommt es jedoch bei beiden Kontaktpartnern zu Kontaktabplattungen. Dies wird als 

typisch für das Gesamtverhalten einer fließenden Packung angesehen.  

Bei Voraussetzung von ideal plastischem Verhalten in der Kontaktzone kann die innere 

Druckspannung nicht weiter gesteigert werden [87]. Als Antwort auf eine zunehmende äußere 

Druckkraft FN kommt also nur eine zunehmende Abplattungshöhe hk in Betracht, die sich mit 

einer charakteristischen Geraden Y-U in Abbildung 2-8 beschreiben lässt [82, 84]. Diese ver-

hält sich im mikroskopischen Bereich analog einer Fließbedingung (Grenzspannungsfunktion) 

der Kontinuumsmechanik [17] und ist als elastisch-plastische Fließgrenze bezeichnet. Diese 

Linie kann nicht überschritten werden, da das Fließen schon vorher eingesetzt hatte. 

Die elastisch-plastische Kontaktsteifigkeit wird durch den Anstieg dieser Geraden charakteri-

siert. Ein geringer Anstieg steht für plastisch weiches bzw. nachgiebiges Verhalten, ein steiler 

Anstieg hingegen bedeutet steifes Kontaktverhalten. Diese plastische Kontaktsteifigkeit bzw. 

–härte hängt direkt mit dem mittleren Kugelradius r1,2 (exakter ausgedrückt mit dem Krüm-

mungsradius der ursprünglich unverformten Partikeloberflächen) zusammen:  
 

 pAf1,2
K

N
plelN, κκprπ

dh

dF
k   (2-8)

 

Der so genannte plastische Repulsionskoeffizient p beschreibt das dimensionslose Verhältnis 

von attraktivem van-der-Waals-Druck pvdW (Haftkraft bezogen auf die wirksame Kontaktflä-

che) zur repulsiven Mikrofließgrenze pf (Widerstand gegen plastische Deformation): 
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Das elastisch-plastische Kontaktflächenverhältnis A in Gl.(2-8) steht für den plastischen De-

formationsanteil Apl an der gesamten Kontaktfläche AK = Apl + Ael: 
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κ   (2-10)

 

Für feine bis ultrafeine Pulver (d < 100 µm) hat die rein elastische Deformation (Apl = 0; 

A = 2/3) keine Relevanz und kann hier ausgeschlossen werden. Für den anderen Grenzfall 

der ideal plastischen Deformation (Ael = 0; AK = Apl) wird A zu 1 [87]. 

Mit Gl. (2-8) lässt sich das weiche bzw. nachgiebige Kontaktverhalten von sehr kleinen Parti-

keln recht gut erklären. Die abnehmende Kontaktsteifigkeit bei kleiner werdender  
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Partikelgröße verbunden mit der hohen spezifischen Oberfläche ist die Hauptursache für die 

zahlreich zu beobachtenden Adhäsionseffekte. Deshalb soll die Modellvorstellung „steife 

Partikel mit weichen Kontakten“ eingeführt werden [87]. Steife Partikel aus dem Grund, weil 

mit der nur mikroskopisch kleinen Kontaktabplattung von hK = 0…0,25 nm bzw. Kontakt-

kreisradien von rK = 0…6 nm bei mittlerer Partikelgröße von d50 = 610 nm keine signifikante 

Änderung der ursprünglichen Partikelform zu erwarten ist.  

Bei sehr großen Kontaktsteifigkeiten hingegen tritt plastische Deformation erst gar nicht auf. 

Das Kontaktverhalten ist ausschließlich elastisch. Dieses Verhalten zeigt sich vorrangig bei 

gröberen Partikeln mit d > 100 µm. Verdeutlichen lässt sich dies mit dem Vergleich des me-

chanischen Verhaltens von trockenem, frei fließendem Ostseesand mit jenem eines kohäsiven 

Mahlproduktes mit der gleichen chemisch-mineralogischen Zusammensetzung. 

Im kreisförmigen Kontaktzentrum wird ein begrenztes plastisches Feld erzeugt, wobei der 

äußere Ring elastisches Verhalten zeigt. Damit wird eine höhere Mikrofließspannung 

pf ≈ 3·F als bei makroskopischer Beanspruchung erwartet [47]. Der elastische Anteil ver-

schwindet bei Entlastung des Kontaktes, entsprechend der Kurve U-E in Abbildung 2-8. Eine 

weitere Entlastung unterhalb des Punktes E lässt sich nur mit Zugkräften realisieren. Der di-

rekte Partikelkontakt würde bei Erreichen des Punktes A versagen. Entlang der Wiederbe-

lastungs-Kurve A-U, Abbildung 2-8, kann der Kontakt aber wieder belastet werden. Die so 

entstandene linsenförmige Fläche zwischen Entlastungs- (U-A) und Wiederbelastungs-Kurve 

(A-U) ist ein Maß für die während eines Belastungszyklus’ dissipierte Energie [84]. Der Kon-

takt zeigt eine typische Hysterese und bei dynamischen Belastungs-/Entlastungszyklen (Oszil-

lationen) als Antwort eine Dämpfung, die von der angewandten Geschwindigkeit unabhängig 

ist. 

Die Linie der Haftgrenze, Abbildung 2-8, ist ebenfalls eine Grenzspannungsfunktion 
 

0HKvdW2,1N FhprF   (2-11)
 
mit der Steifigkeit: 
 

vdW1,2
AK,

ZN,
AN, prπ

dh

dF
k   (2-12)

 

Ihre Neigung charakterisiert die Haftsteifigkeit im Zugkraftbereich. Eine stark geneigte Haft-

grenzlinie bedeutet nachgiebiges Kontaktverhalten mit einem hohen Haftverstärkungsvermö-

gen des Partikelkontaktes. Eine geringe Neigung charakterisiert einen steifen Kontakt mit fast 

konstanter Haftkraft FN ≈ -FH,0.  

Alle Diagramme, Abbildung 2-6 bis Abbildung 2-8, beinhalten im Koordinatenursprung die 

Mittelpunktsannäherung hK = 0 für die Haftkraft FH,0 noch den Mindestabstand a0 zwischen 

den beiden Kugeln. Der Mindestabstand wird durch das Kräftegleichgewicht (Index F = 0) 

zwischen Attraktion und Repulsion auf Molekülebene charakterisiert und hat eine  
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Größenordnung von 0,3…0,4 nm [86]. Dieser Mittelpunktsabstand bedeutet aber ebenso das 

Minimum des gesamten Wechselwirkungspaarpotentials, die so genannte Bindungsenergie. 

Für die van-der-Waals-Wechselwirkungen ist das so genannte Lennard-Jones-Potential maß-

gebend [22].  

 

 

 
Abbildung 2-9: Charakteristische Kontaktdeformation – Kontaktablösung (Titandioxid) [84] 

 

 

Daher wird bei der Modellbildung vereinfachend vorausgesetzt, dass bei den Belastungs-

/Entlastungs-Mikroprozessen dieser molekulare Gleichgewichtsabstand unverändert bleibt. 
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Gerade dieser Kontaktabstand wird sich bei der Kontaktablösung vergrößern, d. h. in Gl. (2-9) 

ist demnach der Abstand des Platte-Platte-Kontaktes durch a = aF + hK,A – hK zu ersetzen: 
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Dadurch wird in Richtung negativer Mittelpunktsannäherung hK ein hyperbolisches Abklin-

gen der Wirksamkeit der van-der-Waals-Haftung über die Entfernung einiger Nanometer 

Kontaktabstand hinweg erreicht, Abbildung 2-9. Vergleichbares gilt nach Gl. (2-2) mit 

a = aF + |hK| für die Haftkraft ohne Kontaktdeformation FH0. Der Punkt der Haftkraft FH0 bei 

hK = 0 ist sozusagen der einzige des gesamten Diagramms, der keine Deformation und damit 

Beanspruchungsvorgeschichte kennt [87].  

Mittels einer Energiebilanz der Kontaktablösung lässt sich der Zusammenhang von Aufprall-

geschwindigkeit, Kontaktdeformation, Partikelhaftung und Kontaktablösung ermitteln [86]. 

Folglich kann ebenso die Haftkraftvergrößerung mit steigender Vorverfestigungslast mittels 

dynamischer Beanspruchungsvorgeschichte beschrieben werden. 

So werden bspw. Haft- und Ablösewahrscheinlichkeiten von feinsten Staubteilchen auf Faser-

filtern beeinflusst [50]. Derartige Staubpartikel sind das Resultat dynamischer Beanspru-

chungsbedingungen eines Schüttgutes bei Transport, Lagerung und Umschlag durch Lager-

druck, Aufprall und Zerkleinerungsvorgängen durch Schlag, Abrieb, Scherung usw. Ebenfalls 

beeinflusst werden solche Emissionen von Partikelfestigkeits- und Abriebverteilungen, Parti-

kelsinkgeschwindigkeitsverteilungen, Luftgeschwindigkeiten, turbulenter Diffusion und An-

haftungsneigung potentieller Staubanteile an das Grobgut. Das Staubproblem lässt sich durch 

zusätzliche Windsichtung lösen. 

 

2.2.2 Viskoelastische-viskoplastische Kontaktdeformation 

 

Das Modell zur Beschreibung des elastisch-plastischen Kontaktverhaltens kann durch Imple-

mentierung einer Zeitabhängigkeit beim elastischen und auch beim plastischen Verhalten er-

weitert werden.  

Damit ist es möglich, eine reversible Kontakt-Relaxation [39, 98] (das bedeutet so viel wie 

Entspannung bei bleibender Deformation) und eine so genannte Zeitverfestigung durch irre-

versibles viskoses Fließen (d.h. Kriechen bzw. zunehmende Deformation bei konstanter 

Spannung) zu beschreiben. Das irreversible viskose Fließen steht für eine zunehmende Nach-

giebigkeit des Kontaktes durch die Zähigkeit der flüssigkeitsähnlichen Adsorptionsschichten 

auf der Partikeloberfläche, beschrieben hier durch die Kontaktviskosität K, siehe Tabelle 2-4 

im folgenden Abschnitt 2.2.3.  
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Abbildung 2-10: Viskoeleastische-viskoplastische Partikelkontaktdeformation (Titandioxid) 
[87] 

 

 

In Abbildung 2-10 werden zusammenfassend die charakteristischen viskoelastischen-

viskoplastischen Partikelkontaktdeformationen für Titandioxid mit folgenden Kennwerten 

dargestellt: d50 = 610 nm; Einwirkzeit t = 24 h; Elastizitätsmodul E = 50 kN/mm²; Relaxati-

onsmodul E∞ = 25 kN/mm²; Relaxationszeit trelax = 2,4 min; plastische Mikrofließgrenze 

pf = 400 N/mm²; Kontaktviskosität K = 1,8·1014 Pa·s; Querdehnungszahl  = 0,28; Hamaker-

Konstante CH,sls = 12,6·10-20 J; Mittelpunktsabstand für Dipole a0 = 0,336 nm; Kontaktflä-

chenverhältnis A = 5/6; plastischer Repulsionskoeffizient P = 0,44; visko-elastische Repul-

sion p,t = 0,09.  
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Die jeweiligen kleineren/größeren Anstiege von Fließ- bzw. Haftgrenzkurve sowie von Ent-

lastungs-/Wiederbelastungskurven (0-U1-E1-A1-U1 bzw. 0-U2-E2-A2-U2) charakterisieren 

eine zunehmende Nachgiebigkeit eines charakteristischen Partikelkontaktes während einer 

Einwirkzeit von t = 24 h bezüglich Plastizität und Elastizität. Die Hysteresefläche, d.h. die 

Fläche zwischen Be- und Entlastungskurve ist im zweiten Fall (Einwirkzeit von t = 24 h) 

deutlich größer. Das bedeutet, dass in diesem Fall die Energiedissipation ebenfalls erheblich 

zunimmt [84].  

Dieses vergleichsweise umfangreiche Kontaktmodell schließt somit alle wesentlichen mecha-

nischen Eigenschaften eines kohäsiven Schüttgutes im Mikromaßstab ein und stellt eine we-

sentliche Erweiterung der Erkenntnisse auf dem Gebiet der Partikelkontaktmechanik dar. 

Ausgewählte Modelle werden bei DEM-Simulationen granularer Medien [20] und auch bei 

AFM-Messungen methodisch genutzt [5]. 

 

2.2.3 Charakteristische Haftkraftfunktionen 

 

Die Elimination der Mittelpunktsannäherung hK der Be- und Entlastungsfunktionen [84], 

Abbildung 2-9, gibt einen impliziten nichtlinearen Zusammenhang von (hier positiver) Kon-

taktablösekraft FH,A am Ablösepunkt A und einer eingeprägten Normalkraft FN = FN,U,  
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die sich die Kontaktverfestigung an einem beliebig wählbaren Entlastungspunkt U „merkt“. 

Neben einem dimensionslosen, elastisch-plastischen Kontaktverfestigungskoeffizienten   
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κκ
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
  (2-15)

 

sind auch zusätzlich die Einflüsse der Haftsteifigkeit, einer mittleren Partikelgröße r1,2, des 

mittleres Elastizitätsmoduls E* im hinteren Term der Gleichung enthalten. Der Anstieg der 

Haftkraft wird mit ansteigendem mittleren Kontaktkrümmungradius r1,2 vermindert, d.h. mit 

wachsender Kontaktsteifigkeit verringert sich der Haftkraftzuwachs. Zweckmäßig ist vorerst 

die Auswertung der linearisierten Haftkraftgleichung [82, 83, 84, 86], Abbildung 2-11:  
 

  NH0H FκFκ1F   (2-16)
 

Der elastisch-plastische Kontaktverfestigungskoeffizient  charakterisiert die Kontaktsteifig-

keit und die Zunahme der Haftkraft FH bei Einwirkung einer Vorverfestigungskraft FN, 

Abbildung 2-11, Strich-Punkt-Gerade. Ein geringer Anstieg  steht für steifes  
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Kontaktverhalten mit gering ausgeprägtem Haftvermögen FH ≈ FH0. Mit einem großen An-

stieg hingegen ist ein nachgiebiger Kontakt mit großem Haftvermögen verbunden. Das ist das 

typische Verhalten eines kohäsiven Schüttgutes während der Verfestigung. Das linearisierte 

Modell zeigt mit  ·FH0 die zusätzliche Haftkraftverstärkung als Antwort einer reinen Einwir-

kung der Haftkraft FH0 im unverfestigten Zustand auf. Dieses wurde immerhin bereits vor fast 

50 Jahren von Krupp [38, 39] festgestellt.  

 
 

 
 

Abbildung 2-11: Partikelkontaktkräfte für Titandioxid (d50 = 610 nm, spez. Oberfläche 
AS,m = 12 m²/g, Oberflächenfeuchte Xl = 0,004, Temperatur  = 20°C) [89] 

 

 

Zunächst wurde das Zeitverfestigungsverhalten eines charakteristischen Partikelkontaktes [82, 

83, 86, 84] durch eine Parallelschaltung der Haftkräfte betrachtet, wobei die Paralleleschal-

tung eine Addition der Haftkräfte zur Folge hat. Diese Vorgehensweise orientierte sich am 

Sintern eines thermisch labilen Festkörperkontaktes [63]. Ferner ist die Haftkraftverstärkung 

durch eine Reihenschaltung rheologischer Modellkörper, d.h. Addition der Widerstände durch 

plastisches und viskoses Fließen, betrachtbar. Damit wird eine zeitabhängige Kontaktabplat-

tung durch viskoplastisches, zähes Fließen der Adsorptionsschichten, welche auf der Oberflä-

che der Partikeln verteilt sind, eingeführt.  

Die Kennwerte der Kontaktverformung sind Tabelle 2-4 entnehmbar und können mit dem 

elastisch-plastischen Kontaktmodell verglichen werden. Der Anstieg der gesamten Haftkraft-

funktion FH,ges = f(FN) stellt einen so genannten elastisch-plastisch-viskoplastischen Kontakt-

koeffizienten vis dar und steht für eine zeitlich zunehmende Kontaktnachgiebigkeit, 
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Abbildung 2-11, FH,ges-Gerade. Das nichtlineare Haftkraftmodell FH(FN, , d, E) entspre-

chend Gl. (2-14) ist ebenfalls in Abbildung 2-11 aufgetragen. Zusätzlich wurde der Anstieg 

der Haftkraftfunktion eines charakteristischen Partikelkontaktes eines sehr kohäsiven Schütt-

gutes  = 0,77 für eine Fließfunktion ffc = 2 eingetragen.  

 

 
Tabelle 2-4: Koeffizienten der charakteristischen Haftkraftfunktionen in Abbildung 2-11 [87] 
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2.3 Ein Partikelkontakt unter Tangentialbelastung mit lastabhängi-
ger Haftung 

 

In diesem Abschnitt soll der wesentliche Einfluss der lastabhängigen Haftung vorgestellt und 

diskutiert werden [93]. Betrachtet wird hier die erste Phase der Belastung eines vorverfestig-

ten (abgeplatteten) elastisch-plastischen Partikelkontaktes in tangentialer Richtung. Der Radi-

us der erzeugten Kontaktfläche rK hängt unmittelbar von der eingeprägten Normalkraft FN der 

elastisch-plastischen Fließgrenze gemäß  
 

  0HKpAf2,1KN Fhpr)h(F   (2-17)
 
ab: 
 

 pAf

0HN
NK2,1

2
K p

FF
)F(hrr




  (2-18)
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Im Normalfall wird ein linear elastisches Verhalten des Kontaktes beim langsamen tangentia-

len Verschieben erwartetet. Durch das Zusammenpressen der beiden Kontaktflächen wird 

jedoch ein zusätzlicher Beitrag zur Haftkraft erzeugt (Gl. (2-16)). Die Folge ist eine veränder-

liche Druckverteilung, hyperbolisch wird sie innerhalb eines Innenkreises angenommen. Im 

äußeren Ring wird jedoch die elliptische Druckverteilung nach Hertz benutzt. Dieses partielle 

innere Haften und Gleiten (microstick-microslip) hat einen zusätzlichen Scherwiderstand zur 

Folge [46]. Das wiederum führt zu einem nichtlinear elastischen Verhalten FT() des Kugel-

kontaktes: 
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Für die Entlastung an einem beliebigen Punkt (U, FT,U) und Scheren in entgegen gesetzter 

Richtung  
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und für die Wiederbelastung in die ursprüngliche Scherrichtung, die an einem beliebigen ne-

gativen Punkt (-reload, -FT,reload) beginnt, erhält man: 
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Das nichtlineare elastische Verhalten wird nach oben durch eine Reibungsgrenze einge-

schränkt, die makroskopisch im Sinne einer Grenzspannungsfunktion (Fließort) interpretiert 

werden kann. Diese Coulomb-Reibungsgrenze (Index C) der Tangentialkraft FT,C,H(FN) wird 

mit einem Koeffizienten der inneren Reibung ausgedrückt µi: 
 

      N0HiNHNiNH,C,T FF1FFF)F(F   (2-22)
 

Der Index H wird benutzt, um den haftenden Partikelkontakt besonders zu kennzeichnen. Der 

Reibungswiderstand kann nicht überschritten werden und ist jenseits von C,H konstant, waa-

gerechte Linien in Abbildung 2-12. Eine höhere Beanspruchungsintensität führt hier nicht zu 

einer Zunahme der Gleitreibungskraft. Am Übergangspunkt (C,H, FT,C,H) verliert der Kontakt 

seine Steifigkeit dFT/d = 0 und das voll entwickelte Kontaktgleiten setzt ein [93]. 
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Abbildung 2-12: Charakteristisches Tangentialkraft-Verschiebungsweg-Diagramm mono-
disperser glatter Kugeln mit den mechanischen Eigenschaften ultrafeiner Titandioxidpartikel 
[93].  

 

 

Eine typische Tangentialkraft-Verschiebungsweg-Beziehung FT() für elastisches, elastisch-

plastisches und reibungsbehaftetes Verhalten unter einer jeweils konstanten quasistatischen 

Normallast ist in Abbildung 2-12 dargestellt. Je größer die eingeprägten Normalkräfte und die 

daraus resultierenden Haftkräfte sind, desto steifer reagiert der Kontakt, d.h. eine zunehmende 

Tangentensteifigkeit dFT/d ist am Koordinatenursprung  = 0 zu beobachten, dünne gestri-

chelte Linien in Abbildung 2-12. 

In Abbildung 2-12 sind nur die – infolge partieller Haftung und Mikroschlupf innerhalb der 

Kontaktebene – nichtlinearen elastischen Belastungskurven gezeigt. Die Hysteresekurven für 

Entlastung und Wiederbelastung sind nicht dargestellt worden. Infolge der Einwirkung von 

Normalkräften zwischen FN = 6 bis 40 nN beträgt der Radius des abgeflachten Kontaktes 

zwischen rK = 3 bis 9 nm. Diese Werte entsprechen den Druckniveaus der makroskopischen 

Fließorte 1 bis 4 [93]. 

Insgesamt spricht kann man in diesem Zusammenhang  von einem kombinierten elastisch-

plastischen und reibungsbehafteten Verhalten des Kugelkontaktes sprechen. Denn jenseits der 

Reibungsgrenze  > C,H wird die eingetragene mechanische Energie durch die Kontaktrei-

bung absorbiert und in andere Energieformen umgewandelt bzw. dissipiert. 
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2.4 Bindung von Partikeln mit adsorbierten Flüssigkeitsschichten 

2.4.1 Adsorptionsschichtbindung 

 

In einer Partikelschüttung ist ein Zwischenraumvolumen vorhanden, das als verzweigtes, 

vielgestaltiges Kapillarsystem in Abhängigkeit von der Partikelgrößen- und Partikelformver-

teilung des Feststoffes sowie dessen Packungsstruktur vorliegt. Befindet sich eine solche Par-

tikelschüttung im Kontakt mit umgebender Luft, so bilden sich zunächst Adsorptionsschich-

ten von polaren Wassermolekülen und bei höheren relativen Luftfeuchten Flüssigkeitsbrücken 

infolge Kapillarkondensation an den Kontaktstellen der Partikeln. Eine solche Flüssigkeits-

brücke ist stabil, wenn ihr Dampfdruck – resultierend aus der Flüssigkeitsbindung mittels Ka-

pillardruck pK – dem Wasserdampfpartialdruck pD der feuchten Umgebungsluft entspricht. 

Die Kelvin-Gleichung muss dabei erfüllt werden: 
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D  (2-23)

 

Damit können mit steigender Luftfeuchte Flüssigkeitsbrücken nur an den Kontaktstellen, an 

denen sich benachbarte Partikeln bzw. deren Adsorptionsschichten berühren, entstehen. Ad-

sorptionsschichten können einen erheblichen Beitrag zu den Wechselwirkungen leisten, falls 

ihre Schichtdicke genügend groß ist, wobei sie sowohl verstärkend als auch vermindernd wir-

ken können. Sie können die Kontaktgeometrie und damit den Oberflächenabstand der Partikel 

a beeinflussen, siehe Abbildung 2-13. 

 

d

aA

a
 

Abbildung 2-13:  
Partikelkontakt mit Adsorpti-
onsschichten 

 

 

Wenn sich die Adsorptionsschichten gegenseitig durchdringen (aA  a/2), dann wirken in ih-

nen die entsprechenden Kohäsionskräfte (z.B. Wasserstoffbrückenbindungen in wässrigen 

Adsorptionsschichten). Die Haftkraft berechnet sich dann zu: 
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)2/aa(σdπF AA,ZH   (2-24)
 

Die wirkende Haftkraft FH wird im Wesentlichen von der idealen Zugfestigkeit Z,A einander 

durchdringender adsorbierter Schichten beeinflusst, die sich unter anderem aus der maximalen 

Anziehungskraft der molekularen Wechselwirkungspotentiale Fmax abschätzen lässt. 

Wenn man die Feuchte einer Partikelschüttung unabhängig von ihrer Herkunft betrachtet, 

lässt sich im Allgemeinen sagen, dass bei geringen Flüssigkeitssättigungsgraden S Adsorpti-

onsschichten und Flüssigkeitsbrücken an den Kontaktstellen der Partikeln koexistieren kön-

nen. 
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mit dem Flüssigkeitsgehalt im Schüttgut Xl  
 

s

l
l m

m
X   (2-26)

 

für reale Packung

Brückenbereich Übergangsbereich Kapillarbereich

für kubische Packung monodisperser Kugeln

 
 
Abbildung 2-14: Flüssigkeitsbindung im Schüttgut 

 

 

Flüssigkeitsbrücken binden dabei wesentlich höhere Flüssigkeitsanteile. Mit weiter steigen-

dem S stellt sich zunächst ein Übergangsbereich ein, in dem Flüssigkeitsbrücken und gefüllte 

Zwischenräume nebeneinander vorliegen, bis alle Zwischenräume schließlich gefüllt sind 

(Kapillarbereich), siehe Abbildung 2-14. Für die Bindung dieser Flüssigkeitsanteile ist der 

Kapillardruck maßgebend, der von Flüssigkeitssättigungsgrad S abhängig ist. 
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Bei geringen Flüssigkeitsanteilen sind Flüssigkeitsbrücken zwischen benachbarten Partikeln 

vorhanden. Die Bindung hier beruht auf kapillarem Unterdruck in der Flüssigkeitsbrücke und 

auf der Randkraft FR längs des Dreiphasenkontaktes. Wenn die Zwischenräume vollständig 

mit Flüssigkeit gefüllt sind, an der Oberfläche aber noch konkave Flüssigkeitsmenisken exis-

tieren, wirkt nur ein entsprechender kapillarer Unterdruck. 

 

2.4.2 Flüssigkeitsbrückenbindung 

 

In Abbildung 2-15 ist eine Flüssigkeitsbrücke zwischen zwei gleich großen Kugeln unter der 

vereinfachenden Annahme dargestellt, dass die Meridiankurven der Brücke einen Kreisbogen 

beschreiben. Die Flüssigkeitsbrücke wird somit als rotationssymmetrisch angesehen. 

 
FS

FS


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Abbildung 2-15: Flüssigkeitsbrücke im unmittelbaren Kontakt zweier gleich großer Kugeln 

 

 

Für die Randkraft FR, die die Haftkraft FH vergrößert, gilt: 

 
 sin)sin(dsind)90cos(F lglgR  (2-27)

 

Die Oberflächenspannung der Flüssigkeit gegen Gas lg ist im Wesentlichen von den van-

der-Waals-Kräften in der kondensierten Flüssigkeitsoberfläche abhängig. Der Kapillardruck 

pK ist die Differenz der äußeren Drücke zweier benachbarter Fluidphasen. Er wird durch die 

Grenzflächenspannung aufgenommen und berechnet sich mit einem mittleren Krümmungsra-

dius: 
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Die Hauptkrümmungsradien des Flüssigkeitsmeniskus R1 und R2 lassen sich wie folgt be-

rechnen: 
 

)cos(2

)cos1(da
R1 


  (2-29)

 
   sin1Rsin2/dR 12  (2-30)

 

Konkave Krümmungen erzeugen kapillaren Unterdruck, wohingegen konvexe Krümmungen 

kapillaren Überdruck hervorrufen. Bei, wie im vorliegenden Fall, positiv definiertem Unter-

druck haben die Hauptkrümmungsradien unterschiedliche Vorzeichen. Es existiert solange ein 

Unterdruck und damit ein positiver Beitrag FP des Kapillardrucks zur Haftkraft FH, solange 

R1 < R2 ist. Für diesen Fall gilt: 
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 (2-31)

 
Daraus ergibt sich die gesamte Haftkraft FH = FR + FP zu: 
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 (2-32)

 
bzw. für vollständige Benetzung (  0): 
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Die Hauptkrümmungsradien sind von ,  und a/d abhängig (die maximale Haftkraft ergibt 

sich, wenn a/d = 0: FH =  · d · lg). Allgemein lässt sich schreiben: 
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 (2-34)

 

Die Verformung der Flüssigkeitsbrücken unter dem Einfluss der Schwerkraft und deren Aus-

wirkung auf die Haftkraft ist für Partikeln mit einem Durchmesser d < 1mm nicht signifikant. 

Schließlich lassen sich auch Brücken zwischen unregelmäßig geformten Partikeln in guter 

Näherung als rotationssymmetrisch auffassen. 
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Die Haftkräfte, die durch Flüssigkeitsbrücken hervorgerufen werden, sind im Vergleich zu 

anderen Wechselwirkungen die intensivsten und am unempfindlichsten gegenüber Oberflä-

chenrauigkeiten. 

Für die Bindung in feuchten Schüttgütern wird vereinfachend angenommen, dass vollständige 

Benetzung vorliegt und sich gleich große Kugeln berühren (a = 0). Wenn man weiterhin als 

Vereinfachung auf die Krümmung der beiden Menisken verzichtet [80], ergibt sich für das 

Flüssigkeitsvolumen in der Brücke: 
 

 4
l sin³d264,0
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V  (2-35)

 

Tomas [80] gibt eine Funktion an, mit welcher sich die einaxiale Zugfestigkeit Z,1 im voll 

ausgebildeten Brückenbereich für Sättigungsgrade S < 0,3 direkt abschätzen lässt: 
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Mehrere Autoren haben den Einfluss von Flüssigkeiten auf die Haftkraft zwischen den Parti-

keln untersucht. Dabei wurde angenommen, dass die Partikeln als gleich große Kugeln ange-

sehen werden können.  

Iveson und Litster [25] haben Versuche zur Bestimmung der Deformation von kugeligen und 

zylindrischen Agglomeraten aus feuchten Pulvern unter Stoßeinwirkung durchgeführt. Für 

diese Untersuchungen wurden die Agglomerate aus Höhen zwischen 10 und 30 cm fallen ge-

lassen und die Deformationen wurden gemessen. Die Stöße waren überwiegend plastisch mit 

einer Rückdehnung von weniger als 1%. Die Agglomeratdeformationen beruhen auf Reibung 

zwischen den Partikeln sowie viskosen und kapillaren Kräften, wobei die beiden letztgenann-

ten dominieren können. Es wurde fest gestellt, dass ein steigender Feuchtigkeitsgehalt die 

interpartikuläre Reibung herabsetzt und die Kapillarkräfte ansteigen lässt. Letzteres geschieht 

aber nur, bis die Sättigung erreicht ist. Darüber hinaus fällt die Kapillarkraft rapide ab. Für die 

Berechnung der Zugfestigkeit der Agglomerate Z wird die folgende Gleichung angegeben: 
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mit S: Sättigungsgrad; C: Konstante (C = 6 für Kugeln gleicher Größe); Porosität; lg: 
Oberflächenspannung der Flüssigkeit; : Benetzungswinkel und d: Partikeldurchmesser. 

 

Die Deformationen sind vom Gleichgewicht zwischen interpartikulären Reibungskräften und 

Kapillarkräften abhängig, welches wiederum von der Viskosität der Flüssigkeit und von der 

Größe und Rauheit der Partikeln abhängt. Bei kleiner werdendem Partikeldurchmesser nimmt 
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die Schüttgutdichte zu und gleichzeitig steigen sowohl Reibungs- als auch Kapillarkräfte an. 

Bei höherviskosen Bindemitteln hat der Partikeldurchmesser keinen signifikanten Einfluss auf 

die Deformation, hier dominieren die viskosen Kräfte. 

Zu gleichen Ergebnissen kamen auch Iveson, Litster und Ennis [24], als sie die Verdichtung 

von Glaskugeln (d = 8, 15, 39 µm) mit einer Mischung aus Glycerol und Wasser in einer Gra-

nulationstrommel (d = 0,3 m) untersuchten. Sie fanden ebenfalls eine kleiner werdende Rei-

bungskraft und ansteigende viskose Dissipation bei steigendem Flüssigkeitsgehalt. Auch stell-

ten sie fest, dass der Gehalt an Bindemittel sowie seine Viskosität nicht getrennt voneinander 

betrachtet werden können. Sowohl die Eigenschaften des Pulvers als auch die des Bindemit-

tels beeinflussen den Grad der Verdichtung und damit die minimal erreichbare Porosität min. 

Es wurde eine einfache Beziehung zwischen der Porosität und der Anzahl der Trommelum-

drehungen N aufgestellt, wobei k eine Konstante ist: 
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Die Konstante k und die minimale Porosität min hängen als komplexe Funktion von der Um-

fangsgeschwindigkeit und Geometrie der Trommel, von den Partikeleigenschaften (z.B. Grö-

ße und Form), von den Eigenschaften des Bindemittels (Viskosität, Oberflächenspannung und 

Benetzungswinkel) und vom Bindemittelgehalt ab. Das Verdichtungungspotential fällt mit 

kleiner werdenden Partikeln, Abbildung 2-16. Mit steigendem Flüssigkeitsgehalt nimmt die 

interpartikuläre Festkörperreibung ab, gleichzeitig steigt der Anteil der viskosen Dissipation 

an. 
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Abbildung 2-16: Der Einfluss 
der Partikelgröße auf die Gra-
nulatporosität mit Glycerol als 
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rol / m³ trockenes Pulver) [24] 
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Abbildung 2-16 zeigt deutlich die Verringerung der Granulatporosität mit zunehmender Um-

drehungsanzahl der Granulationstrommel bis zu einem jeweiligen stationären Endwert. Dieser 

Wert ist für die kleinsten Glaskugeln (d = 8µm) deutlich größer als bei den beiden größeren 

Glaskugelfraktionen. Bei den größten Glaskugeln (d = 39 µm) wird der Endwert deutlich 

schneller erreicht als bei der mittleren Fraktion mit einem Durchmesser von d = 15 µm. 

Pietsch und Rumpf [52] stellten fest, dass der Haftkraftanteil durch die Randkraft FR unab-

hängig und der Anteil durch den Kapillardruck Fp abhängig vom Verhältnis a/d ist, wobei Fp 

positiv als auch negativ sein kann. Bei einem Verhältnis a/d  0,2 (Abbildung 2-13) ist kapil-

larer Unterdruck nicht mehr möglich. Bei Dehnung der Flüssigkeitsbrücke bleibt ihr Volumen 

konstant, aber die Haftkraft FH (als Summe aus FR und Fp) sinkt mit steigendem Abstand a 

bei gleichbleibendem Partikeldurchmesser d. Durch die in die Schüttung eingetragene Feuch-

tigkeit sind also größere interpartikuläre Haftkräfte zu erwarten, und zwar deutlich, wenn sich 

an den Kontaktstellen Flüssigkeitsbrücken ausbilden konnten. 

Ein allgemeiner Überblick über den Einfluss erhöhter Gutfeuchte auf Partikelkontakte wurde 

von Iveson, Litster, Hargood und Ennis [26] veröffentlicht. 

 

0

2

4

6

8

10

12

0 2 4 6 8 10

größte Verfestigungshauptspannung 1 in kPa

ei
n

ax
ia

le
 D

ru
ck

fe
st

ig
k

ei
t 

 
c i

n
 k

P
a

12

Molkepulver, RLF = 36%

Molkepulver, RLF = 66%

Mehl, RLF = 36%

Mehl, RLF = 66%

nicht fließend,
verhärtet

frei fließend

leicht fließend

kohäsiv

sehr kohäsiv

 

Abbildung 2-17: Ein-
axiale Druckfestigkeit  
über größter Verfesti-
gungshauptspannung 
von Mehl und Mol-
kepulver für relative 
Luftfeuchten von 
36% und 66% [76] 

 

 

Teunou et.al [76] untersuchten die Fließfähigkeit von Mehl (d50 = 73µm; Xl = 0,126) und 

Molkepulver (d50 = 98µm; Xl = 0,038) bei verschiedenen relativen Luftfeuchtigkeiten 

(RLF = 36% und 66%). Sie stellten fest, dass die einaxiale Druckfestigkeit mit Zunahme der 
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RLF steigt und somit der Wert der Fließfunktion abnimmt. Die Ergebnisse sind in Abbildung 

2-17 dargestellt. Bei der höheren relativen Luftfeuchte neigen beide Pulver zum Verklumpen, 

wobei dies beim Molkepulver stärker ausgeprägt ist als beim Mehl, so dass beim Molkepulver 

eine deutlichere Fließverschlechterung zu beobachten ist.  

Fitzpatrick und Teunou [in 14] behandelten den Einfluss der relativen Luftfeuchte auf das 

Fließen von Mehl (d50 = 73µm; Xl = 0,126), Teepulver (d50 = 25µm; Xl = 0,066) und Molke-

pulver (d50 = 98µm; Xl = 0,038). Für alle drei Pulver wurde mit zunehmender relativer Luft-

feuchte eine Fließverschlechterung gemessen. 
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Abbildung 2-18: Einaxiale Druckfestigkeit über größter Verfestigungshauptspannung von 
Mehl bei verschiedenen relativen Luftfeuchten [14] 
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Abbildung 2-19: Einaxiale Druckfestigkeit  über größter Verfestigungshauptspannung von 
Teepulver bei verschiedenen relativen Luftfeuchten [14] 
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Abbildung 2-20: Einaxiale Druckfestigkeit (UYS) über größter Hauptspannung (MCS) von 
Molkepulver bei verschiedenen relativen Luftfeuchten [14] 
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Tomas [in 79] hat konkrete Gleichungen angegeben, um die einaxiale Druckfestigkeit c, 

Gl. (2-39) und die Fließfunktion ffc, Gl. (2-40) für feuchte Schüttgüter mit vorwiegend Flüs-

sigkeitsbrückenbindungen abzuschätzen: 
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Schulze [in 69] beschäftigt sich ebenfalls mit der Fließfähigkeit feuchter kohäsiver Pulver und 

stellt einen Zusammenhang zwischen Flüssigkeitsgehalt und Fließfähigkeit her. Bei kleinen 

Flüssigkeitsmengen bilden sich zunächst Flüssigkeitsbrücken an den Kontaktstellen der Parti-

keln. Damit steigt die Druckfestigkeit an und die Fließfähigkeit nimmt ab. Bei weiterer Flüs-

sigkeitszugabe bilden sich örtlich gesättigte Bereiche und die Fließfähigkeit nimmt weiter ab, 

jedoch nicht so stark. Erreicht man den Bereich der Sättigung der gesamten Partikelpackung 

sind die Hohlräume vollständig mit Flüssigkeit gefüllt und die inneren Oberflächen mit den 

Randkräften verschwinden. Die Fließfähigkeit verbessert sich schlagartig, da das undrainierte 

Schüttgut in das Fließen eines hochviskosen Schlammes übergeht.  
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Abbildung 2-21: Prinzipielle Abhängigkeit der Fließfähigkeit vom Flüssigkeitsgehalt [69] 
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3 Kontinuumsmechanische Grundlagen des Schüttgut-
verhaltens  

 

In diesem Kapitel wird ausschließlich das langsame (Schergeschwindigkeit vS < 1 m/s), rei-

bungsbehaftete Fließen einer Partikelpackung betrachtet. Die Schüttgut-Reynoldszahl lässt 

sich wie folgt berechnen: 

 

1
1kPams

1000kg1m

τ

ρv
Re

32

2
b

2
S

b 






  (3-1)

 

und ist für eine Scherspannung  > 1 kPa kleiner als 1. Das reibungsbehaftete, langsame Flie-

ßen eines kohäsiven Schüttgutes kann so zu sagen als „laminar“ bezeichnet werden. Weitest-

gehend ausgeschlossen wird ein zusätzlicher Scherspannungsanteil durch Partikelkollision 

infolge „turbulenten“ Impulsaustauschs. Vernachlässigt werden sollen auch Wechselwirkun-

gen mit Fluiden, die durch Partikelbewegungen hervorgerufen werden, bspw. Porenströmun-

gen. Der Widerstand gegen das Scheren wird vor allem auf die Coulomb-Reibung zwischen 

den haftenden Partikelkontakten zurück geführt. 

 

3.1 Zweiachsige Spannungszustände in der fließenden  
Partikelpackung 

 

Eine Schüttung stellt eine ruhende oder sich bewegende („fließende“) Packung von Partikeln 

dar, deren Zwischenräume mit Gasen und/oder Flüssigkeiten gefüllt sind. Trotz der daraus 

resultierenden Inhomogenitäten können Schüttgüter in mancher Hinsicht als Kontinuum auf-

gefasst werden, wenn die Abmessungen des beobachteten Volumens größer sind als der  

25-fache Partikeldurchmesser [78]. Das Verhalten ein und desselben Schüttguts kann unter 

bestimmten Bedingungen jeweils variieren. Ein fluidisiertes Schüttgut verhält sich ähnlich 

einer Newtonschen Flüssigkeit, während ein locker gepacktes mit einem plastischen Medium 

verglichen werden kann. Mit Zunahme der Packungsdichte nähern sich die Schüttguteigen-

schaften denen eines elastischen Festkörpers. Um den Spannungszustand und das Fließverhal-

ten beschreiben zu können, sind verschiedene Kennwerte erforderlich. 

Von wesentlichem Interesse für die Schüttgutmechanik ist der Spannungszustand, bei dem 

das Fließen (der Bruch bzw. das Versagen) des Schüttgutes eintritt. Ein Fließkriterium muss 

folglich eine Aussage über die Spannung machen, die zum Fließen, zum Bruch oder zu einer 

irreversiblen plastischen Verformung führt. Dazu ist das Kriterium Fließort geeignet. Der 

Fließort stellt die Abhängigkeit der Scherspannung  von der Normalspannung  dar, wobei 

der Anstieg der Fließortgeraden ein Maß für die Reibung ist. 
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Zu Beginn sollen die wichtigsten Kennwerte des Pulverfließverhaltens erläutert werden [27, 

48, 70]. In der Verfahrenstechnik liegt das Hauptaugenmerk auf dem Transport von Schüttgü-

tern, d.h. auf dem Fließen der Materialien. Beim Fließen handelt es sich zugleich um irrever-

sible Schervorgänge. Diese können mit direkten Scherversuchen punktweise ausgemessen 

werden, Abbildung 3-1 oben. Durch Verbinden der gemessenen Punkte erhält man unter fest-

gelegten Beanspruchungsbedingungen eine Grenzspannungsfunktion, die nicht überschritten 

werden kann, den so genannten Fließort. Der Anstieg des Fließortes ist der innere Reibungs-

winkel i, der tani entspricht dem inneren Reibungskoeffizienten. Er stellt ein charakteristi-

sches Maß für das Kontaktversagen beim Gleiten dar. 
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Abbildung 3-1: Zweiachsige Spannungszustände in einer gescherten Partikelpackung – Sche-
ren und Auflockern, einaxialer Druck und Zug [87] 
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Eine typische Eigenart gescherter Partikelpackungen ist, dass das Fließen unter Volumenaus-

dehnung vonstatten geht. Das ist dann der Fall, wenn die geometrisch vorgegebene, 

makroskopische Scherebene nicht den charakteristischen Tangentialebenen der  

Partikelkontakte in der Scherzone entspricht. Die obere Partikelschicht ist versetzt zu der un-

teren angeordnet, Abbildung 3-1. Das bedeutet, beim Fließen werden die oberen Partikel an-

schaulich „bergauf“ über die unten liegenden Partikel verschoben, was mit einer Vergröße-

rung des Pulvervolumens in der Scherzone einher geht, dV > 0. Dieses Verhalten wird als 

Dilatanz bezeichnet [58]. Es ist charakteristisch für die Ausbildung von Scherzonen in flie-

ßenden Schüttungen.  
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Abbildung 3-2: Modell zur Scherverformung eines grobkörnigen Schüttgutelements [69]  

 

 

Ursächlich für diese Ausdehnung ist, dass Partikel während der Scherverformung andere Par-

tikeln überqueren müssen, was bedeutet, dass sie aus der dicht gepackten Lage etwas nach 

oben bewegt werden (Abbildung 3-2, a). Bildet sich dann bspw. örtlich eine Kraftlinie (sche-

matisch in (Abbildung 3-2, a)), richtete sich diese mit zunehmender Scherverformung immer 

steiler auf (Abbildung 3-2, b)). Dadurch vergrößert sich die Höhe der Schüttgutprobe bis es 

zum Abgleiten zwischen den einzelnen Partikeln kommt (Abbildung 3-2, c), Punkt A), und 

die Kraftlinie unwirksam wird. Während der Scherverformung bilden sich an vielen Stellen 

immer wieder neue Kraftlinien, an anderen verformen sich die Kraftlinien und versagen an-

schließend. Je größer die Partikeln sind, desto ausgeprägter ist die Ausdehnung in vertikaler 

Richtung, da bei größeren Partikeln ein größerer Weg zum Überqueren anderen Partikel not-

wendig ist [69].  

Der Dilatanzwinkel im Mikromaßstab  ist positiv im mathematischen Sinn (d. h. entgegen 

dem Uhrzeigersinn) definiert und beschreibt die momentane Dilatanz (Ausdehnung), welche 

mit der Scherverformung verbunden ist. Dabei wird die momentane Bewegungsrichtung der 

Oberseite des Schüttgutelements gegenüber der Horizontalen angegeben [69].  
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Abbildung 3-3: Zweiachsige Spannungszustände in einer gescherten Partikelpackung – statio-
näres Fließen, Scheren und Verdichten [87] 

 

 

Der Ordinatenabschnitt des Fließortes wird als Kohäsion c bezeichnet und entspricht dem 

Scherwiderstand ohne zusätzliche äußere Normalspannung ( = 0), und wird ausschließlich 

durch die Wirkung der Kontaktdeformationen (in Abbildung 3-1 hervorgehoben) und den 

daraus resultierenden Haftkraftverstärkungen erzeugt. Damit wird ein innerer Druck –Z in 

den Kontakten generiert, der zur äußeren Normalbelastung ( + Z) absolut hinzuzufügen ist. 

Daraus resultieren wiederum die einaxiale Druckfestigkeit c der Partikelpackung (Mohr-

Kreis rechts der Ordinate mit 2 = 0) sowie die einaxiale Zugfestigkeit Z,1 (Mohr-Kreis links 
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der Ordinate), Abbildung 3-1. Der Schnittpunkt mit der Abszisse links der Ordinate bei Scher-

spannung  = 0 (oder auch: die Nullstelle der Fließortgeraden) bildet eine zweiachsige bzw. 

isostatische Zugfestigkeit Z ab [87]. 

Beim Scheren fließt eine kritisch vorverfestigte Partikelpackung stationär unter Volumenkon-

stanz (dV = 0), Abbildung 3-3 oben. Verdichtung und Auflockerung (Dilatanz) befinden sich 

im dynamischen Gleichgewicht. Das heißt, die Volumenzunahme durch Dilatanz und die  

Volumenabnahme durch Verdichtung heben sich im Mittel gegeneinander auf. Die entspre-

chende Grenzspannungsfunktion wird stationärer Fließort genannt. Dessen Anstiegswinkel ist 

der stationäre innere Reibungswinkel st. Der Winkel st charakterisiert das stationäre 

Gleichgewicht aus Kontaktannäherung, -bildung und -versagen sowie Partikelablösung. Der 

Schnittpunkt der Geraden des stationären Fließortes mit der Abszisse im Negativen bei  = 0 

stellt die isostatische Zugfestigkeit 0 der unverfestigten Kontakte dar. In Abbildung 3-3 oben 

fehlen die hervorgehobenen Kontaktdeformationen. Die Kugeln „durchdringen“ sich nicht, 

was einen idealisierten Zustand darstellt, der sich nur durch die Extrapolation des stationären  

Fließortes quantifizieren lässt, sondern berühren sich gerade auf einem Mindestabstand von 

a0 ≈ 0,3 – 0,4 nm. Bei Erreichen einer Normalspannung 0 versagen die Kontakte unmittelbar 

ohne nennenswerte Dehnung und/oder makroskopische Volumenänderung [87].  

Die Mittelpunktspannung M (bspw. des größten Mohr-Kreises in Abbildung 3-3, unten) er-

rechnet sich aus den beiden, scherspannungsfreien Hauptnormalspannungen 1 und 2 des 

zweiachsigen Spannungszustandes. Im dreiachsigen Spannungsraum handelt es sich um einen 

Kugeltensor [17]. Die Mittelpunktspannung berechnet sich aus der Summe von 1 und 2: 
 

2

σσ
σ 21

M


  (3-2)

 

Die Radiusspannung lässt sich aus der Differenz der beiden Hauptspannungen berechnen und 

charakterisiert das Scherspannungsniveau, welches das Fließen hervorruft, Abbildung 3-3 

unten.  
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Wird eine Schüttgutprobe unter Normalspannung geschert, die unterverfestigt ist, so fließt sie 

unter Volumenabnahme (dV < 0), bis der kritische Verfestigungszustand erreicht ist, 

Abbildung 3-3 unten. Durch die Verdichtung wird der Dilatanzwinkel in diesem Fall negativ, 

die Partikeln werden anschaulich „bergab“ gegeneinander verschoben. Die Verbindungsgera-

de zwischen isostatischem Druck und Mohrkreis des stationären Fließens wird  

Verfestigungsort genannt. Die Neigung des Verfestigungsortes wird durch die Verhältnisse 

der Tangential- zu den Normalkräften bestimmt. Dem zu Folge ist auch hier beim Verfestigen 

der innere Reibungswinkel i das charakteristische Maß des Kontaktgleitens [87]. 
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3.2 Kennwerte des elastischen Schüttgutverhaltens 

 

Ausgehend vom Partikelkontaktverhalten ohne Vorbelastung (Abbildung 2-9) kann mit Hilfe 

des Mikro-Makro-Überganges der Elastizitätsmodul eines kohäsiven Schüttgutes Eb erhalten 

werden (Gl.(3-4)), und zwar streng nach der Definition der Mechanik [17] als Anstieg der 

Tangente der Spannungs- bzw. Kraft-Dehnungs-Kurve bei Zugbeanspruchung [84]:  
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Ein frei fließendes Schüttgut ist nicht in der Lage, Zugspannungen bzw. –kräfte aufzunehmen 

oder zu übertragen. Das bedeutet, dass die Haftkraft zwischen den Einzelpartikeln nahe Null 

ist (FH0  0). Die Steifigkeit dieses Materials in Druckrichtung wird nur auf eine Schüttung 

mit seitlicher Einspannung bezogen, sei es durch Wände oder umgebendes Schüttgut. Die 

erwähnte makroskopische Drucksteifigkeit beruht auf der Übertragung sowohl von Normal- 

als auch von Scherspannungen bzw. auf Tangential- oder Reibkräften in den Partikelkontak-

ten. Die Tangentialsteifigkeit eines Kugelkontaktes lässt sich wie folgt errechnen [46, 77]: 
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Davon ausgehend ist es möglich, unter Verwendung des mittleren Gleitmoduls beider Materi-

alien Gi = Ei / 2 · (1 + i); i = 1, 2 
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ebenfalls den Schermodul eines kohäsiven Schüttgutes anzugeben [86]: 
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Das Verhältnis von Scher- und Elastizitätsmodul des Pulvers entspricht dem Verhältnis der 

Kontaktsteifigkeiten in tangentialer und normaler Richtung der wirkenden Kräfte. Für eine 

(angenommene) Querdehnungszahl des Partikelmaterials von  = 0,3 ist Gb / Eb = 0,82: 
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Somit lässt sich schlussfolgern, dass bei kohäsiven Schüttgütern die Normal- und Scherstei-

figkeiten im Mittel annähernd gleich groß sind im Gegensatz zu Festkörpern. Die Steifigkei-

ten sind mindestens drei Größenordnungen kleiner als die des Festkörpermaterials, aus dem 

die Partikeln bestehen [87]. 

Von wesentlichem Interesse für die Schüttgutmechanik ist, bei welchem Spannungszustand 

das Fließen, d.h. der Bruch bzw. das Versagen, des Schüttgutes eintritt. Spannungen, die zum 

Fließen führen, sind immer Zug- oder Schubspannungen und keine Druckspannungen. Die 

elastische Schersteifigkeit eines verdichteten kohäsiven Schüttgutes wird durch sein Kom-

pressionsverhalten und natürlich auch von der aufgebrachten Verfestigungslast bestimmt. 

Gerade die Verfestigungslast bzw. die durch sie erzeugten Normalspannungen beeinflussen 

die Kontakt- bzw. Partikeldeformation in starkem Maße. Der Scherwiderstand ist umso grö-

ßer, je höher die verfestigende Vorbeanspruchung des Schüttgutes gewesen ist. Durch die 

Vorbeanspruchung entstehen Deformationen im Schüttgut. Deformationen sind Bewegungen 

(Translation und Rotation) der Einzelpartikel sowie Verzerrungen, welche sich darin von den 

Starrkörperbewegungen unterscheiden, dass sich durch sie die Lage der materiellen Punkte 

gegeneinander ändert [37]. Mit wachsenden Normalspannungen nehmen die Deformationen 

zu und führen damit zu höheren Haftkräften zwischen den Partikeln, was gleichzeitig eine 

höhere elastische Schersteifigkeit zur Folge hat. 
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Abbildung 3-4: Elastisch-plastischer Scherkraft-Verlauf für das Anscheren einer Schüttgut-
probe 

 

 

Beim Scheren tritt zunächst eine elastische Verformung des Schüttgutes ein (linearer Teil der 

Anscherkurve bis Punkt A in Abbildung 3-4). Im weiteren Verlauf des Anscherens verfestigt 

sich die Probe (Punkt B in Abbildung 3-4), bis der konstante Endwert der Scherkraft, d.h. 

stationäres Fließen, erreicht ist. Das Volumen des Schüttgutes in der Scherzone verändert sich 

während des Schervorganges, abhängig von der Schergeschwindigkeit und der aufgelegten 
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Normallast. Die in der Schüttgutmechanik verwendete Translations-Scherzelle nach Jenike 

liefert den bei einer aufgebrachten Normalspannung  jeweils größtmöglichen Wert der 

Schubspannung , Abbildung 5-5. Da die Abmessungen der Scherzone nicht explizit zugäng-

lich sind, sind weder Deformationen noch Volumenänderung bestimmbar. Das Schüttgut be-

ginnt zu fließen, wenn die angreifende Schubspannung ausreicht, die Haftkräfte zwischen den 

Partikeln zu zerstören. Damit ist die Fließgrenze erreicht. Die in der Fließebene wirkenden 

Schub- und Normalspannungen entsprechen den vom Schüttgut aufnehmbaren Spannungen. 

 

 

3.3 Mikro-Makro-Übergang und Fließbedingungen für stationäres 
und beginnendes Fließen  

 

Die Konsequenz aus weichen Partikelkontakten und ihren mikroskopischen Haftkräften ist die 

Ausbildung einer makroskopischen Verfestigung, die von der Vorverdichtung des Pulvers 

abhängt [91].  

Die Kontaktgesetze FH(FN) sollen nun für die Modellierung von Verfestigung und Fließen 

von ultrafeinen, kohäsiven Pulvern angewendet werden. Allerdings soll der Übergang von der 

mikroskopischen zur makroskopischen Betrachtungsweise hier so einfach wie möglich erfol-

gen, um analytische Lösungen der Fließgrenzen zu erhalten, die ihrerseits entscheidende 

Fließparameter beinhalten [91]. Bei computergestützer Berechnung der Mikromechanik gra-

nularer Medien, bspw. in [20], wird die mehr übergreifende volumennormierte Ten-

sorschreibweise benutzt, um alle Kraftvektoren multipliziert mit Ortsvektoren gleich verteilt 

in einem repräsentativen Volumenelement einer Partikelpackung (RVE) unter mechanischer 

Beanspruchung darzustellen.  

Anstelle dieses repräsentativen Volumenelements (RVE) wird hier das Modell des charakte-

ristischen bzw. repräsentativen Partikelkontaktes (RPC) verwendet. Es dient der Umwandlung 

der Normal- und Tangentialkräften in einen zweidimensionalen Spannungszustand  = f(). 

Um die Bruchkriterien am repräsentativen Partikelkontakt zu beschreiben, kann die Theorie 

von Molerus verwendet werden [47]. Aber anstatt das Modell für perfekt plastisches Verhal-

ten, Gl. (3-9), zu verwenden,  

 

NpH0H FκFF   (3-9)

 

wird hier das realistischere Modell des elastisch-plastischen Partikelkontaktes verwendet, um 

die Bruchkriterien des repräsentativen Partikelkontaktes zu beschreiben: 
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
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
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Dafür sind folgende Annahmen und Voraussetzungen nötig [89]: 

1) Die Kontaktfläche ist klein gegenüber dem charakteristischen Partikeldurchmesser. 

2) Die Partikelkontakte sind aufgrund der Kugelsymmetrie gleichmäßig über die gesamte 

Partikeloberfläche verteilt. 

3) Die Packungsstruktur wird als isotrop und zufällig mit gleicher Porosität in allen 

Raumrichtungen der Schüttung angenommen. 

4) Aus den Annahmen 1) bis 3) ergibt sich, dass in den gleichförmig verteilten Partikel-

kontakten auch die isotropischen Normal- und Tangentialkräfte gleichförmig verteilt 

sind. Die mittlere Tangentialkraft entspricht der resultierenden Scherkraft im Schütt-

gut ST FF  . 

5) Es existiert ein direkter Zusammenhang zwischen den isostatischen Spannungen und 

den Kontaktkräften als Überlagerung dreier einaxialer Normalspannungen, die jeweils 

senkrecht aufeinander stehen. 

6) Die Zugfestigkeit einer Partikelpackung Z kann mit der Porosität , dem Partikel-

formfaktor  als dem Verhältnis der Oberflächen von volumengleichen kugeligen und 

nicht kugeligen Partikeln A = AS,sp / AS,P, der Anzahlfunktion der Partikelkontakte 

(Erwartungswert der Koordinationszahl) k(d), dem mittleren Kugelvolumen PV , wel-

ches mit dem 3. Moment der Anzahlverteilung M3,0  
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ausgedrückt werden kann, sowie der Haftkraftverteilung FH [d, q0(d)] aller Partikel-

kontakte in der Scherzone 

 

        
d

F

ε

ε1
dddqddqd,Fdk

VΨ6

ε1
σ H

0

d

d

0H
pA

Z

max

min








  (3-12)

 

dargestellt werden. 

7) Der allgemeine Zusammenhang zwischen Spannungen und Kontaktkräften für charak-

teristische monodisperse Partikel gleicher Größe d ≈ dST (dST – Sauter-Durchmesser) 

in einem Kontinuum beträgt [47]: 
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2
RM

RM d

F,F

ε

ε1
σ,σ 


  

(3-14) 

 

8) Die Normal- und Scherkräfte, die gegenüber den Richtungen der Hauptspannungen 

um den Winkel  geneigt sind, können allgemein wie folgt ausgedrückt werden: 

 
cos2αFFF RMN   (3-15) 

 
sin2αFF RS   (3-16) 

 

9) Im Falle des Versagens der Kontakte in der Scherzone durch Gleiten gilt in Gl. (3-16) 

das Gleichheitszeichen. 

10) Durch die Gleichverteilung der Kontaktkräfte und –spannungen auf der Partikelober-

fläche können die Reibungskoeffizienten an den Partikelkontakten µi und die inneren 

Reibungswinkel i im Schüttgut als µi = tani ≈ konstant angenommen werden.  

 

Diese genannten Voraussetzungen sind erforderlich, um handhabbare algebraische Gleichun-

gen für die Belastungsgrenzen des kohäsiven Schüttgutfließens zu erhalten. Nach der Bedin-

gung für die Coulomb-Reibung 

 
      NH0iNHNiHC,T, FFκ1μFFFμF   (3-17)

 

wird das Verhältnis von Scherkraft und Summe aller Normalkräfte verwendet, um simultan 

Gleiten oder stationäres Fließen an Partikelkontakten unter Druckbeanspruchung zu beschrei-

ben: 
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 (3-18)

 

Der Winkel  in (3-18 beschreibt eine gebräuchliche Beziehung zwischen der Orientierung 

der Scherflächennormalen zur Richtung der Hauptspannung: 
 

24

π
α st

  (3-19)

 

Der innere Reibungswinkel i für beginnendes Kontaktversagen (Anstieg des Fließortes) und 

der stationäre Reibungswinkel können folgendermaßen verknüpft werden [47, 84]: 
 
tan st = (1 + ) · tan i (3-20)
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Je weicher die Partikelkontakte sind, desto größer ist die Differenz zwischen diesen Rei-

bungswinkeln, und das Pulver zeigt sich kohäsiver.  

Die Bedingung für beginnendes und stationäres Kontaktversagen unter Druckbelastung ist 

demzufolge das Verhältnis der Summe der Scherkräfte zur Summe der Normalkräfte: 
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HMMH0

iRHRR
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S,i tan
FκFFκ1

cos2αtanFFκ1-sin2αF
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F
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
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

  (3-21)

 
mit einem Hilfswinkel  
 
tan  = (1 + · FHR / FR) · tani (3-22)
 

Das Gleichheitszeichen in Gl. (3-21) gilt nur für einen Winkel , bei dem die linke Seite zu 

einem Maximum wird. In diesem Fall entspricht der Bruchwinkel  der charakteristischen 

Ausrichtung der Kontaktkräfte in der Scherzone [84]: 
 

2

β

4

π
α   (3-23)

 

Je größer der Klammerterm ( · FHR / FR ≥ 0) in Gl. (3-22) wird, desto größer wird der Unter-

schied zum normalerweise erwarteten Zusammenhang: 
 

24

π
α i  (3-24)

 

Letzteres (Gl. (3-24)) wird ausschließlich für steife Partikelkontakte ohne jegliche Kontakt-

verfestigung ( = 0) als gültig angesehen. Als nächstes muss der Hilfswinkel  wieder aus Gl. 

(3-22) eliminiert werden und man erhält eine quadratische Funktion mit einem positiven 

Wurzelausdruck:  
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  iHRi

22
HR

22
MHMH0iR sinFκcosFκFFκFκ1sinF  (3-25)

 

Dieses Modell soll nun in Spannungen ausgedrückt werden. Die Vorverfestigungskräfte FHR 

und FHM werden umgewandelt in die Radiusspannung VR bzw. die Mittelpunktspannung 

VM des Verfestigungszustandes. Mit den Gln. (3-20) und (3-25) erhält man eine allgemeine 

nicht-lineare Gleichung des Fließortes eines kohäsiven Pulvers:  
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Dieses grundlegende Modell (Gl. (3-26) kombiniert die Radius- und Mittelpunktspannung des 

Mohr-Kreises für beginnendes Fließen R bzw. M mit der Radius- und Mittelpunktspannung 

des Mohr-Kreises einer beliebigen Vorverfestigung als Einhüllende. Diese recht komplizierte 

nichtlineare Gleichung des Momentanfließortes beschreibt die Grenze der beginnenden plasti-

schen Verformung während des Fließens, Abbildung 3-5. Der elastische Bereich ist unterhalb 

der Fließgrenze zu finden und hängt von der aufgebrachten Vorverfestigung ab [91]. 

Um diese Gl. (3-26) besser handhabbar zu gestalten ist es wesentlich zu wissen, dass die Be-

lastungsvorgeschichte eines kohäsiven Pulvers das stationäre Fließen ist, was sich in einem 

kohäsiven stationären Fließort zeigt. Dieser stationäre Fließort wird auf Radius- und Mittel-

punktspannung als Koordinaten bezogen (Radiusspannung VR = R,st und Mittelpunktspan-

nung VM = M,st des Mohr-Kreises für stationäres Fließen): 
 

 0stM,ststR, σσtanσ   (3-27)
 

Dieses stationäre Pulverfließen ist durch ein dynamisches Gleichgewicht von gleichzeitigem 

Kontaktgleiten, Entlastung und Kontaktversagen, Bildung neuer Kontakte, und wiederholtem 

Be- und Entlasten und Scheren in der Scherzone charakterisiert [94]. Der stationäre Fließort 

ist die Einhüllende aller Mohr-Kreise für stationäres Fließen mit einem Abszissenschnittpunkt 

0, welcher die isostatische Zugfestigkeit des unverdichteten Pulvers charakterisiert: 
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FH0 steht für eine mittlere Kontaktkraft ohne jegliche Kontaktdeformation im Pulver und 0 

ist die Porosität der unverdichteten Partikelpackung. 

Mit zunehmender Vorverdichtung verschiebt sich der Fließort in Abbildung 3-5 nach oben, 

d.h. größere Fließwiderstände sind mit zunehmender Verfestigung zu erwarten. Das Einsetzen 

von Gl. (3-27) in Gl. (3-26) ergibt eine nichtlineare Fließortgleichung eines kohäsiven Pulvers 

mit stationärem Fließen als Belastungsvorgeschichte:  
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Abbildung 3-5: Radiusspannung über Mittelpunktspannung der Fließcharakteristiken kohäsi-
ver Pulver [91] 

 

 

Diese nichtlineare Gleichung erscheint für einfache Kurvenanpassungen immer noch zu un-

handlich. Deshalb wird Gl. (3-29) mit einer Taylor-Reihenentwicklung 
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am Übergang zum stationären Fließen linearisiert. Trotz oder wegen der ziemlich aufwändi-

gen Herleitung erhält man bequeme und sehr gut handhabbare lineare R(M)- oder ()-

Fließortgleichungen [93]: 
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Die Plausibilität der beiden Gln. (3-31) und (3-32)  lässt sich wie folgt verdeutlichen. Für die 

Gleichheit der beiden Mittelpunktsspannungen M = M,st folgen jeweils unmittelbar die Ra-

diusspannung des Mohrkreises für stationäres Fließen R,st = R [93]. 
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Werden einer Partikelpackung Scherspannungen aufgeprägt, so haben diese Scherverzerrun-

gen (Winkeländerungen  = ds / dhSz) zur Folge. Diese verlaufen zunächst reversibel, d.h. im 

Bereich elastischer Verformung. Es ist möglich, aus dem Anstieg des linearen Teils der Ab-

scherkurve (Abbildung 3-6, linkes Diagramm FS = f(s)) den Schüttgutgleitmodul Gb experi-

mentell zu ermitteln. Mit Gleichung (3-8) kann anschließend der Elastizitätsmodul des 

Schüttgutes Eb bestimmt werden.  

 

In der Verfahrenstechnik ist primär das mechanische Verhalten des fließenden Schüttgutes 

von Interesse. Die aufgeprägten Scherspannungen erreichen das Niveau einer Fließspannung 

bzw. Fließspannungsfunktion, was zu irreversiblen Scherverzerrungen in der Scherzone führt. 

Im Mikromaßstab bedeutet dies: massenhaftes Kontaktversagen [20]. Mit dieser physikalisch 

begründeten, theoretischen Vorbereitung können direkte Scherversuche sehr bequem ausge-

wertet werden [78], Abbildung 3-6. 
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Abbildung 3-6: Direkter Scherversuch und linearisierte Grenzspannungsfunktion für begin-
nendes und stationäres Fließen [87] 

 

 

Die wesentlichen Kennwerte des Fließverhaltens sind nunmehr in einem Satz überschaubarer, 

linearer konstitutiver Gleichungen  
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für die momentane Verfestigung (Verfestigungsort) 
 

  stR,stM,MiR σσσsinσ   (3-33)
 
für das beginnende Fließen (Fließort) 
 

  stR,stM,MiR σσσsinσ   (3-34)
 
sowie das stationäre Fließen (stationärer Fließort) 
 

 0M,ststR,st σσsinσ   (3-35)
 

enthalten [85]. Im Falle der Gleichheit von M = M,st in den Gln. (3-33) und (3-34) folgt un-

mittelbar für die Radiusspannung des Mohrkreises für stationäres Fließen R,st = R, 

Abbildung 3-7. Es lässt sich ablesen, dass zur Beschreibung von beginnender Verfestigung, 

beginnendem und stationärem Fließen vier physikalisch begründete Parameter ausreichend 

sind, drei Materialparameter und der Einfluss der Vorverfestigungsspannung [85]: 

 

1. innerer Reibungswinkel i – beginnende Partikelreibung versagender Partikelkontak-

te, bspw. Coulomb-Reibung 

2. stationärer Reibungswinkel st – stationäre Partikelreibung versagender Partikelkon-

takte, zunehmende Kohäsion durch deformierte Partikelkontaktflächen (beschrieben 

mit dem Konatktverfestigungskoeffizient  oder mithilfe der Reibungswinkel st – i, 

(3-26). Je weicher die Partikelkontakte sind, desto größer ist der Unterschied zwischen 

diesen beiden Reibungswinkeln und desto ausgeprägter verhält sich das Pulver kohä-

siv. 

3. isostatische Zugfestigkeit 0 – extrapolierte isostatische Zugfestigkeit der unverfestig-

ten Partikelkontakte ohne jegliche Deformation, entspricht einer charakteristischen 

Haftkraft innerhalb eines unverdichteten Pulvers. 

4. Mittelpunktspannung während des stationären Fließens M,st – Einfluss der Vorverfes-

tigung als zusätzliche Normalkraft im Partikelkontakt, hängt direkt mit der durch die 

Vorverfestigung erhöhten Pulverdichte zusammen.  
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Abbildung 3-7: Fließbedingungen für Verfestigung, beginnendes und stationäres Fließen [87] 

 

 

Mit diesen Parametern als physikalischer Basis wurden Modelle für beginnende Pulververfes-

tigung, Fließen und stationäres Fließen entwickelt. Die Fließoberfläche aus der Plastizitäts-

theorie wird durch einfache lineare Kombination von Radius- und Mittelpunktspannungen 

beschrieben [85, 89, 90, 91,]. 

Diese Kontaktmodelle werden ebenso für die Simulation der Scherdynamik kohäsiver Pulver 

mit der Diskreten-Elemente-Methode sowie für die Kalibrierung dieser Simulationen mit 

Messungen in der Scherzelle gebraucht [94, 95]. 

Der wichtigste Parameter der Vorgeschichte ist der äußere mittlere Druck M,st beim stationä-

ren Fließen. Alternativ wäre es auch möglich, die Normalspannung des Endpunktes des  

Fließortes E, Abbildung 3-6, die Normalspannung beim Anscheren an oder die größte 

Hauptspannung 1 zu nutzen. Letzt genannte ist für die Trichterauslegung nötig und drückt 

einen scheinbaren einaxialen Spannungszustand bzw. eine Vergleichsspannung aus. 

Der messbare Zusammenhang zwischen den zwei Reibungswinkeln kann wie folgt ausge-

drückt werden [47, 48, 87]: 
 

  ist tanκ1tan   (3-20)
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Je größer die Differenz zwischen den Reibungswinkeln ausfällt, desto kohäsiver verhält sich 

das Schüttgut. Ist das Schüttgut leicht fließend bis rieselfähig fallen alle Fließorte nahezu auf 

einer einzigen Gerade zusammen, d.h. beide Winkel sind praktisch gleich (i ≈ st) und die 

Partikelkontakte zeigen sehr steifes Verhalten (  0).  

Ein Spezialfall des kohäsiven, stationären Schüttgutfließens stellt das kohäsionslose, stationä-

re Fließen nach Jenike [27] dar, welches durch effektiven Fließort beschrieben wird: 
 

stM,estR, σsinσ   (3-36)
 

Durch Gleichsetzen der Gln. (3-35) und (3-36) erhält man den Zusammenhang zwischen dem 

effektiven Reibungswinkel, der druckabhängig ist, und dem stationären Reibungswinkel: 
 













stM,

0
ste σ

σ
1sinsin  (3-37)

 

Für große mittlere Spannungen M,st nähern sich beide Winkel an (e  st). Dies stimmt mit 

Erfahrungen realer Schertests überein.  

 

 

3.4 Verfestigungsfunktionen und Fließfunktion 

 

Mit der Gleichung des linearen Fließortes, Gl. (3-34), lässt sich im positiven Druckbereich die 

einaxiale Druckfestigkeit c ermitteln: 
 

 
0

i

st
M,st

i

ist
c σ

sin1

sin2
σ

sin1

sinsin2
σ 








  (3-38)

 

Entsprechend ist es möglich, ebenfalls mit Gl. (3-34), den Betrag der einaxialen Zugfestigkeit 

im Bereich der Zugspannung (negative Normalspannung) zu berechnen: 
 

 
0

i

st
stM,

i

ist
Z,1 σ

sin1

sin2
σ

sin1

sinsin2
σ 








  (3-39)

 

Mittels beider Verfestigungsfunktionen kann physikalisch begründet die lineare Zunahme der 

einaxialen Druck- und Zugfestigkeit mit der Zunahme der mittleren Spannung M,st  

beschrieben werden. Der Anstieg beider Funktionen, der auch ein Maß der Fließfähigkeit für 

das fließende Kontinuum darstellt, wird vor allem durch den Unterschied zwischen den Rei-

bungswinkeln i und st bestimmt. Gl. (3-20) verdeutlicht ebenso, dass dieser Anstieg auch 

die Nachgiebigkeit der Partikelkontakte im Mikromaßstab charakterisiert [87], Tabelle 3-2.  
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Bei der Trichterdimensionierung wird, statt der bisher verwendeten, mittleren Spannung M,st, 

die größte Hauptspannung 1 benutzt [27]. Beide charakterisieren in ausreichendem Maße im 

Falle des stationären Fließens die Beanspruchungsvorgeschichte. Die beiden Spannungen 

lassen sich mit der Fließbedingung für stationäres Fließen gegenseitig ersetzen: 
 

st

st01
M,st sin1

sinσσ
σ




  (3-40)

 

Bei Beachtung der gemeinsamen Auftragung von Druck- und Zugspannungen in Abbildung 

3-7 sowie von Druck- und Zugkräften in Abbildung 2-6 bis Abbildung 2-9 werden die linea-

ren Verläufe der Verfestigungsfunktionen in Abbildung 3-8 zusammen über die größte Haupt-

spannung 1 dargestellt. Die charakteristischen Geraden der Momentan- und der Zeitverfesti-

gung begegnen sich jeweils im gleichen Abschnitt der Abszisse (1-Achse), welcher, ähnlich 

wie die Zugfestigkeit in Abbildung 3-1, ein inneres Verfestigungsvermögen ohne äußere 

Spannung, ausschließlich aufgrund der Partikelhaftung, charakterisiert.  

 

Den Zusammenhang zwischen dem elastisch-plastischen Partikelkontaktverfestigungskoeffi-

zienten  = f(ffc) und der Fließfunktion nach Jenike [27] erhält man mit Hilfe des Anstieges 

der Druckfestigkeitsfunktion c(1): 
 

 
   

1

sin1ff2

sin1ff21
1

1

sin1ff2tan

sin1ff21
κ
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ic

icici

ic 
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







  

(3-41)

 

Tabelle 3-2 beinhaltet halbempirische Werte gemäß Jenike und die Ergänzung „nicht flie-

ßend, verhärtet“ für ffc ≤ 1 nach Tomas [78]. Kleine Werte der Fließfunktion bedeuten kohä-

sives bis nicht fließendes Verhalten des Schüttgutes, welches durch Kontaktnachgiebigkeiten 

hervor gerufen wird. Im Gegensatz dazu erzeugen steife Kontakte frei fließendes Schüttgut-

verhalten. 
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Abbildung 3-8: Verfestigungsfunktionen von Titandioxid-Pulver bei Lagerzeiten von t = 0 
und t = 24 h [87] 
 
 

3.5 Fließverhalten und Fließkennwerte von Schüttgütern 

 

Tabelle 3-1 enthält die verschiedenen Fließorte, die Beschreibungen und die entsprechenden 

Reibungswinkel. In Abbildung 3-9 sind die Fließorte und die Fließkennwerte von Schüttgü-

tern dargestellt. 

 
Tabelle 3-1: Fließorte [87] 

Fließort beschreibt: Reibungswinkel 

Fließort für t = 0 beginnendes Fließen innerer Reibungswinkel i 

Zeitfließort, t > 0 Fließen nach Lagerzeit innerer Reibungswinkel it 

Stationärer Fließort stationäres Fließen stationärer innerer Reibungswinkel st 

Effektiver Fließort stationäres Fließen effektiver innerer Reibungswinkel e 

Wandfließort Wandreibung Wandreibungswinkel w 
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Abbildung 3-9: Fließkennwerte von Schüttgütern 

 

Die in Abbildung 3-9 gezeigten Fließkennwerte sind im Einzelnen: 

0 isostatische Zugfestigkeit 

c einaxiale Druckfestigkeit 

1 größte Verfestigungshauptspannung 

2 kleinste Verfestigungshauptspannung 

c Kohäsion 

ct Kohäsion nach Zeitverfestigung 

 

Die Reibungswinkel i, e, st sowie W sind in Tabelle 3-1 erläutert. 

Für die Kennzeichnung der Festigkeitseigenschaften kohäsiver Schüttgüter ist vor allem die 

einaxiale Druckfestigkeit c bedeutsam, die vom Schüttgut aufgrund der größten Verfesti-

gungshauptspannung 1 aufgebracht wird, und die als Ergebnis der interpartikulären Kon-

taktkräfte entsteht. Die einaxiale Druckfestigkeit entspricht der Spannung, die in einem mit 1 

verfestigten Schüttgutzylinder bei einachsigem Druck zum Bruch bzw. Fließen führt. Ein 

Schüttgut fließt somit umso leichter, je geringer c bei vorhandener Verfestigungsspannung 

1 ist. Für die Charakterisierung der Fließfähigkeit kohäsiver Schüttgüter eignet sich deshalb 

besonders der Quotient aus der größten Verfestigungshauptspannung 1 und der einaxialen 

Druckfestigkeit c, der als Fließfunktion ffc (im Sinne einer dimensionslosen Kennzahl) be-

zeichnet wird: 
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c

1
c σ

σ
ff   (3-42)

 
 
Tabelle 3-2: Fließverhalten und elastisch-plastischer Kontaktverfestigungskoeffizient  für 
einen inneren Reibungswinkel i = 30° = konstant [87] 

Fließfunktion -Werte st in ° Bewertung Beispiele 

10 < ffc 0,01006 – 0,107 30,3 – 33 
frei fließend 
(rieselfähig) 

trockener Sand 

4 < ffc < 10 0,107 – 0,3 33 – 37 leicht fließend feuchter Sand 

2 < ffc < 4 0,3 – 0,77 37 – 46 kohäsiv 
trockener  
Zement 

1 < ffc < 2 0,77 – ∞ 46 – 90 sehr kohäsiv feuchte Pulver 

ffc < 1 ∞ - nicht fließend 
gealterter  
Zement 

 

 
 

Abbildung 3-10: Prinzipielle Darstellung der Fließfunktion als Verhältnis von Verfestigung 
(1) zu Festigkeit (c) 

 

 

Abbildung 3-10 veranschaulicht auf einfache Weise die Fließfunktion ffc. Ein Schüttgut wird 

in einem Zylinder mit ideal reibungsfreien Wänden mit der Spannung 1 verdichtet. An-

schließend wird der so erzeugte Schüttgutzylinder belastet, bis er zerstört wird. Damit ist sei-

ne Festigkeit c erreicht. Aus diesem Verhältnis lässt sich mit Gl. (3-42) die Fließfunktion 

bestimmen. 

Bei kohäsionslosem Gut ist keine Druckfestigkeit vorhanden (c = 0), so dass der Wert der 

Fließfunktion gegen unendlich strebt. Die Klasse „verhärtet“ wird dadurch abgegrenzt, dass 

hier die einaxiale Druckfestigkeit c größer als die Verfestigungsspannung 1 ist. 

Für die experimentelle Bestimmung der genannten Fließkennwerte kohäsiver Schüttgüter fin-

den alle direkten und indirekten Schergeräte Verwendung [71]. Tabelle 3-3 zeigt die Systema-

tik der Schergeräte [72].  
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Tabelle 3-3: Systematik der Schergeräte [72] 

Schergeräte direkte indirekte 

Belastung Translation Rotation 
einachsig 
(einaxial) 

zweiachsig 
(biaxial) 

dreiachsig 
(triaxial) 

Beispiele Rahmen-
schergerät 
Jenike-
schergerät 
Einfach-
schergerät 

Torsions-
schergerät 
Ringscherge-
rät 

einachsiger 
Druckver-
such 

Biaxialgerät 
Biaxialbox 

Triaxialgerät 
Triaxialbox 

 

 

3.5.1 Wandfließverhalten 

 

Mit Wandreibung wird die Reibung zwischen einem Schüttgut und einem Festkörper (z.B. die 

Behälterwand eines Silos) beschrieben. Das Wandfließverhalten kann für jeweils eine Kom-

bination von Schüttgut und Wandmaterial durch einen einzigen Wandfließort beschrieben 

werden. Damit ist die Wandschubspannung W nur von der wirkenden Normalspannung W 

abhängig, aber nicht von der vorausgegangenen Verfestigung und damit unabhängig von der 

Schüttgutdichte b.  

Zur Ermittlung des Wandfließortes wird der Scherboden gegen eine Probe des zu untersu-

chenden Wandmaterials ersetzt, Abbildung 3-11. Die Schüttgutprobe wird mit einer gewähl-

ten Normallast vor verdichtet und angeschert. Anschließend wird die Normallast während des 

Schervorgangs stufenweise reduziert, sobald sich ein stationärer Scherkraftverlauf eingestellt 

hat. So erhält man mehrere Wertepaare von aufgebrachter Normalspannung und resultierender 

Scherspannung, mit denen der Wandfließort in der --Ebene dargestellt werden kann, 

Abbildung 3-11. 

Der Wandfließort ist, ebenso wie der Fließort, eine Fließgrenze und beschreibt, welche Wand-

schubspannung W benötigt wird, um ein Schüttgut unter einer vorgegebenen Wandnormal-

spannung W auf einer Fläche zu verschieben. Der Anstieg des Wandfließortes ist der Wand-

reibungswinkel W [3, 33]: 
 

   
W

WW
WW σ

τ
arctan


  (3-43)

 

Der Wandreibungswinkel ist der Winkel, den eine Gerade durch einen Punkt des Wandflie-

ßortes und den Koordinatenursprung mit der Achse der Wandnormalspannung einschließt. 

Einfluss auf die Wandreibung und damit auf den Wandreibungswinkel W nehmen unter an-

derem [54]: 
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 die Oberflächenbeschaffenheit des Wandmaterials 

(Rauigkeit, chemische und mechanische Behandlung) 

 das Schüttgut  

(chem. Zusammensetzung, Feuchtigkeit, Temperatur, Lagerzeit, Partikelgrößenverteilung) 
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Abbildung 3-11: Ermittlung des Wandfließortes und des Wandreibungswinkels W 

 

 

Zwischen dem Schüttgut und dem Wandmaterial kann es zu Adhäsionseffekten kommen. 

Dies ist an dem dann vorhandenen Schnittpunkt der Wandfließortgeraden mit der Scherspan-

nungsachse zu erkennen (Ordinatenabschnitt: Adhäsion a).  

 

 

3.5.2 Zeitverfestigung 

 

Manche Schüttgüter tendieren dazu, sich bei längerer Lagerung in Ruhe und unter zusätzli-

chen Druckspannungen (z.B. in einem Silo oder Transportcontainer) zu verfestigen. Dieses 

Verhalten wird als Zeitverfestigung bezeichnet und beruht auf dem allmählichen Anwachsen 

der Haftkräfte zwischen benachbarten Partikeln.  

Um die Zeitverfestigung zu quantifizieren, wird von dem entsprechenden Schüttgut ein 

Zeitfließort bestimmt. Jedem Momentanfließort wird hierbei ein Zeitfließort zugeordnet. Das 

Anscheren erfolgt mit den gleichen Normalspannungen wie bei dem entsprechenden Momen-

tanfließort. Anschließend wird die Scherzelle unter einer Normallast, die der größten  
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Hauptspannung 1, die aus den Ergebnissen der Momentanfließorte ermittelt wird, entspricht, 

für einen bestimmten Zeitraum gelagert. Nach dieser Zeit werden die Proben abgeschert und 

die Veränderung zum Fließen ohne vorherige Lagerung dokumentiert. 

 

 

3.5.3 Fließverhalten bei höheren Pulverfeuchten 

 

Die Betrachtungen in Abschnitt 2.4 zeigen, dass auf der Oberfläche adsorbierte Flüssigkeits-

schichten einen erheblichen Einfluss auf die Haftung von Partikeln haben. Dabei ist die ge-

naue Wirkung der Adsorptionsschichten sehr schlecht vorhersagbar. Auf der einen Seite wird 

die Partikelhaftung durch die zusätzlich eingetragenen Wechselwirkungspotentiale verstärkt, 

auf der anderen Seite kann aber auch eine Verringerung der Haftung eintreten. Dies kann 

dann geschehen, wenn bspw. mehr Flüssigkeit in die Schüttung eingetragen wird, als die 

Flüssigkeitsbrücken aufnehmen können. Dann kann es zu „Schmiereffekten“ kommen, die die 

Bindung zwischen den Partikeln lockern. Das gleiche kann auch passieren, wenn das mit 

Flüssigkeit beladene Schüttgut verfestigt wird. Die Flüssigkeit wird aus den Zwischenräumen 

der Schüttung heraus gepresst und bildet einen Schmierfilm aus, der unter anderem die Rei-

bung zwischen den Partikeln herab setzt.  

 

 

3.6 Kompressionsverhalten kohäsiver Schüttgüter 

 

Gekennzeichnet ist das Kompressionsverhalten eines kohäsiven Schüttgutes durch die Druck-

abhängigkeit der Packungsdichte. Es ist verbunden mit dem Fließverhalten und wird von den 

nachfolgend aufgeführten Mikrovorgängen beeinflusst [18]:  

 

 Umlagerung steifer Partikeln mit steifen Kontakten zu einer dichteren Zufallspackung 

 Inelastische Deformation von weichen Kontakten von harten Partikeln (bspw. minera-

lischer Herkunft) 

 Inelastische Deformation weicher Partikeln (bspw. biologisches Material) 

 

Soll ein Schüttgut hinsichtlich Tablettier- bzw. Brikettierfähigkeit unter hohem Druck beur-

teilt werden, ist außerdem notwendig, zwischen folgenden Eigenschaften zu unterscheiden 

 

 Kompressibilität: das Vermögen einer bleibenden Volumenreduktion unter Druckbe-

anspruchung 
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 Verpressbarkeit: das Vermögen, unter Druck einen Pressling mit ausreichender Fes-

tigkeit zu erzeugen 

 

Zur Beschreibung des Kompressionsverhaltens kohäsiver Schüttgüter wird eine isentropische 

Schüttgutkompression in dem Sinne angenommen, dass sich während der Verdichtung der 

Ordnungszustand der Zufallspackung nicht ändert, d.h. ein Übergang in eine reguläre Pa-

ckungsstruktur findet nicht statt [18, 87].  
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Abbildung 3-12: Isentropische Kompression eines kohäsiven Schüttgutes [18] 

 

 

Es kann die Gleichung für adiabate Gaskompression genutzt werden, wobei noch die innere 

Haftung zwischen den Partikeln berücksichtigt werden muss [83, 85]. Unter diesen Voraus-

setzungen können die folgenden Funktionen zur Beschreibung des Kompressionsverhaltens 

eingeführt werden [87]: 

 

1. Die Auswertung der so genannten Kompressionsrate als eine inkrementale Verdich-

tungsrate ist besonders in den Fällen geeignet, wenn sich der Kompressibilitätsindex n 

über mehrere Größenordnungen des mittleren Kompressionsdruckes p = M,st ändern 

kann, Abbildung 3-12. 
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Verantwortlich hierfür ist eine Änderung der Prozess bestimmenden Mikrovorgänge, 

bspw. bei großen Pressdrücken der Übergang der Kontaktdeformation zur Deformati-

on des gesamten Partikels. Eine Übersicht, Schüttgüter hinsichtlich ihrer Kompressibi-

lität einzuteilen, ist in Tabelle 3-4 zu finden. 
  

2. Die Kompressionsfunktion, erhältlich durch Integration der Kompressionsrate (Gl. 

(3-44)), beschreibt den Zusammenhang zwischen Schüttgutdichte b und angewand-

tem mittlerem Druck M,st nach Entlastung und elastischer Rückdehnung [83, 85]: 
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3. Die spezifische Kompressionsarbeit Wm,b eines kohäsiven Schüttgutes, erhältlich 

durch erneute Integration der Kompressionsfunktion (Gl. (3-45), mit n ≠ 1), beschreibt 

die Abhängigkeit der äußeren massenbezogenen Arbeit (untere Grenze M,st = 0) vom 

mittleren Druck M,st beim Verdichten: 
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0

σ

0 stM,b

stM,
bm,

stM,

 (3-46) 

 

 
Tabelle 3-4: Der Kompressibilitätsindex n von Schüttgütern [18] 

Index n Bewertung Beispiele 

0 < n ≤ 0,01 inkompressibel Kies 

0,01 < n ≤ 0,05 wenig kompressibel feiner Sand 

0,05 < n ≤ 0,1 kompressibel trockene Pulver 

0,1 < n ≤ 1 sehr kompressibel feuchte Pulver 

 

 

Die Gleichungen (3-45) und (3-46) zur Auswertung von Kompressionsversuchen kohäsiver 

Schüttgüter setzen eine isostatische Zugfestigkeit 0 verschieden von Null voraus. Es existie-

ren nun einige Schüttgüter, bei denen die Extrapolation des stationären Fließortes einen Wert 

von praktisch Null ergibt. Dies wird durch den effektiven Fließort nach Jenike [27] als spe-

zieller Fall des stationären Fließens beschrieben. Für derartige Schüttgüter ist die Verwen-

dung einer Auswertemethodik ratsam, die von Tomas in [80] und [81] publiziert wurde.  

Es ist ebenso möglich, im Falle von 0 = 0 das Drucker-Prager-Modell mit Ergänzungen [13] 

zu nutzen. Das verwendete Gleichungssystem ist aufgrund der verwendeten 9 Stoffparameter 
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jedoch überbestimmt. Tatsächlich sind nur 5 Parameter ausreichend für ein überschaubares 

Stoffgesetz des Fließens kohäsiver Schüttgüter Gln. (3-33), (3-34), (3-35) und (3-45) [87]. 

Beispielsweise werden die partikelmechanischen Modellvorstellungen genutzt, den Einfluss 

mechanischer Schwingungen [35] oder das Auspressen flüssigkeitsgesättigter Filterkuchen 

unter hohem Druck [55] physikalisch konsistent zu beschreiben und zu verstehen.  
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4 Schwingungsübertragung im Schüttgut 

4.1 Einführung in die kennzeichnenden Parameter harmonischer 
Schwingungen 

 

Der einfachste Schwingungsvorgang ist die harmonische Schwingung. Die in den experimen-

tellen Untersuchungen dieser Arbeit aufgegebenen Schwingungen sind ebenfalls harmonisch, 

so dass sich in diesem Kapitel auf diese Art Schwingungen beschränkt werden soll. Harmoni-

sche Schwingungen (Abbildung 4-1) können entweder durch eine Sinus- (Gl. (4-1)) oder Co-

sinus-Funktion (Gl. (4-2)) beschrieben werden, und es können folgende kinematische Größen 

verwendet werden: die Schwingungsdauer T (bzw. die davon abgeleiteten Größen Frequenz f 

oder Kreisfrequenz ), der Schwingweg x sowie dessen zeitliche Ableitungen Schwingge-

schwindigkeit  (bzw. v) und Beschleunigung x  zw. a). Den Zusammenhang zwischen den 

kinematischen Größen zeigt 

x (b

Tabelle 4-1.  

t

xmax

T

x



 

Abbildung 4-1: 
Harmonische Schwingung (hier   0) 

 







 


2

ωtsinxx max  (4-1)

 
 ψωtcosxx max   (4-2)

 

 ist der Nullphasenwinkel, der von der Wahl des Nullpunktes der Zeitachse abhängt, deshalb 

willkürlich und für Einzelschwingungen unwichtig ist [16]. Beide Schwingungen kann man 

sich mit Hilfe eines Zeigers der Länge xmax veranschaulichen, der mit der Winkelgeschwin-

digkeit  um einen festen Punkt rotiert, Abbildung 4-2. Ist (t + ) der Winkel, den der Zei-

ger mit der Abszisse einschließt, so sind x = xmax cos (t + ) und y = xmax sin (t + ) die 

Projektionen von xmax auf die Koordinatenachsen. Beide können zur Beschreibung der rotie-

renden Bewegung des Zeigers verwendet werden. Der Schwingweg und dessen Zeitableitun-

gen ändern ihren Wert periodisch mit der Zeit t. Die Maximalwerte heißen Amplitude (z.B. 

Schwingweg-Amplitude xmax), Abbildung 4-1. Es werden genau zwei dieser vier Größen (x, 

v, a, f) benötigt, um die Schwingung eindeutig zu beschreiben. Alle weiteren Größen legt man 

 



 66

dadurch zwangsläufig fest. Wird beispielsweise die Frequenz f variiert und der Schwingweg x 

konstant gehalten, so steigt mit der Frequenz gleichzeitig die Beschleunigung, und zwar quad-

ratisch, (Gl. (4-9)), sowie linear mit der Frequenz die Schwinggeschwindigkeit, (Gl. (4-7)). 

Hält man hingegen die Beschleunigung konstant, sinkt mit steigender Frequenz der Schwing-

weg mit dem Faktor 1/² und die Schwinggeschwindigkeit mit dem Faktor 1/.  

/2



3/2 
2

t
xmax

/2 

3/2 

2 t

xmax


x m

ax

y y

x

x

t = 0

 
Abbildung 4-2: Kreisdiagramm harmonischer Schwingungen 

 
Tabelle 4-1: Kinematische Größen harmonischer Schwingungen 

Parameter Symbol Einheit Gleichung Bemerkungen 

T/1f   (4-3)  Frequenz bzw. 
Kreisfrequenz 

f,  Hz,  
1/s 

f2   (4-4) 

T-Schwingungsdauer, 
Abbildung 4-1 

Schwingweg x m  ωtsinxx max   (4-5) xmax lt. Abbildung 4-1 

Schwing-
geschwindigkeit 

v,  x m/s 

 ωtcosωx

dtdxx

max 


 
(4-6) ωxx maxmax   (4-7) 

Schwing-
beschleunigung 

a,  x m/s² 

 ωtsinωx

dtxdx
2

max

22





 

(4-8) 2
maxmax ωxx  (4-9) 
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Für die rechnerische Untersuchung von Schwingungsvorgängen ist oft die komplexe Darstel-

lung vorteilhaft. Sie ermöglicht neben einer übersichtlichen Berechnung die anschauliche 

Darstellung der einzelnen Terme linearer Bewegungsgleichungen und wird deshalb in der 

Elektrotechnik fast ausschließlich verwendet. Stellt man sich das Kreisdiagramm der Schwin-

gung, Abbildung 4-2, als eine Figur in der komplexen Zahlenebene vor, so lässt sich der Spit-

ze des Zeigers xmax die komplexe Zahl z zuordnen: 
 
z = x + j · y = xmax · cos (t + ) + j · xmax · sin (t + ) 
   = xmax · [cos (t + ) + j · sin (t + )] 

(4-10)

 
wobei 
 
j² = -1  (4-11)
 
Nach der Euler’schen Formel [16] 
 
cos  + j · sin  = ej (4-12)
 
kann Gl. (4-10) in der einfachen Form 
 
z = xmax · ej(t+) = xmax · ej·ejt (4-13)
 
geschrieben werden. Mit Einführung der komplexen Amplitude B  
 
B = xmax · ej (4-14)
 
folgt 
 
z = B·ejt (4-15)
 
Die komplexe Darstellung der Geschwindigkeit ist somit 
 

tjejωBz
dt

dz    (4-16)

 
Wird in Gl. (4-12)  durch  / 2 ersetzt [16], so folgt j = e j/2. Somit wird Gl. (4-16) zu 
 







 

 2

π
ωtj

tj2

π
j

eωBeeωBz   (4-17)

 
Entsprechend gilt für die Beschleunigung 
 

 πωtj2 eωBz   (4-18)
 

Gegenüber dem Amplitudenvektor eilen somit der Geschwindigkeitsvektor um 90° und der 

Beschleunigungsvektor um 180° voraus. Tabelle 4-2 stellt zusammenfassend die  
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unterschiedlichen Schreibweisen der Schwingungsparameter dar. So wird deutlich, dass es 

sich hier nur um unterschiedliche Schreibweisen für den jeweils gleichen Parameter handelt. 

 
Tabelle 4-2: Gegenüberstellung von trigonometrischer und komplexer Schreibweise für 
Schwingungsparameter 

Parameter trigonometrisch komplex 

Schwingweg   ωtsinxx(t) max  tjj
max eex)t(x    

Schwinggeschwindigkeit   ωtcosωx(t)x max  tjj
max ejex)t(x    

Schwingbeschleunigung   ωtsinωx(t)x 2
max  tj2j

max eex)t(x    

 

 

4.2 Freie Schwingungen von Systemen mit einem Freiheitsgrad 

4.2.1 Freie Schwingungen ungedämpfter Systeme 

 

In Tabelle 4-3 sind mehrere Schwingungssysteme mit einem mechanischen Freiheitsgrad so-

wie die den Koordinaten entsprechenden Bewegungsgleichungen dargestellt. Diese lassen 

sich alle auf die Grundform 
 

0xx 2   (4-19)
 

bringen. Zur vollständigen Beschreibung gehören Anfangsbedingungen, d.h. bei der Zeit t = 0 

ist x = x0 (Anfangsauslenkung aus dem Ruhezustand) und 0vx   (Anfangsgeschwindigkeit). 

Die Lösung der Differentialgleichung (Gl. (4-19)) kann mit zwei verschiedenen Methoden 

erfolgen. 
 

1. Lösungsmethode:  

Ausgegangen wird von einer Anschauung, die besagt, dass die Masse eine Schwingung aus-

führt, deren einfachstes Gesetz die harmonische Schwingung ist. Da eine DGL 2-ter Ordnung 

vorliegt, muss der Lösungsansatz zwei Konstanten enthalten, die sich mit Hilfe der Anfangs-

bedingungen bestimmen lassen. Der Lösungsansatz kann somit wie folgt aussehen: 
 

  tcosxx max  und  (4-20)
 

  ωtinsωxvx max  (4-21)
 

Der Ansatz erfüllt die Bewegungsgleichung, damit stellen die Gln. (4-20) und (4-21) die all-

gemeine Lösung dar [16]. 
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Tabelle 4-3: Schwingungssysteme mit einem Freiheitsgrad [16] 

System Bezeichnung 
Art der Rückstellkraft, 
Bewegungsgleichnug 

Mathematisches 
Pendel 

Schwerkraftmoment 

(nur für kleine  linear) 
 

0
g

lg

l

mM






 

Geführtes Fe-
der-Masse-
System 

Federkraft  
F = - c (x + x0) 
(x0 Federverlängerung in der  
statischen Ruhelage) 
 

0x
m

c
x   

Torsions- 
schwinger 

Federmoment 

0
c

cM


J




 

J – Trägheitsmoment des  
Torsionsschwingers 

st
at

is
ch

e 
R

uh
el

ag
e


l

statische
Ruhelage

c

m

x

c

J


st
at

is
ch

e
R

uh
el

ag
e

st
at

. R
uh

el
ag

e

x

EI

l Schwer-
punkt

b
a

 

Biege- 
schwinger 

Balkenfederkraft  

x
1

F 


  mit 

b

a
  

0x
m

1
x 


  

 
 
Werden die Anfangsbedingungen in Gln. (4-20) und (4-21) eingesetzt, so folgt 
 
x0 = xmax · cos sowie  v0 = xmax ·  · sin 
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und daraus durch Quadrieren und Addieren beider Beziehungen (cos² + sin² = 1) 
 

1
x

v

x

x
2

max

0

2

max

0 

















  (4-22)

mit 
2

02
0max

v
xx 









  (4-23)

 
wobei 
 




0

0

x

v
tan  (4-24)

 
Die gesuchte Lösung lautet somit [16]  
 





















0

0

2

02
0 x

v
arctantcos

v
xx  (4-25)

 

Wird diese harmonische Schwingung in eine Summe zweier harmonischer Teilschwingungen 

zerlegt, so ergibt sich 
 

tsin
v

tcosxx 0
0 


  (4-26)

 

Die Diskussion dieser Lösung erfolgt im Anschluss an die Darstellung des zweiten möglichen 

Lösungsweges. 

 

2. Lösungsmethode: 

Es soll die in der Mathematik allgemein zur Lösung linearer Differentialgleichungen n-ter 

Ordnung mit konstanten Koeffizienten übliche Methode heran gezogen werden. Es wird dabei 

von dem Ansatz 

 
x = a · ept (4-27)
ausgegangen. Somit werden 
 

pteapx   und (4-28)
pt2 eapx   (4-29)

 
Werden die Gln. (4-27) und (4-29) in Gl. (4-19) eingesetzt, ergibt sich die Gleichung 
 

  0pxa 22pt   (4-30)
 
und das charakteristische Polynom 
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0p 22   (4-31)

 
mit den Lösungen  
p1 = +j und  p2 = -j 
 
Es gilt 
 
j² = -1 (4-11)
 

Da die Differentialgleichung, Gl. (4-19), linear ist, lässt sich die Gesamtlösung aus dem Fun-

damentalsystem unter Hinzufügung von Konstanten, die die Anfangsbedingungen erfüllen 

müssen, zusammen setzen. Somit ergibt sich die allgemeine Lösung: 
 

 tj
2

tj
1

tj
2

tj
1

eaeajx

eaeax









 (4-32)

 
Die Berechnung der Konstanten liefert für die Anfangsbedingungen 
 

   210

210

aajv

aax




 
und daraus: 
 










 0

01

v
jx

2

1
a  (4-33)

und 










 0

02

v
jx

2

1
a  (4-34)

 
Werden die Gln. (4-33) und (4-34) in Gl. (4-32) eingesetzt, so folgt 
 

 
2

eejv

2

ee
xx

tjtj
0

tjtj

0

 






  (4-35)

 
Nach der Euler’schen Formel gilt 
 

tcos
2

ee tjtj


 

  (4-36)

 
sowie 
 

tsin
2

ee
j

tjtj


 

 (4-37)
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Damit ergibt sich wiederum (4-26)  
 

tsin
v

tcosxx 0
0 


  (4-26)

 

Die auf unterschiedlichen Wegen gefundenen Lösungen (Gln. (4-25) und (4-26)) sollen nun 

kurz diskutiert werden. Aus Gl. (4-25) ist zu erkennen, dass eine harmonische Schwingung 

mit der Kreisfrequenz  welche auch als Eigenkreisfrequenz bezeichnet wird, vorliegt. Die 

Eigenfrequenz berechnet sich zu f =  / 2. Diese Kreisfrequenz hängt nur von den Parame-

tern des Systems und nicht von den Anfangsbedingungen ab. Sie kann unmittelbar aus der 

Bewegungsgleichung abgelesen werden. Mit der Kreisfrequenz ist auch die Periodendauer 

gegeben. Diese Aussagen gelten jedoch nur für lineare dämpfungsfreie Systeme. Gl. (4-26) 

zeigt, dass sich die harmonische Bewegung bei vorgegebenem Anfangsausschlag und vorge-

gebener Anfangsgeschwindigkeit aus zwei harmonischen Komponenten gleicher Frequenz 

zusammensetzt, deren Amplitude von den Anfangsbedingungen bestimmt wird. Es soll jedoch 

darauf hingewiesen werden, dass nur bei ungedämpften Schwingungen der Anfangsausschlag 

allein den Cosinusanteil und die Anfangsgeschwindigkeit den Sinusteil bestimmen [16]. 

 

 

4.2.2 Freie Schwingungen gedämpfter Systeme 

 

Alle realen Schwingungssysteme enthalten Bewegungswiderstände. In der Schwingungslehre 

werden diese Widerstände als Dämpfung bezeichnet. Um auf eine lineare Bewegungsglei-

chung zu kommen, wird am häufigsten auf einen geschwindigkeitsproportionalen Ansatz zu-

rück gegriffen. Wird der Proportionalitätsfaktor mit b bezeichnet, ergibt sich für das System 

Abbildung 4-3: 

 
0xcxbxm    (4-38)
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Abbildung 4-3: Schwin-
gungssystem mit Dämp-
fung 
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Eingeführt werden soll nun die Eigenkreisfrequenz des ungedämpften Systems  
 

m

c
0   (4-39)

 
sowie die Abklingkonstante 
 

m

b

2

1
  (4-40)

 
Damit gilt 
 

0xx2x 2
0    (4-41)

 

Die Anfangsbedingungen entsprechen denen im Abschnitt 4.2.1 (t = 0: x = x0, 0vx  ). Es 

wurden bei der Lösung der ungedämpften linearen Schwingungsgleichung zwei Lösungsme-

thoden vorgestellt. Für Gl. (4-41) ist 1. Lösungsmethode nicht geeignet, da der entstehende 

Abklingvorgang schlecht analytisch eingestuft werden kann. Die 2. Lösungsmethode benutzte 

die allgemein in der Mathematik zur Lösung linearer Differentialgleichungen n-ter Ordnung 

benutzte Vorgehensweise und wird auch in diesem Fall zum Ziel führen. Es wird von dem 

Ansatz 
 
x = a · ept (4-27)
 
ausgegangen. Setzt man ihn in Gl. (4-41) ein, erhält man die Gleichung 
 

  0p2pea 2
0

2pt   (4-42)
 
und das charakteristische Polynom 
 

0p2p 2
0

2   (4-43)
 
mit den Wurzeln 
 

2
0

2
1p   (4-44)

und 
2
0

2
2p   (4-45)

 

Führt man a1 und a2 als Integrationskonstanten ein, lautet die allgemeine Lösung der Diffe-

rentialgleichung Gl. (4-41) 
 

tp
2

tp
1

21 eaeax   (4-46)
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tp

22
tp

11
21 eapeapx   (4-47)

 
oder nach Einsetzen der Gln. (4-44) und (4-45) in Gl. (4-46)  
 





   t

2
t

1
t

2
0

22
0

2

eaeaex  (4-48)

 

Die Lösung ist aus zwei Faktoren zusammen gesetzt. Der erste Faktor e-t geht mit wachsen-

der Zeit t gegen Null, er bestimmt also das Abklingen der durch die Anfangsbedingungen 

ausgelenkten Schwinggröße;  wird deshalb als Abklingkonstante bezeichnet. Der Klammer-

ausdruck gibt die Form der Bewegung an. Es ist zu erkennen, dass diese wesentlich davon 

beeinflusst wird, ob der Wurzelausdruck (2 – 0
2)0,5 reelle oder komplexe Lösungen hat. Da 

er dimensionsbehaftet ist, wird das Lehr’sche Dämpfungsmaß  eingeführt [16] 
 

mc2

b

m2

b

00








  (4-49)

 

Es sei darauf hingewiesen, dass die Dämpfung von den Parametern des gesamten Systems 

mechanisch abhängig ist. Wenn sie experimentell an einem System bestimmt werden soll, ist 

die Kenntnis der anderen Systemparameter (m, c) nötig, um den kennzeichnenden Dämp-

fungswiderstand b angeben zu können. Mit Gl. (4-49) gilt 
 

12
0

2
0

2   (4-50)

 

Demnach wird die Form der Bewegung durch drei Fälle bestimmt [16]: 

  > 1  starke Dämpfung 

  = 1  Grenzfall, kritische Dämpfung
  < 1  schwache Dämpfung  

 

Die drei Fälle sollen nun einzeln untersucht werden. Die Integrationskonstanten folgen aus 

den Anfangsbedingungen 
 

0xx:0t   ergibt  210 aax  (4-51)
und 

0vx:0t    ergibt  22110 apapv  (4-52)
 
Daraus findet man 
 

21

020
1 pp

ppv
a




  (4-53)

und 
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21

001
2 pp

vxp
a




  (4-54)

 
Für starke Dämpfung ( > 1) gilt: 
 

 2
0

2  (4-55)

 
1p  (4-56)

 
2p  (4-57)

 
Werden die Gln. (4-53) bis (4-57) in Gl. (4-48) eingesetzt, ergibt sich  
 








 



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



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2

eexv
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tt
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0
t  (4-58)

 

Wird auch noch der Zusammenhang zwischen den Exponential- und den hyperbolischen 

Funktionen 
 

2

ee
)xsinh(

xx 
  (4-59)

 

2

ee
)xcosh(

xx 
  (4-60)

 
berücksichtigt, so gilt: 
 














  tsinh
qv

tcoshqex 00
0

t  (4-61)

 

Da hyperbolische Funktionen nicht periodisch sind, liegt für  > 1 keine Schwingung sondern 

ein Kriechvorgang vor [16]. Weiterhin kann im Vergleich mit Gl. (4-26) festgestellt werden, 

dass die beiden Teilbewegungen nicht einer Anfangsbedingung allein zugeordnet werden 

können. Zur Beschreibung des Verlaufes der Schwinggröße ist eine dimensionslose Schreib-

weise besser geeignet. Mit 
 

0x

x
x  ;  ;  t0 12

0  ;  
0


 ;  
00

0
0 x

v
v


  (4-62)

 
ergibt sich aus Gl. (4-61) 
 

   












  1sinh

1

v
1coshex 2

2

02  (4-63)
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Maschinentechnisch hat der Fall der starken Dämpfung nur marginale Bedeutung, was ebenso 

für den Grenzfall  = 1 zutreffend ist. Bei starker Dämpfung schwingt das ausgelenkte Sys-

tem ohne Überschwingen in den Ausgangszustand zurück. Bei Kriechvorgängen in kohäsiven 

Pulvern hingegen treten mit der Zeit zunehmende Kontaktabplattungen und damit eine zu-

nehmende Verdichtung des Pulvers auf. 

Der Vollständigkeit halber soll aber der Grenzfall  = 1 mit erwähnt werden. Hier gilt 

2 = 0
2 und p1 = p2 = -. Unter Berücksichtigung der Anfangsbedingungen 

 folgt 000 vq;qq:0t  

 
  txvxex 000

t    (4-64)
 

Auch diese Beziehung stellt einen Kriechvorgang dar [16]. 

Der schwachen Dämpfung  < 1 fällt die größte Bedeutung zu. Für sie gilt 
 

 j2
0

2  (4-65)

sowie 
2

0
22

0 1   (4-66)

 
und somit 
 
p1 = -  + j (4-67)
 
p2 = -  – j (4-68)
 
Für die Integrationskonstanten a1 und a2 folgt damit 
 

   









2

xv
j
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x
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jxv
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1  (4-69)

 
   










2

xv
j

2

x

j2

vjx
a 00000

2  (4-70)

 
Werden die Gln. (4-67) bis (4-70) in Gl. (4-48) eingesetzt, so ergibt sich  
 


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

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 



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

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2
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t  (4-71)

 
oder nach Einführung der trigonometrischen Funktionen  
 





 




  tsin
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tcosxex 00
0

t  (4-72)
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Werden wiederum die dimensionslosen Größen  
 

0x

x
x  ;  ;  t0

00

0
0 x

v
v


  (4-62)

 
eingeführt, ergibt sich 
 

   








  2

2

2 1sin
1

1cosex  






 2

20 1sin
1

1
v  (4-73)

 

Gl. (4-72) kann ebenso durch Zusammenfassen der beiden harmonischen Funktionen gleicher 

reisfrequenz in der folgenden Form geschrieben werden 

arin bedeuten 
 

K
 

   tcosQex t  (4-74)
 
D

2

002
0

v
xQ 


x





 


 (4-75)

und 





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









0

0

x

v
arctan  (4-76)

 

Tabelle 4-4 fasst für die drei Dämpfungsfälle noch einmal die erhaltenen Lösungen 

en. Abbildung 4-4 zeigt den Ausschwingvorgang für verschiedene Dämpfungen mit v0 = 0. 

zusam-

m

In Maschinensystemen wirken häufig nur geringe Dämpfungen, so dass meist  < 0,2 vor-

liegt. Die in Gl. (4-66) dargestellte Abhängigkeit der Schwingfrequenz von der Dämpfung 

 = 0 · (1-2)0,5 kann deshalb häufig vernachlässigt werden. Die Periodendauer des ge-

dämpften Schwingers 
 

21

2
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








0

2
 (4-77)

weicht somit in den me ten Fällen nur unwesentlich von der des ungedämpften Syst  

]. 

 

is ems ab

[16
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Tabelle 4-4: Freie Schwingungen gedämpfter Systeme [16] 

GL D 0xx2x 2
0    

Anfangs- 
bedingungen t = 0: x = x0

satz 

dim.-lose 

; 0vx   

Lösungsan x = a · ept 

Koordinaten 
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x
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0
0 x

v
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
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
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Abbildung 4-4: Ausschwingvorgang für verschiedene Dämpfungen mit v0 = 0 [16] 
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4.2.3 Ermittlung von Systemparametern aus den freien Schwingungen 

nd 

ng 

er Massenkennwerte oft relativ unkompliziert. Federkonstante c und Dämpfungsparameter b 

 

Systemparameter, die aus freien Schwingungen experimentell ermittelt werden können, si

z.B. Masse, Federkonstante sowie Dämpfungskonstante. Dabei gestaltet sich die Bestimmu

d

lassen sich nun experimentell folgendermaßen bestimmen. Es wird von den Umkehrpunkten 

der Ausschwingkurve ausgegangen. Der Scheitelwert xk trete zu der Zeit tk auf. Es gilt nach 

Gl. (4-74) 
 

  
k

t
k tcosQex k  (4-78)

 

Der benachbarte Scheitelwert xk+2, der durch das Abklingen kleiner als xk ist, tritt dann zu der 

Zeit tk+2 
 





2

tTtt k2k  (4-79)k

auf. Für ihn gilt 
 

 

  
 ex 2k












2tcosQ k

2
t k

 (4-80)

er Scheitelwerte ergibt 
 

 
Das Verhältnis beid









2k

e
x

 
2

kx
(4-81)

Dieses Verhältnis ist von der Zeit tk abhängig. Somit ist es möglich, daraus den Dämpfungs-

wert (die Abklingkonstante)  zu bestimmen 

 

 















2k

k

x

x
ln2  (4-82)

Der Logarithmus des Scheitelwert-Verhältnisses wird als logarithmisches Dekret  bezeich-

net; es gilt 

 

 

1k

k

k

k x
ln2

x

x
ln 








2 x 



 (4-83)

Mit [ / 0 = ] und [ =  -2)½] ergibt sich 
 

 
0 · (1
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21
2


  


(4-84)

und  



224 


  (4-85)

 
bzw. bei kleiner Dämpfung 

(4-86)

usschwingkurve ist zunächst zu erkennen, ob eine geschwindigkeitsproportionale 

 
 = 2   
 

Aus der A

Dämpfung vorliegt. Es ist dann das Verhältnis zweier aufeinander folgender Extremwerte 

über den ganzen Ausschwingvorgang konstant. Zum anderen kann das Lehr’sche Dämp-

fungsmaß des Systems  unmittelbar angegeben werden. Anschließend erfolgt die Bestim-

mung der Federkonstante c. Dazu wird die Periodendauer T erfasst. Bei bekannter Masse 

kann die Federkonstante c mit Gln. (4-77) und (4-39) zu 
 

   22
2

4
mm4





222 T1T 

 (4-87)

 
bestimmt werden. Für die Berechnung der Dämpfungskonstanten b gilt  

(4-88)

Werden die Gln. (4-84) und (4-77) eingesetzt, folgt [16] 

c

 

0m2b   

 

 

T

m2 0
  b (4-89)

 

 

.3 Erzwungene Schwingungen von mechanischen Systemen mit 

ich nach einer durch die Systemparameter und die An-

ngsbedingungen festgelegten Zeitfunktion. Bei Bestimmung der Bewegung durch äußere 

4
einem Freiheitsgrad 

 

Das Schwingungssystem bewegt s

fa

Kräfte, wie bspw. Erregerkräfte, Stützenbewegungen, wird von erzwungenen Schwingungen 

gesprochen. In den Bewegungsgleichungen tritt dann die Zeit explizit auf, hierbei handelt es 

sich um inhomogene Differentialgleichungen. An dieser Stelle soll nur auf Bewegungsglei-

chungen mit konstanten Koeffizienten und periodischer Erregung eingegangen werden. 
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4.3.1 Berechnung der stationären Bewegung bei harmonischer Erregung 

Die Erregung eines mechanischen Systems kann einerseits durch Kräfte, die an der Masse 

egungsgleichung 

 

angreifen, oder andererseits durch Stützenbewegung erfolgen. 
 
Tabelle 4-5: Mechanische Schwingungssysteme bei harmonischer Erregung [16] 

System Bezeichnung Bew

statische
Ruhelage

c

m

 x

b

S

tsinF̂ 

 

 

mplitude 

 

(4-90) 

Erregerkraft mit sF̂cxxbxm  
konstanter 
A

tin   

statische
Ruhelage

c

m

 x

b

S

tt

2

mU

2

mU

rUrU

 

 
Erregung durch 
Unwucht 
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tsinrm

cxxbxmm
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 
 

(4-91)

statische
Ruhelage

c1

m

 x

b

S

t = 0
s = s0 sin t

 

 
Erregerkraft 
durch Federfuß-
ewegung 

 

b

  0sxcxcxbxm 21    
(4-92) 

bzw. 
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xccxbx 21




sc 02

m  
 

c2

(4-93)

    0sxcsxbxm    
(4-94) 

tsincstcossb

cxxbxm

00 
 

 

statische
Ruhelage x

c

m

b

S

t = 0
s = s0 sin t

 

 
Stützenerregung 

(4-95) 

   



tsinbcs

cxxbxm

222
0


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In Gl. (4-96) ist: 
 

2
0

2
arctan




  (4-97) 

 
Für die Relativbewegung (x-s) kann man aus Gl. (4-94) mit der Substitution  finden 
 

wegungsgleichungen lassen sich alle auf die Form 

 

g, deren  

ch durch Überlagerung/Superposition der Lösung der homogenen Differentialgleichung 

sowie der partikulären Lösung ergibt: 

(4-100)

Nach Gl. (4-72) lautet die Lösung der homogenen Gleichung für schwache Dämpfung 

t jedoch noch das partikuläre Integ-

ral notwendig. Dieses kann über einen Ansatz, der die Bewegungsgleichung erfüllt u  

eien Konstanten enthält, gefunden werden. 

setzt in 

l. (4-99), eine Bestimmungsgleichung für xmax liefern und somit die Differentialgleichung 

r das gedämpfte System ist ein zweites Glied im Ansatz erforderlich, um auch die 

o te

sxy  

tsinsmcyybym 2
0    (4-98)

 
Die genannten Be
 

tsinaxx2x 2
0    (4-99)

bringen. Es handelt sich um eine inhomogene, lineare Differentialgleichun  Lösung

si

 

parthom xxx   

 

 
 tsinDtcosDex 21hom   (4-101)

 

D

t

1 und D2 sind hierbei Integrationskonstanten, die unter Zuhilfenahme der Anfangsbedin-

ungen aus Gl. (4-100) bestimmt werden können. Dazu isg

nd keine

fr

Für einen ungedämpften Schwinger ( = 0) würde der Ansatz q = xmax · sint, einge

G

erfüllen. Fü

C sinusan ile, die durch das Dämpfungsglied entstehen, zu erfassen. Es wird gesetzt 
 

tsinBtcosAq part   (4-102)
 
Das Einsetzen in Gl. (4-99) bringt 
 

    tsinatsinBtcosAtcosBtsinA2tsinBtcosA 2
0

22 
 (4-103)
 
Die Bestimmungsgleichungen für A und B lauten [16] 
 
  0B2A 22

0   (4-104)
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  aBA2 22    0 (4-105)

araus ergeben sich 
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
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
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

2

0

4
0
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0
1

4
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(4-107)

 
Es sollen folgende Abkürzungen eingeführt werden 

ehr’sches Dämpfungsmaß 

B

0


  L (4-62)

und 

bezogene Kreisfrequenz 
0


  (4-108)

 
Damit werden die Gln. (4-106) bzw. (4-107) zu 
 

B
1

A
2



  

2 
(4-109)

bzw. 

  2222

2

2
0 41

1a
B 







 (4-110)

erden nun die beiden harmonischen Teilschwingungen gleicher Frequenz für den Sonderfall 

ponenten (Phasenverschiebung  = /2) zu-

mmen gefasst, dann gilt 
 

 

W

zweier rechtwinklig aufeinander stehender Kom

sa

  tsinCtsinBtcosAx part  (4-111)
 
wobei 
 

  22220 4-1 

 
und 
 

2
22 1a

BA   (4-112)C
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2

B

A
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


  (4-113)

 
Die spezielle Lösung der allgemeinen Bewegungsgleichung (Gl. (4-99)) lautet [16]: 
 

 
 

 





  tsin
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tsinDtcosDex

2222
2
0

21
t  (4-114)

 

Die spezielle Lösung zeigt eine gedämpfte Schwingung mit der Eigenkreisfrequenz 0, die so 

enannte Eigenschwingung, und eine stationäre, eingeschwungene Bewegung mit der Erre-

gerkreisfrequenz . Dur h die Dämpfung nähert sich die Eigenbewegung Null an. 

rre-
ungsarten [16] 

Gleichung (4-90) (4-93) (4-91) (4-98) (4-96) 

g

c

 
Tabelle 4-6: Vergrößerungsfunktionen und Phasenverschiebungen für verschiedene E
g
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Für praktische Aufgaben kann festgestellt werden, dass, insbesondere bei kleinen Ausschlä-

pfungsansatz nicht voll zutreff nd ist. Der eingeschwungene Zustand erfolgt 

t der Erregerfrequenz. Zwischen Bewegung und Erregung tritt eine Phasenver-

schiebung auf; die Bewegung läuft der Erregung um den Phasenwinkel  nach. Für den Fall, 

dass  = 1 ist, beträgt die Phasenverschiebung  = /2, der Phasenwinkel ist dabei  

gen, der Däm

demnach mi

e
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unabhängig von der Dämpfung . Die Schwingungsamplitude wird durch die Erregergröße 

und eine Vergrößerungsfunktion, die von der Dämpfung und dem Frequenzverhältnis abhän-

ig ist, bestimmt (siehe Tabelle 4-6).  

(4-115)

 sich ihre vollständige 

ösung aus der Lösung der homogenen Differentialgleichung und der Partikulärlösung zu-

] · ck + 2kdk = ak (4-118)

-2kck + [0
2-(k)2] · dk = bk 

 
araus folg die Parameter der Fourier-Reihen-Entwicklung: 

g

 

 

4.3.2 Stationäre Bewegung bei periodischer Erregung 

 

Überlagern sich verschiedene harmonische Schwingungsfunktionen, spricht man von periodi-

schen Schwingungen. Bei Vorliegen einer periodischen Erregung kann diese stets in einer 

Fourier-Reihe geschrieben werden. Die allgemeine Bewegungsgleichung (Gl. (4-99) lautet in 

diesem Fall [16] 
 











1k

k
1k

k0
2
0 tksinbtkcosaaxx2   x

 

Es handelt sich hierbei um eine lineare Differentialgleichung, so dass

L

sammensetzt. Im vorherigen Abschnitt wurde dargestellt, dass die freie Schwingung aufgrund 

der Dämpfung abklingt. Die stationäre Lösung wird gebildet durch die Partikulärlösung. Der 

Ansatz dafür muss entsprechend dem Störglied in Gl. (4-115) in Form einer Fourier-Reihe 

erfolgen. 
 











1k

k
1k

k0 tksindtkcosccx  (4-116)

 

Werden die Koeffizienten von sin(kt) und cos(kt) verglichen, so erhält man ein Glei-

chungssystem zur Bestimmung der Unbekannten c0, ck und dk 
 

00
2
0 ac   (4-117)

 

[0
2-(k)2

 
(4-119)

D
 

2
0
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a
c


  

(4-120)
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   222222

0 k4k
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22
0 k2ak
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
(4-121)
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0
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0
k

ak2bk
d


  

k4k 

(4-122)

 

Obwohl die Fourier-Reihen in den Gln. (4-115) und (4-116) theoretisch unendlich viele Glie-

er haben, beschränkt sich ihre Anzahl für praktische Anwendungen auf einen endlichen 

Wert. So wird bspw. bei Erregung von Torsionsschwingungen an Kolbenmaschinen durch 

Gaskräfte mit etwa 16 Harmonischen numerisch gerechnet. Es kann somit k = 1, …, 16 ge-

tzt werden [16]. 

 

 

wingversuches ermöglichen. Für die Kennwertermittlung bei erzwungenen 

chwingungen wird von der stationären Lösung nach Gl. (4-114) mit  ausgegangen. 

achfolgend wird die zugehörige Vergrößerungsfunktion V1 (Tabelle 4-6 und Abbildung 

p-

chiedenen Frequenzverhältnissen liegen. Die Lage der Extremwerte lässt 

ch mit dV /d = 0 

d

se

4.3.3 Ermittlung von Systemparametern aus den erzwungenen Schwin-
gungen 

 

Im Abschnitt 4.2.3 wurden bereits Methoden vorgestellt, die eine Ermittlung der Kennwerte 

mittels des Aussch

m/F̂a S

N

4-5) diskutiert. 

Abbildung 4-5 ist zu entnehmen, dass die Maxima der Vergrößerungsfunktion je nach Däm

fungsmaß bei vers

si 1

 

   21
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1 41V

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bestimmen. Demnach gilt: 
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0
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as bedeutet 

2 3

D
 

  012 32   (4-125)

 
Demnach liegen die Extremwerte vor für 

(4-126)
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und 
(4-127)2
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Abbildung 4-5: Vergrößerungsfunktion V1 für verschiedene Dämpfungsmaße  
 
 
Wie aus Abbildung 4-5 zu entnehmen ist, liegt bei 1 = 0 ein Minimum vor. Das Maximum 

von V1 liegt somit bei 2
2 21  . Für 7071,02/2   fällt es in den Punkt  = 0. 

Für  = 0 ergibt sich  = 1, das bedeutet Resonanz. 
 
Der entsprechende Maximalwert V1,max für  ≠ 0 beträgt 
 

212 
max,1

1
V   

(4-128)

zw. folgt im Falle der Resonanz 

wendung finden, kann dies nur über die 

ilt 

 
b
 
V1,max → ∞ (4-129)
 

Soll Gl. (4-128) zur Bestimmung der Dämpfung Ver

Messung der Amplitude xmax erfolgen. Nach Gl. (4-114) g
 

max,1
,e

max V
c

F
x   

zw. 

(4-130)

b
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m,e

max
max,1 F

V 
ax

cx 
 

(4-131)

aum möglich ist. Unter der Vor-

timmung der Erregerkraft umgangen werden. 

Es wird also angenommen, dass für  << 1 der Maximalwert der Amplitude und somit auch 

 bei  = 1 liegen. Es werden die Frequenzverhältnisse 1 und 2 bestimmt, die zu ei-

 

 

In den häufigsten Fällen kann die Erregerkraft Fe,max nur sehr schwer bestimmt werden, so 

dass eine direkte Anwendung der Gln. (4-128) bis (4-131) k

raussetzung kleiner Dämpfungen kann die Bes

V1,max

nem Vergrößerungsfaktor 

2
 
gehören. Mit Gl. 

V max,1
D,1   

(4-132)
V

(4-129) gilt 
 

  2
2,12

max,1

22
2,12

max,1 V

1
1

V

2
  

(4-133)

 
araus ergibt sich D

 

2
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2
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(4-134)

 

 1V
4

1 2
max,1 D  ist, kann der Wurzelausdruck in eine Taylor-Reihe entwickelt werden. Bei 

Vernachlässigung aller quadratischen Glieder von 1/V1,max folgt 
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2
1 V

1
1  

(4-135)

und 
(4-136)

max,1

2
2 V

1
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Eine erneute Reihenentwicklung der entstehenden Wurzelausdrücke bringt 
 

max,1
1 V2

1
1  

(4-137)

und 



2 
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1
1  

(4-138)

 
ine Differenzbildung liefert folgendes E
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max,1
12 V2

2
  

(4-139)

sowie 







2

11
V

12
max,1  

(4-140)

und 

2
12  

 (4-141)

Bei der Ermittlung der Kennwerte kann folgendermaßen vorgegangen werden: Zunächst wird 

das Element, dessen Dämpfungs- und Federkennwerte bestimmt werden sollen, durch An-

 einer bekannten Masse in ein Schwingungssystem einbezogen. Dieses Syst  

durch eine Erregerkraft in Resonanzschwingungen versetzt. Dabei werden die Resonanzfre-

z und die Resonanzamplitude gemessen. Die Resonanzfrequenz liefert die Eigenfre-

quenz, da  = 1 und  = 0 gelten. Damit kann bei Kenntnis der Masse die Federkonstante 

bestimmt werden: c = 
2 · m. 

nschließend wird die Erregerfrequenz so eingeregelt, dass sich eine Amplitude 

 

bringen em wird

quen

2/xA max

einstellt. Die dabei auftretenden, oft nur geringen Verschiebungen der Frequenz in Richtung 



 

anische Schwingungen, die auf fließende Schüttgüter einwirken, verringern deren Scher-

ren somit zu einer Fließverbesserung. Durch diesen zusätzlichen Energie-

intrag erreichen die Schüttgüter eine bessere Fließfähigkeit. Ebenfalls herabgesetzt wird der 

eibungswiderstand an den Apparatewänden. So können beispielsweise in einem Kernflusssi-

m 

lug ein phänomenologisches Fließkriterium für das schwingungsin-

uzierte Fließen von Schüttgütern vor. Als Ausgangspunkt diente die Fließfläche von Roscoe. 

1 bzw. 2 lassen sich unter anderem mit einem Frequenzzähler bestimmen. Damit ergibt 

sich der Dämpfungskennwert mit Gl. (4-141) und unter Beachtung von b = 2 ·  · m · 0 zu 

[16] 
 
b = m · (2 – 1) (4-142)
 

 

4.4 Fließkriterium für das schwingungsinduzierte Fließen von 
Schüttgütern  

 

echM

widerstand und füh

e

R

lo Massenfluss erzeugt (durch Verringerung der Wandreibung) oder Schüttgutbrücken i

Silotrichter zerstört werden (Reduzierung der Schüttgutfestigkeit). 

Roberts et.al. [56, 57] sch

d

Diese beschreibt die Scherspannung  für ein gegebenes Material als Funktion der Normal-

spannung  und der Porosität in der Scherzone s 

 

 



 90

  










 Ss ε

1
expβσμεσ,f  (4-143)

 

Mit steigender Schwinggeschwindigkeit fällt die Scherfestigkeit zunächst stark ab und nähert 

sich asymptotisch einem Minimalwert. Der Parameter  liefert den Wert für die maximal 

mögliche Scherspannungsverminderung durch Schwingungseinwirkung und damit auch den 

Grenzfall der minimalen Scherfestigkeit 1-/ (gestrichelte Linie in Abbildung 4-6).  ist eine 

aterialkonstante, hängt aber wie auch die übrigen Materialeigenschaften von der Verfesti-

gungsspannung ab.  
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Abbildung 4-6:Mathematische Bedeutung der Modellparameter  und  
 

 

Die Konstante  gibt den Anstieg der Tangente an der Stelle vmax = 0 an;  kann als charakte-

ristische Schwinggeschwindigkeit interpretiert werden, bei der 63 % der maximal möglichen 

Scherspannungsreduzierung erreicht werden (Strich-Punkt-Linie in Abbildung 4-6). Die cha-

rakteristische Schwinggeschwi on der Verfestigungsspannung. Ro-

berts fand für die von ihm untersuchten Schüttgüter (Pyrophyllit mit d50,3 = 1mm und Eisen-

57]. 

ach Li [57] korreliert die Porosität in der Scherzone s für gegebene Verfestigungsparameter 

it der Intensität der eingeleiteten Schwingungen, die durch die maximale Schwingge-

max. Schwinggeschwindigkeit 
v

ndigkeit  ist unabhängig v

erz mit d50,3 = 1mm) charakteristische Schwinggeschwindigkeiten von  = 7...10 mm/s [

N

m

schwindigkeit vmax charakterisiert werden kann 
 
s ~ vmax (4-144)
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  










 maxmaxω v

1
expβσμvσ,f  (4-145)

 
Die minimale Scherfestigkeit ∞ erhält man beim Grenzfall vmax  ∞ 

 = ∞ +  
 

amit ergibt sich Gl. (4-145) zu 

 
( vmax  ∞) = · = ∞ (4-146)
 
und für vmax = 0 die Scherfestigkeit ohne Schwingungseinwirkung 
 

(4-147)

D
 











 

exp1β
 
 max

ω

v
  (4-148)

 
oder in dimensionsloser Schreibweise 
 


  


 




 maxv

exp11  (4-149)

 

Für die Auswirkungen der Schwingungen auf das Fließen wurde von Kollmann [37] das Ge-

ankenmodell der „Aktivierung“ eingeführt. Das bedeutet, die Schwingungen selber rufen 

or. Da die maximal erreichbaren Schwingwege für das 

ersagen der Probe nicht ausreichen, unterstützen sie nur das Fließen des Pulvers. 

Die Differenz zwischen Abscherkraft ohne und mit Schwingungseinwirkung hängt von der 

Intensität der eingeleiteten Schwingungen ab. Trägt man die Scherspannungsreduzierung für 

erschiedene Frequenzen auf, erhält man für den Schwingweg und die Beschleunigung je eine 

maximalen 

ω β

 

d

keinen Bruch der Schüttgutprobe herv

V

v

Kurvenschar. Um den Schwingungseinfluss auf die Scherspannung mit nur einem einzigen 

Parameter zu erfassen, eignet sich die maximale Schwinggeschwindigkeit, da hier die Kurven 

für alle Frequenzen zusammenfallen [37]. Ähnliche Aussagen trafen Wassgren et al. [96] und 

Weathers et al. [97] sowie Roberts [57], (der die Scherfestigkeit ebenfalls mit der 

Schwinggeschwindigkeit vmax korrelierte). Auch die „Aktivierung“ hängt nur von der 

Schwinggeschwindigkeit ab [37]. 
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4.5 Modell der schwingenden Scherzelle  

 

Die in dieser Arbeit verwendete Versuchsapparatur (schwingend gelagerte Translations-

cherzelle nach Jenike) kann bei der Versuchsanordung „Gesamte Scherzelle schwingt“, sie-

e Abschnitt 5.2, mit Hilfe des Modells des fußpunkterregten Schwingers beschrieben wer-

en, Abbildung 4-7, a). Hier ist m1 die Masse des Joches mit Gewichten, des Scherdeckels, 

es Scherringes sowie des Pulvers im Scherring und in der Scherzone. Die Masse m2 setzt 

im Scherboden zusammen. 

S

h

d

d

sich aus der Grundplatte, dem Scherboden und dem Pulver 

 
Schüttgut

a)

m1

Schwingerreger

m2

c
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m

c

k

b
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Abbildung 4-7: Modell der schwingenden Scherzelle 

 

 

Die Masse m2 ist nicht fixiert, sondern elastisch aufgehängt. Diese Aufhängung ist so abge-

stimmt, dass die Eigenkreisfrequenz 0 weit unter der Erregerkreisfrequenz  liegt. Da die 

Eigenkreisfrequenz der Masse m2 viel kleiner ist als die Erregerkreisfrequenz, kann m2 unbe-

rücksichtigt bleiben. Daher wird im Folgenden m1 als m dargestellt und es genügt ein Frei-

heitsgrad, Abbildung 4-7, b). Die Bewegungsgleichung für das Modell der schwingenden 

Translations-Scherzelle lautet in diesem Fall [37]: 
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   txxxsgn
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k
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n    (4-150)

 

In der Gleichung ist x die Differenz von Antwortamplitude x2 und Erregeramplitude x1 

(x = x2 – x1). Die Vorzeichenfunktion, auch Signum-Funktion,  xsgn   beschreibt das Vor-

zeichen von x : 

   1xsgn  , 0x    
  1xsgn   , 

 

urch Parameteranpassung an die gemessenen Wertepaare xmax,2 / xmax,1 = f(f) können das 

0x   

D

viskose Dämpfungsverhältnis 
 

cm2 
b

b   (4-151)

b’sche Dämpfungsverhältnis 
 
und das Coulom
 

1max,
b xc

k


  (4-152)

bestimmt werden. Gl. (4-152) beschreibt das Verhältnis der Coulomb’schen Reibungs- zur 

ederkraft (Plastizität zu Elastizität). Durch anschließende Rückrechnung können die zugehö-

werden. 

 

.6 Kombination von viskoser und Coulomb'scher Dämpfung 

 

F

rigen Dämpfungskonstanten b und k ermittelt 

 

4

 

Kollmann [37] gibt eine analytische Lösung von den Hartog [31, 32] für kombinierte Cou-

lomb’sche und viskose Dämpfung an 
 

2
b

22
visb MVL   (4-153)V

 
In Gl. (4-153) sind L und M Dämpfungsfunktionen für Bewegungen ohne Stillstände. 
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nd 

L
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erhin sind das Abstimmungsverhältnis Weit

0


  (4-108)

und die Vergrößerungsfunktion 

1max,

2max,

x

x
V   (4-156)

skose Dämpfung (b = 0) 
 
sowie die Vergrößerungsfunktion für rein vi

  22
b

22vis
41 

22
b41

V


  (4-157)

 

in der Lösung enthalten.  ist das Verhältnis aus Erreger- und Eigenfrequenz des Schwingers. 

ungsgröße b kann die 

ösung für Fußpunkterregung in den Koordinaten der absoluten Schwingwegamplitude xmax,2 

angegeben werden. Für   = 0 erhält man die Lösung für rein viskose Dämpfung  

b = 0 jene für reine Coulomb’sche Dämpfung. 

ollmann [37] zeigte, dass der entscheidende Parameter zur Beschreibung der Reduzierung 

 Vorgehensweise hatte zur Folge, dass der von den Hartog definierte 

r b nach Gl. (4-152) bei veränderter Erregerfrequenz wegen 

Coulomb’sches Dämpfungsmaß * eingeführt: 

Mit den Ausdrücken für die Vergrößerungsfunktion V und die Dämpf

L

b und mit

K

der Scherfestigkeit die maximale Schwinggeschwindigkeit ist, d.h. es kann erregerfrequenzu-

nabhängig die Abnahme der Scherfestigkeit mit zunehmender Schwinggeschwindigkeit auf-

getragen werden. Das bedeutet, dass die bezogenen Scherfestigkeiten /  (Schubspannung 

unter Vibrationen / Schubspannung ohne Vibrationen) unabhängig von der Erregerfrequenz 

auf einer Kurve liegen: 
 
/ = f(vmax) ≠ f(f) (4-158)
 

Aus diesem Grund wurde für die experimentellen Untersuchungen dieser Arbeit die Schwing-

geschwindigkeit (Gl. (4-7)) als konstant vorgegeben (hier vmax = 20 mm/s), um den Einfluss 

weiterer Parameter (bspw. Erregerfrequenz, Materialfeuchte, Schwingrichtung usw.) quantifi-

ieren zu können. Diesez

Dämpfungsparamete
 
xmax,1  konstant für vmax = konstant (4-159)
 

keine Konstante, sondern immer eine Funktion von , ist. Um dies zu vermeiden, wird bei der 

Parameteranpassung an die Messwerte Gl. (4-153) erweitert. Dafür wurde ein modifiziertes 
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


 *
vc

k
b  

max

(4-160)

ür * ergibt sich nunmehr die Dimension [s]. Dieser Ausdruck kann nun in Gl. (4-153) ein-

 

F

gesetzt werden. Damit ergibt sich 
 

 222
vis *MV*LV   (4-161)

Damit können nun konstante Dämpfungswerte (Eigenfrequenz f0, viskoses Dämpfung  

odifiziertes Coulomb’sches Dämpfungsmaß *) bestimmt werden. Durch Rückrech-

 

smaß b

und m

nung mit Gl. (4-160) kann dann das Coulomb’sche Dämpfungsmaß b erhalten werden. Mit 

der Einführung von * muss gewährleistet sein, dass der Wurzelausdruck in Gl. (4-161) nicht 

leiner als Null ist. Somit ergibt sich eine Randbedingung, d.h. k
 

  0*MV 222
vis   (4-162)

 

Erfüllt der Wurzelausdruck die Gleichung, erhält man den Grenzfall. Es ist aber nicht mög-

lich, eine exakte Grenzfunktion zu definieren, da sowohl die Vergrößerungsfunktion für rein 

viskoses Verhalten Vvis als auch die Dämpfungsfunktion M von den Stoffwerten b und f0 

sowie das modifizierte Coulomb’sche Dämpfungsmaß * von k und c; die nicht explizit zu-

gänglich sind, abhängen. Es muss gelten 
 

22

2
vis

*M

V


  (4-163)

 Da bei sehr kleinen Amplituden das Kontinuum 

chüttgut fast ausschließlich elastisch verformt wird [37], muss als Startwert bei der Mess-

wertanpassung ein sehr kleines * gewählt werden (* < 0,001).  

 

Nach Tabelle 4-1 bedeutet dies: bei konstanter maximaler Schwinggeschwindigkeit vmax und 

steigender Erregerfrequenz f verringert sich die Amplitude xmax,1. Dies führt dazu, dass Gl. 

(4-161) nur Messwerte, die bei geringer Schwingungsamplitude bestimmt wurden, mit ausrei-

chender Genauigkeit wiedergeben kann.

S
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4.7 Arbeiten anderer Autoren zum Dämpfungsverhalten kohäsiver 
Pulver 

lemmer et. al [15] betrachteten die Haftung innerhalb einer Partikelpackung unter horizonta-

n Vibrationen mit kleiner Beschleunigung (hier a = 0,02 g). Unter den Vibrationen kann es 

r 

c , 

c r Packungshöhe H (angenommene Gesamtmasse der Schüttung 2000 kg), der 

antenlänge des Siloauslaufes b (angenommene Grundfläche 1,5 m²), von der Beschleuni-

 

F

le

zum Scheren innerhalb der Partikelpackung kommen, was zu einer Verdichtung und höhere

Festigkeit führt. Es wurde eine Gleichung für Eindringtiefe der Schervorgänge D  angegeben

wobei D  von de

K

gung a und vom inneren Reibungswinkel i abhängt: 
 

g

1

sin1

sin1
aHb2HHD

i

i2
c 




  (4-164)

 

Mit folgenden angenommenen Werten [15] (Gesamtmasse der Schüttung 2000 kg; H = 1 m; 

 = 1,225 m; a = 0,02 g = 0,196 m/s²; i = 30 °) erhält man eine Eindringtiefe von 

Dc = 8,1 mm, d. h. bis zu dieser Tiefe dringen die Schervorgänge in die Partikelpackung ein 

und zerstören diese, was dann lokal zu einer Verdichtung und höherer Festigkeit führt.  

anagida et. al [102] beschäftigten sich mit der Energiedissipation von Partikelpackungen bei 

geringen Beschleunigungen (a = 0,1 g). Sie verwendeten dazu einen nach oben offenen Zy-

Maxi-

nd aus Glaskugeln (Komponente A, d  = 1049 µm) und Polyethylen-Pulver 

b

Y

linder (d = 75 mm, Pulverbetthöhe 50 mm), der mit vertikalen Schwingungen mit Frequenzen 

von 50 Hz bis 1 kHz beaufschlagt wurde. Untersuchte Pulver sind Glaskugeln 

(d50,3 = 232; 463 und 1060 µm) und Polyethylen-Pulver (d50,3 = 395 µm). Gemessen wurde 

Energiedissipation als Funktion der Erregerfrequenz. Ergebnis ist für jedes Pulver ein 

mum der Energiedissipation im untersuchten Frequenzbereich zu beobachten: für Glaskugeln 

(d50,3 = 232 µm) bei f = 593 Hz, für Glaskugeln (d50,3 = 463 µm) bei f = 467 Hz, für Glasku-

geln (d50,3 = 1060 µm) bei f = 667 Hz und für das Polyethylen-Pulver bei f = 157 Hz. Die 

maximale Energiedissipation lag bei allen Pulvern zwischen 10-7 und 10-6 J pro Schwin-

gungsperiode. 

Yanagida et. al [103] untersuchten auch Mischungen zweier kohäsiver Pulver hinsichtlich der 

Dämpfungseigenschaften. Dazu verwendeten sie einen mit der Pulvermischung gefüllten, 

vertikal erregbaren Zylinder (d = 78 mm, Pulverbetthöhe 20 mm), an dem sie die Erreger-

schwingung am Boden und die Antwortschwingung einer auf der Oberfläche des Pulvers 

platzierten Masse maßen. Die Erregerfrequenzen lagen im Bereich von 10 Hz bis 1 kHz. Die 

Mischung besta 50,3

(Komponente B, d50,3 = 320 µm) mit Volumenanteilen des Polyethylenpulvers B von 0,2; 

0,4; 0,6 und 0,8. Auch die einzelnen Pulver wurden untersucht. Es wurde eine  
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Dämpfungsfunktion V als Verhältnis der Antwort- zur Erregerschwingungsamplitude be-

stimmt. Dabei zeigte sich je nach Pulver bzw. Pulvermischung ein anderer Maximalwert 

Vmax. Tabelle 4-7 zeigt die erhaltenen Ergebnisse. 

 
Tabelle 4-7: Maximalwerte der Dämpfungsfunktion und Eigenfrequenzen [103] 

Pulver/Pulvermischung 
Maximalwert der Vergröße-
rungsfunktion Vmax 

bei f0 in Hz 

nur Glaskugeln (B = 0) 23 580 

6,5 300 Mischung mit B = 0,2 

Mischung mit B = 0,8 

Mischung mit B = 0,4 4,5 160 

Mischung mit B = 0,6 4,5 

4 

140 

120 

nur PE-Pulver (B = 1) 4 100 

 

 

Es ist abzulesen, dass mit Erhöhung von B, d.h. Zunahme des Anteils des Polyethylenpul-

er Verg ßerungsfunktion Vmax mit zugehöriger Frequenz f0 sinkt. 

eichere olyethylenpulvers führt also zu größerer Dämpfung (Vmax 

nkt) und zu kleinerer Eigenfrequenz f0. 

evy et. al [40] und Xu [101] ermittelten experimentell die Fluidisierbarkeit verschiedener 

 = 8,1 µm). Oberhalb der Partikelpackung war ein 

gen (fmax = 9,5 Hz; xmax = 10 mm) beaufschlagt werden konnte. 

vers, der Maximalwert d rö

Ein höherer Anteil des w n P

si

L

Pulver mit und ohne zusätzliche Vibrationen. Als Parameter diente jeweils die minimale Flui-

disierungsgeschwindigkeit.  

Levy [40] untersuchte ein Aerosil (d50,3 = 0,012 µm), Quartzstaub (d50,3 = 0,2 µm), Talgpul-

ver (d50,3 = 0,2 µm) und Flugasche (d50,3

Lautsprecher angebracht, der Vibrationen mit f = 80 Hz mit einer maximalen Lautstärke von 

148 dB aussandte. Die Wirbelschicht (d = 152 mm) war auf einer Grundplatte aufgebaut, die 

mit horizontalen Schwingun

Tabelle 4-8 zeigt die minimalen Fluidisierungsgeschwindigkeiten ohne und mit Vibrationen. 

 
Tabelle 4-8: Minimale Fluidisierungsgeschwindigkeiten mit und ohne Vibrationen [40] 

minimale Fluidisierungsgeschwindigkeit 
Pulver 

ohne zusätzliche Vibrationen mit zusätzlichen Vibrationen 

Aerosil 5 cm/s 1,5 cm/s 

Quarzstaub 

he 

1 cm/s > 0,1 cm/s 

Talgpulver 

Flugasc

 

 

 



 98

Die aufgebracht tionen verbessern die Fluidisierbarkeit der untersuchten Pulver. Es 

h festgestellt, dass bei vergleichbaren Schwingungsparametern die von oben auf 

lpackung wirkenden akustischen Vibrationen deutlicher die Fluidisierbarkeit 

erbessern als die am Boden eingeleiteten mechanischen Vibrationen. 

uch Xu [101] stellte eine Wirbelschichtapparatur (d = 100 mm) auf eine vibrierende Unter-

a

a

en Vibra

wurde jedoc

die Partike

v

A

lage (f = 50 Hz, xmax = 0,3 mm) und verwendete Aluminiumoxid (d50,3 = 4,8 µm), Titandioxid 

(d50,3 = 5,2 µm) und Glaskugeln (d50,3 = 6,1; 10; 39; 65 und 216 µm) als Versuchspulver. 

Tabelle 4-9 zeigt die Ergebnisse dieser Untersuchungen. 

 

 
Tabelle 4-9: Minim le Fluidisierungsgeschwindigkeiten mit und ohne Vibrationen [101] 

minim le Fluidisierungsgeschwindigkeit 
Pulver 

ohne zusätzliche Vibrationen mit zusätzlichen Vibrationen 

luminiumoxid nicht fluidisierbar 0,5 cm/s A

itandioxid nicht fluidisierbar 1,5 cm/s 

50,3 = 10 µm)  

50,3 = 39 µm) 

 = 65 µm) 

d50,3 = 216 µm) 

T

Glaskugeln (d50,3 = 6,1 µm) nicht fluidisierbar 0,1 cm/s 

Glaskugeln (d

Glaskugeln (d

nicht fluidisierbar 0,1 cm/s

0,3 cm/s 0,1 cm/s 

Glaskugeln (d50,3 0,7 cm/s 0,4 cm/s 

Glaskugeln ( 4 cm/s 2 cm/s 

 

 

 

Auch bei diesen Untersuchunge ie zusätzlich eingetrag rationen zu einer 

 wurde festgestellt, dass die Vibratio matisch“ [101] die 

ruckfestigkeit herab setzen, damit können die Vibrationen die Partikelhaftkräfte überwin-

en, das Pulver auflockern und die Fluidisierbarkeit verbessern. 

cGlinchey et. al [45] stellen einen vibrierenden Druckfestigkeitstester für kohäsive Pulver 

itet und anschließend beweg-

n führen d enen Vib

besseren Fluidisierbarkeit. Es nen „dra

D

d

M

vor, Abbildung 4-8. Es wurde feuchter Sand (d50,3 = 1000 µm) untersucht und die ermittelten 

Werte der Druckfestigkeit bei Versuchen mit und ohne Vibrationen verglichen. Die Schütt-

gutproben wurden zwischen vibrierendem Boden und oberer Masse platziert. Die Vibrationen 

mit vorgegebener Frequenz und Beschleunigung wurden eingele

te der Kolbenantrieb den Kolben abwärts, bis die jeweilige Schüttgutprobe brach.  
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Abbildung 4-8: Prinzip des vibrierenden Druckfestigkeitstesters [45] 

s wurde festgestellt, dass die gemessene Druckfestigkeit bei Versuchen mit Vibrationen Pv 

abelle 4-10: Druckfestigkeiten von feuchtem Sand ohne und mit Vibrationen [45] 

 

 

E

kleiner ist, als der bei Versuchen ohne Vibrationen Pov, wobei es auch Versuche gab, in denen 

Pov und Pv nicht signifikant voneinander abwichen, Tabelle 4-10.  

 
T

Druckfestigkeit in Pa Feuchte- Erregerfre- Beschleu- Antriebsge-
gehalt i
% 

n it 

onen, tionen 

Pov / Pv 

6 25 7,85 0,62  5 0,79 

quenz  
in Hz 

nigung 
in m/s² 

schwindigke
in mm/s 

ohne  mit  
Vibrati
Pov 

8873

Vibra
Pv 

702

 50   8873 8124 0,92 

 100 

 ,91 ,62   

  8873 9051 1,02 

 200   8873 8260 0,93 

 300   8873 8777 0,99 

3 25 4 0 16973 12672 0,75 

6    8873 7025 0,79 

9    8338 6416 0,77 
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Matchett et. al [43] verglichen experimentelle Daten vibrierender Partikelbetten mit Daten aus 

igt experimentelle und Abbildung 4-10 zeigt Simulationsergebnisse der er-

2-D-DEM-Simulationen auf der Basis der Energiedissipation. Die Experimente wurden in 

einem nach oben offenen, vertikal vibrierenden Plexiglasbehältern verschiedener Größe 

(quadratisch mit 30, 40 und 80 mm Kantenlänge, kreisrund mit 30, 40 und 84 mm Durchmes-

ser und rechteckig 60 x 30 mm und 80 x 40 mm) durchgeführt. Bei konstanter Frequenz wur-

de mit 0,3 bis 50 m/s² beschleunigt. Untersuchte Pulver waren Glaskugeln (d = 425 –

 600 µm), Bronzekugeln (d = 600 – 1000 µm), Acrylkugeln (d = 425 – 600 µm) und Gummi 

(d = 425 – 600 µm). Die jeweiligen Ergebnisse wurden hinsichtlich der Energiedissipation 

ausgewertet. Für die Simulation wurde eine kommerzielle Software (P-TAK der Fa. IEA, Ja-

pan) verwendet. 

Abbildung 4-9 ze

mittelten Energiedissipation. Abbildung 4-11 und Abbildung 4-12 vergleichen experimentelle 

und Simulationsergebnisse. 

 

 

 
 

Abbildung 4-9: Energiedissipation (Energy dissipation rate) über vertikaler Behälterbewe-
gung (base displacement) für verschiedene Beschleunigungen, experimentelle Ergebnisse 
(Glaskugeln, d = 425 – 600 µm, 10 Schichten, f = 500 Hz, kreisrunde Zelle mit 84 mm 
Durchmesser) [43] 
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Abbildung 4-10: Energiedissipation (Energy dissipation rate) über vertikaler Behälterbewe-
gung (base displacement) für verschiedene Beschleunigungen, Simulationsergebnisse 
(d = 500 µm, 10 Schichten, f = 500 Hz, kreisrunde Zelle mit 80 mm Durchmesser) [43] 

 

 

 

 
 
Abbildung 4-11: Energiedissipation (Energy dissipation rate) über vertikaler Behälterbewe-
gung (base displacement) für a = 5 m/s², vergleich von experimentellen und Simulationser-
gebnissen (d = 500 µm, 10 Schichten, f = 500 Hz, kreisrunde Zelle mit 80 mm Durchmesser) 
[43] 
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Abbildung 4-12: Energiedissipation (Energy dissipation rate) über vertikaler Behälterbewe-
gung (base displacement) für a = 15 m/s², vergleich von experimentellen und Simulationser-
gebnissen (d = 500 µm, 10 Schichten, f = 500 Hz, kreisrunde Zelle mit 80 mm Durchmesser) 
[43] 

 

 

Es ist abzulesen, dass die DEM in der Lage ist, qualitativ die experimentellen Ergebnisse 

wieder zu geben. Jedoch wurde festgestellt, dass die Simulation gerade im Bereich kleiner 

Beschleunigungen weniger erfolgreich angewendet werden kann. Der Vergleich der Ergeb-

nisse in Abbildung 4-11 (für kleine Beschleunigungen, hier a = 5 m/s²) liegt die gemessene 

Energiedissipation bei etwa 0,02 W/m², die simulierte hingegen bei etwa 5 W/m². Der Wert 

der Simulation ist also ca. 250-mal größer als der experimentell ermittelte. Bei höherer Be-

schleunigung (Abbildung 4-12) ist der Wert der Simulation nur etwa 18-mal größer als der 

experimentell ermittelte. 
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5 Versuchsaufbau und Messmethoden 

5.1 Translations-Scherapparatur 

 

Die verwendete Translations-Scherapparatur setzt sich aus den Komponenten Scherzelle, 

Scherantrieb und Kraftsensor zusammen. Kernstück der Versuchsanordnung ist die Scherzel-

le, bestehend aus Scherring, Scherboden und Scherdeckel, wie sie in Tabelle 5-1 beschrieben 

und in Abbildung 5-4 dargestellt ist. Die Unterseite des Scherdeckels und die Oberseite des 

Scherbodens sind jeweils mit Rillen versehen, um ein Gleiten des Schüttgutes an der Wan-

dung zu unterbinden. Durch Verschieben des Scherringes relativ zum Scherboden werden von 

den zu untersuchenden Schüttgütern Scherkraftverläufe aufgezeichnet, siehe dazu Abbildung 

5-5. Um eine Beeinflussung der Scherkraftmessung durch die Schwingungseinleitung zu mi-

nimieren, wird die Scherkrafteinleitung als Zugseil ausgeführt. Als Scherantrieb dient ein 

Gleichstrommotor mit Stirnradgetriebe und Lineareinheit. Zur Gewährleistung einer lastunab-

hängigen Schergeschwindigkeit ist der Motor drehzahlgeregelt. Für das stoßfreie Aufsetzen 

größerer Normallasten ist ein elektrischer Hubantrieb vorgesehen.  

 
Tabelle 5-1: Technische Daten der verwendeten Translations-Scherapparatur  

Scherzelle Innendurchmesser: 

Höhe des Scherringes: 

Höhe des Scherbodens (innen): 

Material der Scherzelle: 

maximaler Scherweg: 

95 mm 

16 mm 

14 mm 

Aluminium 

8 mm 

Scherantrieb Vorschubgeschwindigkeit schnell: 

Messvorschub: 

40 mm/min 

1....10 mm/min 

Hubantrieb Hubkraft: 

Hubgeschwindigkeit: 

500 N 

0...10 mm/s 

Nutzbarer 
Spannungsbereich 

Normalspannung: 

Scherspannung: 

0,5...70 kPa 

max. 70 kPa 

 

 

5.2 Aufbau der Vibrations-Scherapparatur 

 

Die in Abschnitt 5.1 beschriebene Translations-Scherapparatur wurde von Kollmann [37] so 

erweitert, dass während des Schervorgangs horizontale Schwingungen ins Schüttgut eingelei-

tet werden können. Für die Einleitung der Schwingungen ist ein elektrodynamischer Schwin-

gerreger vorgesehen. Die maximal erreichbare Erregerkraft beträgt bei harmonischer  
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Erregung Fe,max = 196 N. Der verwendbare Frequenzbereich liegt bei 5 Hz ≤ f ≤ 9000 Hz. Die 

maximal erreichbaren Werte von Beschleunigung und Geschwindigkeit sind amax = 980 m/s² 

und vmax = 1,78 m/s. Die Maximalamplitude beträgt xmax = 17,6 mm. Über einen Synthesizer-

Funktionsgenerator wird die Frequenz f sowie die Erregerkraft Fe vorgegeben. Für die Erfas-

sung der Schwingungssignale werden zwei piezoelektrische Sensoren verwendet. Die 

Schwingungsmesssignale gelangen über ein analoges Bandpassfilter (Hoch- und Tiefpassfilter 

Typ: Butterworth 4. Ordnung, -3 dB - Eckfrequenzen: 10 / 600 Hz) auf eine A/D-

Wandlerkarte (16 Bit, maximale Summenabtastrate: 20 kHz, maximale Abtastrate je Kanal: 4 

kHz). Die so aufbereiteten Messsignale wurden auf dem PC mittels handelsüblicher Software 

ausgewertet. Abbildung 5-1 zeigt das Blockschaltbild des nachfolgend als Vibrations-

Scherapparatur bezeichneten Versuchsstandes einschließlich der Messtechnik. Die verwende-

ten Sensoren sind in Tabelle 5-2 spezifiziert. 

 

                                    

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

  Scherzelle Scher-  
antrieb 

Kraftsensor 
(DMS) 

Mess-
verstärker 

Beschl.-Sensor 1
(piezoelektrisch) 

Beschl.-Sensor 2 
(piezoelektrisch) 

Kraftsensor 
(piezoelektrisch)

Elektrodynam. 
Schwingerreger 
(Fmax = 200 N) 

Leistungs- 
verstärker 

Funktions-
generator 
(Sinus oder 
 Rauschen) 

Bandfilter 
HP   10 Hz 
TP  600 Hz 

Mess- 
verstärker 

A/D Wandler 
(Einsteck-Karte), 
Abtastfrequenz 
 2 kHz (4 kHz) 

PC 

 
 

Abbildung 5-1: Blockschaltbild der Vibrations-Scherapparatur 

 
 
Tabelle 5-2: Verwendete Sensoren 

Messgröße Sensor-Bauart Empfindlichkeit Messbereich Abtastfrequenz 

Scherkraft 
DMS1- 

Brücke 

50 mV / N 

20 mV / N 

0...200 N 

0...500 N 

10 Hz 

10 Hz 

Beschleunigung Isotron 
g1

mV
100


  50g 2 / 4 kHz 

1 Dehnungsmessstreifen  
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Für die Durchführung von Scherversuchen bei gleichzeitiger Schwingungseinwirkung (nach-

folgend als Vibrations-Scherversuche bezeichnet) wurden von Roberts [57] zwei prinzipielle 

Versuchsanordnungen vorgeschlagen: 

 

 I Schwingungseinleitung über den Scherring („Scherring schwingt“) 

 II Schwingungseinleitung über den Scherboden („Gesamte Scherzelle schwingt“) 

 

Im Rahmen dieser Arbeit wurde ausschließlich die Versuchsanordnung II verwendet. Die 

Schwingungen werden jeweils senkrecht zur Scherrichtung eingetragen, um eine Beeinflus-

sung der Scherkraftmessung durch die Schwingungen möglichst gering zu halten. Aus dem 

gleichen Grund wird zur Scherkrafteinleitung ein Zugseil verwendet. 

Bei der Versuchsanordnung I ist der Scherboden starr mit der Unterkonstruktion verbunden. 

Die Schwingungen werden über einen Erregerstab, der mit dem Scherring verschraubt ist, auf 

diesen übertragen und gelangen von dort ins Schüttgut, Abbildung 5-2, links. Der modifizierte 

Aufbau, Abbildung 5-2, rechts, zeichnet sich dadurch aus, dass der Scherring gezogen und 

nicht geschoben wird. Das hat den Vorteil, dass vor allem bei höheren Normallasten ein Ab-

klappen des Scherdeckels unterbunden wird. 

 

nach ROBERTS

flexibler Arm

f, Fe

ae

Scherkraft FSNormalkraft FN

modifiziert

Normalkraft FN

Scherkraft FS

flexibler Arm

f, Fe

ae

 
 

Abbildung 5-2: Schwingungseinleitung über den Scherring (links) oder Scherdeckel (rechts) 

 

Bei der Versuchsanordnung II, Schwingungseinleitung über den Scherboden, Abbildung 5-3, 

befindet sich die gesamte Scherzelle auf einer Grundplatte, die über Blattfedern schwingfähig 

gelagert ist. Die Schwingungen werden an der Grundplatte und damit am Scherboden einge-

leitet und über das Schüttgut auf den Ring übertragen (Scherboden und Scherring stehen nicht 

in direktem Kontakt!).  

Diese Anordnung gestattet Untersuchungen zum Übertragungsverhalten, also der Schwin-

gungsdämpfung im Schüttgut und dem Auftreten von Resonanzeffekten. Am Scherring und 

Scherboden befindet sich jeweils ein Beschleunigungssensor. Aus der Abschwächung oder 

 



 106

Verstärkung und der Phasenlage zwischen dem Erreger- und den resultierendem Signal ae und 

ar können die Parameter des in Abschnitt 4 beschriebenen Modells des fußpunkterregten 

Schwingers gewonnen werden. Darüber hinaus steht der Einfluss von Schwingungsdämpfung 

und Resonanz auf das Fließverhalten im Vordergrund.  

 
Normalkraft FN

Scherring

Scherboden

Scherkraft FS

Blattfeder

f, Fe

Bodenplatte

ar

ae

 
 

Abbildung 5-3: Schwingungseinleitung über den Scherboden („Gesamte Scherzelle 
schwingt“) 

 

Bei beiden Versuchsanordnungen greift die Erregerkraft orthogonal sowohl zur Scher- als 

auch zur Normalkraft an, um eine Beeinflussung der Scherkraftmessung durch die Schwin-

gungen möglichst gering zu halten. Dies entspricht etwa den Verhältnissen in der Praxis. Für 

die Siloentleerung wirkt die Erregerkraft in der Regel ebenfalls näherungsweise orthogonal 

zur Fließrichtung. Auch dort wird eine horizontale Schwingungseinleitung angestrebt, da ver-

tikale Schwingungen zur Verdichtung des Schüttgutes führen können.  

Die praktische Umsetzung des Konzeptes „Schwingende Scherzelle“ sowie die Anbindung 

von Schwingungserregung und Messtechnik sind am Beispiel der Versuchsanordnung II in 

Abbildung 5-4 gezeigt. 

Bei der Versuchsanordnung II gilt den Blattfedern besonderes Augenmerk. Sie dürfen einer-

seits beim Vorverfestigen mit der zum Teil recht hohen Verfestigungslast (V/an ≤ 2,5) nicht 

ausknicken. Andererseits müssen sie „weich“ genug sein, um die Eigenfrequenz der Scherzel-

le mit aufgelegter Abscherlast (ab  0,25 an) außerhalb des interessierenden Bereiches, d.h. 

mindestens unter 10 Hz zu halten. Daher sind für jeden einzelnen Fließort Blattfedern indivi-

dueller Stärke notwendig. Die bei diesen Untersuchungen verwendeten Blattfedern sind 

20 mm breit, 50 mm lang und abhängig von der Verfestigungslast 0,3 mm bis 0,7 mm stark. 
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Abbildung 5-4: Versuchsanordnung II, Schwingungseinleitung über den Scherboden, mit 
Schwingungserregung und Messtechnik 

 

 

5.3 Der direkte Scherversuch 
 

5.3.1 Durchführung eines Translations-Scherversuches nach Jenike 

 

Der Translations-Scherversuch nach Jenike [27] beinhaltet drei Schritte: Vorverfestigen, An-

scheren und (Ab-) Scheren. Die ersten beiden Schritte, Vorverfestigen und Anscheren, dienen 

der Herstellung eines reproduzierbaren Ausgangszustandes mit der Beanspruchungsvorge-

schichte „Stationäres Fließen“, d.h. Fließen unter Volumenkonstanz. Beim Vorverfestigen 

wird das locker eingefüllte Schüttgut mit einer dem Fließort entsprechenden Normallast ver-

dichtet. Dabei dienen Drehschwingungen (das so genannte Twisten) der Vergleichmäßigung 

der Verdichtung des Schüttgutes in der Scherzelle. Beim Anscheren wird die Schüttgutprobe 

mit einer gewählten Normalspannung an (simuliertes Eigengewicht des Schüttgutes z.B. im 
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Silo) belastet und so lange mit konstanter Geschwindigkeit geschert, bis die gemessene 

Scherkraft konstant bleibt. Hier sollen Scherring und Scherboden genau übereinander liegen. 

Das Erreichen dieses konstanten Scherkraftniveaus gilt als Indiz für stationäres Fließen, 

Abbildung 5-5.  

 

 
 

Abbildung 5-5: Translationsscherversuch nach Jenike [27] 

 

 

Aufgrund des begrenzten Scherweges der Jenike-Scherzelle ist dieser Zustand nur nach einer 

dem Anscheren vorangestellten Vorverfestigung der Probe möglich. Die Bedingungen beim 

Vorverfestigen werden solange variiert, bis beim anschließenden Anscheren eine „kritische 

Verfestigung“, Abbildung 5-6, beobachtet wird.  
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Abbildung 5-6: Mögliche Scherkraftverläufe beim Anscheren 
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Aus der aufgebrachten Normallast und der gemessenen Scherkraft beim Anscheren erhält man 

den ersten Punkt im Fließortdiagramm, Anscherpunkt „A“ siehe Abbildung 5-5, rechts. Die-

ser Anscherpunkt mit dem dazugehörigen Mohr-Kreis repräsentiert das stationäre Fließen als 

Beanspruchungsvorgeschichte. Beim Abscheren ergibt sich ein Scherkraft-Verlauf einer über-

verfestigten Probe mit einem Scherkraftmaximum (Punkt C in Abbildung 3-4), dem Beginn 

der plastischen Verformung. 

Nach dem Anscheren wird der Schervorgang unter verminderter Normalspannung mit 

0,25 ≤ ab / an ≤ 0,8 fortgesetzt. Bei kohäsiven Schüttgütern wird dieser Bereich nach unten 

vom Tangentialpunkt des Fließortes mit dem Mohr-Kreis der einaxialen Druckfestigkeit c 

limitiert, Abbildung 5-5, rechts. Für kohäsive Schüttgüter erhält man beim Abscheren typi-

scherweise ein Scherkraftmaximum wie in Abbildung 5-5, links, die Probe kann aber auch 

ohne ausgeprägtes Maximum wieder in stationäres Fließen auf niedrigerem Niveau über ge-

hen. Aus Scherspannung und Normalspannung beim Abscheren resultiert jeweils direkt ein 

Punkt des Fließortes. Mehrere Abscherpunkte ergeben die Fließortlinie, die sich im gemesse-

nen  Spannungsbereich (0,25 ≤ ab / an ≤ 0,8) meist durch eine Gerade approximieren lässt.  

Durch Variation der Normalspannung beim Anscheren an erhält man eine Schar von Fließor-

ten. Als Schar-Parameter dienen Schüttgutdichte b bzw. Porosität . 
 

 

5.3.2 Mögliche Versuchsmethoden von Vibrations-Scherversuchen 

 

Für die Durchführung von Vibrations-Scherversuchen sind unterschiedliche Versuchsproze-

duren möglich, je nachdem während welcher Teilschritte die Schwingungen eingetragen wer-

den. Die daraus resultierenden Versuchsmethoden werden im Einzelnen vorgestellt, Tabelle 

5-3.  

 
Tabelle 5-3: Versuchsmethoden und mögliche Anwendungen [37] 

Methode Schwingungen Anwendung, Beispiele 

A1 nur beim  
Abscheren 

Intervallbetrieb von Austraghilfen („gepulste Vibration“) 
z.B. zur Zerstörung von Schüttgutbrücken 

B beim An- und  
Abscheren 

kontinuierlicher Betrieb von z.B. Schwingtrichtern 

C1 bei der 

Vorverfestigung 

unerwünschte Schwingungen während der Silobefüllung 
und Lagerung ohne Austrag 

D zwischen An-  
und Abscheren 

unerwünschte Schwingungen während Lagerung und 
Transport, z.B. Verfestigung beim Bahntransport 

1 Roberts [56, 57] 
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Im Rahmen dieser Arbeit steht vorrangig die Methode B, Schwingungen beim An- und Ab-

scheren, im Vordergrund, um die Einflüsse von mechanischen Schwingungen auf das Fließ-

verhalten von kohäsiven Schüttgütern zu beurteilen.  

Im ersten Fall, Methode A, erfolgt das Anscheren ohne Schwingungen. Die Schwingungen 

werden nur während des Abscherens eingetragen. Mit dieser Methode kann der Intervallbe-

trieb schwingender Austraghilfen simuliert werden. Bei diesem häufig auftretenden Anwen-

dungsfall wird das Silo ohne zusätzlich aufgegebene Schwingungen befüllt und während des 

Entleerens werden die Außen-Vibratoren, Schwingtrichter etc. jeweils kurzzeitig mit zwi-

schengeschalteten Pausen betrieben.  

In Methode B werden die Schwingungen sowohl beim Anscheren als auch beim Abscheren 

unter jeweils gleichen Bedingungen aufgegeben. Dieses Vorgehen entspricht den Verhältnis-

sen bspw. in einem kontinuierlich betriebenen Schwingtrichter. Hier wird nicht nur das be-

ginnende, sondern auch das stationäre Fließen durch die Schwingungen beeinflusst.  

Kaaden, in [57], beaufschlagte die Schüttgutprobe zwischen Vorverfestigen und Anscheren 

mit horizontalen oder vertikalen Schwingungen, Methode C. Dieser Fall simuliert das Befül-

len bei geschlossenem Auslauf. Als Ergebnis erhielt er Fließorte, die erwartungsgemäß ober-

halb des Fließortes ohne Schwingungseinwirkung lagen, das bedeutet, hier wirken die einge-

tragenen Schwingungen der normalerweise erwarteten Fließverbesserung entgegen. Sie füh-

ren offenbar zu einer zusätzlichen Verdichtung des Schüttgutes. 

Des Weiteren können unerwünschte Schwingungen während der Lagerung bzw. während des 

Transports z.B. per Bahn untersucht werden, Methode D. Analog zur Vorgehensweise bei der 

Quantifizierung von Zeitverfestigungen wird die Probe zwischen An- und Abscheren einer 

Schwingungseinwirkung ausgesetzt. Der Schwingungseintrag im Ruhezustand verursacht 

i.allg. eine Verfestigung und damit Fließverschlechterung. Typische Beanspruchungen, die 

z.B. beim Bahntransport (siehe [37]) auftreten, können mit Hilfe spezieller Schwingungsmodi 

berücksichtigt werden.  

Schließlich können weitere mögliche Anwendungen durch geschickte Kombination der ein-

zelnen Methoden abgedeckt werden, bspw. Vibrationsverdichtung beim Transport und an-

schließendes Entleeren des Waggons mit Hilfe schwingender Austraghilfen durch Kombinati-

on von Methode D mit Methode A.  

 

 

5.3.3 Schwingungseinleitung beim An- und Abscheren 

 

Die Schüttgutprobe wird vorverfestigt und angeschert. Sowohl beim An- als auch beim Ab-

scheren der Probe wird bei fest eingestellter Frequenz f eine Beschleunigung a vorgegeben 

(wodurch auch der Schwingweg x und die Schwinggeschwindigkeit v definiert sind, vgl. 

Tabelle 4-1). Als Ergebnis erhält man die Scherfestigkeit bei Schwingungseinwirkung als 

 



 111

gemessene Scherspannung v() für die jeweils verwendete Schwinggeschwindigkeit vmax. 

Aufgrund der verwendeten Kraftsteuerung für die Schwingungserregung ist die exakte Vor-

gabe einer vorgewählten Schwingungsgröße, wie der Schwinggeschwindigkeit nicht möglich. 

Die Messung bei einer bestimmten Schwinggeschwindigkeit sowie Wiederholversuche mit 

jeweils der gleichen Schwinggeschwindigkeit sind somit sehr aufwändig.  

Nach Erreichen des stationären Fließens wird die Normallast verringert und unter identischer 

Schwingungseinwirkung abgeschert. Zusätzlich zu den Kurven für die Scherspannung  er-

hält man eine Kurve für die Anscher-Scherspannung unter Schwingungseinwirkung an,. 

Damit können nun komplette Schwingungs-Fließorte, einschließlich des jeweiligen Verfesti-

gungs-Mohr-Kreises, konstruiert werden. 

 

 
 
Abbildung 5-7: Ermittlung von Fließorten unter Schwingungseinwirkung 
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6 Beschreibung der Versuchspulver 
 

Im Rahmen dieser Arbeit wurden die Pulver Kalkstein (CaCO3, OMYA) und Titandioxid 

(TiO2, KRONOS 1001) untersucht. Die charakteristischen Merkmale dieser Pulver sind in 

Tabelle 6-1 aufgeführt. Abbildung 6-1 zeigt die Partikelgrößenverteilungen der Schüttgüter. 

 

Tabelle 6-1: Stoffkennwerte der verwendeten Pulver und Partikel [37] 

Merkmal Symbol Einheit CaCO3 TiO2 

mittlerer Durchmesser d50 m 1,3 0,6 

Sauterdurchmesser dST m 1,1 0,5 

spezifische Oberfläche (BET) Asp,BET m²/g 8,4 10,2 

Feststoffdichte S kg/m³ 2650 3860 

Feuchtegehalt Xl -- 0,004 0,003 

unverfestigte Schüttgutdichte b,0 kg/m³ 540 571 

Porosität (unverfestigt) 0 -- 0,79 0,86 

Elastizitätsmodul  E kN/mm² 80 280 

Mohs-Härte -- -- 3 5,5 … 6 

Vickers-Härte HV N/mm² 115 … 140 710 … 1120 

Kompressibilitätsindex n -- 0,08 0,06 

Hamaker-Konstante [22] CH,sls J 3,6 · 10-20 12,6 · 10-20 
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Abbildung 6-1: Partikelgrößenverteilung der verwendeten Pulver 
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Die ausgewählten Pulver zeichnen sich durch eine hohe Konstanz in ihren mechanischen Ei-

genschaften aus [37] und finden breite industrielle Anwendung. Darüber hinaus unterscheiden 

sich die Pulver in ihren mechanischen Eigenschaften voneinander, Tabelle 6-1, und sind daher 

gut als Modell-Schüttgüter geeignet.  

 

 
Abbildung 6-2: REM-Aufnahme des Kalk-
steinpulvers 

 
Abbildung 6-3: REM-Aufnahme des Titan-
dioxids: Agglomerate 

 

Abbildung 6-2 zeigt eine REM-Aufnahme des Kalksteinpulvers. Die Partikeln sind unregel-

mäßig geformt, wie es für Zerkleinerungsprodukte typisch ist. Das Titandioxidpulver 

(Abbildung 6-3) besteht aus kugeligen Primärpartikeln mit einem Durchmesser von ca. 100 

nm. Diese bilden fest verwachsene dreidimensionale Kugelketten, die als Aggregate bezeich-

net werden). Beide Produkte bilden nicht verwachsene aber haftende Verbände von Partikeln 

(Agglomerate), deren Größe sich bis in den Millimeter-Bereich erstrecken kann. Abbildung 

6-3 zeigt TiO2 - Agglomerate; die kugelförmigen Primärpartikeln sind gut zu erkennen. Die 

Partikelgrößenverteilung wurde mittels Laser-Beugungsspektrometrie (Sympatec Helos) ge-

messen. Die Produkte wurden in Wasser dispergiert, um die vorhandenen Agglomerate zu 
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zerstören. Beim Titandioxidpulver handelt es sich somit um die Größenverteilung der stabilen 

Aggregate. 

Die spezifische Oberfläche wurde durch Stickstoffadsorption (BET- Einpunktmethode nach 

DIN 66132) und die Feststoffdichte mit einem Helium-Pyknometer (Micromeritics) bestimmt. 

Für die Adsorptionsmethode und die Feststoffdichte-Bestimmung wurden die Proben jeweils 

ca. 24 h bei 200 °C getrocknet. 

Die Gutfeuchte Xl  ist als Verhältnis der Masse an Flüssigkeit ml zur Masse an trockenem 

Feststoff ms definiert, Gl. (2-26). Die Werte wurden thermogravimetrisch mit einem Infrarot-

Feuchtemessgerät (Sartorius MA 30) durchgeführt. Die Trocknungstemperatur betrug 110 °C. 

Während der gesamten Untersuchungen wurde der Feuchtegehalt der Pulver regelmäßig 

überprüft. Bei im Labor auftretenden relativen Luftfeuchtigkeiten 40% ≤ RLF ≤ 60% konnte 

keine signifikante Schwankung von Xl gemessen werden. Eine Änderung der Gutfeuchte der 

Pulver aufgrund der schwankenden Luftfeuchtigkeiten kann daher ausgeschlossen werden. 

Die Messungen zum Fließverhalten ergaben, dass sich beide Pulver kohäsiv bis sehr kohäsiv 

verhalten. Dabei ist beim Kalksteinpulver ein flacherer Verlauf der Verfestigungsfunktion zu 

sehen als beim Titandioxid. 
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Abbildung 6-4: Fließverhalten von Kalkstein und Titandioxid 
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7 Ergebnisse der experimentellen Untersuchungen 
 

In diesem Kapitel sollen die wesentlichen und aussagekräftigsten Ergebnisse der experimen-

tellen Untersuchungen zum Fließ- und Dämpfungsverhalten kohäsiver Pulver unter dem Ein-

fluss mechanischer Schwingungen dargestellt und diskutiert werden. Darunter wird in der 

Silopraxis das Fließen unter Schwerkraftwirkung verstanden, wobei der Schwerkraftfluss der 

Schüttgüter durch überlagerte Schwingungseinwirkung initiiert und unterstützt wird.  

Die nachfolgend gezeigten Ergebnisse wurden mit der Versuchsanordnung „Gesamte 

Scherzelle schwingt“ (siehe Abschnitt 5.2) erzielt. Die aufgebrachten Schwingungen hatten 

Erregerfrequenzen zwischen 50 Hz und 200 Hz. In Anlehnung an die Untersuchungen von 

Kollmann [37] wurde dabei eine maximale Schwinggeschwindigkeit von vmax = 20 mm/s ver-

wendet.  

 

7.1 Beschreibung von Erreger- und Antwortschwingung 

 

In diesem Abschnitt wird gezeigt, dass es sich sowohl bei der Erregung des Scherbodens als 

auch bei der Antwortschwingung des Scherringes um eine sinusförmige Schwingung handelt. 

Das ist die Vorraussetzung, damit die Beschreibung als harmonische Schwingung und die 

Parameteranpassung nach der in Abschnitt 4.6 beschriebenen Methode erfolgen kann. 

Abbildung 7-1 zeigt die gemessenen Kurven der Erreger- und Antwortschwingung, die am 

Scherboden bzw. Scherring bei einer Erregerfrequenz von f = 100 Hz und einer Amplitude 

der Erregerbeschleunigung von a = 12,9 m/s² aufgenommen wurden.  
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Abbildung 7-1: Gemessene Erreger- und Antwortschwingung für die Erregerfrequenz 
f = 100 Hz und eine Erregerbeschleunigungsamplitude amax,1 = 12,9 m/s² (vmax = 20,5mm/s) 
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Abbildung 7-2: Gemessene und berechnete Erregerschwingung für die Erregerfrequenz 
f = 100 Hz und eine Erregerbeschleunigungsamplitude amax,1 = 12,9 m/s² (vmax = 20,5mm/s) 
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Abbildung 7-3: Gemessene und berechnete Antwortschwingung für die Erregerfrequenz 
f = 100 Hz und eine Erregerbeschleunigungsamplitude amax,1 = 12,9 m/s² (vmax = 20,5mm/s) 

 

 

In Abbildung 7-2 und Abbildung 7-3 werden die gemessenen Kurven der Erreger- bzw. Ant-

wortschwingung mit Sinuskurven verglichen, die mit den gleichen Parametern berechnet 

wurden. Gemessene und berechnete Kurven sind praktisch deckungsgleich. Das zeigt sehr 

deutlich, dass es sich bei der Erreger- und bei der Antwortschwingung jeweils um Sinus-

schwingungen handelt. Somit kann die Parameteranpassung nach der in Abschnitt 4.6 be-

schriebenen Methode erfolgen. 
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7.2 Einfluss der Vibrationen auf das Fließ- und Dämpfungsverhal-
ten von kohäsivem Kalksteinmehl 

7.2.1 Fließverhalten 

 

Um den Einfluss der Schwingungen auf das Fließverhalten zu veranschaulichen, soll zunächst 

beispielhaft die Darstellung der Scherkraft-Zeit-Kurven als elementare Messdaten erfolgen.  
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Abbildung 7-4: Typische Scherkraft-Zeit-Kurven („Gesamte Scherzelle schwingt“, Fließort 1, 
Methode „B“, maximale Schwinggeschwindigkeit 20 mm/s, Schergeschwindigkeit 2mm/min) 

 

 

 

Abbildung 7-4 zeigt typische Scherkraft-Zeit-Kurven für Versuche mit Kalksteinpulver 

(OMYA) bei einer Anscherspannung von an = 2 kPa und einer Abscherspannung von 

ab = 1,6 kPa bei unterschiedlichen Erregerfrequenzen (Methode „B“, Schwingungseinleitung 

beim An- und Abscheren). Sehr deutlich ist die Abnahme der gemessenen Scherkraft durch 

die eingeleiteten Schwingungen sowohl beim An- als auch beim Abscheren zu sehen. Je grö-

ßer die Erregerfrequenz, d.h. je größer die Schwingungsintensität ist, desto deutlicher ist die 

Scherspannungsreduzierung ausgeprägt.  

 

 



 118

0

0,5

1

1,5

2

2,5

0 0,5 1 1,5 2 2,5 3 3,5 4

Normalspannung  in kPa

S
ch

er
sp

an
n

u
n

g 
 

in
 k

P
a

Linear (0)

Linear (60)

Linear (120)

Linear (180)

f = 0 Hz
f = 60 Hz
f = 120 Hz
f = 180 Hz

Erregerfrequenzen

 
 

Abbildung 7-5: Lage der Fließorte 1 ohne Schwingungseinwirkung und bei verschiedenen 
Erregerfrequenzen f für Kalksteinpulver bei maximaler Schwinggeschwindigkeit 
vmax = 20 mm/s 

 

 

Abbildung 7-5 zeigt die Lage der Fließortgeraden bei unterschiedlichen Erregerfrequenzen 

und maximaler Schwinggeschwindigkeit vmax = 20 mm/s am Beispiel des Fließortes 1. Weite-

re Fließorte befinden sich im Anhang. Durch den Einfluss der Schwingungen werden die 

Fließortgeraden weitgehend parallel zu kleineren Scherspannungen verschoben. Das bedeutet, 

der innere Reibungswinkel i kann als annähernd invariant gegenüber der Schwingungsein-

leitung betrachtet werden. Die Kohäsion c hingegen wird unter Schwingungseinwirkung 

deutlich kleiner. Das hat ebenfalls zur Folge, dass bei konstantem innerem Reibungswinkel i 

die einaxiale Druckfestigkeit c ebenfalls abnimmt, da gilt [80] 
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Abbildung 7-6 zeigt den Einfluss der eingeleiteten Schwingungen auf das Fließverhalten von 

Kalksteinpulver anhand der erhaltenen Verfestigungsfunktionen c = c(1). Deutlich er-

kennbar ist die Verbesserung des Fließverhaltens an den größer werdenden Werten der Fließ-

funktion ffc mit zunehmender Schwingungsintensität. Diese nimmt mit steigender Frequenz 

zu, da die Schwinggeschwindigkeit konstant (hier vmax  = 20 mm/s) gehalten wurde. Durch 

die eingeleiteten Schwingungen kommt es zu einer Aktivierung des Schüttgutes, wobei die 

Schwingungen selbst nicht zu einem Bruch der Probe führen, sondern lediglich das Fließen 

des Pulvers unterstützen [37]. Schneidet eine der eingezeichneten Funktionen die Achse der  
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Verfestigungsspannung 1, so bedeutet dies, dass das Schüttgut durch den Schwingungsein-

trag soweit aktiviert wurde, dass es sich nahezu frei fließend verhält. 
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Abbildung 7-6: Fließfähigkeit von Kalksteinpulver, abhängig von der Erregerfrequenz f bei 
konstanter maximaler Schwinggeschwindigkeit vmax = 20 mm/s 
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Abbildung 7-7: Fließfähigkeit von Kalksteinpulver, abhängig von der maximalen Schwingge-
schwindigkeit bei konstanter Erregerfrequenz f = 60Hz 
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In Abbildung 7-7 ist der Einfluss der maximalen Schwinggeschwindigkeit auf das Fließver-

halten von Kalksteinpulver zu sehen. Auch hier verbessert sich mit zunehmender Schwin-

gungsintensität das Fließverhalten des Pulvers, was an den zu größeren Werten der Fließfunk-

tion verschobenen Funktionsgeraden abzulesen ist.  

In Tabelle 7-1 und Tabelle 7-2 sind die in Abbildung 7-6 und Abbildung 7-7 graphisch darge-

stellten Werte der einaxialen Druckfestigkeit und der Fließfunktion zusammen gefasst. 

 
Tabelle 7-1: Einaxiale Druckfestigkeit und Fließfunktion von Kalksteinpulver abhängig von 
der Erregerfrequenz f bei konstanter maximaler Schwinggeschwindigkeit vmax = 20 mm/s 

ohne Schwingungen f = 60 Hz f = 120 Hz f = 180 Hz 

FO 1 
in 
kPa 

c 
in 
kPa 

ffc 
1 
in 
kPa 

c 
in 
kPa 

ffc 
1 
in 
kPa 

c 
in 
kPa 

ffc 
1 
in 
kPa 

c 
in 
kPa 

ffc 

1 4,7 1,8 2,6 4,8 0,6 8,6 4,2 1,0 4,1 4,0 1,7 2,4 

2 10,0 4,7 2,2 10,2 1,6 6,2 7,6 3,3 2,3 11,7 0,8 15,5 

3 17,7 9,6 1,8 17,6 7,3 2,4 18,2 4,8 3,8 22,4 2,9 7,7 

4 34,2 15,3 2,2 35,3 14,3 2,5 32,7 12,2 2,7 32,9 11,2 2,9 

 

 
Tabelle 7-2: Einaxiale Druckfestigkeit und Fließfunktion von Kalksteinpulver abhängig von 
der maximalen Schwinggeschwindigkeit vmax bei konstanter Erregerfrequenz f = 60 Hz 

ohne Schwingungen vmax = 5 mm/s vmax = 10 mm/s vmax = 20 mm/s 

FO 1 
in 
kPa 

c 
in 
kPa 

ffc 
1 
in 
kPa 

c 
in 
kPa 

ffc 
1 
in 
kPa 

c 
in 
kPa 

ffc 
1 
in 
kPa 

c 
in 
kPa 

ffc 

1 4,7 1,8 2,6 4,7 1,7 2,8 4,7 0,6 7,3 4,8 0,6 8,6 

2 10,0 4,7 2,2 10,4 4,6 2,3 10,3 3,7 2,8 10,2 1,6 6,2 

3 17,7 9,6 1,8 18,1 9,1 2,0 17,9 9,5 1,9 17,6 7,3 2,4 

4 34,2 15,3 2,2 38,8 17,1 2,3 34,6 16,3 2,1 35,3 14,3 2,5 

 

Neben mechanischen Schwingungen hat auch die Materialfeuchte einen nicht unerheblichen 

Einfluss auf das Fließverhalten kohäsiver Pulver. Im Folgenden soll kurz auf den Einfluss 

unterschiedlicher Materialfeuchte auf das Fließverhalten am Beispiel von kohäsiven Kalk-

steinpulvers eingegangen werden.  

Abbildung 7-8 zeigt die Lage der jeweiligen Fließorte 1 für verschiedene Materialfeuchten Xl. 

Weitere Fließorte befinden sich im Anhang. Mit zunehmender Materialfeuchte verschieben 

sich die Fließortgeraden zu höheren Werten der Scherspannungen, am deutlichsten ist dies bei 

der höchsten Materialfeuchte von Xl = 0,08 zu sehen. Die Erhöhung der Materialfeuchte hat 

im untersuchten Bereich zu einer Zunahme der Haftkräfte zwischen den einzelnen Partikeln 

geführt, was an den höher liegenden Fließortgeraden gut abzulesen ist.  
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Abbildung 7-8: Lage der Fließorte 1 bei verschiedenen Materialfeuchten Xl für Kalksteinpul-
ver  

 

0

5

10

15

20

25

30

0 10 20 30 40 50

größte Hauptspannung 1 in kPa

ei
n

ax
ia

le
 D

ru
ck

fe
st

ig
k

ei
t 

 
c  

in
 k

P
a

0,004

0,02

0,04

0,08

ffc < 1
verhärtet,

nicht fließend

1 < ffc < 2
sehr kohäsiv

2 < ffc < 4
kohäsiv

4 < ffc < 10
leicht fließend

ffc > 10
frei fließend

Xl = 0,004
Xl = 0,02
Xl = 0,04
Xl = 0,08 

 

 

Abbildung 7-9: Fließfähigkeit von Kalksteinpulver, abhängig von der Materialfeuchte Xl bei 
Scherversuchen ohne Schwingungseinwirkung 

 

 

In Abbildung 7-9 ist die Fließfähigkeit von Kalksteinpulver bei verschiedenen Materialfeuch-

ten Xl bei Scherversuchen ohne Schwingungseinwirkung dargestellt. Mit zunehmender Mate-

rialfeuchte verschlechtert sich das Fleißverhalten, d.h. die Verfestigungsfunktion c(1) ver-

schiebt sich im Diagramm nach oben, zu kleineren Werten der Fließfunktion ffc. Die in 
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Abbildung 7-9 graphisch dargestellten Werte der einaxialen Druckfestigkeit und der Fließ-

funktion sind in Tabelle 7-3 zusammen gefasst.  

 

 
Tabelle 7-3: Einaxiale Druckfestigkeit und Fließfunktion von Kalksteinpulver abhängig von 
der Materialfeuchte Xl bei Scherversuchen ohne Schwingungseinwirkung 

Xl = 0,004 Xl = 0,02 Xl = 0,04 Xl = 0,08 

FO 1 
in 
kPa 

c 
in 
kPa 

ffc 
1 
in 
kPa 

c 
in 
kPa 

ffc 
1 
in 
kPa 

c 
in 
kPa 

ffc 
1 
in 
kPa 

c 
in 
kPa 

ffc 

1 4,7 1,8 2,6 4,2 2,7 1,5 4,8 3,9 1,2 5,2 4,2 1,2 

2 10,0 4,7 2,2 8,6 5,9 1,5 10,3 7,0 1,5 11,7 7,7 1,5 

3 17,7 9,6 1,8 16,5 13,0 1,3 18,5 12,1 1,5 21,9 13,9 1,6 

4 34,2 15,3 2,2 37,9 19,5 1,9 31,9 20,5 1,6 38,9 25,9 1,5 

 

 

Tabelle 7-1 zeigt die einaxialen Druckfestigkeit und die Fließfunktion für unbefeuchtetes 

Kalksteinpulver (Xl = 0,004). Tabelle 7-4 zeigt die entsprechenden Werte für befeuchtetes 

Kalksteinpulver (Xl = 0,04). 

 

 
Tabelle 7-4: Einaxiale Druckfestigkeit und Fließfunktion von befeuchtetem Kalksteinpulver 
(Xl = 0,04) abhängig von der Erregerfrequenz f bei konstanter maximaler Schwinggeschwin-
digkeit vmax = 20 mm/s 

ohne Schwingungen f = 60 Hz f = 120 Hz f = 180 Hz 

FO 1 
in 
kPa 

c 
in 
kPa 

ffc 
1 
in 
kPa 

c 
in 
kPa 

ffc 
1 
in 
kPa 

c 
in 
kPa 

ffc 
1 
in 
kPa 

c 
in 
kPa 

ffc 

1 4,8 3,9 1,2 4,8 0,01 >100 4,1 0,01 >100 3,8 1,7 2,3 

2 10,3 7,0 1,5 9,4 1,3 7,3 7,1 3,6 2,0 11,3 2,0 5,8 

3 18,5 12,1 1,5 18,0 11,4 1,6 21,2 5,2 4,1 20,8 6,4 3,2 

4 31,9 20,5 1,6 31,5 19,7 1,6 35,0 17,8 2,0 34,3 18,1 1,9 

 

 

Abbildung 7-10 vergleicht die in Tabelle 7-1 und Tabelle 7-4 angegebenen Werte der einaxia-

len Druckfestigkeit c und der Fließfunktion ffc von unbefeuchtetem (Xl = 0,004) und be-

feuchtetem Kalksteinpulver (Xl = 0,04) bei verschiedenen Erregerfrequenzen f und konstanter 

maximaler Schwinggeschwindigkeit vmax = 20 mm/s. Zu sehen ist, dass die Werte der ein-

axialen Druckfestigkeit des befeuchteten Kalksteinpulvers größer sind als die jeweiligen Wer-
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te der unbefeuchteten Pulvers. Bei sehr kleinen Normalspannungen (FO 1) sind die Unter-

schiede zwischen unbefeuchtetem und befeuchtetem Kalksteinpulver nicht so deutlich.  
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Abbildung 7-10: Fließfähigkeit von unbefeuchtetem (Xl = 0,004) und befeuchtetem Kalk-
steinpulver (Xl = 0,04) bei verschiedenen Erregerfrequenzen f und konstanter maximaler 
Schwinggeschwindigkeit vmax = 20 mm/s 

 

 

Generell ist festzustellen, dass sich das Fließverhalten von kohäsiven Pulvern mit dem Einlei-

ten von mechanischen Schwingungen in das Schüttgut erheblich verbessern lässt. Das hat zur 

– positiven – Folge, dass sich das so aktivierte Schüttgut besser handhaben lässt. Es kommt zu 

weniger Fließproblemen und Störungen. Allerdings wird der positive Effekt des zusätzlichen 

Energieeintrages durch Dämpfungseffekte reduziert, deshalb steht im nächsten Abschnitt die 

Untersuchung des Dämpfungsverhaltens von kohäsiven Schüttgütern im Vordergrund. 

 

 

7.2.2 Dämpfungsverhalten 

 

Um das Dämpfungsverhalten kohäsiver Schüttgüter quantifizieren zu können, wurden die 

Parameter Eigenfrequenz f0, viskoses Dämpfungsverhältnis b, Coulomb’sches Dämpfungs-

verhältnis b und als Hilfsparameter das modifizierte Coulomb’sches Dämpfungsverhältnis 

* bestimmt. Als Anpassungsfunktion diente die modifizierte analytische Lösung nach den 

Hartog [37], die hier noch einmal aufgeschrieben ist 

 

 222
vis *MV*LV   (4-161)
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Die Parameteranpassung an die Messwerte erfolgte mittels handelsüblicher Software (Micro-

cal Origin 7.5) durch Minimierung der Abweichungs-Quadratsumme. Die Software nutzt 

dafür den Levenberg-Marquardt-Algorithmus, benannt nach Kenneth Levenberg und Donald 

Marquardt [75]. Dieser numerische Optimierungsalgorithmus kombiniert die Gauß-Newton-

Methode mit einer Regularisierungstechnik, die absteigende Funktionswerte erzwingt. Der 

Levenberg-Marquardt-Algorithmus ist deutlich robuster als das Gauß-Newton-Verfahren, das 

heißt er konvergiert mit einer hohen Wahrscheinlichkeit auch bei schlechten Startbedingun-

gen, allerdings ist auch hier Konvergenz nicht garantiert. Ferner ist er bei Anfangswerten, die 

nahe dem Minimum liegen oft etwas langsamer (siehe auch [99]). 
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Abbildung 7-11: Beispiel zur Bestimmung der Dämpfungsparameter Eigenfrequenz f0, visko-
ses Dämpfungsverhältnis b und modifiziertes Coulomb’sches Dämpfungsverhältnis * 

 

 

Abbildung 7-11 zeigt an einem Beispiel die Parameteranpassung der Dämpfungsparameter 

Eigenfrequenz f0, viskoses Dämpfungsverhältnis b und modifiziertes Coulomb’sches Dämp-

fungsverhältnis * an die Vergrößerungsfunktion. Die Werte xmax,2/xmax,1 sind als Punkte in 

der Abbildung dargestellt. Die rote Kurve zeigt den Verlauf von Gl. (4-161) mit den folgen-

den erhaltenen Dämpfungsparametern: 

 f0 = 120,45 Hz ± 4,3 Hz 

 b = 0,389 ± 0,018 

 * = 0,51 µs ± 0,02 µs 
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Mit Hilfe von Gl. (4-160) kann nunmehr das dimensionslose Coulomb’sche Dämpfungsver-

hältnis b berechnet werden. 

 




 *
vc

k

max
b  (4-160)

 

0

0,2

0,4

0,6

0,8

1

50 75 100 125 150 175 200

Erregerfrequenz f in Hz

C
ou

lo
m

b
. D

äm
p

fu
n

gs
ve

rh
äl

tn
is

  
b

 
Abbildung 7-12:  
Beispiel zur Bestimmung des Coulomb’schen Dämpfungsverhältnisses b aus dem modifi-
zierten Coulomb’schen Dämpfungsverhältnis * in Abhängigkeit von der Erregerfrequenz f 

 

 

Abbildung 7-12 zeigt das Ergebnis dieser Berechnung. Es ist zu sehen, dass das Cou-

lomb’sche Dämpfungsverhältnis mit der Erregerfrequenz zunimmt. Das zeigt auch die Defini-

tion von b.  
 

1max,
b xc

k


  (4-152)

 

Bei größer werdender Erregerfrequenz f verringert sich bei konstanter maximaler Schwingge-

schwindigkeit vmax die Schwingwegamplitude der Erregerschwingung xmax,1 (Tabelle 4-1), 

was zu einem größeren Coulomb’schen Dämpfungsverhältnis b führt, da c und k für einen 

Fließort konstante Stoffwerte sind. Das bedeutet, dass mit wachsender Erregerfrequenz der 

Anteil der Coulomb-Dämpfung (zunehmende Häufigkeit der Kontaktreibung zwischen den 

Partikeln) an der Gesamtdämpfung zunimmt, da der viskose Anteil (Deformation der adsor-

bierten Schichten zwischen den Partikeln) konstant bleibt, was sich aus Gl. (4-151) ergibt. 
 

cm2

b
b 
  (4-151)
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Die in Gln. (4-151) und (4-152) enthaltenen dimensionsbehafteten  Dämpfungsparameter b 

und k geben, ebenso wie die dimensionslosen Dämpfungsverhältnisse b und b, das Dämp-

fungsverhalten des untersuchten Kalksteinpulvers wieder. Nach Kollmann [37] lassen sich die 

Dämpfungsparameter jedoch nicht explizit aus den vorhandenen Messwerten bestimmen, da 

bestimmte Werte von b und b mit unendlich vielen Kombinationen von b bzw. k und der 

Federkonstante c darstellbar sind. Zudem ist die schwingende Masse in der Scherzone m nicht 

unmittelbar zugänglich. 

Nachfolgend wird das Dämpfungsverhalten kohäsiver Schüttgüter am Beispiel des untersuch-

ten Kalksteinpulvers anhand der ermittelten Dämpfungsparameter Eigenfrequenz f0, viskoses 

Dämpfungsverhältnis b und Coulomb’sches Dämpfungsverhältnis b dargestellt und disku-

tiert. In den gezeigten Abbildungen ist unter anderem der Fließort (FO) als Parameter aufge-

tragen, deshalb sollen an dieser Stelle (Tabelle 7-5) die aufgeprägten Normalspannungen zu-

sammenfassend dargestellt werden.  

 

 
Tabelle 7-5: Aufgeprägte Normalspannungen bei den Versuchen mit Kalksteinpulver 

Fließort 
Anschernormalspannung 

an in kPa 

Abschernormalspannung 

ab in kPa 

FO1 2 1,6  1,2 0,8 0,5 

FO2 4 3,2  2,4 1,6 1 

FO3 8 6,4  4,8 3,2 2 

FO4 16 12,8  9,6 6,4 4 

 

 

Tabelle 7-6 und Abbildung 7-13 zeigen die Schüttgutdichte des Kalksteinpulvers in Abhän-

gigkeit von der Mittelpunktspannung beim stationären Fließen. Es ergibt sich ein Kompressi-

bilitätsindex von n = 0,079, damit kann das Kalksteinpulver nach Tabelle 3-4 als kompressi-

bel eingestuft werden, die Dichte der unverfestigten Schüttung (M,st = 0) beträgt 

b,0 = 671 kg/m³. 

 

 
Tabelle 7-6: Mittelpunktspannung und Schüttgutdichte des Kalksteinpulvers 

Fließort Mittelpunktspannung M,st in kPa Schüttgutdichte b in kg/m³ 

FO1 3,17 743,7 

FO2 5,88 795,9 

FO3 10,17 832,1 

FO4 16,45 833,6 
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Abbildung 7-13: Schüttgutdichte in Abhängigkeit von der Mittelpunktspannung beim statio-
nären Fließen für Kalksteinpulver 

 

 

Abbildung 7-14 zeigt die ermittelten Eigenfrequenzen des untersuchten Kalksteinpulvers in 

Abhängigkeit von der Normalbelastung. Zwei Trends sind deutlich zu sehen:  

(a) Mit Zunahme der Normalspannung beim Anscheren an, das heißt mit größer wer-

dender Vorverfestigung M,st, steigt auch die ermittelte Eigenfrequenz an. Weiterhin 

kann abgelesen werden, dass 

(b) mit zunehmender Normalspannung beim Abscheren ab ebenso die ermittelte Eigen-

frequenz zunimmt.  

 

Wegen des folgenden Zusammenhanges  
 

m

c
f2 00   (7-2)

 

ist die Eigenfrequenz von der Federkonstante c und der schwingenden Schüttgutmasse in der 

Scherzone m abhängig. Mit zunehmenden Normalspannungen an bzw. ab nimmt die Feder-

steifigkeit c zu, während die schwingende Schüttgutmasse in der Scherzone m näherungswei-

se konstant bleibt.  

Mit der Proportionalität von Federsteifigkeit c und Schermodul Gb (c ~ Gb) kann ein Zusam-

menhang zwischen Eigenfrequenz f0 und Zugfestigkeit Z = f(M,st) [90] gefunden werden 
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G* und E* sind die mittleren Scher- bzw. Elastizitätsmodule der Partikel. Mit Erhöhung der 

Normalbelastung auf das Pulver erhöht sich auch die Zugfestigkeit, und die Eigenfrequenz 

erhöht sich näherungsweise mit 
 
f0 ~ Z

1/6 (7-4)
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Abbildung 7-14: Ermittelte Eigenfrequenz f0 des Kalksteinpulvers für vier Fließorte in Ab-
hängigkeit des Normalspannungsverhältnisses ab/an und der Mittelpunktsspannung 
M,st = 3 (FO1), 6 (FO2), 10 (FO3) und 16,5 kPa (FO4) 
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Abbildung 7-15: Ermittelte viskose Dämpfungsverhältnisse b des Kalksteinpulvers für vier 
Fließorte in Abhängigkeit des Normalspannungsverhältnisses ab/an 
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In Abbildung 7-15 sind die ermittelten viskosen Dämpfungsverhältnisse des untersuchten 

Kalksteinpulvers in Abhängigkeit von der Normalbelastung dargestellt. Zu sehen ist, dass sich 

sowohl mit zunehmender Anscher- als auch Abschernormalspannung die viskose Dämpfung 

verringert, d.h. ein kleinerer Wert von b kann abgelesen werden.  
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Abbildung 7-16: Ermittelte Coulomb’sche 
Dämpfungsverhältnisse b des Kalksteinpul-
vers bei Fließort 1 in Abhängigkeit vom Nor-
malspannungsverhältnis ab/an für verschie-
dene Erregerfrequenzen f  

Abbildung 7-17: Ermittelte Coulomb’sche 
Dämpfungsverhältnisse b des Kalksteinpul-
vers bei Fließort 4 in Abhängigkeit vom 
Normalspannungsverhältnis ab/an für ver-
schiedene Erregerfrequenzen f  

 

 

Abbildung 7-16 und Abbildung 7-18 stellen die ermittelten Coulomb’schen Dämpfungsver-

hältnisse b des untersuchten Kalksteinpulvers bei Fließort 1 dar, die mit (4-160) aus den 

modifizierten Coulomb’schen Dämpfungsverhältnissen * berechnet wurden. Mit zunehmen-

der Erregerfrequenz kann für alle Fließorte ein Anstieg von b beobachtet werden, das heißt 

der Anteil der Coulomb-Dämpfung an der Gesamtdämpfung nimmt mit steigender Erreger-

frequenz zu. Mit zunehmender Erregerfrequenz f nimmt – bei konstanter maximaler 

Schwinggeschwindigkeit vmax – die Schwingungsamplitude xmax ab. Damit wird das Cou-

lomb’sche Dämpfungsverhältnis b größer, da nach (4-152): b ~ 1/xmax. 

Das ist auch bei höheren Verfestigungsspannungen, bspw. Fließort 4 (Abbildung 7-17 und 

Abbildung 7-19) zu sehen. Der Vergleich von Abbildung 7-16 mit Abbildung 7-17 zeigt, dass 

 



 130

bei höherer Belastung (FO4) das Coulomb’sche Dämpfungsverhältnis über den untersuchten 

Spannungsbereich als konstant angesehen werden kann. 
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Abbildung 7-18: Ermittelte Coulomb’sche 
Dämpfungsverhältnisse b des Kalksteinpul-
vers bei Fließort 1 in Abhängigkeit Erreger-
frequenz f für verschiedene Normalspan-
nungsverhältnisse ab/an 

Abbildung 7-19: Ermittelte Coulomb’sche 
Dämpfungsverhältnisse b des Kalksteinpul-
vers bei Fließort 4 in Abhängigkeit Erreger-
frequenz f für verschiedene Normalspan-
nungsverhältnisse ab/an 

 

Damit wird auch deutlich, dass insgesamt der Coulomb’sche Anteil an der Gesamtdämpfung 

nicht vernachlässigt werden darf. Tabelle 7-7 fasst die ermittelten Dämpfungsparameter für 

das untersuchte Kalksteinpulver zusammen. 
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Tabelle 7-7: Ermittelte Dämpfungsparameter des untersuchten Kalksteinpulvers 

Fließort 

 

ab/an 

 

Eigenfrequenz  

f0 in Hz 

visk. Dämpfungs- 

verhältnis b 

Coulomb. Dämpfungs- 

verhältnis b(f) 

    f = 50Hz f = 200 Hz 

0,8 155,5 ± 6 0,34 ± 0,03 0,12 ± 0,01 0,48 ± 0,04 

0,6 162,7 ± 5,6 0,3 ± 0,04 0,11 ± 0,01 0,43 ± 0,05 

0,4 89,1 ± 7,2 0,35 ± 0,01 0,15 ± 0,01 0,59 ± 0,04 

1 

0,25 62,9 ± 2,3 0,32 ± 0,08 0,19 ± 0,01 0,74 ± 0,01 

0,8 213,4 ± 8,7 0,27 ± 0,01 0,10 ± 0,02 0,41 ± 0,06 

0,6 169,8 ± 5,8 0,29 ± 0,04 0,12 ± 0,01 0,47 ± 0,05 

0,4 156,2 ± 6 0,31 ± 0,03 0,12 ± 0,01 0,47 ± 0,04 

2 

0,25 131,9 ± 3,4 0,34 ± 0,03 0,12 ± 0,01 0,47 ± 0,04 

0,8 240,3 ± 10 0,21 ± 0,04 0,11 ± 0,01 0,45 ± 0,06 

0,6 215,8 ± 9 0,26 ± 0,05 0,11 ± 0,01 0,44 ± 0,01 

0,4 204,5 ± 8,3 0,26 ± 0,06 0,10 ± 0,01 0,4 ± 0,01 

3 

0,25 140,9 ± 5,8 0,33 ± 0,04 0,12 ± 0,01 0,47 ± 0,04 

0,8 260 ± 14 0,2 ± 0,05 0,13 ± 0,02 0,53 ± 0,07 

0,6 249,8 ± 6,9 0,23 ± 0,08 0,09 ± 0,01 0,34 ± 0,04 

0,4 216,9 ± 12,3 0,27 ± 0,02 0,12 ± 0,01 0,48 ± 0,01 

4 

0,25 191,4 ± 10,9 0,31 ± 0,02 0,11 ± 0,01 0,45 ± 0,01 

 

 

7.3 Bestimmung der Federkonstante c, der Dämpfungskonstanten 
b und k und der Erregerkraft Fe 

7.3.1 Federkonstante c und Dämpfungskonstanten b und k  

 

Die primären Stoffgrößen Dämpfungskonstante des viskosen Dämpfers b, Federkonstante c 

und Dämpfungskonstante der Coulomb-Dämpfung k der Bewegungsgleichung (4-150) sind in 

den dimensionslosen Größen b und b enthalten und zwar in der Form: 

 

cm2

b
b


  (4-151)

und 
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1max,
b xc

k


  (4-152)

 

Sie lassen sich jedoch anhand der obigen Messwerte nicht explizit auflösen, da bestimmte 

Werte z.B. für  mit unendlich vielen Kombinationen von c und b ausgedrückt werden kön-

nen. Zudem ist die Größe m (schwingende Masse) praktisch nicht zugänglich. Dennoch soll in 

diesem Abschnitt die Federkonstante von Kalksteinpulver sowie der Einfluss von maximaler 

Schwinggeschwindigkeit vmax, Materialfeuchte Xl und Erregerfrequenz f dargestellt werden. 

Es werden auch beispielhaft berechnete Werte von b und k gezeigt.  

Für die Bestimmung der Federkonstante wurde aus dem linearen Ast der jeweiligen Abscher-

kurve nach  

 

s

F
c S




  (7-5)

bzw. 

tv

F
c

S

S




  (7-6)

 

die Federkonstante bestimmt. Die Federkonstante c ist allgemein der Quotient aus Federkraft 

und Federweg und beschreibt die Steifigkeit eines Materials. In diesem Fall sind die Feder-

kraft mit der Scherkraft FS und der Federweg mit dem Scherweg s gleichzusetzen. Damit 

kommt man zu Gl.(7-5). Das bedeutet, mit stärker ansteigender Scherkraft steigt die Feder-

konstante bei gleichem Scherweg. Dies ist bei den Versuchsergebnissen zu beobachten. Mit 

wachsender Verfestigung liegt bei sonst gleichen Parametern (Gutfeuchte, Schwinggeschwin-

digkeit, Erregerfrequenz) die Federkonstante auf einem jeweils höheren Niveau. 

Wie bereits beschrieben, wurde die Federkonstante aus dem linearen Ast der jeweiligen Ab-

scherkurve bei Versuchen mit und ohne Schwingungseinwirkung bestimmt. Allerdings besit-

zen Schüttgüter keinen ausgeprägten elastischen Bereich. Vielmehr sind bereits im Abschnitt 

des linearen Anstieges plastischen Deformationen überlagert, die sich im Mikroskopischen 

auf das teilweise Versagen von einigen Partikelkontakten durch Coulombreibung (siehe Ab-

schnitt 2.3) begründen lassen, wobei der reversible Anteil der Scherdeformation sehr wohl 

beobachtbar ist. Die Auswertung der Scherkraftverläufe liefert somit ein reales Abbild des 

Verhaltens des Kalksteinpulvers. 

Die hier bestimmten Federkonstanten repräsentieren nicht das gesamte Kalksteinpulver in der 

Scherzelle, sondern nur das Pulver in der Scherzone. Ihre Ausdehnung in der Scherzelle ist 

nicht explizit zugänglich. Dies ist hier auch nicht erforderlich, da nur das Pulver in der Scher-

zone am Schervorgang teilnimmt. Damit wird ausschließlich das Verhalten des Pulvers in der 

Scherzone ausgewertet. 
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Abbildung 7-20 zeigt die berechnete Federkonstante von Kalksteinpulver bei Versuchen ohne 

mechanische Vibrationen für unbefeuchtetes (Xl = 0,004) und befeuchtetes (Xl = 0,04) Pul-

ver. Zu sehen ist ein Anstieg der Federkonstante mit zunehmender Normalbelastung. Die Fe-

derkonstanten des befeuchteten Pulvers unterscheiden sich nicht signifikant von denen des 

unbefeuchteten Pulvers.  
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Abbildung 7-20: Federkonstante von Kalksteinpulver bei Versuchen ohne mechanische Vib-
rationen für unbefeuchtetes (Xl = 0,004) und befeuchtetes (Xl = 0,04) Pulver  
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Abbildung 7-21: Einfluss der Erregerfrequenz auf die Federkonstante des unbefeuchteten 
Kalksteinpulvers beispielhaft für den Fließort 2 (an = 4 kPa) bei konstanter maximaler 
Schwinggeschwindigkeit vmax = 20 mm/s 
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Abbildung 7-21 zeigt den Einfluss der Erregerfrequenz auf die Federkonstante des unbefeuch-

teten Kalksteinpulvers beispielhaft für den Fließort 2 (an = 4 kPa) bei konstanter maximaler 

Schwinggeschwindigkeit vmax = 20 mm/s. Die mechanische Erregung mit f = 60 Hz führt 

nicht zu einer signifikanten Änderung der Federkonstante. Die Werte sind vergleichbar mit 

denen aus den Versuchen ohne mechanische Vibrationen. Bei höheren Frequenzen kann je-

doch eine deutliche Abnahme der Federkonstante beobachtet werden. Dabei hat die Feder-

konstante je nach Normalspannungsverhältnis ein Minimalwert, und zwar in dem Bereich, in 

dem die gemessene Vergrößerungsfunktion V = xmax,2 / xmax,1 ein Maximum aufweist. Hier ist 

die Auflockerung in der Scherzone am deutlichsten ausgeprägt und es wird eine kleinere Fe-

derkonstante ermittelt. Die Federkonstanten der Versuche mit f = 60 Hz sind größer als die 

der 180 Hz-Versuche. Bei den Versuchen mit der Erregerfrequenz von 60 Hz hat das Pulver 

unter diesen Bedingungen also die größere Steifigkeit. Im Bereich ab = 0,4 · an fällt die Fe-

derkonstante ab, d.h. mit zunehmender Erregerfrequenz verringert sich die Steifigkeit des 

Pulvers. Hingegen im Bereich der kleinsten Abscherlast (ab = 0,25 · an) steigt die Feder-

konstante etwas an, hier nimmt sie mit der Erregerfrequenz zu. 
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Abbildung 7-22: Einfluss der maximalen Schwinggeschwindigkeit auf die Federkonstante des 
unbefeuchteten Kalksteinpulvers beispielhaft für den Fließort 2 (an = 4 kPa) bei konstanter 
Erregerfrequenz f = 60 Hz 

 

 

In Abbildung 7-22 ist der Einfluss der maximalen Schwinggeschwindigkeit auf die Federkon-

stante des unbefeuchteten Kalksteinpulvers beispielhaft für den Fließort 2 (an = 4 kPa) bei 

konstanter Erregerfrequenz f = 60 Hz gezeigt. Gut zu sehen ist, dass sich die Veränderung der 
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maximalen Schwinggeschwindigkeit nicht signifikant auf die Federkonstante des Kalkstein-

pulvers auswirkt. 
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Abbildung 7-23: viskose Dämpfungskonstante b von Kalksteinpulver bei Versuchen mit me-
chanischen Vibrationen bei f = 60 Hz (vmax = 20 mm/s) für unbefeuchtetes (Xl = 0,004) und 
befeuchtetes (Xl = 0,04) Pulver 
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Abbildung 7-24: Einfluss der Erregerfrequenz auf die viskose Dämpfungskonstante des unbe-
feuchteten Kalksteinpulvers beispielhaft für den Fließort 2 (an = 4 kPa) bei konstanter ma-
ximaler Schwinggeschwindigkeit vmax = 20 mm/s 

 

 

Abbildung 7-23 zeigt die viskose Dämpfungskonstante b von Kalksteinpulver bei Versuchen 

mit mechanischen Vibrationen bei f = 60 Hz für unbefeuchtetes (Xl = 0,004) und befeuchtetes 
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(Xl = 0,04) Pulver. Mit zunehmender Normalbelastung steigt auch die viskose Dämpfungs-

konstante b an. Außer bei der geringsten Normalbelastung (FO1) liegen die Werte von b des 

befeuchteten Kalksteinpulvers unter denen des unbefeuchteten Kalksteins. In Abbildung 7-24 

ist der Einfluss der Erregerfrequenz auf die viskose Dämpfungskonstante des unbefeuchteten 

Kalksteinpulvers beispielhaft für den Fließort 2 (an = 4 kPa) bei konstanter maximaler 

Schwinggeschwindigkeit vmax = 20 mm/s zu sehen. Hier führt eine höhere Erregerfrequenz zu 

einer kleineren viskosen Dämpfungskonstante. 
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Abbildung 7-25: Coulomb-Dämpfungskonstante k von Kalksteinpulver bei Versuchen mit 
mechanischen Vibrationen bei f = 60 Hz (vmax = 20 mm/s) für unbefeuchtetes (Xl = 0,004) 
und befeuchtetes (Xl = 0,04) Pulver 

 

 

In Abbildung 7-25 ist die Dämpfungskonstante der Coulomb’schen Dämpfung k von Kalk-

steinpulver bei Versuchen mit mechanischen Vibrationen bei f = 60 Hz für unbefeuchtetes 

(Xl = 0,004) und befeuchtetes (Xl = 0,04) Pulver dargestellt. Auch hier ist mit höherer 

Normalbelastung eine höhere Dämpfungskonstante ablesbar. Die Werte von k für das be-

feuchtete Kalksteinpulver liegen, außer bei FO1, auf einem niedrigeren Niveau als die k-

Werte des unbefeuchteten Kalksteins. Wie in Abbildung 7-26 zu sehen, ist auch k von der 

Erregerfrequenz abhängig. Eine höhere Erregerfrequenz hat eine kleinere Erregeramplitude 

zur Folge und führt damit zu einer kleineren Coulomb-Dämpfungskonstante, jedoch ist der 

ermittelte Unterschied der Werte von k zwischen f = 120 Hz und f = 180 Hz nicht signifikant. 
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Abbildung 7-26: Einfluss der Erregerfrequenz auf die viskose Dämpfungskonstante des unbe-
feuchteten Kalksteinpulvers beispielhaft für den Fließort 2 (an = 4 kPa) bei konstanter ma-
ximaler Schwinggeschwindigkeit vmax = 20 mm/s 

 

 

7.3.2 Berechnete Hystereseschleifen  

 

Für den Grenzfall ausschließlich linear-viskoser Dämpfung gibt Kollmann [37] eine Ellipsen-

gleichung von Betten [2] an: 
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und damit  
2
e

2
max,ebee xxc2xcF   (7-8)

 

Die Hystereseschleife des linearen Modells ist durch eine Ellipse darstellbar. Fe ist die Erre-

gerkraft und xe der Erregerschwingweg. Das positive Vorzeichen des zweiten Terms in Gl. 

(7-8) gibt den oberen, das negative Vorzeichen den unteren Kurvenast wieder. Falls keine 

Ermüdungs- oder Setzungserscheinungen auftreten, schließen sich die Schleifen bei harmoni-

scher Erregung [37]. 

Abbildung 7-27 zeigt beispielhaft berechnete Hystereseschleifen für unterschiedliche Werte 

von  für Kalksteinpulver, FO 2, bei einem Normalspannungsverhältnis ab/an = 0,8. Für 

die jeweiligen Berechnungen wurden die zugehörigen Werte von Federkonstante c und visko-

sem Dämpfungsverhältnis b verwendet. Das Abstimmungsverhältnis  ist das Verhältnis 

von Erregerfrequenz f zu ermittelter Eigenfrequenz f0, Gl. (4-108). Die maximale horizontale  
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Ausdehnung der Hystereseschleifen entspricht der Amplitude der Erregerschwingung xe,max. 

Je kleiner die Erregerfrequenz, desto größer die Amplitude der Erregerschwingung. Die Erre-

gerkraft Fe berechnet sich für jedes xe nach Gl. (7-8). Die Neigung der berechneten Hystere-

seschleife hängt von der jeweiligen Federkonstante c ab. Je größer die Federkonstante, desto 

steiler ist die Hystereseschleife. 
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Abbildung 7-27: berechnete Hystereseschleifen für unterschiedliche Werte von  für Kalk-
steinpulver, FO 2, Normalspannungsverhältnis ab/an = 0,8 
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Abbildung 7-28: berechnete Hystereseschleifen bei unterschiedlichen Normalspannungsver-
hältnissen ab/an für Kalksteinpulver, FO 2, f = 60 Hz,  = 0,28  
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Abbildung 7-28 stellt berechnete Hystereseschleifen bei unterschiedlichen Normalspannungs-

verhältnissen ab/an für Kalksteinpulver bei f = 60 Hz dar. Da hier die Erregerfrequenz kon-

stant ist, ist auch die Amplitude der Erregerschwingung jeweils gleich groß. Die berechneten 

Hysteresekurven liegen, bis auf die bei ab/an = 0,25, fast aufeinander, was an der jeweils 

vergleichbaren Federkonstante liegt. Die ermittelte Federkonstante bei den Versuchen mit 

ab/an = 0,25 ist kleiner. Auch die maximale Erregerkraft Fe,max liegt für die Versuche bei 

ab/an = 0,8 bis ab/an = 0,4 auf einem ähnlichen Niveau von Fe,max ≈ 3 N, bei dem kleins-

ten Normalspannungsverhältnis wurde Fe,max zu etwa 1,8 N ermittelt. 

Abbildung 7-29 vergleicht berechnete Hystereseschleifen bei unterschiedlichen Fließorten für 

Kalksteinpulver bei f = 60 Hz und einem Normalspannungsverhältnis ab/an = 0,8. Mit stei-

gender Normalbelastung, d.h. größer werdendem Fließort (FO), wird die jeweilige Federkon-

stante größer, was an der stärkeren Neigung der Hystereseschleifen zu sehen ist. Auch steigt 

mit stärkerer Normalbelastung die ermittelte maximale Erregerkraft Fe,max. 
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Abbildung 7-29: berechnete Hystereseschleifen bei unterschiedlichen Fließorten für Kalk-
steinpulver, f = 60 Hz,  = 0,28, ab/an = 0,8 

 

 

7.4 Beurteilung der Anpassungsmethode 

 

In diesem kurzen Abschnitt wird überprüft, wie genau die beschriebene Parameteranpassung 

an die gemessenen Wertepaare xmax,2 / xmax,1 = f(f) erfolgt. Dazu wurde ein „perfekter“, virtu-

eller Datensatz von Wertepaaren xmax,2 / xmax,1 für die untersuchten Frequenzen von f = 50Hz 

bis f = 200Hz mit vorgegebenen Dämpfungsparametern 
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 viskoses Dämpfungsverhältnis b = 0,35 

 modifiziertes Dämpfungsverhältnis * = 0,3 µs 

 Eigenfrequenz f0 = 125 Hz 

 

durch Rückrechnung mit Gl. (4-161) erzeugt. Als erstes wurden die Parameter an den virtuel-

len Datensatz angepasst. Die Parameteranpassung lieferte das folgende Ergebnis: 

 viskoses Dämpfungsverhältnis b = 0,35 ± 0,0006 

 modifiziertes Dämpfungsverhältnis * = 0,3 µs ± 0,0086 µs 

 Eigenfrequenz f0 = 125 Hz ± 0,008 Hz 

 

Die erhaltenen Werte sollen an dieser Stelle und im Hinblick auf die allgemeine Messgenau-

igkeit als „perfekt“ bzw. „ideal“ übereinstimmend angesehen werden.  

Anschließend wurden Datensätze mit maximalen Streuungen von 2,5%, 5% und 10% mit 

Hilfe der in MICROSOFT®EXCEL implementierten Zufallszahlenmethode erzeugt. Für je-

den erhaltenen Datensatz wurden die Dämpfungsparameter bestimmt und die Streuung der 

erhaltenen Parameter mit der Streuung der Datensätze verglichen. Die Streuungen und die 

jeweilige anschließende Anpassung wurden jeweils 50mal durchgeführt. Die erhaltenen Re-

sultate sind in Tabelle 7-8 zusammengefasst. 

 
Tabelle 7-8: Ergebnisse der Parameteranpassung mit gestreuten Datensätzen  

maximale 
Streuung 

 f0 in Hz b * in µs 

Wert 124,7 ± 0,9 0,35 ± 0,006 0,299 ± 0,009 
2,5% 

Abweichung 0,7 % 1,7 % 3,1 % 

Wert 124,8 ± 1,6 0,35 ± 0,014 0,296 ± 0,002 
5% 

Abweichung 1,3 % 3,9 % 6,8 % 

Wert 124,9 ± 3,0 0,35 ± 0,021 0,297 ± 0,035 
10% 

Abweichung 2,4 % 6,0 % 11,8 % 

 

 

In Tabelle 7-8 ist zu sehen, dass die auftretenden Abweichungen bei der Parameteranpassung 

der Eigenfrequenz f0 sowie des viskosen Dämpfungsverhältnisses b kleiner sind, als die auf-

gegebene Streuung der virtuellen Datensätze. Allerdings ist beim modifizierten Cou-

lomb’schen Dämpfungsverhältnis * eine größere Abweichung als die aufgegebene Streuung 

zu verzeichnen.  

Insgesamt kann aber fest gehalten werden, dass die verwendete Anpassungsmethode sehr gut 

geeignet ist, die Dämpfungsparameter aus den gemessenen Wertepaaren xmax,2 / xmax,1 zu 

bestimmen. 
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7.5 Einfluss der Vibrationen auf das Fließ- und Dämpfungsverhal-
ten von feuchtem Kalksteinpulver 

 

Für die Untersuchungen zum Einfluss der Materialfeuchte auf das Dämpfungsverhalten wurde 

das Kalksteinpulver in einem Zwangsmischer mit Wasser versetzt. Es handelt sich hierbei um 

einen Mischer der Fa. Eirich, Modell R02 mit einem maximalen Fassungsvermögen von 5 l. 

Das Kalksteinpulver hat im Lieferzustand eine Materialfeuchte (Beladung) von Xl = 0,004. 

Eingestellt für die Experimente wurden Feuchtebeladungen von Xl = 0,02; 0,04; 0,08 und 

0,16. Eine bestimmte Menge Kalksteinpulver wurde in den Mischtrog eingefüllt und während 

des Mischvorganges eine vorher nach Gl. (2-26) berechnete entsprechende Wassermenge mit 

einer Sprühflasche nebelfein eingesprüht. Nach intensivem Mischen (Dauer 10 min) sowie im 

Verlauf der Untersuchungen wurde die Materialfeuchte thermogravimetrisch bestimmt. Damit 

konnte eine konstante Materialfeuchte gewährleistet werden. Aus den Feuchtegehalten kön-

nen nun mit Gl. (2-25) die Sättigungsgrade berechnet werden. Dabei ist zu beachten, dass sich 

bei Schüttgütern durch veränderliche Normallasten die Porosität ändert. Ein sehr feuchtes 

aber noch nicht gesättigtes Schüttgut kann allein durch Erhöhung der Auflast in einen gesät-

tigten oder sogar übersättigten Zustand überführt werden. Deshalb lässt sich der Sättigungszu-

stand nicht durch einen bestimmten Wert angeben, sondern nur durch einen Wertebereich. 

Die errechneten Sättigungsgrade sind in Tabelle 7-9 aufgeführt. Die Experimente zur Be-

stimmung des Einflusses unterschiedlicher Materialfeuchten auf das Fließ- und Dämpfungs-

verhalten wurden im Spannungsbereich des zweiten Fließortes durchgeführt. 

 

 

 
Tabelle 7-9: Eingestellte Feuchtegehalte und zugehörige Sättigungsgrade des untersuchten 
Kalksteinpulvers 

Sättigungsgrade S für 
Beladung 
Xl 

FO1 

( = 0,734) 

FO2 

( = 0,718) 

FO3 

( = 0,700) 

FO4 

( = 0,692) 

0,004 0,0041 0,0044 0,0046 0,0048 

0,02 0,020 0,022 0,023 0,024 

0,04 0,041 0,044 0,046 0,048 

0,08 0,082 0,089 0,092 0,096 

0,16 0,163 0,177 0,183 0,191 
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7.5.1 Fließverhalten von feuchtem Kalksteinpulver 

 

Abbildung 7-30 zeigt den Einfluss unterschiedlicher Feuchtebeladung auf die Lage des zwei-

ten Fließortes für das untersuchte Kalksteinpulver ohne zusätzlich eingetragene Schwingun-

gen. Auf die Darstellung der jeweiligen Mohr-Kreise für stationäres Fließen soll hier für eine 

bessere Übersichtlichkeit ausnahmsweise verzichtet werden. Höhere Feuchtebeladungen ver-

schieben die Fließortgeraden weitgehend parallel zu Werten von höheren Scherfestigkeiten, 

d.h. die Kohäsion c wird größer. 
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Abbildung 7-30: Lage der Fließorte 2 für Kalksteinpulver ohne mechanische Vibrationen für 
verschiedene Feuchtebeladungen 
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Abbildung 7-31: Lage der Fließorte 2 für befeuchtetes Kalksteinpulver (Xl = 0,04) bei versch. 
Erregerfrequenzen und konst. max. Schwinggeschwindigkeit 
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In Abbildung 7-31 wird der Einfluss der eingeleiteten Schwingungen auf die Lage der Fließ-

ortgeraden von befeuchtetem Kalksteinpulver, in diesem Beispiel ist Xl = 0,04, dargestellt. 

Weitere Fließorte befinden sich im Anhang. Ebenso wie beim unbefeuchteten Kalksteinpulver 

führen auch hier die mechanischen Schwingungen zu einer Verschiebung der Fließortgeraden 

zu kleineren Scherfestigkeiten, die Kohäsion c nimmt ab. Tabelle 7-10 fasst die Werte der 

einaxialen Druckfestigkeit und der Fließfunktion von unbefeuchtetem und befeuchtetem 

Kalksteinpulver bei unterschiedlichen Erregerfrequenzen für den zweiten Fließort zusammen.  

 
Tabelle 7-10: Einaxiale Druckfestigkeit und Fließfunktion von unbefeuchtetem und befeuch-
tetem Kalksteinpulver abhängig von der Erregerfrequenz f bei konstanter maximaler 
Schwinggeschwindigkeit vmax = 20 mm/s für Fließort 2 

f in Hz 0 50 75 100 125 150 175 200 

 Xl = 0,004 

1 in kPa 9,77 9,05 8,88 9,82 - 7,81 7,55 7,29 

c in kPa 6,04 4,28 4,41 1,28 - 4,64 4,94 5,61 

ffc 1,6 2,1 2,0 7,7 - 1,7 1,5 1,3 

 Xl = 0,02 

1 in kPa 9,26 8,74 11,72 8,76 9,39 8,94 7,61 9,8 

c in kPa 7,26 4,14 2,48 4,13 1,96 4,49 4,78 4,68 

ffc 1,3 2,1 4,7 2,1 4,8 2,0 1,6 2,1 

 Xl = 0,04 

1 in kPa 9,67 9,48 10,64 12,69 8,79 9,41 8,91 9,16 

c in kPa 7,32 5,25 0,75 2,64 2,81 5,12 4,96 4,42 

ffc 1,3 1,8 14,2 4,8 3,1 1,8 1,8 2,1 

 Xl = 0,08 

1 in kPa 10,8 11,15 11,83 9,12 10,07 9,48 9,6 9,76 

c in kPa 5,84 3,39 1,22 0,64 1,42 4,25 4,25 3,46 

ffc 1,8 3,3 9,7 14,3 7,1 2,2 2,3 2,8 

 Xl = 0,16 

1 in kPa 11,73 12,2 9,35 9,95 11,18 10,22 10,53 10,85 

c in kPa 3,73 0,73 0,91 0,64 4,33 4,89 4,95 4,68 

ffc 3,1 16,6 10,3 15,3 2,6 2,1 2,1 2,3 

 

 

Einaxiale Druckfestigkeit und Fließfunktion sind nicht konstant. Erregerfrequenzen im Be-

reich von 75 Hz bis 125 Hz führen zu geringeren Festigkeiten bzw. zu größeren Werten der 

Fließfunktion, was auf ein besseres Fließverhalten hindeutet. Besonders erwähnt werden soll 

an diese Stelle, dass das unbefeuchtete Kalksteinpulver bei einer Erregerfrequenz von 125 Hz 
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dermaßen aktiviert wurde, dass eine Schertestdurchführung unmöglich war. Daher sind dort 

keine Werte eingetragen. Erregerfrequenzen oberhalb 125 Hz führen nicht zu einer weiteren 

Fließverbesserung, teilweise verschlechtert sich das Fließverhalten wieder. 

 

 

7.5.2 Dämpfungsverhalten von feuchtem Kalksteinpulver 

 

Abbildung 7-32 zeigt die ermittelten Eigenfrequenzen des Kalksteinpulvers für verschiedene 

Materialfeuchten in Abhängigkeit des Normalspannungsverhältnisses. Die an den Partikel-

oberflächen adsorbierte Flüssigkeit verringert die Eigenfrequenz. Es kann auch tendenziell 

abgelesen werden, dass mit Erhöhung der Materialfeuchte die Eigenfrequenz weiter abnimmt. 

Hier führt offenbar die adsorbierte Flüssigkeit zu einer Herabsetzung der Federkonstante c, 

was nach Gl. (7-2) zu einer Abnahme der Eigenfrequenz führt. Die Beeinflussung der Eigen-

frequenz durch die veränderte Normallast folgt der in Abschnitt 7.2.2 beschriebenen Tendenz. 

Eine Vergrößerung der Normallast führt zu einer Erhöhung der Eigenfrequenz. 
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Abbildung 7-32: Ermittelte Eigenfrequenz f0 des Kalksteinpulvers bei Fließort 2 für verschie-
dene Materialfeuchten in Abhängigkeit des Normalspannungsverhältnisses ab/an 

 

 

In Abbildung 7-33 sind die ermittelten viskosen Dämpfungsverhältnisse des Kalksteinpulvers 

für verschiedene Materialfeuchten in Abhängigkeit des Normalspannungsverhältnisses aufge-

tragen. Ein höheres viskoses Dämpfungsverhältnis mit höherer Materialfeuchte kann abgele-

sen werden. Hier führt offenbar das Wasser der Adsorptionsschichten (Xl = 0,004) und  
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Flüssigkeitsbrücken (Xl > 0,004) zu einer zusätzlichen Energiedissipation, was sich letztend-

lich in größeren Werten von b nieder schlägt. 
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Abbildung 7-33:  
Ermittelte viskose Dämpfungsverhältnisse b des Kalksteinpulvers bei Fließort 2 für ver-
schiedene Materialfeuchten in Abhängigkeit des Normalspannungsverhältnisses ab/an 
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Abbildung 7-34: Ermittelte Coulomb’sche 
Dämpfungsverhältnisse b des feuchten 
Kalksteinpulvers bei Fließort 2 in Abhängig-
keit vom Normalspannungsverhältnis ab/an 
für f = 50 Hz  

Abbildung 7-35: Ermittelte Coulomb’sche 
Dämpfungsverhältnisse b des feuchten 
Kalksteinpulvers bei Fließort 2 in Abhängig-
keit vom Normalspannungsverhältnis ab/an 
für f = 200Hz 
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Abbildung 7-34 und Abbildung 7-35 zeigen die ermittelten Coulomb’schen Dämpfungsver-

hältnisse b des feuchten Kalksteinpulvers bei Fließort 2 in Abhängigkeit vom Normalspan-

nungsverhältnis ab/an für f = 50 Hz bzw. f = 200 Hz. Es ist gut zu sehen, besonders in 

Abbildung 7-35, dass die Werte von b mit zunehmender Materialfeuchte abnehmen. das 

zeigt auch Abbildung 7-36. Sie stellt beispielhaft die ermittelten Coulomb’sche Dämpfungs-

verhältnisse des Kalksteinpulvers für verschiedene Materialfeuchten bei dem Normalspan-

nungsverhältnis ab/an = 0,6 dar. Hier ist ebenfalls zu sehen, dass die zusätzliche Feuchtig-

keit zu kleineren Werten von b führt. Durch das Wasser bildet sich also ein „Schmierfilm“ 

zwischen den Partikeln aus, und die Reibung zwischen den Partikeln wird herab gesetzt.  
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Abbildung 7-36:  
Ermittelte Coulomb’sche Dämpfungsverhältnisse b des Kalksteinpulvers bei Fließort 2 für 
verschiedene Materialfeuchten bei ab/an = 0,6 

 

 

In Tabelle 7-11 sind die ermittelten Dämpfungsparameter des untersuchten Kalksteinpulvers 

für verschiedene Materialfeuchten zusammen gefasst. Im Vergleich mit den ermittelten 

Dämpfungsparametern des unbefeuchteten Kalksteinpulvers (Tabelle 7-7) zeigt sich folgen-

des Bild: Eine erhöhte Materialfeuchte führt zu einer kleineren Eigenfrequenz und zu einem 

größeren viskosen Dämpfungsverhältnis des Kalksteinpulvers. Es tritt eine zusätzliche visko-

se Dämpfung durch die Adsorptionsschichtfeuchte (Xl = 0,004) und die Flüssigkeitsbrücken 

(Xl > 0,004) hervorgerufene zusätzliche Energiedissipation auf. Durch die höhere Material-

feuchte wird die Partikelreibung reduziert, was an kleineren Werten des Coulomb’schen 

Dämpfungsverhältnissen abzulesen ist. 
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Tabelle 7-11: Ermittelte Dämpfungsparameter des untersuchten Kalksteinpulvers bei Fließort 
2 für verschiedene Materialfeuchten 

Material- 
feuchte Xl 

ab/an Eigenfrequenz  

f0 in Hz 

visk. 
Dämpfungs- 
verhältnis b 

Coulomb. Dämpfungs- 
verhältnis b(f) 

    f = 50Hz f = 200 Hz 

0,8 213,4 ± 8,7 0,27 ± 0,01 0,10 ± 0,02 0,41 ± 0,06 

0,6 169,8 ± 5,8 0,29 ± 0,04 0,12 ± 0,01 0,47 ± 0,05 

0,4 156,2 ± 6 0,31 ± 0,03 0,12 ± 0,01 0,47 ± 0,04 

0,004 

0,25 131,9 ± 3,4 0,34 ± 0,03 0,12 ± 0,01 0,47 ± 0,04 

0,8 138,2 ± 10,3 0,32 ± 0,01 0,04 ± 0,01 0,15 ± 0,02 

0,6 145,1 ± 12,1 0,26 ± 0,02 0,05 ± 0,01 0,30 ± 0,04 

0,4 107,9 ± 11,8 0,34 ± 0,04 0,09 ± 0,01 0,24 ± 0,14 

0,02 

0,25 89,2 ± 4,3 0,57 ± 0,08 0,10 ± 0,01 0,38 ± 0,13 

0,8 142,2 ± 6,8 0,2  ± 0,09 0,08 ± 0,01 0,29 ± 0,05 

0,6 130,6 ± 11,1 0,35 ± 0,11 0,05 ± 0,01 0,21 ± 0,02 

0,4 128 ± 8,3 0,38 ± 0,09 0,09 ± 0,01 0,35 ± 0,02 

0,04 

0,25 116 ± 9,3 0,40 ± 0,02 0,10 ± 0,01 0,42 ± 0,05 

0,8 120,4 ± 10,3 0,25 ± 0,09 0,08 ± 0,01 0,33 ± 0,04 

0,6 115,4 ± 8,1 0,31 ± 0,08 0,11 ± 0,01 0,43 ± 0,04 

0,4 116,2 ± 11,1 0,35 ± 0,09 0,12 ± 0,01 0,48 ± 0,02 

0,08 

0,25 91,1 ± 7,4 0,48 ± 0,06 0,08 ± 0,01 0,31 ± 0,05 

0,8 112,4 ± 8,1 0,37 ± 0,02 0,13 ± 0,01 0,50 ± 0,03 

0,6 112,2 ± 9,1 0,29 ± 0,08 0,10 ± 0,01 0,40 ± 0,04 

0,4 91,8 ± 7,1 0,38 ± 0,01 0,10 ± 0,01 0,42 ± 0,03 

0,16 

0,25 99 ± 6,8 0,40 ± 0,05 0,10 ± 0,01 0,39 ± 0,03 

 

 

7.6 Vergleich des Fließ- und Dämpfungsverhaltens von Kalkstein 
und Titandioxid 

 

In diesem Kapitel wird der Einfluss unterschiedlicher Pulvereigenschaften auf das Dämp-

fungsverhalten von kohäsiven Pulvern diskutiert. Als Versuchsschüttgüter dienen die in  
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Abschnitt 6 beschriebenen Kalkstein- und Titandioxidpulver. Tabelle 7-12 fasst die aufge-

prägten Normalspannungen bei den Versuchen mit Titandioxid zusammen. 

 
Tabelle 7-12: Aufgeprägte Normalspannungen bei den Versuchen mit Titandioxid 

Fließort 
Anschernormalspannung 
an in kPa 

Abschernormalspannung 
ab in kPa 

FO1 2 1,6  1,2 0,8 0,5 

FO2 4 3,2  2,4 1,6 1 

FO3 8 6,4  4,8 3,2 2 

FO4 16 12,8 9,6 6,4 4 

 

Tabelle 7-13 und Abbildung 7-37 Abbildung 7-13zeigen die Schüttgutdichte des Titandi-

oxidpulvers in Abhängigkeit von der Mittelpunktspannung beim stationären Fließen. Es ergibt 

sich ein Kompressibilitätsindex von n = 0,061, damit kann das Titandioxidpulver nach 

Tabelle 3-4 ebenso wie das Kalksteinpulver als kompressibel eingestuft werden, die Dichte 

der unverfestigten Schüttung beträgt b,0 = 785 kg/m³. Das Titandioxid hat demzufolge eine 

höhere Schüttgutdichte als das Kalksteinpulver. 

 
Tabelle 7-13: Mittelpunktspannung und Schüttgutdichte des Titandioxidpulvers 

Fließort Mittelpunktspannung M,st in kPa Schüttgutdichte b in kg/m³ 

FO1 3,85 849,9 

FO2 7,16 902,7 

FO3 11,26 925,9 

FO4 20,32 934,6 
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Abbildung 7-37: Schüttgutdichte in Abhängigkeit von der Mittelpunktspannung beim statio-
nären Fließen für Kalkstein- und Titandioxidpulver 
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7.6.1 Vergleich des Fließverhaltens von Kalkstein und Titandioxid 

 

Tabelle 7-14 fasst die einaxiale Druckfestigkeit und die Werte der Fließfunktion für die unter-

suchten Kalkstein- und Titandioxidpulver zusammen. Die einaxiale Druckfestigkeit von Ti-

tandioxid ist stets größer als die von Kalksteinpulver.  

 
Tabelle 7-14: Einaxiale Druckfestigkeit und Fließfunktion von Kalksteinpulver und Titandi-
oxid ohne mechanische Vibrationen 

Kalkstein Titandioxid 
FO 1 in 

kPa 
c in 
kPa 

ffc 
1 in 
kPa 

c in 
kPa 

ffc 

1 4,7 1,81 2,6 7,1 2,63 2,7 

2 9,77 6,04 1,6 13,0 7,87 1,6 

3 17,7 9,59 1,8 20,6 13,42 1,5 

4 34,2 15,26 2,2 35,4 25,89 1,4 
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Abbildung 7-38: Lage der Fließorte 2 von Kalkstein und Titandioxid ohne mechanische Vib-
rationen (f = 0) und bei Erregung mit f = 50 Hz bei einer maximalen Schwinggeschwindigkeit 
von vmax = 20 mm/s 

 

 

Abbildung 7-38 zeigt beispielhaft die Lage der Fließorte 2 von Kalkstein und Titandioxid 

ohne mechanische Vibrationen und bei Erregung mit f = 50 Hz bei einer maximalen 

Schwinggeschwindigkeit von vmax = 20 mm/s. Weitere Fließorte befinden sich im Anhang. 

Ohne zusätzlich eingetragene Vibrationen liegt der gemessene Fließort des Titandioxides 
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deutlich über dem Fließort des Kalksteins. Titandioxid hat eine größere Hamaker-Konstante 

und verfügt damit über ein größeres Haftvermögen als Kalkstein unter vergleichbaren Belas-

tungsbedingungen. Jedoch sind die berechneten Werte der Fließfunktion auf dem gleichen 

Niveau, Tabelle 7-15.  

 

 
Tabelle 7-15: Einaxiale Druckfestigkeit und Fließfunktion von Kalksteinpulver und Titandi-
oxid abhängig von der Erregerfrequenz f bei konstanter maximaler Schwinggeschwindigkeit 
vmax = 20 mm/s für Fließorte 1, 2 und 3 

f in Hz 0 50 75 100 125 150 175 200 

 Kalkstein, FO1 

1 in kPa 4,7 5,4 5,7 5,3 3,8 3,4 4,1 4,1 

c in kPa 1,81 1,81 1,93 2,56 2,15 2,56 2,46 2,56 

ffc 2,6 3,0 2,9 2,1 1,8 1,5 1,7 1,6 

 Titandioxid, FO1 

1 in kPa 7,1 5,2 5,42 3,7 3,5 3,4 3,5 3,5 

c in kPa 2,63 0,51 0,12 1,88 1,34 2,01 1,94 2,19 

ffc 2,7 10,2 44,3 2,0 2,6 1,7 1,8 1,6 

 Kalkstein, FO2 

1 in kPa 9,8 9,1 8,9 9,8 - 7,8 7,6 7,3 

c in kPa 6,04 4,28 4,41 1,28 - 4,64 4,94 5,61 

ffc 1,6 2,1 2,0 7,7 - 1,7 1,5 1,3 

 Titandioxid, FO2 

1 in kPa 13,0 8,6 11,6 10,5 7,9 6,5 7,4 7,5 

c in kPa 7,87 5,06 1,49 1,91 4,16 4,64 5,29 4,69 

ffc 1,6 1,7 7,8 5,5 1,9 1,4 1,4 1,6 

 Kalkstein, FO3 

1 in kPa 18,2 17,3 16,6 17,2 16,8 17,4 17,7 16,9 

c in kPa 9,03 9,45 9,81 9,62 3,54 3,86 1,56 2,52 

ffc 2,0 1,8 1,7 1,8 4,8 4,5 11,3 6,7 

 Titandioxid, FO3 

1 in kPa 20,6 16,5 17,0 17,5 18,6 19,9 15,7 18,3 

c in kPa 13,42 11,79 12,14 7,96 3,58 7,37 9,24 6,78 

ffc 1,5 1,4 1,4 2,2 5,2 2,7 1,7 2,7 

 

 

Die Fließorte, die unter zusätzlich eingetragenen mechanischen Vibrationen gemessen wur-

den, liegen für beide Pulver auf einem vergleichbaren Niveau. Durch die Vibrationen lässt 

 



 151

sich das Titandioxid besser auflockern als das Kalksteinpulver, d.h. die Partikelhaftung des 

Titandioxides lässt sich durch die aufgegebenen Vibrationen deutlicher reduzieren. Die Gera-

de des „Vibrations-Fließortes“ von Titandioxid ist weiter in Richtung kleinerer Kohäsions-

werte verschoben, als die von Kalkstein bei gleichen Erregungsparametern. Diese bessere 

Auflockerung lässt sich auch an den teilweise deutlich größeren Werten der Fließfunktion von 

Titandioxid im Vergleich zu den Werten des Kalksteines in Tabelle 7-15 ablesen. 

Tabelle 7-15 fasst die Werte der einaxialen Druckfestigkeit und der Fließfunktion für Kalk-

stein und Titandioxid zusammen.  

 

 

7.6.2 Vergleich des Dämpfungsverhaltens von Kalkstein und Titandioxid 

 

Abbildung 7-39 zeigt die ermittelten Eigenfrequenzen des Titandioxidpulvers in Abhängigkeit 

von der Normalbelastung. Auch hier nimmt die Eigenfrequenz mit der Normalbelastung zu: 

Sowohl eine höhere Anscherspannung an als auch ein größeres Normalspannungsverhältnis 

ab/an führen zu einer höheren Eigenfrequenz. 
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Abbildung 7-39:  
Ermittelte Eigenfrequenz f0 des Titandioxids für drei Fließorte in Abhängigkeit des Normal-
spannungsverhältnisses ab/an 
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Abbildung 7-40:  
Ermittelte viskose Dämpfungsverhältnisse b des Titandioxids für drei Fließorte in Abhän-
gigkeit des Normalspannungsverhältnisses ab/an 

 

 

Abbildung 7-40 stellt die ermittelten viskosen Dämpfungsverhältnisse von Titandioxid dar. 

Zu sehen ist, ähnlich wie beim Kalkstein, dass sich sowohl mit zunehmender Anscher- als 

auch Abschernormalspannung die viskose Dämpfung verringert. Jedoch ist die Abhängigkeit 

nicht so deutlich wie bei dem Kalksteinpulver. 

Abbildung 7-41 und Abbildung 7-42 zeigen die ermittelten Coulomb’schen Dämpfungsver-

hältnisse b des Titandioxidpulvers bei Fließort 1 bzw. Fließort 3 in Abhängigkeit vom Nor-

malspannungsverhältnis ab/an für verschiedene Erregerfrequenzen f. Auf einem geringen 

Belastungsniveau (FO1) wird mit zunehmendem Normalspannungsverhältnis das Cou-

lomb’sche Dämpfungsverhältnis größer. Bei höherer Belastung (FO3) wurde das größte b 

bei dem kleinsten Normalspannungsverhältnis ermittelt. Bei größeren Normalspannungsver-

hältnissen liegt das Coulomb’sche Dämpfungsverhältnis auf einem konstanten tieferen Ni-

veau. 

Abbildung 7-43 enthält beispielhaft die ermittelten Coulomb’schen Dämpfungsverhältnisse 

b des untersuchten Titandioxidpulvers bei Fließort 1, die mit Gl. (4-160) aus den modifizier-

ten Coulomb’schen Dämpfungsverhältnissen * berechnet wurden. Eine steigende Erreger-

frequenz führt bei allen Fließorten zu einem Anstieg von b. Das bedeutet eine Zunahme der 

Coulomb’schen Dämpfung an der Gesamtdämpfung. In Tabelle 7-16 sind die ermittelten 

Dämpfungsparameter des Titandioxids zusammengefasst. 
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Abbildung 7-41: Ermittelte Coulomb’sche 
Dämpfungsverhältnisse b des Titandioxid-
pulvers bei Fließort 1 in Abhängigkeit vom 
Normalspannungsverhältnis ab/an für ver-
schiedene Erregerfrequenzen f  

Abbildung 7-42: Ermittelte Coulomb’sche 
Dämpfungsverhältnisse b des Titandioxid-
pulvers bei Fließort 3 in Abhängigkeit vom 
Normalspannungsverhältnis ab/an für ver-
schiedene Erregerfrequenzen f  
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Abbildung 7-43:  
Ermittelte Coulomb’sche Dämpfungsverhältnisse b des Titandioxids bei Fließort 1 in Ab-
hängigkeit Erregerfrequenz f für verschiedene Normalspannungsverhältnisse ab/an 
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Tabelle 7-16: Ermittelte Dämpfungsparameter des untersuchten Titandioxids 

Fließort 

 
ab/an 

 
Eigenfrequenz 
f0 in Hz 

visk. Dämpfungs-
verhältnis b 

Coulomb. Dämpfungs- 
verhältnis b(f) 

    f = 50Hz f = 200 Hz 

0,8 129,5 ± 6,5 0,22 ± 0,05 0,11 ± 0,03 0,43 ± 0,13 

0,6 106,0 ± 2,2 0,22 ± 0,03 0,05 ± 0,03 0,21 ± 0,11 

0,4 100,3 ± 8,7 0,39 ± 0,08 0,05 ± 0,03 0,19 ± 0,10 

1 

0,25 96,5 ± 6,2 0,27 ± 0,10 0,06 ± 0,10 0,25 ± 0,25 

0,8 134,1 ± 6,7 0,23 ± 0,05 0,12 ± 0,03 0,48 ± 0,11 

0,6 101,2 ± 4,1 0,28 ± 0,14 0,10 ± 0,04 0,39 ± 0,14 

0,4 113,2 ± 4,8 0,19 ± 0,04 0,14 ± 0,01 0,55 ± 0,14 

2 

0,25 102,7 ± 7,6 0,23 ± 0,05 0,14 ± 0,04 0,54 ± 0,14 

0,8 192,5 ± 12,2 0,25 ± 0,16 0,06 ± 0,03 0,25 ± 0,14 

0,6 186,1 ± 7,2 0,26 ± 0,09 0,07 ± 0,03 0,29 ± 0,11 

0,4 158,2 ± 10,6 0,28 ± 0,16 0,05 ± 0,02 0,20 ± 0,10 

3 

0,25 166,2 ± 10,7 0,22 ± 0,08 0,13 ± 0,07 0,51 ± 0,14 
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Abbildung 7-44:  
Ermittelte Eigenfrequenzen f0 von Kalksteinpulver und Titandioxid für Fließort 2 in Abhän-
gigkeit des Normalspannungsverhältnisses ab/an 
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Abbildung 7-44 vergleicht die ermittelten Eigenfrequenzen von Kalkstein- und Titandioxid-

pulver. Das Kalksteinmehl zeigt eine deutlich größere Eigenfrequenz, als das Titandioxid. 

Offenbar verhält sich das Kalksteinpulver bei vergleichbaren Normallasten etwas steifer als 

das Titandioxidpulver. Das Titandioxid hat eine deutlich größere Partikelhärte und einen deut-

lich größeren Partikelelastizitätsmodul als Kalkstein (Tabelle 6-1). Trotz größerer Partikelhär-

te und Partikelsteifigkeit von Titandioxid verhält sich das Pulver weicher als Kalkstein, da das 

Titandioxid als weiche bis nachgiebige Aggregate, Abbildung 6-3, vorliegt. 
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Abbildung 7-45:  
Ermittelte viskose Dämpfungsverhältnisse b von Kalksteinpulver und Titandioxid für Flie-
ßort 2 in Abhängigkeit des Normalspannungsverhältnisses ab/an 

 

 

In Abbildung 7-45 stehen sich die ermittelten viskosen Dämpfungsverhältnisse von Kalkstein 

und Titandioxid in Abhängigkeit von der Normalbelastung gegenüber. Das Diagramm zeigt, 

dass beide untersuchten Schüttgüter ein etwa gleich großes viskoses Dämpfungsverhältnis 

haben, das zeigt sich auch beim Vergleich der Dämpfungsparameter für die anderen Fließorte 

in Tabelle 7-7 (Kalkstein) und Tabelle 7-16 (Titandioxid). 

Abbildung 7-46 und Abbildung 7-47 zeigen, dass die ermittelten Coulomb’schen Dämp-

fungsverhältnisse des Titandioxidpulvers auf einem höheren Niveau als die von Kalksteinpul-

ver. je größer die Erregerfrequenz, desto größer ist auch der absolute Abstand zwischen den 

Werten von Titandioxid und Kalkstein. 
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Abbildung 7-46: Ermittelte Coulomb’sche 
Dämpfungsverhältnisse b von Kalkstein 
und Titandioxidpulvers bei Fließort 2 in Ab-
hängigkeit vom Normalspannungsverhältnis 
ab/an für f = 50 Hz und f = 100 Hz  

Abbildung 7-47: Ermittelte Coulomb’sche 
Dämpfungsverhältnisse b von Kalkstein 
und Titandioxidpulvers bei Fließort 2 in Ab-
hängigkeit vom Normalspannungsverhältnis 
ab/an für f = 150 Hz und f = 200 Hz  

 

 

 

0,0

0,2

0,4

0,6

0,8

1,0

50 75 100 125 150 175 200

Erregerfrequenz f in Hz

C
ou

lo
m

b
. D

äm
p

fu
n

gs
ve

rh
äl

tn
is

 
b

CaCO3

TiO2

 
Abbildung 7-48: Ermittelte Coulomb’sche Dämpfungsverhältnisse b von Kalksteinpulver 
und Titandioxid für Fließort 2 und dem Normalspannungsverhältnis ab/an = 0,8 
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Abbildung 7-48 zeigt beispielhaft die ermittelten Coulomb’schen Dämpfungsverhältnisse von 

Kalkstein und Titandioxid für den zweiten Fließort bei dem Normalspannungsverhältnis 

ab/an = 0,8. In diesem Fall zeigt das Titandioxid einen größeren Wert von b, das bedeutet, 

dass der Anteil der Coulomb-Dämpfung an der Gesamtdämpfung beim Titandioxid etwas 

größer ist. Im Vergleich der Dämpfungsparameter für Kalkstein in Tabelle 7-7 und Titandi-

oxid in Tabelle 7-16 zeigen sich die Werte in etwa auf dem gleichen Niveau.  

Kalkstein und Titandioxid haben unterschiedliche Partikeleigenschaften (Tabelle 6-1). Im 

Gegensatz zu Kalksteinpartikeln sind Titandioxidpartikeln härter und bilden stabile Aggregate 

aus den Primärpartikeln, die vermutlich ein nachgiebigeres Verhalten des Pulvers zur Folge 

haben. 

Für das Kalksteinpulver ist eine deutlich größere Eigenfrequenz bei vergleichbarer Normalbe-

lastung zu beobachten. Die Dämpfungsparameter b und b zeigen hingegen keine so deutli-

chen Unterschiede. 

 

 

7.7 Untersuchungen zur Anisotropie am Beispiel von Kalkstein 
 

7.7.1 Vergleich von Standardscherversuch und Anisotropietest 

 

Um den Einfluss der Drehung der Scherzelle um 180° zwischen An- und Abscheren zu quan-

tifizieren, wurden die Ergebnisse zwei verschiedener Messprozeduren verglichen, die hier als 

„Standardscherversuch“ und „Anisotropietest“ bezeichnet und im Folgenden kurz erläutert 

werden: 

 

 Standardscherversuch: Diese Prozedur entspricht dem im Abschnitt 5.3.1 beschriebe-

nen Translationsscherversuch nach Jenike [27], An- und Abscherrichtung sind gleich 

 Anisotropietest: Dieser Test folgt ebenso dem im Abschnitt 5.3.1 beschriebenen 

Translationsscherversuch nach Jenike [27], jedoch mit dem Unterschied, dass die 

Scherzelle zwischen An- und Abscheren um einen Verdrehwinkel  = 180° gedreht 

wird. Damit ist die Anscherrichtung der Abscherrichtung entgegengesetzt. 

 

Die Auswirkungen der Drehung der Scherzelle zwischen An- und Abscheren auf die einaxiale 

Druckfestigkeit von Kalksteinpulver sind in Tabelle 7-17 dokumentiert. Es ist eine deutliche 

Verringerung der Festigkeit des Kalksteinpulvers bei den Anisotropietests zu verzeichnen. 

Das ist ein eindeutiges Zeichen dafür, dass das Pulver sehr viel stärker in Scherrichtung vor-

verfestigt wurde als in die entgegengesetzte Richtung, d.h. das Pulver in der Scherzelle wird 
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durch das Vorverdichten und das Anscheren nicht homogen, sondern richtungsabhängig, vor-

verfestigt.  

 
Tabelle 7-17: einaxiale Druckfestigkeit von Kalkstein bei Standardscherversuch und Ani-
sotropietest 

einaxiale Druckfestigkeit c in kPa 
Fließort 

Anscherspannung 

an in kPa Standardscherversuch 
( = 0) 

Anisotropietest 
( = 180°) 

1 2 1,68 0 

2 4 6,32 1,90 

3 8 9,03 2,96 

 

 

Abbildung 7-49 zeigt am Beispiel des Fließortes 2 die Lage der gemessenen Fließortgeraden 

für Kalksteinpulver bei Standardscherversuchen und Anisotropietests. Weitere Fließorte be-

finden sich im Anhang. Deutlich ist die in Tabelle 7-17 aufgeführte kleinere einaxiale Druck-

festigkeit bei den Anisotropietests zu sehen.  
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Abbildung 7-49: Lage der Fließortgeraden des Fließortes 2 von Kalksteinpulver gemessen mit 
dem Standardscherversuch und dem Anisotropietest 

 

 

Ittershagen [23] und Morgeneyer [49] untersuchten den Einfluss der Anisotropie auf die Fes-

tigkeit von Kalksteinpulver (d50 = 1,9 µm) sowie den kritischen Durchmesser eines Siloaus-

laufes. Ittershagen zeigte, dass das untersuchte Kalksteinpulver bei einer Verdichtung. deren 
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Richtung um 90° gegen die Messrichtung verdreht ist, eine kleinere Festigkeit aufweist [23]. 

Morgeneyer ermittelte kleinere kritische Auslaufdurchmesser bei Anisotropieuntersuchungen 

[49]. Das untersuchte Kalksteinpulver zeigt also bei den Anisotropieuntersuchungen eine 

kleinere Festigkeit.  
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Abbildung 7-50:  
Ermittelte Eigenfrequenzen f0 von Kalkstein in Abhängigkeit des Normalspannungsverhält-
nisses ab/an bei Anisotropietests 

 

 

 

In Abbildung 7-50 sind die ermittelten Eigenfrequenzen des Kalksteinpulvers in Abhängigkeit 

von der Normalbelastung dargestellt. Auch hier sind größere Eigenfrequenzen sowohl mit 

größerer Anscherspannung (höherer Fließort) als auch mit größerer Abscherspannung (größe-

res Normalspannungsverhältnis) zu sehen, somit folgt die Eigenfrequenz den schon bekannten 

Abhängigkeiten, d.h. mit höherer Normalbelastung bzw. Verfestigung steigt die Eigenfre-

quenz an (vergleiche auch Abbildung 7-14 und Abbildung 7-32). Abbildung 7-51 zeigt die 

ermittelten viskosen Dämpfungsverhältnisse des Kalksteinpulvers in Abhängigkeit des Nor-

malspannungsverhältnisses. Ähnlich wie bei den bisher beschriebenen Ergebnissen folgt das 

viskose Dämpfungsverhältnis der Tendenz mit wachsender Normalbelastung abzunehmen.  
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Abbildung 7-51:  
Ermittelte viskose Dämpfungsverhältnisse b von Kalkstein in Abhängigkeit des Normal-
spannungsverhältnisses ab/an bei Anisotropietests 
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Abbildung 7-52: Ermittelte Coulomb’sche 
Dämpfungsverhältnisse b von Kalkstein bei 
Fließort 1 in Abhängigkeit vom Normal-
spannungsverhältnis ab/an bei Anisotropie-
tests 

Abbildung 7-53: Ermittelte Coulomb’sche 
Dämpfungsverhältnisse b von Kalkstein bei 
Fließort 3 in Abhängigkeit vom Normal-
spannungsverhältnis ab/an bei Anisotropie-
tests  
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Abbildung 7-52 und Abbildung 7-53 zeigen die bei der Auswertung der Anisotropietests er-

mittelten Coulomb’schen Dämpfungsverhältnisse b von Kalkstein bei Fließort 1 bzw. Flie-

ßort 3 in Abhängigkeit vom Normalspannungsverhältnis ab/an. Das Coulomb’sche Dämp-

fungsverhältnis nimmt in beiden Fällen sowohl mit der Erregerfrequenz als auch mit dem 

Normalspannungsverhältnis zu.  

Abbildung 7-54 enthält die ermittelten Coulomb’schen Dämpfungsverhältnisse des Kalk-

steinpulvers bei Fließort 1. Bei geringerer Normalbelastung des Pulvers ist auch ein kleineres 

b abzulesen. In Tabelle 7-18 sind die ermittelten Dämpfungsparameter des Kalksteinpulvers 

zusammengefasst. 
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Abbildung 7-54: Ermittelte Coulomb’sche Dämpfungsverhältnisse b von Kalkstein bei Flie-
ßort 1 in Abhängigkeit von der Erregerfrequenz f bei Anisotropietests für verschiedene Nor-
malspannungsverhältnisse ab/an 

 

 

Der Vergleich der mit dem Standardscherversuch ermittelten Dämpfungsparameter für Kalk-

stein (Tabelle 7-7) mit jenen, die mit dem Anisotropietest ermittelt wurden (Tabelle 7-18), 

zeigt bezüglich der ermittelten Dämpfungsparameter Folgendes: 

 Eigenfrequenz f0: 

Ein Einfluss der entgegen gesetzten Scherrichtungen auf die ermittelten Eigenfrequen-

zen des Kalksteinpulvers ist insofern zu erkennen, dass die Eigenfrequenzen bei den 

Anisotropietests tendenziell etwas kleiner sind als die bei den Standardscherversuchen 

ermittelten, Abbildung 7-55. In der der Anscherrichtung entgegen gesetzten Abscher-

richtung hat das untersuchte Kalksteinpulver eine geringere Verfestigung. Das bedeu-

tet eine geringere Steifigkeit, somit weist das Kalksteinpulver bei den Anisotropietests 

eine kleinere Eigenfrequenz auf. 
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Ein etwas anderes Bild zeigt sich beim Vergleich der Dämpfungsverhältnisse: 

 

 viskoses Dämpfungsverhältnis b: 

Bei einer geringen Normalbelastung, wie sie bei FO 1 auftritt, führt die Umkehrung 

der Scherrichtung zu einem höheren viskosen Dämpfungsverhältnis, Abbildung 7-56. 

Bei größeren Normalbelastungen (FO2 und FO3) hat die Umkehrung der Scherrich-

tung keinen signifikanten Einfluss auf die viskose Dämpfung.  

 Coulomb’sches Dämpfungsverhältnis b: 

Ebenso wie beim viskosen Dämpfungsverhältnis zeigt sich bei der Coulomb’schen 

Dämpfung der deutlichste Einfluss bei kleinen Normalbelastungen (FO1): ein deutlich 

reduziertes Coulomb’sches Dämpfungsverhältnis wurde ermittelt, Abbildung 7-59 und 

Abbildung 7-60, wobei die Reduzierung mit sinkendem Normalspannungsverhältnis 

stärker zutage trat, d.h. bei ab/an = 0,8 ist die Reduzierung weniger ausgeprägt als 

bei ab/an = 0,25. Bei höheren Normalbelastungen (FO2 und FO3) liegen die ermit-

telten Werte von b auf einem vergleichbaren Niveau. 

 

 
Tabelle 7-18: Ermittelte Dämpfungsparameter des Kalksteinpulvers bei Anisotropietests 

Fließort 

 
ab/an 

 
Eigenfrequenz 
f0 in Hz 

visk. Dämpfungs-
verhältnis b 

Coulomb. Dämpfungs- 
verhältnis b(f) 

    f = 50Hz f = 200 Hz 

0,8 154,3 ± 10,7 0,31 ± 0,07 0,10 ± 0,03 0,40 ± 0,13 

0,6 114,7 ± 13,7 0,64 ± 0,14 0,07 ± 0,03 0,26 ± 0,13 

0,4 84,3 ± 9,9 0,46 ± 0,12 0,03 ± 0,02 0,13 ± 0,06 

1 

0,25 62,5 ± 3,8 0,80 ± 0,001 0,02 ± 0,01 0,09 ± 0,03 

0,8 184,7 ± 5,4 0,11 ± 0,02 0,15 ± 0,01 0,60 ± 0,05 

0,6 150,0 ± 6,6 0,21 ± 0,04 0,08 ± 0,03 0,31 ± 0,13 

0,4 133,2 ± 4,7 0,30 ± 0,05 0,06 ± 0,03 0,25 ± 0,13 

2 

0,25 117,9 ± 5,0 0,42 ± 0,05 0,06 ± 0,02 0,24 ± 0,09 

0,8 241,5 ± 19,4 0,25 ± 0,03 0,10 ± 0,03 0,38 ± 0,13 

0,6 230,6 ± 11,6 0,25 ± 0,02 0,08 ± 0,04 0,31 ± 0,19 

0,4 180,0 ± 7,5 0,36 ± 0,10 0,04 ± 0,03  0,16 ± 0,13 

3 

0,25 157,6 ± 7,0 0,33 ± 0,08 0,05 ± 0,01 0,19 ± 0,01 

 

 

Das beobachtete Dämpfungsverhalten kann darin begründet liegen, dass die Umkehrung der 

Scherrichtung eine Verminderung der Vorverfestigung und folglich größere Dilatanz  
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(Auflockerung des Pulvers bzw. Reduzierung der lokalen Schüttgutdichte) in der Scherzone 

beim Abscheren hervor rufen kann, als beim Standardscherversuch, bei dem An- und Ab-

scherrichtung übereinstimmen. Dadurch kann die Anzahl der wirkenden Partikelkontakte re-

duziert werden. Somit steht weniger Kontaktfläche zur Schwingungsweiterleitung zur Verfü-

gung, denn nur bestehende Kontakte können auch die Schwingungen weiterleiten. Daraus 

folgt ein verändertes Dämpfungsverhalten, was sich in geringeren Eigenfrequenzen, größeren 

viskosen Dämpfungsverhältnissen und reduzierter Coulomb’scher Dämpfung, besonders im 

Bereich kleiner Spannungen, äußert. Bei höheren Normalbelastungen wird offenbar das Aus-

bilden der größeren Dilatanz durch eine stärkere Normalbelastung auf das Schüttgut unter-

drückt und das Dämpfungsverhalten ändert sich nicht so deutlich.  
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Abbildung 7-55:  
Ermittelte Eigenfrequenzen f0 von Kalkstein bei Standardscherversuch und Anisotropietest in 
Abhängigkeit des Normalspannungsverhältnisses ab/an 
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Abbildung 7-56:  
Ermittelte viskose Dämpfungsverhältnisse b von Kalkstein bei Standardscherversuch und 
Anisotropietest in Abhängigkeit des Normalspannungsverhältnisses ab/an 
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Abbildung 7-57: Vergleich der ermittelten 
Coulomb’schen Dämpfungsverhältnisse b 
von Kalkstein bei Fließort 1 in Abhängigkeit 
vom Normalspannungsverhältnis ab/an  

Abbildung 7-58: Vergleich der ermittelten 
Coulomb’schen Dämpfungsverhältnisse b 
von Kalkstein bei Fließort 1 in Abhängigkeit 
vom Normalspannungsverhältnis ab/an  
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Abbildung 7-59:  
Ermittelte Coulomb’sche Dämpfungsverhält-
nisse b von Kalkstein bei Fließort 1 in Ab-
hängigkeit von der Erregerfrequenz f bei  
Standardscherversuch und Anisotropietest für 
ab/an = 0,8 und ab/an = 0,6 

Abbildung 7-60:  
Ermittelte Coulomb’sche Dämpfungsverhält-
nisse b von Kalkstein bei Fließort 1 in Ab-
hängigkeit von der Erregerfrequenz f bei  
Standardscherversuch und Anisotropietest für 
ab/an = 0,4 und ab/an = 0,25 

 

 

7.7.2 Einfluss des Winkels zwischen Scher- und Schwingrichtung  

 

Bei den bisher beschriebenen Versuchen standen Schwingerregung und Scherrichtung ortho-

gonal aufeinander. Um den Einfluss eines veränderlichen Winkels zwischen Scher- und 

Schwingrichtung zu quantifizieren, wurde die Vibrationsscherapparatur so erweitert, dass die 

Scherrichtung in Intervallen von je 15° relativ zur Schwingrichtung verändert werden kann. 

Die gesamte Scherzelle wurde vor dem eigentlichen Scherversuch gedreht, d.h. Anscher- und 

Abscherrichtung sind in diesem Fall wieder gleich. Die in den Diagrammen angegebenen 

Winkel bezeichnen den Winkel, um den die Scherzelle verdreht wurde. Das bedeutet, bei ei-

nem angegebenen Winkel von  = 0 stehen Scher- und Schwingrichtung senkrecht aufeinan-

der. Je größer der angegebene Winkel, desto mehr wird die Scherzelle gedreht. Konstrukti-

onsbedingt kann ein Verdrehwinkel von  = 90°, d.h. Scher- und Schwingrichtung sind 

gleich, nicht realisiert werden, die maximale Drehung der Scherzelle beträgt  = 75°. Die 

Untersuchungen fanden im Spannungsbereich von FO 2 (siehe Tabelle 7-5) statt. Dabei erga-

ben sich bei den Versuchen ohne mechanische Vibrationen und ohne Verdrehen der  
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Scherzelle folgende Werte für die größte Verfestigungshauptspannung 1, die einaxiale 

Druckfestigkeit c und die Fließfunktion ffc: 

 1 = 11,3 kPa  c = 5,71 kPa  ffc = 2,0 
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Abbildung 7-61: Erweiterung der Vibrationsscherapparatur für die Variation des Winkels 
zwischen Scher- und Schwingrichtung (hier Verdrehung der Scherzelle um  = 60°, d.h. der 
Winkel zwischen Scher- und Schwingrichtung beträgt 30°) 
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Abbildung 7-62: Lage der Fließortgeraden (FO 2) für verschiedene Verdrehwinkel bei 
f = 100 Hz 
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Abbildung 7-62 zeigt die Lage der gemessenen Fließorte (FO 2) bei den verschiedenen Ver-

drehwinkeln bei einer Erregerfrequenz von f = 100 Hz und einer maximalen Schwingge-

schwindigkeit von vmax = 20 mm/s. Auf die Darstellung der Mohr-Kreise für stationäres Flie-

ßen soll hier einer besseren Übersichtlichkeit wegen verzichtet werden. Weitere Fließorte 

befinden sich im Anhang. Mit zunehmendem Drehwinkel werden die Fließortgeraden zu klei-

neren Scherspannungen verschoben. D.h. je weiter die Scherrichtung in die Schwingrichtung 

hinein gedreht wird, desto mehr wirken die Schwingungen als zusätzliche Scherunterstützung 

und die gemessenen Scherspannungen verringern sich.  

 

 
Tabelle 7-19: Einaxiale Druckfestigkeit und Fließfunktion von Kalksteinpulver abhängig von 
der Erregerfrequenz f bei konstanter maximaler Schwinggeschwindigkeit vmax = 20 mm/s für 
verschiedene Verdrehwinkel der Scherzelle (Fließort 2) 

f in Hz 50 75 100 125 150 175 200 

 Verdrehwinkel der Scherzelle 0° 

1 in kPa 8,7 9,1 9,7 10,0 10,6 9,9 11,0 

c in kPa 4,35 4,51 4,6 1,96 5,5 6,08 3,5 

ffc 2,0 2,0 2,1 5,1 1,9 1,6 3,1 

 Verdrehwinkel der Scherzelle 15° 

1 in kPa 10,5 9,7 11,2 10,2 7,3 7,3 12,3 

c in kPa 2,58 3,21 1,48 4,23 2,22 1,89 2,23 

ffc 4,1 3,0 7,6 2,4 3,3 3,8 5,5 

 Verdrehwinkel der Scherzelle 30° 

1 in kPa 10,5 12,3 10,4 11,8 12,0 10,9 11,3 

c in kPa 4,34 1,01 1,78 1,98 0,27 2,56 1,53 

ffc 2,4 12,2 5,9 6,0 44,6 4,3 7,4 

 Verdrehwinkel der Scherzelle 45° 

1 in kPa 11,1 12,1 11,2 10,0 10,5 8,7 7,8 

c in kPa 2,99 0,25 0,99 0,25 2,32 3,22 2,60 

ffc 3,7 48,2 11,3 40,0 4,5 2,7 3,0 

 Verdrehwinkel der Scherzelle 60° 

1 in kPa 10,5 12,4 9,8 11,0 10,7 9,9 9,2 

c in kPa 4,92 0,42 1,54 0,51 1,80 3,09 3,45 

ffc 2,1 29,1 6,4 21,5 5,9 3,2 2,7 

 Verdrehwinkel der Scherzelle 75° 

1 in kPa 12,0 10,3 10,0 9,7 11,4 9,1 9,8 

c in kPa 2,50 1,14 1,02 0,46 1,32 2,77 1,90 

ffc 4,8 9,0 9,8 21,3 8,6 3,3 5,2 
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In Tabelle 7-19 sind die gemessenen Werte der einaxialen Druckfestigkeit und der Fließfunk-

tion für verschiedene Verdrehwinkel der Scherzelle sowie verschiedenen Erregerfrequenzen 

bei einer maximalen Schwinggeschwindigkeit von vmax = 20 mm/s bei Fließort 2 zusammen 

gefasst. 

Abbildung 7-63 zeigt die ermittelten Eigenfrequenzen bei Fließort 2 des Kalksteinpulvers für 

verschiedene Winkel zwischen Scher- und Schwingrichtung abhängig vom Normalspan-

nungsverhältnis. Die Eigenfrequenz steigt, wie bereits mehrfach beobachtet, mit der Normal-

belastung des Pulvers, jedoch ist ein Einfluss der Scherrichtungsänderung nicht zu sehen. 
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Abbildung 7-63: Ermittelte Eigenfrequenzen f0 von Kalkstein bei verändertem Winkel zwi-
schen Scher- und Schwingrichtung in Abhängigkeit des Normalspannungsverhältnisses 
ab/an, Fließort 2 

 

 

In Abbildung 7-64 sind die ermittelten viskosen Dämpfungsverhältnisse von Kalkstein bei 

verändertem Winkel zwischen Scher- und Schwingrichtung in Abhängigkeit von der Normal-

belastung dargestellt. Es ist eine leichte Tendenz zu höheren Werten von b mit verändertem 

Winkel zu sehen, jedoch ist keine klare Korrelation zwischen Winkelveränderung und visko-

sem Dämpfungsverhältnis abzulesen. Tabelle 7-20 fasst die ermittelten Dämpfungsparameter 

des Kalksteinpulvers bei Änderung des Winkels zwischen Scher- und Schwingrichtung zu-

sammen. 
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Abbildung 7-64: Ermittelte viskose Dämpfungsverhältnisse b von Kalkstein bei verändertem 
Winkel zwischen Scher- und Schwingrichtung in Abhängigkeit des Normalspannungsverhält-
nisses ab/an, Fließort 2 
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Abbildung 7-65: Ermittelte Coulomb’sche 
Dämpfungsverhältnisse b von Kalkstein bei 
verändertem Winkel zwischen Scher- und 
Schwingrichtung bei f = 50 Hz, Fließort 2 

Abbildung 7-66: Ermittelte Coulomb’sche 
Dämpfungsverhältnisse b von Kalkstein bei 
verändertem Winkel zwischen Scher- und 
Schwingrichtung bei f = 200 Hz, Fließort 2 
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Abbildung 7-65 und Abbildung 7-66 zeigen die ermittelten Coulomb’schen Dämpfungsver-

hältnisse bei verändertem Winkel zwischen Scher- und Schwingrichtung bei f = 50 Hz bzw. 

f = 200 Hz. Zu sehen ist, dass b bei f = 200 Hz auf einem höheren Niveau liegt als bei einer 

Erregung mit f = 50 Hz. Jedoch ist eine Abhängigkeit von b vom Verdrehwinkel der 

Scherzelle nicht abzulesen. 

Die Auswertung des Coulomb’schen Dämpfungsverhältnisses (siehe auch Abbildung 7-67 

und Abbildung 7-68) zeigt ebenso wie bei der Auswertung des viskosen Dämpfungsverhält-

nisses keine deutliche Korrelation zwischen der Änderung der Scherrichtung und der Dämp-

fung durch Partikelreibung. Bei einem Normalspannungsverhältnis von ab/an = 0,25 ist eine 

größere Streuung von b zu sehen. Dies und die in Abbildung 7-64 zu sehende leichte Ten-

denz zu höheren Werten von b mit veränderter Scherrichtung lässt ebenfalls eine höhere Di-

latanz in der Scherzone vermuten. Allerdings dürfte diese Volumenänderung weniger deutlich 

ausfallen, als bei den Anisotropietests (Abschnitt 7.7.1). 

Durch die Drehung der Scherzelle bzw. Änderung des Winkels zwischen Scher- und 

Schwingrichtung wirkt jeweils ein mit dem Verdrehwinkel wachsender Anteil der Schwing-

energie zusätzlich in Scherrichtung. Dieser Energieeintrag unterstützt offenbar das Lösen be-

stehender Partikelkontakte und erschwert die Bildung von neuen Kontakten, was zu einer hö-

heren Dilatanz in der Scherzone und den beschriebenen Beobachtungen führt.  
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Abbildung 7-67: Ermittelte Coulomb’sche 
Dämpfungsverhältnisse b von Kalkstein bei 
verändertem Winkel zwischen Scher- und 
Schwingrichtung bei ab/an = 0,8, Fließort 2 

Abbildung 7-68: Ermittelte Coulomb’sche 
Dämpfungsverhältnisse b von Kalkstein bei 
verändertem Winkel zwischen Scher- und 
Schwingrichtung bei ab/an = 0,25, FO 2 
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Tabelle 7-20: Ermittelte Dämpfungsparameter des Kalksteinpulvers bei Änderung des Win-
kels zwischen Scher- und Schwingrichtung bei Fließort 2 

Winkel 

 
ab/an 

 
Eigenfrequenz 
f0 in Hz 

visk. Dämpfungs-
verhältnis b 

Coulomb. Dämpfungs- 
verhältnis b(f) 

    f = 50Hz f = 200 Hz 

0,8 213,4 ± 8,7 0,39 ± 0,03 0,10 ± 0,02 0,42 ± 0,06 

0,6 169,8 ± 5,8 0,43 ± 0,03 0,12 ± 0,01 0,47 ± 0,05 

0,4 156,2 ± 6,0 0,38 ± 0,02 0,12 ± 0,01 0,47 ± 0,04 

0° 

0,25 131,9 ± 3,4 0,43 ± 0,02 0,12 ± 0,01 0,47 ± 0,04 

0,8 208,5 ± 3,4 0,47 ± 0,03 0,09 ± 0,01 0,34 ± 0,03 

0,6 182,3 ± 4,3 0,51 ± 0,03 0,12 ± 0,01 0,47 ± 0,03 

0,4 146,2 ± 2,7 0,51 ± 0,02 0,09 ± 0,01 0,36 ± 0,03 

15° 

0,25 120,8 ± 3,8 0,58 ± 0,01 0,07 ± 0,01 0,26 ± 0,01 

0,8 213,2 ± 3,5 0,42 ± 0,02 0,11 ± 0,01 0,44 ± 0,01 

0,6 186,3 ± 3,5 0,43 ± 0,02 0,12 ± 0,01 0,47 ± 0,01 

0,4 150,2 ± 2,7 0,48 ± 0,02 0,11 ± 0,01 0,45 ± 0,01 

30° 

0,25 118,8 ± 2,7 0,46 ± 0,02 0,09 ± 0,01 0,34 ± 0,02 

0,8 225,1 ± 2,8 0,47 ± 0,02 0,09 ± 0,01 0,38 ± 0,01 

0,6 190,0 ± 3,0 0,46 ± 0,02 0,10 ± 0,01 0,39 ± 0,01 

0,4 167,0 ± 3,2 0,48 ± 0,02 0,10 ± 0,01 0,42 ± 0,01 

45° 

0,25 144,0 ± 2,0 0,54 ± 0,02 0,09 ± 0,01 0,35 ± 0,01 

0,8 218,6 ± 3,6 0,43 ± 0,02 0,12 ± 0,01 0,47 ± 0,01 

0,6 192,5 ± 3,2 0,47 ± 0,02 0,10 ± 0,01 0,43 ± 0,01 

0,4 151,3 ± 3,1 0,50 ± 0,02 0,12 ± 0,01 0,48 ± 0,01 

60° 

0,25 135,1 ± 2,8 0,54 ± 0,01 0,13 ± 0,01 0,50 ± 0,01 

0,8 219,1 ± 8,3 0,43 ± 0,04 0, 13 ± 0,01 0,52 ± 0,02 

0,6 195,3 ± 6,8 0,44 ± 0,03 0,14 ± 0,01 0,54 ± 0,02 

0,4 147,0 ± 3,5 0,49 ± 0,02 0,13 ± 0,01 0,52 ± 0,01 

75° 

0,25 118,8 ± 3,4 0,51 ± 0,02 0,15 ± 0,01 0,58 ± 0,01 

 

 

 



 172

8 Zusammenfassung 
 

 

In der vorliegenden Arbeit stand die Untersuchung der Dämpfungseigenschaften kohäsiver 

Pulver beim langsamen, reibungsbehafteten Fließen unter verschiedenen Bedingungen im 

Vordergrund. Es wurden unterschiedliche Feuchtebeladungen und Partikeleigenschaften so-

wie der Einfluss verschiedener Scherrichtungen auf das Dämpfungsverhalten untersucht. Da-

bei dienten die Dämpfungsparameter Eigenfrequenz f0, viskoses Dämpfungsmaß b und Cou-

lomb’sches Dämpfungsmaß b der Beschreibung des Dämpfungsverhaltens kohäsiver Schütt-

güter. Als Versuchsmaterialien wurden jeweils ein handelsübliches Kalksteinpulver (OMYA; 

d50 = 1,3µm) und Titandioxidpulver (KRONOS 1001; d50 = 0,6µm) verwendet.  

Die experimentellen Untersuchungen wurden an einer auf Blattfedern gelagerten schwingen-

den Translations-Scherapparatur durchgeführt, bei der während des Schervorganges horizon-

tale Schwingungen unterschiedlicher Intensität in die Schüttgutprobe eingeleitet werden kön-

nen. Für die Versuche wurden die Proben in definierte Ausgangszustände versetzt (ange-

schert), um das im Silo fließende Schüttgut zu simulieren. Anschließend wurden die Probe 

abgeschert und die Scherkraftverläufe aufgezeichnet. Diese Diagramme waren die Grundlage 

der Versuchsauswertung. Bei den Vibrationsversuchen wurden das Anscheren und das Ab-

scheren jeweils unter Schwingungseinfluss durchgeführt. Mit dieser Versuchsmethode wird 

ein kontinuierlich schwingungsunterstützter Siloaustrag simuliert.  

Generell ist festzuhalten, dass die eingeleiteten Schwingungen zu einem verbesserten Fließ-

verhalten führen. Im untersuchten Bereich der Erregerfrequenz (50 Hz ≤ f ≤ 200 Hz) nimmt 

die Fließverbesserung mit zunehmender Erregerfrequenz zu, da bei konstanter maximaler 

Schwinggeschwindigkeit die Intensität der eingeleiteten Schwingungen mit der Erregerfre-

quenz wächst.  

Bei der Schwingungsübertragung im Schüttgut treten Dämpfungseffekte auf. Um diese zu 

quantifizieren, wurde am Scherboden und Scherring jeweils ein Beschleunigungssensor ange-

bracht. Aus der Abschwächung oder Verstärkung zwischen dem Erreger- und den resultieren-

dem Signal a1 und a2 können die Dämpfungsparameter Eigenfrequenz f0, viskoses Dämp-

fungsverhältnis b und Coulomb’sches Dämpfungsverhältnis b durch Messwertanpassung 

an die Vergrößerungsfunktion V erhalten werden. Die Vergrößerungsfunktion V ist eine von 

den Hartog angegebene analytische Lösung für kombinierte Coulomb’sche und viskose 

Dämpfung [37] und entspricht dem frequenzabhängigen Verhältnis der maximalen Schwin-

gungsamplituden am Scherring xmax,2 und Scherboden xmax,1.  
 

2
b

22
visb

1max,

2max, MVL
x

x
V   (4-153)
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Der entscheidende Parameter zur Beschreibung der Reduzierung der Scherfestigkeit ist die 

maximale Schwinggeschwindigkeit [37], d.h. es kann frequenzunabhängig die Abnahme der 

Scherfestigkeit mit zunehmender Schwinggeschwindigkeit aufgetragen werden. Das bedeutet, 

dass die bezogenen Scherfestigkeiten / (Schubspannung unter Vibrationen/Schubspannung 

ohne Vibrationen) unabhängig von der Erregerfrequenz auf einer Kurve liegen Aus diesem 

Grund wurde für die experimentellen Untersuchungen dieser Arbeit die Schwinggeschwin-

digkeit (Gl. (4-7)) als konstant vorgegeben (hier vmax = 20 mm/s), um den Einfluss weiterer 

Parameter (Feuchtebeladungen, Partikeleigenschaften, verschiedene Scherrichtungen) unter-

suchen zu können. Diese Vorgehensweise hatte zur Folge, dass der von den Hartog definierte 

Dämpfungsparameter b nach Gl. (4-152) bei veränderter Erregerfrequenz durch die unver-

änderte maximale Schwinggeschwindigkeit keine Konstante, sondern eine Funktion der Erre-

gerkreisfrequenz  ist. Bei der Parameteranpassung an die Messwerte wurde also eine Erwei-

terung von Gl. (4-153) notwendig. Dafür wurde ein modifiziertes Coulomb’sches Dämp-

fungsmaß * eingeführt, das von der maximalen Schwinggeschwindigkeit unabhängig ist. 

Die Vergrößerungsfunktion (Gl. (4-153)) ergibt sich folglich zu 
 

 222
vis *MV*LV   (4-161)

 

Damit können nun konstante Dämpfungswerte (Eigenfrequenz f0, viskoses Dämpfungsmaß b 

und modifiziertes Coulomb’sches Dämpfungsmaß *) bestimmt werden. Durch Rückrech-

nung kann dann das frequenzabhängige Coulomb’sche Dämpfungsmaß b erhalten werden, 

das mit steigender Erregerfrequenz zunimmt.  

Die Ergebnisse der Untersuchungen zum Dämpfungsverhalten kohäsiver Pulver wurden vor-

rangig mit dem beschriebenen Kalksteinpulver durchgeführt. Als erstes wurde das Kalkstein-

pulver in seinem Anlieferungszustand, d.h. ohne weitere Manipulation bspw. durch zusätzli-

che Feuchtigkeit, untersucht. Die Ergebnisse zeigen eine mit der jeweiligen Verfestigung an-

steigende Eigenfrequenz und ein mit zunehmender Verfestigung abnehmendes viskoses 

Dämpfungsverhältnis. Das Coulomb’sche Dämpfungsverhältnis nimmt mit zunehmender Ver-

festigung zu. Der Anteil der Coulomb’schen Dämpfung an der Gesamtdämpfung steigt mit 

zunehmender Verfestigungsspannung und zunehmender Normalspannung.  

Folgende Parameter wurden untersucht: 

 

Einfluss der Pulverfeuchte: 

Die Feuchtebeladung im Anlieferungszustand betrug Xl = 0,004. Um den Einfluss erhöhter 

Materialfeuchte zu quantifizieren, wurde Xl auf 0,02; 0,04; 0,08 und 0,16 erhöht. 

Mit zunehmender Pulverfeuchte sank die Eigenfrequenz und stieg das viskose Dämpfungs-

maß, die Coulomb’sche Dämpfung wurde ebenfalls reduziert. Die an den Partikeloberflächen 

adsorbierte Feuchtigkeit hat somit einen Einfluss auf das Dämpfungsverhalten kohäsiver  

 



 174

Pulver. Das befeuchtete Kalksteinpulver verhält sich viskoser als das unbefeuchtete Kalk-

steinpulver bei gleichzeitig reduzierter Reibung zwischen den Einzelpartikeln. 

 

 

Einfluss der Pulvereigenschaften: 

Um den Einfluss unterschiedlicher Partikeleigenschaften zu bestimmen, wurden die Ergebnis-

se des untersuchten Kalksteinpulvers den Ergebnissen der Dämpfungsuntersuchungen des 

beschriebenen Titandioxidpulvers gegenüber gestellt. Das Titandioxidpulver unterscheidet 

sich vom Kalksteinpulver durch einen kleineren mittleren Durchmesser und durch eine größe-

re Materialhärte. Im Gegensatz zu Kalkstein, das aus einzelnen Partikeln besteht, besteht das 

Titandioxidpulver aus fest verwachsenen Aggregaten, die aus kugeligen Einzelpartikeln zu-

sammen gesetzt sind. Titandioxid hat eine größere Hamaker-Konstante und verfügt damit 

über ein größeres Haftvermögen als Kalkstein unter vergleichbaren Belastungsbedingungen. 

Für das untersuchte Titandioxidpulver wurden eine deutlich kleinere Eigenfrequenz sowie ein 

kleineres viskoses Dämpfungsverhältnis ermittelt. Die Coulomb’sche Dämpfung ist größer als 

beim untersuchten Kalksteinpulver. Hier zeigt sich der Einfluss vor allem der größeren Parti-

kelhaftung des Titandioxids. Anscheinend ist bei Pulvern aus Partikeln mit größerem Haft-

vermögen der Coulomb’sche Anteil an der Gesamtdämpfung größer als bei Pulvern, die aus 

weniger adhäsiven Partikeln bestehen. 

 

Einfluss der Scherrichtung – Anisotropie: 

Um den Einfluss der Drehung der Scherzelle um 180° zwischen An- und Abscheren zu quan-

tifizieren, wurden die Ergebnisse zwei verschiedener Messprozeduren verglichen, die hier als 

„Standardscherversuch“ und „Anisotropietest“ bezeichnet werden. Es ist eine deutliche Ver-

ringerung der Festigkeit des Kalksteinpulvers bei den Anisotropietests zu verzeichnen. Das ist 

ein eindeutiges Zeichen dafür, dass sich das Pulver sehr viel stärker in Scherrichtung verfes-

tigt als in die entgegengesetzte Richtung, d.h. das Pulver in der Scherzelle wird durch das 

Vorverdichten und das Anscheren nicht homogen, sondern richtungsabhängig, verfestigt.  

Die ermittelten Eigenfrequenzen bei den Anisotropietests sind tendenziell etwas kleiner als 

die bei den Standardscherversuchen ermittelten. Bei einer geringen Normalbelastung führt die 

Umkehrung der Scherrichtung zu einem höheren viskosen Dämpfungsverhältnis. Bei größe-

ren Normalbelastungen hat die Umkehrung der Scherrichtung keinen signifikanten Einfluss 

auf die viskose Dämpfung. Bezüglich des Coulomb’schen Dämpfungsverhältnisses zeigt sich 

der deutlichste Einfluss bei kleinen Normalbelastungen: ein deutlich reduziertes Cou-

lomb’sches Dämpfungsverhältnis wurde ermittelt. Bei höheren Normalbelastungen sind die 

ermittelten Werte von b mit jenen aus den Standardscherversuchen vergleichbar.  

Das beobachtete Dämpfungsverhalten lässt sich mit einer Verminderung der Verfestigung und 

damit verbundener Erhöhung der Dilatanz (Auflockerung des Pulvers bzw. Reduzierung der 
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lokalen Schüttgutdichte) in der Scherzone im Vergleich zu den Standardscherversuchen erklä-

ren. Die Anzahl der wirkenden Partikelkontakte wird vergleichsweise reduziert, was zu einem 

veränderten Dämpfungsverhalten, besonders im Bereich kleiner Spannungen, führt. Bei höhe-

ren Normalbelastungen wird offenbar das Ausbilden einer größeren Dilatanz auf das Schütt-

gut unterdrückt und das Dämpfungsverhalten ändert sich nicht so deutlich.  

 

Unterschiedlicher Winkel zwischen Scher- und Schwingrichtung: 

Bei den bisher beschriebenen Versuchen standen Schwingerregung und Scherrichtung ortho-

gonal aufeinander. Um den Einfluss eines veränderlichen Winkels zwischen Scher- und 

Schwingrichtung zu quantifizieren, wurde die Vibrationsscherapparatur so erweitert, dass die 

Scherrichtung in Intervallen von je 15° relativ zur Schwingrichtung verändert werden kann. 

Die gesamte Scherzelle wurde vor dem eigentlichen Scherversuch gedreht, d.h. Anscher- und 

Abscherrichtung sind in diesem Fall wieder gleich. 

Ein Einfluss des veränderten Winkels auf die Eigenfrequenz wurde nicht beobachtet. Es ist 

eine leichte Tendenz zu höheren Werten des viskosen Dämpfungsmaßes mit verändertem 

Winkel zu sehen, jedoch ist keine klare Korrelation zwischen Winkelveränderung und visko-

sen Dämpfungsverhältnis abzulesen. Die Auswertung des Coulomb’schen Dämpfungsver-

hältnisses zeigt ebenso keine deutliche Korrelation zwischen der Änderung der Scherrichtung 

und der Dämpfung durch Partikelreibung. Dies und die leichte Tendenz zu höheren Werten 

von b mit veränderter Scherrichtung lässt ebenfalls eine Verminderung der Verfestigung und 

damit eine höhere Dilatanz in der Scherzone vermuten. Allerdings dürfte diese Volumenände-

rung weniger deutlich ausfallen, als bei den Anisotropietests. 

 

Die ermittelten Ergebnisse tragen zum besseren Verständnis des Dämpfungsverhaltens ultra-

feiner, kohäsiver Pulver beim langsamen, reibungsbehafteten Fließen bei. Es wurde eine 

Möglichkeit vorgestellt, Kenngrößen des Dämpfungsverhaltens (Eigenfrequenz f0, viskoses 

Dämpfungsverhältnis b und Coulomb’sches Dämpfungsverhältnis b) zu ermitteln, und da-

mit das Dämpfungsverhalten zu beschreiben. 

 

Ausgehend von den vorliegenden Ergebnissen sollte in künftigen Untersuchungen zum 

Dämpfungsverhalten ultrafeiner, kohäsiver Pulver beim langsamen, reibungsbehafteten Flie-

ßen nicht die maximale Schwinggeschwindigkeit vmax, sondern die Erregerschwingamplitude 

xmax,1 bei Veränderung der Erregerfrequenz konstant gehalten werden. Das führt dazu, dass 

die Dämpfungsparameter f0, b und b direkt über die Auswertung der Vergrößerungsfunkti-

on V mit Hilfe von Gl. (4-153) ermittelt werden können. Weiterhin sollten künftige Untersu-

chungen eine Variation des Verdichtungsniveaus, d.h. die Fließorte 1 bis 4, beinhalten.  
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Anhang 
 

 
Abbildung A- 1: Kalkstein, Xl = 0,004, ohne Vibrationen 
 

 
Abbildung A- 2: Kalkstein, Xl = 0,004, f = 60 Hz, vmax = 20 mm/s 
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Abbildung A- 3: Kalkstein, Xl = 0,004, f = 120 Hz, vmax = 20 mm/s 
 
 

 
Abbildung A- 4: Kalkstein, Xl = 0,004, f = 180 Hz, vmax = 20 mm/s 
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Abbildung A- 5: Kalkstein, Xl = 0,004, f = 60 Hz, vmax = 5 mm/s 
 
 

 
Abbildung A- 6: Kalkstein, Xl = 0,004, f = 60 Hz, vmax = 10 mm/s 
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Abbildung A- 7: Kalkstein, Xl = 0,02, ohne Vibrationen 
 
 

 
Abbildung A- 8: Kalkstein, Xl = 0,04, ohne Vibrationen 
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Abbildung A- 9: Kalkstein, Xl = 0,08, ohne Vibrationen 
 
 

 
Abbildung A- 10: Kalkstein, Xl = 0,04, f = 60 Hz, vmax = 20 mm/s 
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Abbildung A- 11: Kalkstein, Xl = 0,04, f = 120 Hz, vmax = 20 mm/s 
 
 

 
Abbildung A- 12: Kalkstein, Xl = 0,04, f = 180 Hz, vmax = 20 mm/s 
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Abbildung A- 13: Titandioxid, ohne Vibrationen 
 
 

 
Abbildung A- 14: Titandioxid, f = 50 Hz, vmax = 20mm/s 
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Abbildung A- 15: Titandioxid, f = 100 Hz, vmax = 20mm/s 
 
 

Abbildung A- 16: Titandioxid, f = 150 Hz, vmax = 20mm/s 
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Abbildung A- 17: Kalkstein, Xl = 0,004, Anisotropieversuch, ohne Vibrationen 
 
 

 
Abbildung A- 18: Kalkstein, Xl = 0,004, Anisotropieversuch, f = 50 Hz, vmax = 20 mm/s 
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Abbildung A- 19: Kalkstein, Xl = 0,004, Anisotropieversuch, f = 100 Hz, vmax = 20 mm/s 
 
 

 
Abbildung A- 20: Kalkstein, Xl = 0,004, Anisotropieversuch, f = 150 Hz, vmax = 20 mm/s 
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2 

Abbildung A- 21: Kalkstein, Xl = 0,004, FO2, Verdrehwinkel der Scherzelle 0°, f = 50 Hz, 
vmax = 20 mm/s 
 

 

2 

Abbildung A- 22: Kalkstein, Xl = 0,004, FO2, Verdrehwinkel der Scherzelle 0°, f = 100 Hz, 
vmax = 20 mm/s 
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Abbildung A- 23: Kalkstein, Xl = 0,004, FO2, Verdrehwinkel der Scherzelle 0°, f = 150 Hz, 
vmax = 20 mm/s 
 

 

2 

Abbildung A- 24: Kalkstein, Xl = 0,004, FO2, Verdrehwinkel der Scherzelle 15°, f = 50 Hz, 
vmax = 20 mm/s 
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2 

Abbildung A- 25: Kalkstein, Xl = 0,004, FO2, Verdrehwinkel der Scherzelle 15°, f = 100 Hz, 
vmax = 20 mm/s 
 

 

2 

Abbildung A- 26: Kalkstein, Xl = 0,004, FO2, Verdrehwinkel der Scherzelle 15°, f = 150 Hz, 
vmax = 20 mm/s 
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Abbildung A- 27: Kalkstein, Xl = 0,004, FO2, Verdrehwinkel der Scherzelle 30°, f = 50 Hz, 
vmax = 20 mm/s 
 

 

2 

Abbildung A- 28: Kalkstein, Xl = 0,004, FO2, Verdrehwinkel der Scherzelle 30°, f = 100 Hz, 
vmax = 20 mm/s 
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Abbildung A- 29: Kalkstein, Xl = 0,004, FO2, Verdrehwinkel der Scherzelle 30°, f = 150 Hz, 
vmax = 20 mm/s 
 

 

2 

Abbildung A- 30: Kalkstein, Xl = 0,004, FO2, Verdrehwinkel der Scherzelle 45°, f = 50 Hz, 
vmax = 20 mm/s 
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2 

Abbildung A- 31: Kalkstein, Xl = 0,004, FO2, Verdrehwinkel der Scherzelle 45°, f = 100 Hz, 
vmax = 20 mm/s 
 

 

2 

Abbildung A- 32: Kalkstein, Xl = 0,004, FO2, Verdrehwinkel der Scherzelle 45°, f = 150 Hz, 
vmax = 20 mm/s 
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Abbildung A- 33: Kalkstein, Xl = 0,004, FO2, Verdrehwinkel der Scherzelle 60°, f = 50 Hz, 
vmax = 20 mm/s 
 

 

2 

Abbildung A- 34: Kalkstein, Xl = 0,004, FO2, Verdrehwinkel der Scherzelle 60°, f = 100 Hz, 
vmax = 20 mm/s 
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Abbildung A- 35: Kalkstein, Xl = 0,004, FO2, Verdrehwinkel der Scherzelle 60°, f = 150 Hz, 
vmax = 20 mm/s 
 

 

2 

Abbildung A- 36: Kalkstein, Xl = 0,004, FO2, Verdrehwinkel der Scherzelle 75°, f = 50 Hz, 
vmax = 20 mm/s 
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2 

Abbildung A- 37: Kalkstein, Xl = 0,004, FO2, Verdrehwinkel der Scherzelle 75°, f = 100 Hz, 
vmax = 20 mm/s 
 

 

2 

Abbildung A- 38: Kalkstein, Xl = 0,004, FO2, Verdrehwinkel der Scherzelle 75°, f = 150 Hz, 
vmax = 20 mm/s 
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