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Vorwort

Was wir am nétigsten brauchen, ist ein Mensch, der uns zwingt, das
zu tun, was wir kdnnen.

(Ralph Waldo Emerson)

Strukturbildung im Gleichgewicht ist langweilig.

Etwas beklommendrte ich diesen Satz aus dem Munde eines der grof3en Meister der nicht-
linearen Dynamik, Prof. ®GFRIED GROSSMANN, auf meine Frage, welches seiner Meinung
nach die wichtigen Bereiche der Physik komplexer Systeme sind, auf die man heute sein
kreatives Augenmerk richten solle. Hydrodynamische Turbulenz, ja, oder auch die Dynamik
von Granulaten seien die modernen Herausforderungen, da hier die grundlegenden Prinzipien
langst nicht so verstanden sind wie in deéxh¥ des Gleichgewichtes.

In der Tat fehlt in der nichtlinearen Dynamik ein analoges Prinzip zur Beschreibung der
Bildung dissipativer Strukturen, das in der Gleichgewichtsstrukturbildung vorhanden ist. Wir
lesen bei @ossund HOHENBERG A long sought goal of nonequilibrium physics is to find a
useful extremum principle such as minimization of the free energy in equilibrium applicable,
say, to non-equilibrium steady states reached at long times. [17]

Hier lagen also die fundamentalen Fragen, und hunderte von Physikern experimentierten
bereits mit dieser und jener Modellgleichung, suchten naituhgen, die aus der Natur be-
kannte Strukturen reproduzierten [4]. Ebensoviele Modellsysteme wurden experimentell un-
tersucht, man variierte BCLET-, REYNOLDS-, NUSSELT und ein Dutzend anderer Zahlen
und stellte teils beeindruckende Phasendiagramme zusammen.

Ergo schien ich mich seit mehreren Jahren im Abseits der modernen Physik zu bewegen.
Eindricke auf Tagungen schienen diesen Verdacht zarerh: von dem Effekt, an dem ich
arbeitete, hatte kaum jemand etwas @ghund die lufig geltdrte Frage,Which dynamical
equation are you solving?‘ ging an meinem Vargtnis der Thematik vorbei: Ein durch und
durch klassisches Modell, die Obé&cdhe eines elastischen Festyers, die sich unter einer
Instabilitat veandert, ist zweifellos ein dynamisches System. Aber interessant waréohain
einmal die sich bildenden Gleichgewichtsstrukturen, und diese sind, sofern sie existieren, bei
diesem System vollkommen statisch. Trotzdem haitedfe meisten davon nie jemand eine
Formel aufgeschrieben. Die korrekte Antwgram solving elastic equilibrium.” stiel3 gleich-
falls auf Befremden.

In dieser Arbeit geht es um Strukturbildung im Gleichgewicht.

Vil
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1. Einfdhrung

Auch das Chaos gruppiert sich um einen festen Punkt, sonst wére es
nicht einmal als Chaos da. [2]

(Arthur Schnitzler)

1.1. Strukturbildung

Von einer Struktur kann man ganz allgemein sprechen, wenn eine Mehrzahl von Einheiten in
einer nicht-zutilligen Weise miteinander verbunden ist, so dass sich RegelméBigkeiten zeigen.

Diese Definition des SoziologenANs-PAuL BAHRDT [7] ist fur alle praktischen Zwecke
ausreichend: Atome gruppieren sich zu Kristallen, Sand formiert sichimem aus kosmi-
schem Staub werden Galaxien. Alle diese Dinge bezeichnen wir als Strukturen.

Schwierig wird es mit der notwendigerweise diskretetHBDTschen Definition erst, wenn
man beginnt, Strukturen durch Gleichungen zu beschreiben. Die sich gruppierenden Einheiten
weichen einem Kontinuum, und doch ist e8gtich, die richtigen Strukturen daraus abzulei-
ten. Rir die Gleichgewichts@fde eines Wassertropfens spielen die Eigenschaften des einzel-
nen Wassermoleéks keine Rolle. Wichtig ist allein eine kollektive Eigenschaft, die Ober-
flachenspannung des Wassers. Auch die spontane Bildung eines Verkehrsstausistiprim
ne Funktion einer kontinuierlichen GiRe, der mittleren Verkehrsdichte und hat nachweislich
nichts mit der Intelligenz dditbrigen Verkehrsteilnehmer zu tun [1].

Eine physikalisch fundiertere Formulierung des Begriffes der Struktur muss demzufolge
bericksichtigen, dass die Erditund ihre Gruppierung zu einer anderen Begriffsklassérgeh
als die daraus abgeleitete Struktur. Hier kommt eine gewisse Komplemaindaritoft salopp
in einem Atemzug gebrauchten Begriffe Setliganisation und Strukturbildung zum Tragen:

Die Art der Gruppierung von En#ten bezeichnet man, ob sie nun eine Struktur bilden oder
nicht, als Organisation, &hrend die Struktur selbst als eine eiaamlich oder zeitlich loka-
lisierbare Regel@iigkeit auf einem zuvor homogenen System zu erkennen ist.

Auch die Nicht-Zuélligkeit der Beziehungen zwischen den Edtin verschwindet in phy-
sikalischen Systemen: Welche Pivalmse-Molekile sich zusammenfinden, um zum Keim
eines neuen Dendriten zu werde@nigt vollséndig vom Zufall ab, ebenso die Auswabhl je-
des weiteren, das die Struktur mit der Zeit wachsesst — die Organisation ist vom Zufall
bestimmt, die Struktur hingegen nicht.

Was von der aréinglichen Definitiorubrigbleibt, sind aumliche oder zeitliche Rege#éflig-
keiten irgendeiner Messgf8e eines zuvor hinsichtlich dieserd@e homogenen Mediums.
Damit ist der Begriff der Strukturdlig von den Eigenschaften der Elemente dieses Mediums
abgekoppelt.

Die Strukturbildung bezeichnet nun dedbergang vom homogenen zum strukturierten Zu-
stand. Sie ist mit dem Konzept d8ymmetriebrechung verbunden, das in der Tat noch all-
gemeiner ist als die obige Beschreibung: unter Antrieb durch eine symmetriebrechende Kraft
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geht das System oberhalb eines kritischen Wertes dieser Kraft in einen Zustand niedrigerer
Symmetrietiber. Ein gngiges Beispiel bringt HLIP BALL [8]: Eine homogendlschicht

in einer Pfanne sieht gleichifmig aus, egal aus welcher Richtung man sie betrachtebhiErh

man die Temperatur, dann bilden sictdtalich hexagonale Konvektionsmuster, und es gibt,

von Randeffekten abgesehen, nur noch sechs Richtungen, aus denen man exakt das gleiche
beobachtet: eine niedrigere Symmetrie hat sich eingestellt.

Die Definition iber eine Symmetriebrechung ist auch vorteilhaft, wenn man sich folgen-
de Uberlegung vor Augenifhrt: Die Molekile desOls in der Pfanne sind selbst bereits das
Resultat mehrerer Symmetriebrechungen, von den Elementarteilblkeelie Atome und die
Molekile im Gas bis zur Eissigkeit. Aus diesem Blickwinkel werden die Eatén des Bei-
spiels selbst zu Strukturen, wenn man sich die Hierarchie von Symmetriebrechungen hinabbe-
wegt. Die Definition einer Strukturdngt somit schlie3lich auch davon ab, welchen Ausschnitt
der Realiit man betrachtet: Struktur ist, was entsteht, wenn ein wohldefiniertes System seine
Symmetrie vermindert.

Geht es darum, Strukturbildung mathematisch zu erfassen, dann wird sofort das Prinzip der
Nichtlinearitt wichtig. Wenn eine Struktur, gesteuert durch eine symmetriebrechende Kraft —
den Kontrollparameter — spontgaus dem Nichts" entsteht, kann diedBe, anhand derer sich
die Struktur manifestiert, nicht linear von dem Parameteaaghn. Man untersucht folglich
nichtlineare Gleichungen, und die Parameter der Symmetriebrechualy ew@m durch Li-
nearisierung dieser Gleichungen: Das Einsetzen einer Inséalslidurch eine Wellenzabj,
und eine Frequenz, gekennzeichnet. Eine einfache Klassifizierung von Inséivdit erfolgt
aufgrund der Unterscheidung, ob einer der beiden kritischen Parameter Null ist.

Die in dieser Arbeit untersuchten Strukturen sind vom Typ # 0,w, = 0), also peri-
odisch im Raum und stati@nin der Zeit. In der Klassifikation vonEbssund HOHENBERG
bezeichnet man die damit verbundenen Mechanismeh; dlsstabilitaten [17].

1.2. Die GRINFELDinstabilit at

Eine Reihe von Modellsystemen ist bekannt, deren gemeinsame Eigenschaft darin besteht,
dass sich aus einer amfglich glatten Obefrdiche unter der Wirkung eines externen Feldes
eine strukturierte Obe#the entwickelt.

Formal mit der RINFELDinstabilitat verwandt ist beispielsweise dieoBENSWEIGnsta-
bilitat einer Ferrofluidobedkthe, bei der sich unter Einfluss eines externen Magnetfeldes Sta-
chelstrukturen ausbilden [19, 21, 58|hnliche Effekte lbnnen auch durch elektrische Felder
hervorgerufen werden (Elektrostriktion).

Die GRINFELDInstabilitatt dagegen wird durch elastische Felder verursacht. Dies wider-
spricht zuachst der Alltagserfahrung: Unter den Wirkungen von Elagtizstellt man sich
gemeinhin keine Strukturbildung vor. Zieht man an einem Feptr, soandert sich seine
Lange, aber die Obeé#ithe bleibt eben. Mickt man stattdessen, dann geschiehtaztst
ebenfalls nichts mit der Obeiithe, bis eine andere Instafilitstattfindet: die HLERsche
Knickinstabilitat. Doch abgesehen von einer makroskopischen Verbiegung bleibt auch hier
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die Oberfache erhalten.

Der Widerspruchdst sich auf, wenn wir den Atomen auf der Obécfie die Mglichkeit
geben, ihren Platz zu verlassen und sich an einer neuen Stelle wieder anzulagern. Solche
Transportprozesse sind im Alltag zumeist untaotit, da die Temperaturen der Obéacihen
zu niedrig sind. Daher kann dieRBNFELDinstabilitat selten direkt beobachtet werden.

Begunstigen wir aber die &higkeit zur Gestadinderung, indem wir den Festiper bei-
spielsweise bei hohen Temperaturen unter Hochvakuum entstehen lagses¢bichttechno-
logie), mit seiner Schmelze in Kontakt bringen (Eis im Wasser) oder mit einer konzentrierten
Losung desselben Stoffes (§égyte Salzbsungen), wobei er jeweils einer nichthydrostati-
schen Spannung unterliegt, so wird sich die Fé@gikroberthche veandern. Wie sich zeigt,
ist es bei gleicher elastischer Spannuingdinen Festlirper tatéchlich energetischimstiger,
eine strukturierte Obe#the zu entwicklen — jeder Festlper unter elastischer Spannung hat
die Tendenz dazu.

Betrachtet man ausschlief3lich den Effekt der Verringerung der elastischen Energie, so ist
zwar eine Strukturierung erdbar, jedoch ist kein kritischer Parameter tisergangs von
der unstrukturierten zur strukturierten Obacthe erkennbar. Jeder noch so gering elastisch
verspannte Krper wirde im Laufe der Zeit Strukturen entwickeln. Folglich begen wir
einen Mechanismus, der der Instaldtientgegenwirkt, und dabei handelt es sich um die all-
gegenvartige Oberfhchenspannung. Sie sorgt auf kleingangen (Kapillariat) fur eine Sta-
bilisierung der Oberéiche. Andere Effektednnen die Instabilét auf grof3en Bngen stabi-
lisieren: die Schwerkraft, die Art und Weise der Applikation der elastischen Spannung, und
schlief3lich auch die Art des Transportmechanismus selbst: wenn lediglich &2beridiffu-
sion vorliegt, dann leuchtet ein, dass die Bildung einer Struktur urarsger dauert, je gR3er
ihre Ausdehnung ist (einen Hinweis darauf liefert bereits die lineare Theorie, vgl. Abbildung
3.2 auf Seite24).

Die GRINFELDinstabilitat wird also im allgemeinen in einem nach oben und unten begrenz-
ten Fenster endlicher Wellenzahleémumlich periodische Strukturen ausbilden.

Die Literatur zur GRINFELDInstabilitat ist vielfaltig. Von AsSARO und TILLER [5] zuerst
untersucht und unaldingig von QRINFELD ,wiederentdeckt’ [28—30] wurde sie mit den Ar-
beiten von NbzIERES[52, 53] einem breiteren Fachpublikum bekannt.

Eine frihe Arbeitiiber elastische Obegitheninstabildaten stammt von HTCHINSON et.
al [36].

Wegen der besonderen technischen Bedeutung gibt es eilenschaubare Anzahl von
Publikationeniber dinne Schichten und selbstorganisiertes Wachstum von Halbleiterstruktu-
ren [12,14,16,24,32,60, 64].

Zykloiden als Ansatzfunktionen wurden vom@G et. al erstmalig benutzt [15] und &er
von uns auf Doppelzykloiden erweitert [38]. Multizyklen als Ansatzfunktionen wurden etwa
zeitgleich auch von Y et. al benutzt [72]. Die Behandlung mit Amplitudengleichungen ist
eine Don@ne von K. KASSNER[40]. Die Verbindung der @INFELDinstabilitat mit der Bil-
dung von Rissen wird beispielsweise vorBNERet. al [13, 62] und von EVERMANN und
PROCACCIA [48] behandelt.

Schlief3lich wurde von J. KPPEY im Rahmen seiner Dissertation hachgewiesen, dass die
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MULLINS-SEKERKA-Instabilitat durch die Anwesenheit elastischer Felder beeinflusst werden
kann [37].
Im Folgenden werden einige experimentelle Beispielsysteme vorgestellt.

1.2.1. “He. Das TORII-BALIBAR -Experiment

Das ToRII-BALIBAR -Experiment [69, 70] ahlt zu den wenigen direkten experimentellen Un-
tersuchungen der @NFELDinstabilitat. Im Experiment wird festeédHe im Kontakt mit einer
suprafluiden Phase desselben Materials untersucht. Modulationen de&€teRinnen sich

in diesem Systeriiber den Mechanismus von Schmelzen und Rekristallisieren bilden.

Dieses wegen der tiefen Temperaturen experimentell@udige System bietet den grofR3en
\Vorteil, dass das Material extrem weich ist und einen geringen Dichtekontrast adif\iéest
fuhrt zu Strukturen auf sichtbaren Skalen; es entstehen Furchen in einem Abstand von etwa
8 mm.

Das Experiment wurde in einer Druckzelle (im Originalain cell) durchgeiihrt, die es
gestattet, der festen Substanz durch Regulierung der elektrischen Spannung an zwei Piezoele-
menten eine definierte uniaxiale Spannung aufagen. Die Instabilét tritt erwartungsgeaf’
jenseits einer kritischen Spannung auf, die im Rahmen der experimentellen Gegebenheiten gut
mit den Vorhersagen der linearen Theark@ereinstimmt.

Abbildung 1.1.: Eine der Aufnahmen aus
[70]. Die Furchen, die durch die BNFELDIN-
stabilitat verursacht werden, sind als schwarze
senkrechte Streifen deutlich zu erkennen.

1.2.2. Polymere, Salze, Basalt

An einer Reihe weiterer experimenteller Systeme wurden im Zusammenhang mirder G

FELDinstabilitat beachtenswerte Experimente durclibef. In einer Arbeit von BRREHAR

et. al aus dem Jahr 1992 wiitber einkristalline Filme aus Polydiazetylen berichtet, die durch

Elektronenbeschuss auf dem Monomersubstrat derselben Substanz erzeugt wurden [11].
Das Experiment zeigte eine mittels Atomkraftmikroskopie vermessene Strukturierung der

Oberflache. Die RINFELDinstabilitat tritt dabei in Form von Obe#thenstrukturenfRINK -

LES) auf, verbunden mit einem sekuim@én Effekt, der Ausbildung von parallelen Rissen im

1 Wir habeng=9.81ms~2, v=2-10"*Jm?, Ap=18kgm™*, wask=939.67m ! bzw.A=6.69 - 10~ m
ergibt, in engetbereinstimmung mit den Messungea § - 103 m).
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Abstand von wenigen Mikrometern bei Schichtdickedlggr als etwd 75 nm. Das Experi-
ment nimmt von den beteiligten Gi8enordnungen her eine Zwischenposition zwischen den
Halbleitern und dem Helium ein.

Ungeachtet dessen eignet sich diese Arbeit weniger als Grundlage theoretischer Betrach-
tungen. Der Grund déf liegt in der Undefiniertheit der Grenzschicht zwischen Polymer und
Monomer. Die eindringenden Elektronen weisen eine gewisse Breite in der Verteilung der
Eindringtiefen auf. Daher existiert eindbergangszone, in der polymerisierte Bereiche und
Monomere abwechseln. Zudem findet an der Obeli¢ kein Transport statt, sondern es ge-
schieht lediglich eine bevorzugte Polymerisation in bestimmten Richtungen. Der Prozess ist
damit hochgradig von der Zeit und von den Anfangsbedingungearaji.

Ein interessantes neueres Experiment b&figh sich mit einem Kristall aus Natriumchlo-
rat, der sich in seiner gatligten Losung befindet und von oben her unter Spannung gesetzt
wird [45].

Abbildung 1.2.: Natriumchloratkristall unter Spannung. Das
Bild ist Teil eines Videos, das freundlicherweise voaNDEL
KOHN zur Verfugung gestellt wurde.

Die Abbildung 1.2 zeigt ein Bild aus dem ersten Drittel des Experimentes. Der Kristall
hat hier bereits eine strukturierte Obadhe ausgebildet, die sich im Lauf des Experimentes
weiter vergbbert. Das Experiment hat eine Gesamtlaufzeit von mehr als 300 Stunden. Ein
interessanter und bisher unverstandener Aspekt ist die Ausbildung einer erneut glatten Ober-
flache im untersten Teil des Bildes. Dieser Bereich weitet sich im Lauf des Experimentes nach
oben aus und ist vermutlich mit einer Konzentrationswelle in disung assoziiert. Zudem
befindet sich in dem Experiment die Obadhe parallel zur Schwerkraftrichtung, was eine
theoretische Einordnung zatzlich erschwert.

Das Natriumchlorat-Experiment stammt aus dem Bereich der Geowissenschaften. Hier exis-
tieren noch weitere ”Rimomene, an deren Entstehung dirIKB-ELDinstabilitat zumindest
beteiligt sein drfte. Gemeint ist die Erstarrung von Basalt, in deren Verlauf sich in Ver-
bindung mit abkihlungsbedingten Spannungen im Idealfall hexagonale @lsaghstruktu-
ren bilden. Dieseifhren in den Furchen zu Rissbildung und in der Folge zu den oft beob-
achteten hexagonalen Basaliten. Die Reihe der Untersuchungen zu diese@nBimen ist
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Abbildung 1.3.: Basaltswulen. Der Devil's Tower in
Wyoming (USA) ist eines der eindrucksvollsten Bei-
spiele fir Basaltdulen.www.newyoming.org/
DevilsTower/PhotoAlbum/ Siehe auch [50].

vielfaltig [6, 18, 31, 34, 42, 47, 49, 57].

1.2.3. Kopplung mit chemischer Strukturbildung: PA-MB-O

Ein interessantes System, das im Hinblick auf diriG-ELDinstabilitat noch weitgehend
unerforscht ist, sindizthne Schichten polymerisierender Gele.

Das hier vorgestellte Experiment wird eigentlich mit der Absicht untersucht, Turingstruk-
turen zu erforschen. Das Polyacryl-Methylenblau-Sauerstoff- oder R&MB—-O -System
zeigt in der Tat hexagonale Reaktionsmuster (Abbildiuragy [68].

Nun zeigt sich, dass die farblich erkennbaren Muster mit ebensolchen Strukturen der Ober-
flache selbst einhergehen, die einen Durchmesser von wenigen Millimetern undddiee H
von weniger als einem Millimeter besitzen. Die Interpretation als Kopplung mit elastischen

Effekten wahrend der Polymerisation des Gels liegt nahe. Untersuchungen hierzu stehen noch
aus.

- i
e T
t..r*"-h.‘ i

Abbildung 1.4.: Polyacryl-Methylenblau-Sauerstoff
(PA-MB-0)-System. Deutlich treten die Hexagon-
muster an der Obeéthe zutage. (Aufnahme von E.
KASPER



1.3. Zielstellung dieser Arbeit

Inzwischen existiert auch eine Reihe von theoretischen Untersuchungen zu den Eigenschaf-
ten von Geloberichen unter Spannung [20, 54, 58].

1.2.4. Kopplung mit Gittereffekten auf kleinen Skalen: Epitaxie

Im Bereich der Halbleitertechnologie entstehen Strukturen, die mit eex&LDinstabilitat
assoziiert werden, auf sehr viel kleineren Skale@sdt man eineithne Schicht per MBE

sehr langsam wachsen, so dass ihre Atome ausreichend Zeit haben, peiddbadiffusi-

on einen energetisch biggstigten Ort zu finden, so bildet sich zuerst eine Schicht mit der
Gitterkonstanten des zugrundeliegenden Substrates, die eine enorme mechanische Spannung
enthalt. Sgater beginnt die Obe#the, strukturiert weiterzuwachsen und dabei Pyramiden zu
bilden, deren Spitzen elastisch relaxiert sind. Diesen Effekt bezeichnet man als versetzungs-
freies SSRANSKI-KRASTANOFFWachstum.

Abbildung 1.5.: TEM-Aufnahme ei-
nes Quantenpunktes.

Ein besonders séimes Beispi€lzeigt das Bild1.6, das ein vergiRerter und digital nach-
bearbeiteter Ausschnitt des Bildés ist. Die Atome, gekennzeichnet durch helle Flecken,
ordnen sich an der Unterseite, in deaid zum Substrat, in der gleichen Weise an wie das
darunterliegende Gitter.

Die sich bildenden Strukturen siniblicherweise facettiert; oft eét man Pyramiden. In
diesen Systemen spielen also neben der Endlichkeit der Schichtdicke die Kristallpotenziale
eine Rolle — eine Mglichkeit der zukinftigen Erweiterung der Theorie.

1.3. Zielstellung dieser Arbeit

Unter der GRINFELDinstabilitat bilden sich unter bestimmten Urastlen — begrenzte Sys-
temgiRe, dinne Schichten — stati@are Strukturen aus. Diese sind durch ein Minimum der

2 Unter http://www.ece.utexas.edu/projects/ece/mrc/groups/street _mbe/mbechapter.html findet man
im Internet eine Eirifhrung in die Molekularstrahlepitaxie.

3 Der Abdruck der Bilded..5und 1.6 erfolgt mit freundlicher Genehmigung vonEBRGEADE, Physikalisch-
Technische Bundesanstalt, Braunschweigp:(www.ptb.de/de/org/2/24/2404/verzerrung.htm )


http://www.ece.utexas.edu/projects/ece/mrc/groups/street_mbe/mbechapter.html
http://www.ptb.de/de/org/2/24/2404/verzerrung.htm

1. Eintiihrung
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X A A R R FEFFFED nachbearbeiteter Ausschnitt aus Ab-
* X R R R PR RO bildung 1.5, durch den die elastische
= R F R BB EEFEFE D Ralaxation in der Spitze der Quanten-
I B R E EEEE BB punktstruktur besonders gut sichtbar
. wird.

Abbildung 1.6.: Vergroerter und

freien Energie gekennzeichnet. Das Auffinden dieserahds ist @ir das @here Versind-
nis verschiedenster experimenteller Situationen von Interességb&dinaus &nnen sie der
Validierung zukinftiger dynamischer Simulationen dienen.

Folgende Aufgaben stellen sich also:

1. Die schwach-nichtlineare Analyse einer Reihe von Systemen, darunter insbesondere
dinner Schichten, unter verschiedenen Vorspannungen und die Klassifizietgtig m
cher statioarer Muster in AbRAngigkeit von diesen Bedingungen.

2. Die genauere Charakterisierung bekanni@sungen mit gro3er Amplitude, d.h. in gro-
lem Abstand von der ebenen Ausgangssituation. Hierzu dienen die Entwicklung der
Oberflache in hohe Ordnungen sowie alternative, dem Problem angemessenégmeAns



2. Grundlagen

ceiiinosssttuv

(Robert Hooke [61])

2.1. Chemisches Potenzial und Randbedingungen

Die Dynamik der RINFELDinstabilitat wird durch das chemische Potenzial der Fagt&r-
grenzfhche((x) beherrscht. Dieses setzt sich in den hier zu behandelnden Modellen aus drei
Anteilen zusammen. Der elastische Teil des chemischen Potenzials laudet Grenzthche

eines dreidimensionalendfpers abgesehen von Vorfaktoren [10]

1 2
Apg = 2By {(1 +v) ijl.—c@y Tiilame) — (Ukk|z:<(r)> ] ’ (2.1a)
und er reduziert sich in zwei Dimensionen (also bei einer eindimensionalen Gh&flinter
Annahme von,plane strain® @ir p = 0 auf [38]

1—12

5By <(Tr0)2‘2:g(m)> : (2.1b)

Dabei sindEy der YouNGsche Elastizatsmodul und, die Poissonsche Querkontraktions-
zahl. In dieser Formulierung bezeichmet nicht in jedem Fall den taéhlichen Spannungs-
tensor im Festlirper. In Problemen mit einer idsigkeit als umgebendem Medium spielt de-
ren Druckp eine Rolle, und die allgemeine Randbedingung an der Giaillautet

Apg =

Onn = —P one = 0. (2.2a)

Ohne Einschiinkung der Allgemeinheit kann man den hydrostatischen Anteil aus dem Pro-
blem abziehen. Man transformiert also den Spannungstensor mittels o;; — 0,,,,0;;, und

wir betrachten ab sofort ausschlie3lich den solcherart reduzierten Spannungstensor (der auch
in den Gleichungen?( 1) steht). Die Randbedingung an der oberen Gréuoht lautet dann in

jedem Fall

Onn =10 o =0 (2.2b)
oder
on=0. (2.2¢)
Zusammen mit der elastischen Gleichgewichtsbedingung im Inneren desripestk

aO'Z'j

pr— 2-
5 =0 (2.3)



2. Grundlagen

und der Forderung nach dem verschwinden deaiMgerungen im Spannungstensor bet
—oo ist das elastische Feld eines Halbraumes \atidig determiniert. In Mehrschichtsys-
temen sind zudem weitere RandbedingunganFest-Fest-Gren&then zu bercksichtigen
[66]. Man fordert [65] zwischen den Mediehund B die Kontinuitt der Verschiebungen

u’ = u? (2.4a)

c’n=0"n, (2.4b)

wobein der Normalenvektor zur Grenafthe zwischeml und B ist. Im Falle einer planaren
Grenzflche vereinfacht sich Gleichung.4b zu

o4 = ol (2.4c)
Im elastischen Gleichgewicht gelten innerhalb des Feptks auch die BLTRAMI-MI-

CHELL-Gleichungen [46].
820kk
=0. (2.5)

8%8:5]- N
Aus diesen kann man unter anderem folgern, dass die Komponenten des Spannungstensors
die biharmonische Gleichung

(1 + I/) AO'Z'j +

erfullen. Diese Tatsache wird zusammen mit der Methode derfunktion in den zwei-
dimensionalen Modellen als Grundlage zur Bestimmung der Komponenten des elastischen
Spannungsfeldes in drei Dimensionen dienen.

Die Ubrigen Terme des chemischen Potenzials resultieren aus demiung und aus der
Schwerkraft, und lauten

Apg = =k Apc = g Ap¢(z) (2.7)

mit v als Oberfdchenspannung undals mittlerer Kiimmung.g ist die Fallbeschleunigung
und Ap der Dichtekontrast zwischem Festper und umgebendem Medium (woldep posi-
tiv ist, wenn die Dichte des Fegikpers gol3er als die der Bksigkeit ist).

2.2. Die Dynamik der Grenzfl ache

Die Dynamik der Grenzéiche beschreibt man dann, indem man die Normalgeschwindigkeit
durch dieAnderung des chemischen Potenzials ailisklr Im Falle eines Festkpers im Kon-
takt mit seiner Schmelzeave das einfach

Up = —%Au (2.8a)

10



2.3. Betrachtungen anhand der freien Energie

mit einem Mobilitaitskoeffizienzet. Fir eine Oberfiche, auf der prigr Oberfachendiffusion
abluft, setzt man stattdessen
v, = DAAp (2.8b)

mit einer Diffusionskonstante. Ein statiorarer Zustand &re dadurch gegeben, dass man
v, = 0 fordert.

2.3. Betrachtungen anhand der freien Energie

Betrachten wir nun didnderung der freien Energie des Fésthers durch Modulation seiner
zuvor ebenen Gren#ithe durch eine Funktiaf{z). Die anfangs homogene Energiedichte
wird modifiziert. Ihr allgemeiner Ausdruck ist (z.B. [59])

1
w(x) = 5 Oij Uij - (29)
Wir werden die Verzerrungem; durchweg mittels des lokeschen Gesetzéger die Span-

nungen ausdickert (vgl. [46]):

1
uij = — [(1+v) oy — voudy] . (2.10)

Ey
Einsetzen von4.10 in (2.9) ergibt nach Vereinfachundif die elastische Energiedichte den

Ausdruck ,

w(x) = — [(1+v) Tr(c?) —vTr (0)2} . (2.11)
QEY

Die Verwendung des Blokeschen Gesetzes weist auf eine Grenze aller hier behandelten
Modelle hin. Wir gehen in jedem Fall von defiEgkeit der linearen ElastiZtstheorie aus.
Da sich in Cusp-artigen Morphologien sehr hohe lokale elastische Energiedichten einstellen
konnen, ist dieser Punkt zumindest in solchen Extédlenh diskussionsiardig.

Die freie elastische Energie ist schlieRlich das Integral Atedlerung der Energiedichte
uber das Gesamtvolumen des Féstlers. Dabei sei das Teilintegri@ber die Oberiche als

1 Dabei istd;; wie Ublich 1, falls i = j, und sonsb0.
2 Mit den Invarianten des Spannungstensors

(Tr (o)? = Tr (02)> Is =deto

N |

IliTI‘(O') 12:

gilt

w(x) = % Blf —(14v) 12} .

Diese Formel ist allerdings nicht im zweidimensionalen Faltig; ein Analogon wird in KapiteB.1 her-
geleitet. ImUbrigen sieht man, dass die Energiedichte an der Giodrdl bis auf einen Vorfaktor mit dem
chemischen Potenziébereinstimmt.

11



2. Grundlagen

Mittelung aufzufassen und nur die Integration senkrecht dazu wird explizit geschrieben:

()
Eg = </ dz (w(x) — w0)> : (2.12)

Die untere Integrationsgrenzé@ringt vom betrachteten System ab, in dieser Arbeit ist sie ent-
weder—oo oder eine endliche Tiefe L.

Aufgrunddessen, dass nur déaderung der freien Energie betrachtet wird, wurde der An-
teil aus der homogenen Vorspannung subtrahiert. Die Subtraktion ist in dieser Form statthaft,
wenn die Oberiche im Mittel bei Null bleibt, da sich dann died€he des Integrationsgebietes
nicht ve&andert.

Die anderen Beitige zur freien Energimderung berechnen sich wie folgt: Die Ohierfl
chenenergie ist proportional zum Gewinn aadfle und be#gt daher

ES:7<\/1+CIQ+Cy2—1>. (2.13a)

Fir die Anderung der potenziellen Energie betrachten wir am P(nkj) eine infinitesimal
breite Qwle der Hbhe ((z,y). Sie hat die Masser = Ap((z,y) dr, wobei Ap wieder der
Dichtekontrast des Fesikpers zum umgebenden Medium undie Erdbeschleunigung sind.
Fur die potenzielle Energie ist die Schwerpuriiik, also/2 ((x, y), malgeblich. Folglich ist

Fo = # (C(x,9)?) | (2.13b)

Wir haben damit Ausdicke fir die Anderung aller beteiligten Energieformen abgeleitet.
Lassen wir die Mittelungsklammern weg, so haben wir Aiielerung der freien Energie als
Funktional der Oberfiche((x). Ein Extremum((x) der Variationsaufgabe

E=0[Fg+ Es+ Eg] =0 (2.14)
hat man bekanntlich dann gefunden, wenn die Differenzialgleichung
0 0F  0E
Or 0¢'(x)  9¢(x)

erfullt ist. Dies ist aber gerade identisch mit dem Verschwinden des chemischen Potenzials,
und damit sind beide Herangehensweiaguoivalent.

Nimmt man als Ansatziir ((x) ein Funktionensystem mit den Amplituder), so ist die
Losung des Variationsproblems identisch mit désiling des Gleichungssystems

oE
oo,

=0 (2.15)

0. (2.16)
Entwickelt man alle Gif3en konsistent in der Grundamplitude, dann ist das Auffinden

eines Extremums auf die Nullstellenbestimmung eines Polynomsrieduziert. DieséJber-
legung liegt der sogenannten Expansionsmethode zugrunde, die als Gruiididigdihearen

12



2.3. Betrachtungen anhand der freien Energie

und schwach-nichtlinearen Berechnungen dient. Da das chemische Potenzial in diesem Falle
nichts anderes ist als die Ableitung der freien Enémydeerung nach der Variablen, ent-
spricht dieses Verfahren dem Auffinden der stair@m Losung einer entsprechenden Ampli-

tudengleichung.

13
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3. Zweidimensionale Modelle

Die Tiefe muss man verstecken. Wo? An der Oberflache. [2]

(Hugo von Hoffmannsthal)

3.1. Die Grundgleichungen in den zweidimensionalen Modellen

Gehen wir nun etwasaher auf die spezielle Situation in zwei Dimensionen ein. Infolge der
Vorspannung im Festkperandert sich zuachst die Position der Gleichgewichéthe, und
zwar sowohl durch die hier nicht speziell Beksichtigte elastische Querkontraktion als auch
— bei Systemen in Kontakt mit eineriEsigkeit — durch didnderung des chemischen Poten-
zials. Die neue Gleichgewichtafthe, die sich infolge beider Effekte einstellt, sei dann durch
z = 0 beschrieben. Die Abweichung von de&Ehez = 0 ist die Funktion((x). Wir suchen
nach translations- und spiegelsymmetrischéaungen und benutzen dahér §(x) die Form

((x) = Z oy, cos (nkx) . (3.1)

Die Terme £.139 und @.130 fur die Oberfachenenergie und die potenzielle Energie kann
man in zwei Dimensionen als

B =7 (VT G@P -1) B = 920 (@) (3.2)

ausdiicken. Da alle Energieternider ein Grundintervall gemittelt werden, bezeichign

Es und E¢; Anderungen der mittleren Linien- bzw. (in drei Dimensionerjdfiendichten der
freien Energie, jedoch wird meist vereinfachend die Bezeichnung Energien beibehalten.

Die Komponenten des Spannungstensors werden in zwei Dimensionen unter der Annah-

me des ebenen Spannungszustangkse strain) berechnet. Das blokesche Gesetz wird

also unter der Nebenbedingung formuliert, dass indRichtung keine Deformation auftritt

(uy, = 0). Die Spannung in dieser Richtung verschwindet hingegen nicht. @ssKEsche
Gesetz lautet unter diesen Voraussetzuhgen

1+
Ujj = By
Die elastische Energiedichte wird berechnet, indem in Gleich@rtly ¢nter Beachtung der
Plane-Strain-Bedingung summiert wird. Einsetzen und Zusammenfagsedf

(Uij — I/O’ll(sij) . (33)

1— 12

Vo (Tr (0) = 5 2 ~ det (0)) . (3.4)

1 Wir setzen in2.10 zurachstu,, =0 ein. Daraus folgt,, =v (0, +0.) und damitvy = (1+v) (044 +022).
Mit der Vereinbarung, dags j und! nur iiberxz und z laufen, ergibt sich aus Gleichung.(0 die Beziehung
(3.3.

w(z,z) =

15



3. Zweidimensionale Modelle

Durch Einsetzen des Vorspannungstenseys = 0¢6;,9;, in (3.4) folgt, dass die Energie-
dichte des Ausgangszustandes gerade

0'02 (1 — 1/2)

N (3.5)

Wy =

betragt. Da nur dieAnderung gegeiber dem Ausgangszustand von Interesse ist, subtrahieren
wir den Anteil der Vorspannung aus der Energiedichte. Integration und Mittelung des Diffe-
renzausdrucks ergibt die gesuchteGe:

N e
EE:(12EY)</OO dz(Tr(a)z—liydeta—ao2)> : (3.6)

3.1.1. Entdimensionalisierung

Eine drastische Vereinfachung &int in zwei Dimensionen die Berechnung der Komponenten
des Spannungstensors. Bevoridader Formalismus der i®ryfunktion eingefihrt wird, er-
folgt die Entdimensionalisierung der beteiligtend@en. Diese Prozedur ist als Voraussetzung
fur die Expansionsmethode notwendig, da eine effiziente Implementierung eines umfangrei-
chen Verfahrens voraussetzt, dass alléf&n so weit wie raglich vereinfacht werden. Da
dies auf Kosten der Lesbarkeit hinsichtlich der datdichen physikalischen Gi8enordnun-
gen geschieht, wird an geeigneter Stelle auch auf dekRansformation eingegangen.

Der Spannungstensor wird entdimensionalisiert, indem man seine Komponenten in Einhei-
ten der Vorspannung misst, also die Transformation

o — 090, (3.7)
durchfuhrt. Es gilt also fortan
1 0 Ozz Ozs
o= (30)+ (5 o). 69)
—_—— ——

Vorspannung Anderung

In der Gleichung iir die elastische Energi&.@) treten nur quadratische Formen der Span-
nungskomponenten auf. Dahérmft diese Transformation zu einem atdichen Vorfaktor

2.
2 2 (=)
o go (1 — UV ) 2 2 B
Eg = Yo% </OO dz (Tr(cr) 1_Udeta 1>> : (3.9)

oo~ .
Raumliche GoélRen werden in Einheiten des Grundintervalls der Ré&iB gemessen. Fakto-
ren der Fornros(kx) werden dann einfach ztos(z). Differenziationen und Integrale erfor-
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3.1. Die Grundgleichungen in zwei Dimensionen

dern das Anbringen entsprechender Vorfaktoren, jedoch bleiben Integrale, die mit der Mittel-
wertberechnung assoziiert sind, davon uibet:

1
kx — x /d{x,z}()eg/d{a@z}()
d d

(3.10)

kz — 2

Folglich muss im Vorfaktor vorEy; ein Faktork—! bericksichtigt werden. Die Amplituden
werden ebenfalls transformieftn,, — «,. Infolgedessen sind nun sowofz) als auch
seine Ableitung dimensionslos:

((x) = i o, cos (nkx) — i apcos (nx),  ((r)=— i noy sin (nx) . (3.11)

Da letztere im Rahmen einer Reihenentwicklung in allen geraden Potenzen auftreten wird,
wirden ohne Entdimensionalisierung beliebig hohe Potenzer aorfireten.

In der Gleichungiir die potenzielle Energie3(2) entsteht aufgrund der Transformation der
Amplituden ein Vorfaktork—2, den wir vor das Mittelungsintegral ziehen. Die Gleichungen
(3.2) und (3.6) lauten nun

2k?

2 2 ()
0o (1—v?) 2 2
Eg = TN </_OO dz <Tr(a) 1_ydeta 1)>

Alle dimensionsbehafteten GBen stehen jetzt in den Vorfaktoren der Mittelungsintegrale.
Diese Faktoren kann man wiederum vereinfachen, indem man iaweaté Modell charakte-
ristische langenskaleh undl; sowie ihr Verlaltnisi,, einfuhrt. Mit elastischen Energiedichte
des vorgespannten Zustanda< lauten sie:

Es=7< 1+<m<x>2—1>, Fo = 920 ¢y |
(3.12)

_ Wo L BEy*vglp
h=5— ly he =

— = 7 7 3.13
2wy gAp 2l ot (1 — 1/2)2 ( )

[, ist, abgesehen von einem Vorfaktor, algl&1THIange bekannt. Man beachte, dassn
Abwesenheit von Gravitation Null wird, da damndivergiert. Der Grund ir die spezielle
Definition vonliy, liegt in der Moglichkeit, mitl;», = 0 das gravitationsfreie Modell und mit
l12 = 1 gerade die kritische Situation des Modells mit Gravitatjiemstellen® zu kbnnen.
Mehr Details dazu folgen in der linearen StaBilganalysek ist nun als einzige dimensions-
behaftete Gif3e in den Gleichunge3(12 enthaltenk wird mit Hilfe von /; dimensionslos

gemacht:

Kok (3.14)

l
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3. Zweidimensionale Modelle

Mit den Definitionen 8.5) und 3.13 formt man die Vorfaktoren in3.12 zu

gAp wol% ’wollllg 1-— V2 2 w0l1

2wpl _ v Wol 3.15
T 4o 2 Ak, | 2k 2kEy 0 T Tk (3.15)

um. Jetzt enthalten die Gleichungehl(?) alle einen gemeinsamen Fakta@rl,w, k~2. Die
Division durch diesen Faktor ergibt eine reduzierte Form der Erdangerungt...q:

¢(z)
Ereq = <§/ dz [Tr (U)2 1 Ey det o — 11+ k> [ 1+ Go(2)? — 1} + E C(x)?)

2
(3.16)
die als Grundlagelir die Berechnungen in den zweidimensionalen Modellen dienen wird. Sie
enthalt nunmehr nur noch die dimensionslosen Paranietad!,,° sowie die Amplituden der
Funktion((x). Die (nicht gemittelte) Energie ist nur vaiz) und(,(z) abkangig. Sie nimmt
daher einen Extremwert an, wenn die Gleichung

o OE OF

0z 9C,(x) 9 340
erfullt ist, d.h. mit der Kiimmung
U< 1) (3.18)
1+ ()2
gilt
K Tr (o) — det o — 1] —k*k+12¢(2) =0. (3.19)
2 1-v 2=((a)

Eine Extremalbsung((x) des Modells wird durch ihre mittlere quadratische Amplitude cha-
rakterisiert. Mit 3.11) definieren wir:

a= (3.20)
Fur Vergleiche mit [63] bilden wir mit dem dimensionsloseausa (3.20 die GiolRe
@
a=—. 3.21
a= (3.21)

2 k2 wird nur deshalb in diesen Faktor einbezogen, damit keig®&mn im Nenner stehen bleiben und potenziel-
le numerische Probleme bei der Behandlung von Situationen bei kleimem vornherein vermieden werden.

3 Fur die schnelle Bcktransformation von Ergebnissen, die aus der Minimierung der Gesamtenergi® gem
Gleichung 8.16) bzw. der Losung der zugeordneten Extremalbedingung gewonnen werdgphysikali-
sche" Einheiten seien hier zusammenfassend die entsprechenden Vorschriften ang@gebehy, k —
KiTt an — ank™y.
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3.1. Die Grundgleichungen in zwei Dimensionen

3.1.2. Der Formalismus der A 1RYfunktion

Die Berechnung des Spannungstensors ist in zwei Dimensionen erheblich einfacher als in drei.
Grundlage der Berechnungen ist dieR&sche Spannungsfunktibf#6], die mity bezeichnet
wird. Sie ist eine biharmonische Funktion, d.h. es gilt mit dem zweidimensionalenACE-
operatorA = 0., + 0.,

AAx =0. (3.22)
Ihre konkrete Form muss aus den Randbedingungen des Problems bestimmt werden. Wenn
man ausy die Elemente des Spannungtensors durch Ableitung nach dem Schema
_ Px X _ Px
T 022 %ot = T 5102 )
berechnet, so sind die elastischen Gleichgewichtsbedingungen automatigith Eesffolgt

unmittelbar, dass die Spur in Gleichung 16 direkt durch die ArYfunktion ausgedrckt
werden kann:

UIQ?

(3.23)

Tr(o) =1+ Ax. (3.24)

In dieser Formulierung ist die Vorspannung im Gesamt-Spannungsteresdhalten, und
erzeugt nur die Abweichungen von der Vorspannung. Wollte man auch die Vorspannung in
erfassen, riasste man einen zaklichen Term 22 beriicksichtigen.

Die allgemeine Form der &Ry funktion fur das Spannungsfeld einer Halbebene lautet [59]

[e.9]

Y = Z (Ane”kz + Bpe "™ 4 O ze™ 4 Dnze_”kz) cos (nkx)+
=l (3.25)

[e.o]

Z (Are™ 4+ Bie ™™ + Crze™* + D ze ") sin (nkx)
n=1

Da in dieser Arbeit ausschlief3lich translations- und spiegelsymmetrischegen behandelt
werden, entfallen die Koeffizientefr', B, C; und D;.

Der Ansatz 8.25 muss analog zu den Grundgleichungen in eine dimensionslose Form ge-
bracht werden (vgl. Kapited.1.1). Unter Beiicksichtigung nur der ersten Zeile von Gleichung
(3.29 schreibt maf

Y = Z (Ane"* + Bpe ™" 4+ Cpze™ + Dyze ™) cos (nx) (3.26)
n=1

wobei die Koeffizienten in3.25 und 3.26 nicht identisch sind. Bezieht sich das Problem
auf ein Gebiet, das in negativerRichtung unendlich ausgedehnt ist, so entfallen abigh
undD,,.

4 Wir werden ablkrzend den AusdruckAIRyfunktion benutzen. Dabei ist der Unterschied zu dem in der
Mathematik ebenfalls geéuchlichen Begriff der ARYfunktion zu betonen, defif Losungen der Gleichung
w"(z) — zw(z) = 0 verwendet wird.

5 Um dimensionslose, voh unablangige Koeffizienten zu erhalten, muss die transformienteyAinktion
auRerdem mit einem Faktdr? versehen werden, da jede Differenziation in transformierten Koordinaten
einen Faktok erzeugt (G13.10. Dieser Schritt wird implizit vorausgesetzt.
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3. Zweidimensionale Modelle

3.2. Das semiinfinite Modell und seine Behandlung mit der
Expansionsmethode

3.2.1. Eigenschaften des Modells

Im einfachsten Modell der &NFELDinstabilitat begrenzt die freie Obeéithe ein zweidimen-
sionales elastisches Gebiet, das die Halbebenéldusgid durch die Funktiog(z) begrenzt
wird. Es entklt eine Vorspannung, in z-Richtung— in der entdimensionalisierten Form ein-
fach den ersten Term von Gleichuri®yg).

Das Modell wurde bereits umfangreich untersucht, darunter im Rahmen der linearen und
schwach-nichtlinearen Stabdisanalyse sowie mit numerischen Ateen zur Dynamik. Zwei
neue Zu@gnge zu diesem Modell sollen in dieser Arbeit vorgsetellt werden, die Expansions-
methode [43] und das Multizykloidenmodell [44].

Im semiinfiniten Modell &sst sich die Gleichungjf die Gesamtenergi€ (16 mit Hilfe der
AIRYfunktion noch weiter vereinfachén

/dT deto = /dT [mezz — XIZQ} = %dsxx (e;-0-n) . (3.27)

Nun sind per Annahme an der Obardhe, also dem oberen Rand des Integrationsgebietes,
Onn =m-0-n=0undo;, =t-o-n=0.Dae, eine Linearkombination ausundt ist, gilt
auche, - o0 -n = 0. Dao,,, undo,; auch fir - — —oco verschwinden, wird das Randintegral
insgesamt Null. Da letzteres Argument allerdings Dunnschichtgeometrien gerade nicht
zutrifft, verschwindet das Integréber die Determinante dort nicht.

Der elastische Anteil an déknderung der freien Energi& (L6 vereinfacht sich somit im
halbunendlichen Modell weiter zu

o= </dz (Tro)? - 1)> -1 </dz((1+AX)2 - 1)> . @3.28)

3.2.2. Lineare Theorie

Die durchzufihrenden Rechenschritte werden sich in allen Folgemodellen im wesentlichen
genauso gestalten wie in dieser Untersuchung: Unter Vorgabe einer Moddlatjater Ober-
flache berechnet man zarhst die Vedinderung des elastischen Feldes (den zweiten Term im

6 Es gilt

/dT det o —/ chxXzz X:z:z] = /dT {[ax (Xa:Xzz) - X:I:X:z:zz] - [az (XZL’X:EZ) - Xzchzz]}

/dT Xszz -0, (Xmez)] = %ds [nm (XxXzz) — Nz (XxXzz)]

%ds Xz anzx + nza-wz} = %ds Xz (em c O 1’1) .
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3.2. Semiinfinites Modell, Expansionsmethode

Spannungstensas ). Dann bestimmt man die daraus resultierende En&ngierung und bi-

lanziert sie zusammen mit den anderen Termen aus @bleehenergie und Schwerkraft. Im

Allgemeinen ist die Berechnung des elastischen Anteils derandigste Teil der Prozedur.
Wir beschanken die Ansatzfunktior8(11) auf die erste Mode

C(2)iin. = vy cos () (3.29)

und suchen die reduzierten Energieterme der Gleich@rig)(in niedrigster Ordnung. Die
Wurzel in E5 wird entwickelt und die Entwicklung nach der quadratischen Ordnung abgebro-
chen.Eg kann exakt integriert werden:
lo k? L2

2 < 1+ C'(2)2 — 1> + B (@) ~ T at o+ Rad (3.30)
Die Berechnung deAnderung des elastischen Spannungszustands erfolgt hier detailliert, um
deutlich zu machenen, wie im Anschluss ganz analog die Expansionsmethode aufgebaut wird.
Wir berdtigen die ARy funktion fur das halbunendliche Modell. Sie lautet (v§l.46))

— [ 1 1
X = Z (ﬁ an + - bnz> cos (nx) ™. (3.31)
n=1

Die Vorfaktoren!/» bzw. 1/»2 sind a priori nicht notwendig, da sie auch den Konstamtgn
undb,,, die wir als ARYkoeffizienten bezeichnen werden, zugeschlagen werdendq. Sie
werden jedoch die Schreibweise der Ableitungen erheblich erleichtern, da sie dort auftretende
n kompensieren. Schreiben wir zZachst auch die Ableitungen in allgemeiner Form auf:

o0

Ope = Z (an + (2 + nz) by,) cos (nx) " (3.32a)

n=1
Opr = i (an + (1 4+ nz) by,) sin (nx) ™ (3.32b)

n=1
Oo = — f: (an + bynz) cos (nz) e . (3.32¢)

n=1
Daraus folgt
Tro=1+2 i by, cos (nx) " (3.33)
n=1

Fur die lineare Theorie zeigt sich, dass das erste Glied der R&i&# @usreichend ist. Der
Grund hierfir wird im Kontext der Expansionsmethode (Kapitet.3 ersichtlich. Die Span-
nungen lauten (einschliel3lich der Vorspannung)

Opz = 1+ (a1 + b1 (2+ 2)) cos (x) €° 0z = (a1 4+ by (1 4 2))sin (z) €

z

Ozz = — (al + blZ) COs (l') e . (334)
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3. Zweidimensionale Modelle

Die AIRYkoeffizientena,; und b; bestimmen wir mit Hilfe der Randbedingung.29 Da
die rechte Seite vor2(29 Null ist und auf der linken Seite lediglich ein Produkt mit dem
Normalenvektomn steht, ist eine Normierung nicht erforderlich. Man verwendet daher

n'_< %( )) | (3.35)

Schreiben wir nun die Randbedingungér() explizit auf,

1022C (%) = Ozl ¢y = 0

(3.36)
|02:C' () — UZZ|z:g(;p) =0,

entwickeln in der Sirung((z) und beachten, dag$(x) und die ARYKkoeffizienten von der
gleichen Ordnung sind, so ergibt sich nach Einsetzen $di)in niedrigster Ordnung
(a1 + by + aq) sin(x) =0 aj cos(x) =0,
und damit
a; =0 by = —ay . (3.37)
Kombinieren wir Gleichunger8(28 und (3.33, so folgt allgemein

Ep = 2]€<§:%COS (@) i i

n=1

cos mx) cos (nx) e(m+")C(x)> . (3.38)
Dieser Ausdruck ist erwartungsgéafin niedrigster Ordnung quadratischuif
b, a?k
Eg 1. = 2k ( bycosx (1 + ((z)) + o COsTT ) = —— (3.39)

Zusammen mit%.30 erhalten wir schlieZlichifr die Energie

2
0%
Egesamt,lin. = Zl (k2 + g — 2k) . (340)

7 Ausmultiplizieren und Integrieren:

_§</dz(<1+2§:b,,,cos(nx)em>2—1)>
:2k</ (2_21) cos (nx) Z<l+ibncos(nx)e"z>>>

n=1
=2k <Z Fn cos (nz) @ 4 Z Z

n=1 nlml

cos mz) cos (nx) e(m+”)<(l)> .
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3.2. Semiinfinites Modell, Expansionsmethode

Fur Transportprozesse wie Schmelzen und Erstarren oder Verdampfung und Kondensation,
die nicht mit Volumenerhaltung der festen Phase einhergeheniigdiié linearisierte Dyna-
mik die Gleichung (vgl. z.B. [51])

% _ _% ‘ (3.41)
Setzen wir hier die Energi& (40 und den Normalmodenansatz
ay = Attt (3.42)
ein, so erhalten wirlfr die Wachstumsrate
o= L[k 42— D] . (3.43a)

2

Fur den Fall von Oberéichendiffusion, also bei Transportprozessen mit Volumenerhaltung,
verandert mang.41) durch Voranstellen vor- A und erltalt entsprechend

1
w= 5 [~k 2 — K] | (3.43b)

Aus den Gleichunger3(43 konnen jeweils durch Berechnung der Maxima die linear insta-
bilsten Moden bestimmt werden. Sie betragen

kinst. =1 (344&)
fur Schmelzen/Erstarren und 5
kinst‘ = Z + 4_1 9 — 8[12 (344b)

fur Oberflichendiffusion. Im Spezialfall vernaésisigbarer Gravitatio(l;» = 0) ergibt sich
fur letzteren Fallk = 3/2. Der linear instabile Bereich wird durch die Nullstellen der Glei-
chungen 8.43 beschrieben. Da sich beide Gleichungen im Wesentlichen nur um den Faktor
k? unterscheiden, sind die Nullstellen abgesehen vom Entartungsgradsierds =0 iden-
tisch:

Emarg. =1 £ V1 =12 (3.45)

Folglich existiert im Fall vernacBksigbarer Gravitatiofi;» = 0) ein linear instabiles Band
im Bereichk = 0. .. 2, und zwar unabfingig von der Form des Transportmechanismus.
Im Fall endlicher Gravitation kann man den kritischen Punkt berechnen, an dem gerade
eine Mode instabil wird. Mandst dazu das Gleichungssystem= 0, dw/dk = 0 und erfalt
— wiederum unalbdngig vom Transportmechanisnius

kcrit. = ]-a llQ,Crit. =1. (346)

8 Hier zeigt sich nochmals der Grunigrfdie spezielle Definition des Parameties
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3. Zweidimensionale Modelle

Die Dispersionsrelationeriuif beide Transportmechanismen zeigen die Abbilduriyémnd

3.2 Die Richtigkeit dieser Herleitunge@agst sichiiberptifen, indem man auf reale physika-
lische Parameter ziaickskaliert und mit den bekannten Resultaten vergleicht. Dazu benutzt
man die Definitionen derdangenskalen3(13. k& wird durch/; dividiert, und man erélt

1w Y94p

kcri:_:_ l criIl:
L= 2 12, crit. wy?

woraus durch Einsetzen die bekannten Ergebnisse

[ w 0_2 _EY'chrit._EY\/fygAp
crit. — 0, krit. — 9 - 9
\/ 0 1—v 1—-v
folgen.
0.5
w
Abbildung 3.1.: Dispersionsrelation
der GRINFELDinstabilitat fur den Pro-
0.0 kmarg. zess Schmelzen und Erstarren bei un-
terschiedlichen Werten des Parameters
12 (von oben nach untert;, 0.9, 1.0,
1.1). Marginale Wellenzahlen des gra-
vitationsfreien Modells und kritische
-0.5 ‘ ! Wellenzahl des Modells mit Gravita-

0 ! k 2 tion sind hervorgehoben.

1.0

w

0.5 1 Abbildung 3.2.: Dispersionsrelation
der GRINFELDinstabilitat fur Ober-
flachendiffusion dir unterschiedliche

0.0 ¢ Werte des Parametels, (von oben
nach untend, 0.9, 1.0 und1.1). Mar-
ginale Wellenzahlen des gravitations-
freien Modells und kritische Wellen-

-0.5 zahl des Modells mit Gravitation sind

0 ! hervorgehoben.

Die Aussagen des Abschnitts gewinnt man — bis auf die linear schnellstwachsenden Mo-
den — auch direkt aus Formel.¢0), wenn man sich vergegeitigt, dass das System einer
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3.2. Semiinfinites Modell, Expansionsmethode

0.5

E

of

kkrit.

0.0 kmarg. kmarg.
Abbildung 3.3.: Lineares Verhalten
der Gesamtenergie3 40 fur unter-
schiedlichds (von unten nach oben:
0, 0.9, 1.0 und 1.1). Es handelt sich

-0.54 ‘ ‘ formal um die Inversion von Abbil-

0 1 k 2 dung3.1

Storung folgt, sofern es dabei seine freie Energie insgesamt absenken kann. Hierzu betrachte
man die Abbildung3.3. Fur ;5 = 0 ergibt sich der linear instabile Bereiégh= 0...2. Im
gravitationsfreien Modell existiert demzufolge keipkgitische Spannung”. Der kritische Fall

im Modell mit Gravitation ist erreicht, wenn genau eine Mode in die Lage versetzt wird, die
Energie abzusenken. Dies geschiehtifath beik = 1 und/;»=1.

3.2.3. Nichtlineare Theorie und die Expansionsmethode

Mochte man das volle Problerdden, so muss der volisidige Ansatz3.11) benutzt werden,
und die Bewegungsgleichungen kann man als

oa, o

=— A7
ot oo, (3.473)
bzw. 5 .
- _ A7
ot k Jda, (3.47b)

ausdiicken. Statioare Losungen eifllen — unabBngig davon, ob Gleichung @739 oder
(3.471H zugrundegelegt wird — die Bedingung

oE
oo,

0. (3.48)

Diese Forderung ist nartlich identisch mit der nach dem Verschwinden des Ausdrugk).

Die Expansionsmethode besteht nun darin, alle beteiligté3&r — kbhere Amplituden
und AIRYkoeffizienten — systematisch als Entwicklungen in der Grundamplitude darzustel-
len. Der Formalismus wird z@thst auf das halbunendliche Modell angewendet, ist aber auch
fur endliche Schichten und in drei Dimensionen anwendbar. Die freie Enésgedich auf
diese Weise als Funktion van I;, und geraden Potenzen van beschreiben — ungerade Po-
tenzen sind per Symmetrie verboten. Bei festgehalténaml/,, besteht das Auffinden eines
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3. Zweidimensionale Modelle

Extremums dann in der Nullstellenbestimmung eines Polynomsild@aninaus reduziert sich
die Bestimmung der Stabiéit auf die Bestimmung des Vorzeichens der zweiten Ableitung der
Energie nacla;.

Das zu erfillende Gleichungssysteriirfdas volle Problem besteht aus den Randbedingun-
gen .29 und der Extremalbedingung.(L9), also

[(1 + Um?) C/(I) - Urz} |z:§(z) =0 (3.49a)
[02:C' () = 022]| .oy = 0 (3.49b)
g [QAX + (AX)2]2:<(I) —k*k +12¢(2) = 0. (3.49¢)

Es erweist sich nun, dass die Forderung nach dem Verschwinden der linken Seiten der Glei-
chungen .49 in eindeutiger Weise auf ein rekursives Scheiiradie Berechnung der IRy -
koeffizienten und der Entwicklungskoeffizienten deharen Amplitudenifhrt. Das Verfahren
kann zugleich als Verallgemeinerung der schwach nichtlinearen Analyse voarB®#53]
angesehen werden.

Betrachten wirE,.q zuréchst allgemein als Funktiaf{z) und bilden die Mittelung:

(Bra) = <Z An<<x>"> .

Die ((z)" lassen sich als Summe aus einer Reihe von Prodyten cos (i; x) mit ampli-
tudenablngigen Vorfaktoren schreiben, wobergendeine Indexmenge deradhtigkeitn
bezeichnen rge. Nun &sst sich leicht induktiv anhand der fortgesetzten Anwendung von
Additionstheoremen zeigen, dass ein Integiaér ein solches Produkt genau dann ungleich
Null werden kann, wenn sich die Indizes der Meng® in zwei Teilmengen zerlegen lassen,
dass die Summe aller Elemente in beiden Teilmengen gleith ist

Eine notwendige Voraussetzung dafst, dass die Summe aller Elemente der Indexmenge
i eine gerade Zahl ist,.q enthalt also [53] nur Terme der Form

2 4 2 4 2 3
a1, dp , Gy, O, (01 (g, (X1 (X3, (X1 Q2 (3 . .. (350)

Mit
a, o< ag”, (3.51)

muss die Reihenentwicklung folglich
a, = aq" Z U 2m0 ™ (3.52)
m=0

lauten, dair alle2m + 1 die Bedingung .50 wiederum verletzt \@re.

9 Mit anderen Worten, wenn sie der strengen Variante des Zahlenaufteilungsproblems [Rrgen
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3.2. Semiinfinites Modell, Expansionsmethode

Das Argumentdsst sich auf die Rykoeffizienten ausdehnen. Genau wie von derist
E..q auch von den Spannungstermén3@) ablangig, und wie diev, in ((z) sind diea,
undb,, in deno;; mit entsprechenden Winkelfunktioneos(nx) bzw.sin(nz) assoziiert (die
Exponentialfunktionen kann man als Reihe(ix) betrachten und sie beeinflussen die Ar-
gumentation nicht). Folglich kann md.q formal als gemischte Reihe (=) und denc;;
schreiben und edit mit denselben Argumenten die Form

(o) [e's)
n 2m n 2m
an = (1 E Qp 2m (1 bn = (7 E bn,2m aq . (353)
m=0 m=0

fur die AIRYkoeffizienten.

An diese Argumentation schlief3t sich unmittelbar die Frage an, wieviele Entwicklungsko-
effizienten man béicksichtigen muss, um,.q in einer geforderten Genauigkeit>" exakt
zu berechnen. Da lineare Anteile sowohtifx) allein als auch in den;; allein nicht in£,.q
vorkommen knnen (sie verschwinden bei der Mittelung), bestéli nur aus quadratischen
und rbheren Formen in dem,,, a,, undb,,, deren Indexmengen zudem wieder der Bedingung
(3.50 gerilgen niissen. In einem Energieterm der Genauigkeit' konnen daher#chstens
solcheq,,, a,, undb,, mitn = 1... N auftreter?.

Die Aussagedsst sich hinsichtlich der Entwicklungskoeffizient@ns,,, a, 2m und b, o,
noch weiter pazisieren. Dazu stellen wir die Menge der zutlwsichtigenden Entwicklungs-
koeffizienten in einem Schema der folgenden Art dar:

(Oé) aq (0%)] Q3 (a) ay a9 as (b) b1 bg b3
1 1 1

Q1" 0 Q1” dio aq b1,0
2 2 2 b

aq Q20 &3] 2.0 a 2,0 (3_54)
3 3 3

o 30 Q1™ di2 a3 (651 bl,2 3,0
4 4 4

(651 Q22 Qg a2 2 (€51 b2,2
5 5 5

aq Q17 d14 aq b1,4

Im Schema .54 wurde beispielhaft angenommen, dass die Energie in der Orciairige-
rechnet werden soll. Warum ist nun beispielsweéisenicht enthalten; ist « «;*. Folglich
kommtin E,.q €in Term wieb, b3 aufgrund der obigeﬁlberlegungen nicht vor, wohl aber Pro-
dukte mit anderen Koeffizienten, die zusammen mindestens ebenfalls von der Ordiung
sind. b; » selbst ist aber bereits «;°, so dass es nur zu Termen ffy.q beitragen kann, die
mindestensx «;® sind. Allgemein kann man folgenden Schluss ziehen:

Lemma 3.1 In eine Berechnung der Energie in der Ordnumg” gehen (mit Ausnahme des
Fallesn = 1 fur die o, 2,,) alle Koeffizientenv, o,,, @y 2., UNAb,, 9., €IN, fUr dien + m < N
gilt.

10 Ubrigens kommen die,, iberhaupt nicht im Energieausdruck vor, da sie nicht in der Spur des Spannungsten-
sors @.33 enthalten sind.
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3. Zweidimensionale Modelle

Die Berechnung der Koeffizienten mit den Gleichunged 9 erfolgt mit einem rekursiv-
linearen Schema, das der Forh54) sehrahnlich ist. Wir machen uns zénhst bewusst,
dass die linke Seite der Gleichung.499 eine ungerade Funktion ist, also ausschlief3lich
Sinuskomponenten erih, wahrend die Gleichunge @490 und 3.499 gerade Funktionen
sind. Man setzt also die Entwicklungen aller beteiligten Koeffizienten bis zu der durch Lemma
3.1 vorgeschriebenen Ordnung dn in die Gleichungen3.49 ein, wobei die e-Funktionen
zu entwickeln sind, und sortiert sie sowohl nach Potenzem, ials auch nach Sinus- bzw.
Cosinusfunktionen. Alle diese Termeissen einzeln Null werden.

Komponenten mit ungeradem+ m sind auch hier per Symmetrie verboten, und aus den
Bestimmungsgleichungen ergibt sich die folgende Anordnung dérsantlen Teilprobleme.

(3.499 sin(x) sin (2z) sin (3z)
(3.499 cos(z) cos (2x) cos (3x)
(3.499 cos (2x) cos (3x)
o' ag,big (3.55)
2
a1’ 2,0, b2,0, 20
a® ai,2,b12 a3,0, 03,0, 3.0
0414 az2, 52,27 Q29
5

a ai 4, 5174

In jeder Position ergibt sich ein lineares System aus zwei bzw. drei Gleichungen, das die ange-
gebenen Koeffizientea, o, by, 2., Und v, 2, ZU bestimmen gestattet. Dass in einigétién

nur zwei Gleichungen zuwken sind, liegt daran, dass selbst nairlich nicht entwickelt wird.

An jeder Position im Schema treten die angegebenen Koeffizienten erstmals linear auf, und
die uibrigen (induzierten) Terme jedes dieser Gleichungssysteméan nur durch aus solchen
Ausdiicken resultieren, die im Schema 5 bei niedrigeren Potenzen ven liegen und

deren Summe + m nicht groRRer ist.

Daraus resultiert die Reihenfolge deidung der jeweiligen Untersysteme: Man startet bei
n +m = 1 und geht biss + m = N, das sind jeweils Diagonalen, die im Scher@&) von
rechts oben nach links unten verlaufen, uastlinnerhalb dieser Diagonalen in der Reihen-
folgem = 0bism = N — 1.

Sind alle Koeffizienten bestimmt, so bleibt in Gleichurig4@9 die Modecos(z) Ubrig.
Hierbei handelt es sich gerade um dirderung des chemischen Potenzials, audggdrals
Reihe ina;. Diese Gbl3e ist proportional (mit einem Fakté))zur Ableitung der Energiénde-
rung nachy,. Eine Integrationibera; ergibt also die Gesamtenergie als Reihe4n

Das Auffinden statioéwrer Zusande ist damit auf die Nullstellenbestimmung eines Poly-
noms ina; reduziert. Dies ist der letzte und einzige Schritt des gesamten Verfahrens, der
numerisch zu erfolgen hat.

Tabelle3.1 gibt die Koeffizienten an, digif eine Bestimmung der Energie in vierter Ord-
nung ina; notwendig sind. Br k = 1 und/;» = 1 wurden sie in dimensionsbehafteter Form
bereits von Noz&res [53] hergeleitet. Insgesamt wurden mit diesem Verfahren Energien bis
zur Ordnungai® berechnet. Die entstehenden Austke sind, wie man schon anhand der
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3.2. Semiinfinites Modell, Expansionsmethode

niedrigen Koeffizienten sieht, sehr komplex und hier nicht darstellbar. OptimiesteL &4
Arbeitsbhtter, die die Koeffizienten erzeugen, sind vom Autoiadtich.

Tabelle 3.1.:Die fur die lineare und die erste nichtlineare Ordnung notwendigery Koeffizienten
und Amplitudenkoeffizienten

Koeff. Wert Koeff. Wert Koeff. Wert
1,0 0 b170 -1
—2k 4k2+119
X0 ik, 2o 1 bro  TE it
a _ 12k%43130-8k b —52k+3110+12 k2
1,2 A4 K2 =4 k+l12) 1,2 8(4k2—4k+l12)

Damit erhalten wir nach Vereinfachung diederung der Gesamtenergie in vierter Ordnung
in o allgemein zu

1 k 4k (3k* — 27k + 40) + 311 (k — 8)
Frea =~ (k* =2 2= 4 _
red 4 (k k+ l12) 651 64 Ak + 112 T Ak2 o (3 56)
Am kritischen Punkfk = 1,1, = 1} ergibt sich erwartungsgeif}
43
Ereq = —@a# (3.57)

3.2.4. Charakteristika des schwach-nichtlinearen Regimes

Welche Schlsse kann man aus der GleichuBgh@ ziehen? Wie bereits dargelegt, setzt die
Instabilitat bei{l;» = 1, £ = 1} ein, und man kann z@thst einmal dietheren Koeffizienten
am kritischen Punkt einsetzen. Man &ithn Erweiterung zu3.57)

43, 11661 , 3446989 317790953065 1,

Eesam rit. — T o, T A e pr— -
gosamt, krit 64" T 1024 T 12288 M 37748736
| 154676804913120211 1,  81526198232045092800847 .,

543581798400 7827577896960000
~2229374504089574965742093912371 4

5523138964094976000000 “

Der lineare Term ist hier natlich Null. Wir sehen erwartungsgeifd, dass weder in deéohs-
ten noch in irgendeiner der védbaren Ordnungen ein nichtnegativer Term erscheint. Dies
steht mit dem eingangs ealhinten Argument in Einklang, dass das halbunendliche Modell
keine Restabilisierung zasst. Die Abbildungg.4 zeigt den Anstieg der Absolutwerte der Ko-
effizienten.

Das lineare Verhalten oberhalb der kritischen Spannung, alsh-bei 1, wird durch die
Nullstellen des inv; quadratischen Terms .66 bestimmt: ein durch eine untere und obere
marginale Wellenzahl

kmarg. = 1 :l: 1 - l12 (359)
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3. Zweidimensionale Modelle

201 °
151

10
Abbildung 3.4.: Die logarithmische Darstel-
lung der Absolutwerte der Koeffizienten der
Energie am kritischen Punkt3(68 uber der
01 hd Ordnung des Koeffizienten in;. Die durchge-

4 6 é 1‘() 1‘2 1‘4 16  zogene Linie ist die Funktioexp (n).
0.3 1
l12
0.2
0.17 Abbildung 3.5.: Parameterbereichiif den der
quartische Term der Energie positiv ist. Rechts
0.0 ‘ ‘ die obere marginale Wellenzahl (Gl59), links

1.80 1.85 1.90 1.95 k 2.00 die Linie, auf der der quartische Term Null ist.

begrenzter Bereich ist linear instabil. Eine Analyse des quartischen Terms von Gleichung
(3.56 zeigt, dassiir hinreichend kleiné,, ein Bereich unterhalb der marginalen Wellenzahl
existiert, bei dem sein Vorzeichen positiv wird (AbbilduBg).

Der gioi3tel,,-Wert, fur den der quartische Term gerade noch Null werden kann, ist

148 20
l12,tric. = —T + 5 57 ~ 0.333 , (360&)
korrespondierend mit
13 1

(der Punkt in Bild3.5). Im Grenzfalll;» = 0 erfolgt der Vorzeichenwechsel bei

9 1
]{3112:07&10 = 5 — 6 249 ~ 1.870 . (360C)

Die letzte Angabe finden wir bereits bei Nemes [53]. Aus der Existenz eines gewissen super-
kritischen Bereiches bei groRen Spannungen kann man schliel3en, dass eine Restabilisierung
der GRINFELDiInstabilitat moglich ist, solange man durch Begrenzung der Systéfgdie

Ausbildung solcher Anteile unterdickt, die kleineren Wellenzahlen als denen innerhalb des
gekennzeichneten Bereiches in B entsprechen.
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3.2. Semiinfinites Modell, Expansionsmethode

3.2.5. Die L6sung nach S PENCER und ihre Verallgemeinerung auf beliebige [y,

Gleichung 8.609 legte nahe, dass im gravitationsfreien Modél £ € [1.87, 2] eine Resta-
bilisierung nbglich ist. Da durch die systematische Erfassudigdrer Moden im Rahmen der
Expansionsmethode die Energie und ihre Ableitungen wesentlich genauer berechnet werden
kdnnen, kann diese Aussage nui@zpsiert werden. Dabei liegt die Beséahkung zuachst
auf dem gravitationsfreien Modéll, = 0.

In der Tat zeigt eine numerische Arbeit voRESNCERUNd MEIRON [63], dass der restabili-
sierte Bereich sogar gRer ist; die Mannigfaltigkeit der stabilerokungen terminiert dort bei
k =~ 1.74. Die Losung ist als fettgedruckte Kurve in Bid7 dargestellt.

Die in [63] und hier dargestellte mittlere quadratische Amplitude ist di#3@13.21) (vgl.
S.18). Die Definition der typischen&ngel; unterscheidet sich in [63] um den Faktgrvon
der hier benutzen @Re, daher findet man bePBNCERden Bereichj3.48, 4].

Abbildung 3.6.: Statiorére Losungen
nach der Expansionsmethode mit Ge-
nauigkeiter; >V von N =2 bis N =

8. Die fettgedruckte Linie ist die digi-
talisierte und skalierte Kurve aus [63].
Zahlen in Kreisen korrespondieren zu
den entsprechenden Kurven in Abbil-

dung @.7).

Es fallt auf, dass durch die Expansionsmethode die mittleren quadratischen Amplituden der
SPENCERLOsung bis hin zu moderaten Werten viorn= 0.2 recht gut approximiert werden.
Danach weichen diedsungen vom numerischen Ergebnis ab.

Am Beispiel der genauesterdkung in dieser Darstellung gibt die AbbilduBig eine An-
zahl von Morphologien an (jedem Punkt dérdungsmengen in Bild.6 entspricht eine Ober-
flache((x)).

Anhand der Abbildungs.7 wird klar, warum die Bsungen voneinander abweichen: Die
Berticksichtigung weniger (im Beispiel acht) Amplituden funktioniert, solange die Struktur
nicht zu weit von der Cosinusform abweichtirfgro3ere mittlere Amplituden bilden sich in
Einklang mit den Resultaten [53,63] Strukturen, die in den Maxima flacher und in den Minima
spitzer werden. Die dynamische Entwickluridpft in endlicher Zeit zu einer Cuspsingulatit
und fur deren Beschreibung ist eine grol3e Anzahl von Moden notwendig.

Da das Modell den Parametis enthalt, ist eine Erweiterung derf&NCERschen losung
auf beliebige Szenarien mit Schwerkrafdgtich. Eine Anzahl Bsungeniir unterschiedliche
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3. Zweidimensionale Modelle

Abbildung 3.7.: Morphologien eini-
ger spezieller Punkte aus Abbildung
3.6, korrespondierend zur genaues-
ten Losung (V = 8). Die Ergebnis-
se sind in der dimensionslosen Form
T dargestellt, daher béigt das Grund-

0 g x 2™ intervall aller Kurverer.

Parameter im linear instabilen Bereich zwiscliamd1 zeigt die Abbildung3.8.

Der schwarze Punkt in der Abbildung zeigt die Grenze, bis zu der stabgarigen mit
kleiner Amplitude existierendnnen, gegeben durch Gleichursgg0h. Kreise markieren den
Ubergang der Kurven zwischen stabil und instabil. Generell sind alle Bereiche, in denen die
Losungskurve nach links geneigt ist, stabil. Dies kann man sich leicht vergagegem, in-
dem man sich klar macht, dass bei fixiertemnd!, die Energie ein Polynom in, ist, dessen
Maxima und Minima sich abwechseli.= 0 ist ein Maximum, solange eine lineare Instabi-
litat vorliegt (also in der Abbildung béi < 1 + /1 — [15), auf das bei bherenz als rachstes
ein Minimum zu folgen hat. Aufgrund der Restriktion hinsichtlich der Modenanzahl werden

0.3 1

a

0.2 1

0.1 Abbildung 3.8.: Statiorare Losungs-
1.0 mannigfaltigkeiten im linear instabi-

len Bereich @ir unterschiedlichés.
00 0.9/ 0.8/ 0.7/ 0.6/0.5 .4| .3| .2].1].0 Zum Vergleich wurde die SENCER
. |

2.0 Losung mit dargestellt. Diskussion im

1.0 1.2 1.4 1.6 1.8 I Text

Losungen oberhalb der gestrichelten Linie nicht mehr alé&sslich angesehen.

Die Expansionsmethode erlaubte eine gewisse Erweiterung der Kenntnisse aus dem gra-
vitationsfreien Modell. Darberhinaus wird sie bei der Behandlung endlich dicker Schichten
erneut verwendet werden. Wegen der dort herrschendeglidhkeit der Restabilisierung und
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3.3. Semiinfinites Modell, Multizykloiden

der Vermeidung der Cuspsingulétiist sogar zu erwarten, dass die Methode dort bedeutend
genauere Ergebnisse liefern kann.

Es bleibt zu bemerken, dass die Expansionsmethode eine Reihe von Artefakten erzeugen
kann. Zum einen existieren unter gewissen Bedingungen weitere reelle Nullstellen, deren
Existenz und Position von der zugrundegelegten Ordnung@regthZum anderen erscheint
jede Losung mehrfach im Diagramm, da einédung( (kz) immer auch alg (2kz) bei halber
Grundwellenzahl aufgefasst werden kann. DigSeisterbsungen® existieren béi < 1 bei
kleinen Amplituden (trotz der Reduktion auf werden gewisse &herungen solcherdsun-
gen erzeugt) und interferieren mit der Mannigfaltigkeit dechten” Losungen. Es erweist
sich also als notwendigiif die Untersuchung dieses Teils desungsdiagramms ein anderes
Verfahren zu entwickeln.

3.3. Der Multizykloidenansatz fir das semiinfinite Modell

Die bisher benutzten Methode weist einen Nachteil auf: Statesungen bei grol3en Am-
plituden enthalten einen nicht zu vernggddigenden Anteil hoher Moden. Daraus folgt die
Notwendigkeit von Reihenentwicklungen in hoher Ordnung, und analytische Verfahren, die
auf FOURIERreihendarstellungen der Obé&dhe aufbauen, sind bei groRen Amplituden zum
Scheitern verurteilt.

Wir geben daher die Cosinusreihe als Funktionensystem zugunsten einer anderen Funk-
tionenklasse auf, die wir als verallgemeinerte Zykloiden bezeichrigrsdiche Oberéichen
wird es nicht mehr riaglich sein, die elastische Energiederung des gesamten Halbraumes
analytisch zu berechnén Dies ist jedochifir unsere Zweckéberhaupt nicht notwendig. Wie
wir sehen werden, kann man die freie Energiedichit@er Oberfliche exakt angeber und
damit die Variation infolge eineknderung der Morphologie ausitken, mit anderen Worten,
wir werden ausschlief3lich das Problem

0E=0Fg +0FEs+0FEg =0 (3.61)

losen, ohne die Energie selbst anzugeben. Gao [15] hat gezeigt, dass diérsatlosun-
gen des halbunendlichen Modells in zwei DimensioA&nlichkeit mit Zykloiden aufweisen.
Nehmen wir voibergehend an, dass dié&dungen tatchlich Zykloiden sind. Bei der Ent-
wicklung einer Zykloide 8.62) in eine Cosinusreihe zeigt sich, dass bei gropeie Reihe
der zugebrigen Koeffizienten sehr langsam konvergiert. Anharigzeigt diese Entwicklung.
Die einzelnen Koeffizienten sind aber keineswegs voneinander éingig)y denn sie enthalten
ja geradep als einzigen Parameter.

11 Tat@&chlichkann man einen allgemeinen Ausdrudk fdiese Gof3e angeben, dieser ist jedoch extrem umfang-
reich und fir unsere Art von Berechnungen nicht praktikabel.

12 Der Ausdruck entldt — genau wie die Formelif die Oberfhche — @ir N-Zykloiden mit N > 2 Integrale,
fur keine allgemeinen&sungen existieren und die daher numerisch ausgewertet werden. Trotzdem wird von
analytischer bsbarkeit die Rede sein.
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3. Zweidimensionale Modelle

Nehmen wir weiter an, dass sich die tatklichen Bsungen des halbunendlichen Modells
nur wenig von einer Zykloide unterscheiden, so sollte églinh sein, die Zykloidersung
mittels geeigneter kleiner Parameter so zu modifizieren, dass sie gegen diedsting kon-
vergiert. Diese Modifikationen, als Multizykloiden bezeichnet, werden im Anschluss an das
Zykloidenmodell untersucht werden.

Die Zykloiden, und mit ihnen die Multizykloiden, enthalten daerhinaus den Spezialfall
von Morphologien mit Cuspsingulaat. Obgleich der Fall der Cusp selbst nur als Grenzfall
behandelt werden kann — er stellt eine Singuddrih der konformen Abbildung dar — wird
sich zeigen, dass eine offene Menge varslingen mit der Cuspsingulditals Grenze exakt
berechenbar sind. Die Cu$sung kann daher beliebig genau approximiert werden.

Die Multizykloiden werden noch einen weiteren methodischen Vorteil mit sich bringen. Die
Menge der darstellbaren Morphologien umfasitmtich auch solche mit/bertangen. Die-
se sind definitionsgeafd in Theorien, in denen die Obédhe als BURIERreihe dargestellt
wird, Uberhaupt nicht enthalten. Damit erweitern sich diéghithkeiten fir die Behandlung
strukturbildender Systeme signifikant.

3.3.1. Zykloiden

Vergegenvartigen wir uns die wichtigsten Eigenschaften der Zykloiden. Einetdwisthe
Ubersicht bietet das Werk vondRERTC. YATES [71].

Um sich eine Zykloide plausibel zu machen, stellt man sich einen Kreis vor, der auf einer
Geraden abrollt. Die klassische, spitze Zykloide ist als die Bahnkurve definiert, die ein Punkt
beschreibt, der sich auf diesem Kreis befindet. Afegerte bzw. verlirzte Zykloiden entste-
hen, wenn der Punkt in einemdf$eren bzw. kleineren Abstand als dem Radius relativ zum
Abrollkreis fixiert ist. Eine Radmutter beschreibt beispielsweise eineivetd Zykloide, und
ein Punkt auf dem Spurkranz eines Eisenbahnrades eirénygerte Zykloide.

Abbildung 3.9.. Verkirzte, spitze
und verhngerte Zykloide als Bahnen

G
/ von Punkten in einem Abstand kleiner
(p=0.6), gleich (0p=1.0) bzw. giler
W/ U (p=1.4) als der Abrollradius.
Eine mathematische Beschreibung der Zykloide kann durch eine komplexe Funktion der Form
. p2
C(€) =& —tpe ™ — i (3.62)

erfolgen. Dazu stellt man sich den in AbbilduBg® gezeigten Bereich als Ausschnitt der
komplexen Ebene = = + iy vor'®. Spaltet mar((¢) in Real- und Imagiarteil auf,((¢) =

13 Rir die gesamten Betrachtungélner Zykloiden und ihre Erweiterungen bezeichnen wir die zweidimensiona-
len Koordinaten al§z, y) und z als die komplexe Zahl, die durch=z + iy definiert ist.
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3.3. Semiinfinites Modell, Multizykloiden

x (&) + 1y (£), dann entsprechen diese der parametrischen Darstellung der Zykloide. Es gilt

(&) =R(((r)) =& —psing
p (3.63)
y (&) =3 (¢(x)) = —p cos& — B

Die nebert ebenfalls reelle Gif3ep ist eine verallgemeinerte Amplitude. Der letzte Term in
Gleichung 8.62) ist fur die Form der Zykloide ohne Belang. Er sor{jt £ine Verschiebung
der Kurve in der vertikalen Richtung in der Art, dass der Mittelwert der Funktion, auf die
Abszisse bezogen, Null it Nur dann kann man auch die mittleyeadratische Abweichung
sinnvoll definieren.

In der Form B.62 ergeben sich ausschliel3lich nach untgr{ —oo) gerichtete Cuspsin-
gularitaten. Aufwartsgerichtete Spitzen entstehen, wenn man das Vorzeichen in der Exponen-
zialfunktion invertiert. Solche Funktionen sindrfdie GRINFELDinstabilitat ohne Belang, da
eine Spitze elastisch voltstdig relaxiert viare und unter einer beliebigend@ing augenblick-
lich unter Verkleinerung der Obe#ithe verschwinden iwvde. Strukturen, deren Cuspsingu-
laritaten ausschlie3lich nach oben zeigeimien ebenfalls untersucht werden, da fiielé-
diglich der konjugiert komplexe Ansatz benutzt werden muss. Eine Eiéskbng viirde der
Zykloidenansatz nur im Hinblick auf hypothetische Systeme darstellen, die in beiden Rich-

tungen zur Ebene Spitzen aufweisen.

| Abbildung 3.10.: Gesamtheit der durch eine Zykloide
/ darstellbaren physikalisch relevanten Morphologien (vgl.
) Gleichung 8.62). Die Cuspgrenze liegt bgi = +1 (im
Bild vorn bzw. hinten); negative bewirken eine Verschie-
bung der Kurve umr in Richtung vonz(§).

Die Abbildung 3.10 zeigt die Morphologie der Zykloide von der negativen Cuspgrenze
p = —1 Uber den Trivialfallp = 0, der der Geradep = 0 entspricht, bis zur erneuten Cusp

14 Der Mittelwert einer parametrisch gegebenen Funktion berechnet sich zu

(&) y(€))

also folgt fir die Zykloide in der Form3.62)

((1 = pcos§) (—pcos& —r°)2)) = —r*/2— p (1 — P*/2) < cos & > +p<cos’E>=0.
0 1/2
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3. Zweidimensionale Modelle

beip = 1. Sowohl fir das Monozykloidenmodell als auch in Vorbereitung der Multizykloiden
folgen einige Eigenschaften der Zykloide. D&tiimmungsradius betiagt [9]

@@+
RS y(ﬁ)' (364
(&) 4(6)
Daraus folgt {ir die Zykloide
| =2pcos(§) + A"
T (eos(© - p) 209

Fur p > 0 liegt das Minimum der Zykloide b&j = 2nm,n € Z; fur negativep bei ¢ =
(2n+1)m,n € Z. An diesen Stellen ist die Betrachtung degifimungsradius interessant, da
er im Extremfall der Cusp Null wird. Er beitgt

+1+p)°
(Gl ) (3.66)
p
Folglich liegt die Cuspamplitude bei
Pousp = 1. (3.67)

Fur die Berechnung der Cuspamplitude ist die Kenntnis désrkmungsradius jedoch nicht
zwingend notwendig. Das Auftreten einer Cuspsingldarst allgemein durch die Bedingung

¢'(§)=0 (3.68)
gegeben, wadif die Zykloide auf die Gleichungen
1 —pcos(§) =0, psin(§) =0 (3.69)

fuhrt. Bei¢ = 0 bzw. ¢ = = folgt ebenfalls das Ergebni8.67); fur andere existieren keine
Losungen.

Die gesuchten stati@gmen Losungen sind durch die Grundwellenz&hden Parametédy,
sowie durchp (bzw. im verallgemeinerten Modell den Parametergatz . py) gekennzeich-
net. Letzterer determiniert die gesuchte Form der Ohenét. Da es unaglich ist, den ge-
samten Morphologieverlauf in Aldimgigkeit von den ersten beiden Parametern darzustellen,
berbtigen wir hierfir wieder ein skalares Maf3. Analog zum vorigen Kapitel verwenden wir
hierfur die mittlere quadratische Abweichung der Zykloide von der Abszisse. Sie istdlieGr
mit der die Resultate im allgemeinen angegeben werden. Da sie keine eineindeutige Funktion
der p, ist, kann eine Dearstellung der staiwan Losungsmannigfaltigkeit in einefk, @)--
Diagramm durchaus mehrdeutig sein. Diese Eigenschaft traf auch schon auf die Methode des
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3.3. Semiinfinites Modell, Multizykloiden

vorigen Abschnittes zu, allerdings war dort die Genauigkeit nicht ausreichend, um solche im
Rahmen des Modells durchaus existierenden Mehrdeutigkeiten identifizieren und von Arte-
faktlosungen unterscheiden zarknen. Die mittlere quadratische Amplitude Beftr

= VEOF @ =2 i, (3.700)
und sie entspricht dem des vorigen Abschnitts. Entsprechend bilden wir dié€&r

a =

Il

(3.70h)

Sie stimmt mit der Gil3etiberein, die BENCERuUnd MEIRON in [63] darstellen.

3.3.2. Das Zykloidenmodell

Wir fuhren die Energieminimierung mit Zykloiden als Ansatzfunktion vahslig aus, denn
sie dient als vergleichsweise einfach nachvollziehbarer Prototyp der komplexeren Berech-
nungen an verallgemeinerten Zykloiden. Die Rechnung wurde ohniéBschtigung von
Schwerkraft bis auf den letzten Schritt der eigentlichen Minimierung bereits voo Gnd
GAO [15] ausgeiihrt.

Beschéanken wir unseren dsungsraum auf die Zykloider.62), so vereinfacht sich das
allgemeine Variationsproblen3 61) zu

% [Eg + Es+ Eg| =0. (3.71)
Wir erweitern den reellen Parametemn Gleichung 8.62 zu einer komplexen @ReYT =
¢+1in. Dann stellt 8.62) die eine konforme Abbildung zwischen deEbene und de¥-Ebene
dar, die die Kurvel(¢) in die Kurven = 0 und den elastischen Fesétiper in die Halbebene
n < 0 Uberiihrt.

Formulieren wir das elastische Teilproblem in komplexedf&n. Dazu kommen wir noch
einmal auf die ArRyfunktion zukick. Die Berechnung der elastischen Spannungen nach den
ublichen Ableitungsregeln impliziert dieiBigkeit der elastischen Gleichgewichtsbedingung
0;0:; = 0. Weiterhin folgt aus dem HokEschen Gesetz die biharmonische Gleichxiy =
0. Die allgemeinste tisung @ir die AIRYfunktion lautet in komplexen Koordinatén, z) (mit
z=x+1y,zZ =x — 1Y)

X(2,2) = 2f1(2) + q1(2) + 2f2(Z) + g2(Z) - (3.72)

Dabei sindfi, f», g1 und g, analytische Funktionen ihrer Argumente. Die Begeiung auf
reelle Losungen der biharmonischen Gleichung reduziert die Anzahl der anglgfen Funk-
tionen von vier auf zwei. Wir &hlen die Formulierung

x(2,%) = % {z@(z) +/\If(z)dz + 2®(2) + /Wdz}. (3.73)
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3. Zweidimensionale Modelle

Die Funktionen® und ¥ werden als @URSATfunktionen bezeichnet. Wir vermerken, dass
die Ableitungen in komplexen @Rend, = 0, + d; undod, =1 (9, — J5) lauten und erhalten
fur die Spannungen

Oz + Oy =2 |P'(2) + @’(z)]
Oyy — Oa + 2004, = 2[20"(2) + U'(2)] .

(3.74)

Nachdem wir die Komponenten des Spannungstensors durchadie $atfunktionen ausge-
driickt haben, macht es sich erforderlich, gleiches aiicdie Randbedingungen auf der Kur-
ve (3.62) zu erreichen. Wir formulieren dazu die Kraftdicliig, f,) auf einen Punkt der durch
(3.62 gegebenen Obeéthe (vgl. GleichungA 29, S.9) als komplexe Gilef = f, + 1f,:
fo +1fy = 0gin; +1oyin; = (04 +104y) Ny + (0yy — 104, ) in,, . (3.75)
Mit der Bogenénges entlang der Obetdiche, definiert so, dass— oo wennz — oo, gilt
dy .dx .dz

Ny +1in, = s + L T (3.76)
Daraus folgt
. 1 .dz 1 ) .dz
fo+1fy =5 (Opz + Oyy) i - B (Oyy — O — 2104) i
—1.dz — ——1.dZ
— / ! S " / M— 3.77
[@ (z)+q><z)}nds+[zq> (z)—i—\l’(z)]nds (3.77)

:ﬁ% [@(2) + ZW-FW] :

Wir integrieren diesen Ausdruck, um zur Gesamtkraft auf die Clevél( (£) zu gelangen:

—if = —1'1/ (fe +1f,)ds = ®(2) + 20'(2) + V() . (3.78)

Analog zum Vorgehen in den vorangegangenen Kapiteln separieren wir den Anteil der Vor-
spannung aus dem Spannungstensorilbathinaus entdimensionalisieren wir ihn mit der
\Vorspannungry:

Oij — 0ij + 0igljz - (3.79)

Auch die GouRsATfunktionen® und ¥ werden durcly dividiert. Bringen wir in der Rand-
bedingungr;;n; = 0 den Anteil aus der Vorspannung auf die rechte Seite, so folgt nach der
Transformation .79

0N = —5Z-xnx . (380)

Sollen auchf,, f,, ® und ¥ nur Abweichungen von der Vorspannung enthalten, so wird aus
fa+if, =0jetzt f, +if, = %’ und nach Integration entsprechend Gleichuh@d) erhalten
wir
1
—ﬁf:§(2—z). (3.812)
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3.3. Semiinfinites Modell, Multizykloiden

Einer Argumentation von S&ENCERuUnd MEIRON folgend impliziert die Periodizét der Span-
nungen keineswegs die Periodéitder Funktione® und V. Jedoch knnen wir die ®UR-
sATfunktionen durch periodische Funktionég und ¥, ensprechend den Beziehungen

P(z) =o(2)
U(2) =Ug(z) — 2Py(2)
ausdiicken. Das Problem besteht nun darin, periodische Funktibpemd W, zu finden, die

im Gebiet des Festkpers analytisch sind. Au8 (79, (3.81) und (3.82) folgt, dassb, und V¥,
der Bedingung

(3.82)

Bo(2) + (2 — %) T} (2) + Uo(2) = —% (z—3) (3.83)
geriigen niissen. Ddiberhinaus verlangen wir vob, und ¥, dass sieiir y — —oo gegen
Null gehen, da der Spannungszustand hier gegen die Vorspannung konvergiert.

Transformieren wir nun Gleichun@® @3 in die T-Ebene. Dazu benutzen wir die analyti-
sche Fortsetzung der Funktig(): ¢(T) = ((£ + in). An dieser Stelle sehen wir noch von
einer konkreten Form der FunktigY) ab, um allgemeine Beziehungen zu erhalten, auf die
wir in Folgekapiteln noch einmal ziackkommen Bnnen. Die Gal3en in def(-Ebene werden
wir mit einer Tilde kennzeichnen. Mit = {(T') haben wir also

D(2) =Po(¢(T)) = Bo(T)
Gleichung 8.83 enthalt auRerdem die erste Ableitung véy, die sich entsprechend

(2) = 0 o - P

transformiert. Setzt mar8(84) und (3.85 in Gleichung 8.83 ein, so folgt auf der reellen
Achsen =0

(3.84)

(3.85)

do(2) + 1 [¢€) - @) (1 v 2%8) F80(6) =0 (3.86)

Nun lautet nach wie vor die Forderung an die Funktio@gti") und ¥, (), dass sie in der
unteren Halbebene analytisch sind. Schreiben wir sie als Reihen in Potenzerviaso folgt
mit T = ¢ + in, dass diese Reihen keine Terme der FeritT enthalten werden, da diese
nur in der oberen Halbebene analytisch sind:

Do(T) =) e Tp(T) =) Bre ™. (3.87)

Darliberhinaus &ngt die Ordnung vo®,(Y) in ¢~i* von der Ordnung der Ansatzfunktion
¢(&) ab.¢(¢) ist ebenfalls analytisch in der unteren Halbebene und kann daher als

N
(&) =) zme™ (3.88)
n=0
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3. Zweidimensionale Modelle

ausgedickt werden. Multiplizieren wir%.86) mit dem Nenner des mittleren Terms auf der
linken Seite, so ist einzusehen, dass dieltste Ordnung in~**, abgesehen voi,(z), durch
C(&)z, = ((&) erzeugt wird. Es gdigt daher bei einer Ansatzfunktion der ABt§9),

N
Do(T) =) ae™™ (3.89)
n=1

anzusetzen. Ein konstanter Term= 0) entfallt, da die Funktionen nur Abweichungen zum
Vorspannungszustand beschreiben.

Wir kommen zum Beispiel der Zykloide. Wir setzen den Ansdiizdie Zykloide (3.62
in Gleichung 8.86) ein>. Da((¢) nur einen Term erster Ordnung én'¢ enthalt, lautet der
Ansatzd(€) = aje .

61 ené

e — %p (e7® + p+e) <1 + 21 ) + WTO(&) =0. (3.90)

1 — peié
Der einzige Term aul3er dem ersten, der einen negativen Exponentéit,astiias Produkt
der jeweils ersten Summanden in den beiden Klammern. Wir erhalten folglich

ay = ﬁg , (3.91)

und damit nach etwas Vereinfachuhéir die zweite @URSATfunktion

_ ip (2p + e i€
To(€) = —gé’j—;jﬂgf . (3.92)

Die Funktion ¥, (¢) werden wir, wie sich zeigen wirdif die Energieminimierung nicht
berbtigen, da die Energiedichte an der OliHe einzig durch die Funktioqﬁo(f) deter-
miniert ist. Rir eine Beschreibung des Spannungszustandésiienen des Festérpers ist sie
jedoch notwendig und wird daher hier mit angegeben.

15 Die auf¢(£) bezogenen Ausdcke lauten
2

(O =€ —ipe il (O =1-p7 T(E) =1 peS

16

. — e
—ie L i i . a1e
To(€) = —ae 5+§p(e Stp+eld) <1+2n1—1pei5>
. ]'15 . ]'15
_! i —ig igy _© i 2pte
5P |pTe +p(e ™ +p+e’) 2T poie

1 — peté
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3.3. Semiinfinites Modell, Multizykloiden

Kehren wir zur Darstellung der Komponenten des Spannungsteiiserdie GDURSAT-
funktionen, Gleichung3.74), zuriick. Wir hatten den Anteil der Vorspannungen aus den Kom-
ponenten des Spannungstensors und aus @arrRGATIunktionen separiert und alle Gigen
mit o, entdimensionalisiert (weshalb die Vorspannung den \Waet, vgl. 3.79). Gleichung
(3.74) ist nach wie vor @ltig, wir beschreiben aber nur noch diéweichung des Spannungs-
feldes von der Vorspannung. Wiiliren die konforme Abbildung an der ersten der Gleichun-
gen (3.74 durch:

(1) ()

Ozz + Uyy = 2 [(I)/<Z> + (I)/(Z)] = 2 CI(T) + ?(T)

, (3.93)

An der OberfacheY = ¢ verschwinden laut Voraussetzung die Normalspannungen. Folglich
ist o, = Tr(o), wobei hier selbstverahdlich der vollsindige Spannungstensor einzusetzen
ist. Wir haben also

¥ | ¥
w=1-+2 — . 3.94
R P c<5>] =50
Fur die Zykloide folgt
B pe ¥ pe't 2p (cos (§) = p)
ou=1+ 1 —pe-i& 1 — peié bt 1—2pcos(§) +p* (3.95)

Nun kommen wir zur eigentlichen Energievariation. Die Variation der elastischen Energie
infolge einerAnderung der Oberdicheix kann man nach [15] als

0FEg = /w(s)n5xds (3.96)

schreiben, wobei(s) die Energiedichte an der Obeéxthe ist. Integraléber die Oberfiche
werden wir wie in den vorangegangenen Kapiteln als Mittelwerte auffassen, d.h. wir dividieren
jeweils durch die Intervadinge. Wir besclinken unseren dsungsraum auf die Menge der
Zykloiden. Daher ist es iglich, Gleichung 8.96) als Variation des Parameteraufzufassen.
Analog werden wir bei den Erweiterungen der Zykloiden vorgehen: Die Variasi®)(wird

dort analog als Variation einer Parametermefige . . p,, } betrachtet werderx driickt man

mittels 52(6) 5(6)

§x = ( fsp e, + %—pey) 5p (3.97)
aus. Weiterhin gilt

nds = (—y/ (€)e, + 7/(€)e,) dE . (3.98)

Wir setzen nun entsprechend dem Ansats) die GioRen fir die Zykloide ein:

6x = — k™! [sin (€)e, + (cos (&) + p) e,] dp

nds = [—psin (§)e, + (1 — pcos (£))e,] d& (3.99)
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3. Zweidimensionale Modelle

Hier ist wieder zu beachten, dass beim Rechnen in dimensionslogdeidie Ableitung
nach einer Ortsvariable einen Vorfaktor! erzeugt (vergleiche hierzu Kapitel1.1). An der
Oberfiche gilt

w(©) = 5 Tr(o)} = 507, (3.100)
was nach Einsetzen vof.Q5 und Vereinfachen auf
1 1—p?)°
w() =5 1L=r) 3 (3.101)
2 (1= 2pcos (&) + )
fuhrt. Einsetzen vor3(99 und (3.10J) in (3.96) ergibt schlieRlich’
2 3
0Fp _ 1 [ cos(p 1) N=-2 (3.102)
op 2k \ (1 —2pcos(£) + p?) k

Dabei haben wir das Integral wieder als Mittelung aufgefal3t, also durch die Intervallbreite
dividiert.

Kommen wir wir zu den anderen Energietermen. Die potenzielle Energie entspricht bis auf
einen Vorfaktor dem Quadrat der mittleren quadratischen AmplitBd&)

Bo= 12 (aenier) = 12 G20

=53 = op 1 (3.103)
Folglich betagt die Ableitung
8EG . 112 9
o Tl (1—p%) . (3.104)
17 Wir benutzen das Integral aus [25B.645:
1 [™  cos(&)" 1 n k (2n — 2k — 1IN (2k — 1) <a+b>k
- d¢ = -1 .
7"/0 (a4 beos (€)™ - 2”(a—|—b)n\/a2—b2k§0( ) (n—k)!k! a—b

Diese Formel giltfir a> > b2. Der Operatol!! bezeichnet im Falle eines geraden (ungeraden) Argumentes
das Produktiber alle geraden (ungeraden) ganzen Zahlen zwischen Null und dem Argument, einschlie3lich
diesem selbst. Mit = 1,a = 14 p? undb = —2p folgt 1+2p% 4 p* > 4p? bzw.1—2p%+p* = (1—p?)2 >0

Uberall auBer an der Cugp= +1, also ist die Voraussetzung @éfit. Weiter gilt

i/oﬂ (a ﬁii?(g)fdg N 2(a+b)1m {_1 " (33)} T (a2 —b2)b e

Mit der Identifita® — b* = (1 — p?)? und nach Multiplikation mit dem Vorfaktok (p? — 1)* = v/a? — b2
aus (3.102 erhalten wir schlief3lich

3

b
dé=-=—p.

27 a + beos (€))? 2

(aQ— 2)3/2 & cos
b /0 ( &)
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3.3. Semiinfinites Modell, Multizykloiden

Die Oberfhchenenergie ist in dimensionslosen Einheiten gerade gleich der Differenz der Bo-
genkngen. Der Ausdruck und seine Ableitung sind einfach zu bere¢hnen

Bs = (V&7 +y (€7 1)

_2(1+p>E(2\/ﬁ> . (3.105)
o7 1+p
%_llf’_lK(zﬁ)+p“E(2ﬁ)] (3.106)
op m| p 1+p p 1+p/)] '

Um die folgenden Berechnungerirker fassen zudanen, fihren wir eine Hilfsfunktion
S(p) = 88—Eps ein. Das Variationsproblem haben wir damit auf digslng der Gleichung

p l12 2
—E+S(p)+2—k2p(1—p):0 (3.107)
reduziert. Wir lassen die Schwerkraft Aamst aul3er Acht;; = 0. Im Grenzfall der Cusp
p—1 qgilt S(1)=2/. Daraus folgt

1+2—0:>k =
k 7T_ Cusp — &

o

Wir sehen am dritten Term von Gleichuriy107), dass auch eif; # 0 die Position der Cusp
im k-Raum nicht veiindert. far den Einsatz der Instabéit sollten sich dieselben Ergebnisse
wie in der linearen Theorie ergeben. Wir entwickeln d&%yp). Der Term erster Ordnung ist
S(p) = #/2, und die linearisierte Version von Gleichuri§y107) lautet daher

1 1 I
IR I 1
p( k+2+2k2> 0, (3.108)

mit der Losung
kMarginal =1=+ V 1 - l12 ) (3109)

in Ubereinstimmung mit der linearen Theorie. Um die gesamte Menge der giaiotdsun-
gen zu berechnenjsen wir 8.107) nachk auf:

P B 1—p?
k= 550) <1i \/1 20125(p) p ) (3.110)

18 Dabei sind< undE die vollstindigen elliptischen Integrale erster und zweiter Art. Sie sind definiert durch

7r/2
(Jul < 1); E (u) :/ dzv1 —u?sinz, (jul <1).
0

/2 dx
K(U):/ T
0 v1—u?sin®zx

43



3. Zweidimensionale Modelle

Wir vergleichen zuachst unseretsung fir /1> = 0 mit der von $ENCERUNd MEIRON [63].
Die dort dargestellte Gf3e ist die dimensionsbehaftete mittlere Quadratamplitude, die wir aus
der dimensionslosen Gep durch Division durchk gewinnen:

@ = %p - Sg“;” ) S/ (3.111)
Die Losungskurve (Bild.11) ist also die Darstellung
Sgn
(k,3) = (% 51 0) () /2 - p2) | (3.112)

p kann als Parameter van(ebene Grenziiche) entweder bis oder—1 (Cusp) laufen. Die
Ergebnisse sind identisch und beschreibenmgegeneinander verschobene Morphologien
(vergleiche hierzu die Argumentation auf Se#t®. Fur die Darstellung des Radiusussen

0.31 7 S Abbildung 3.11.: Monozykloidenmodell, Vergleich der
a mittleren quadratischen Amplitude b = 0 (Z) mit
0.2 der SPENCERMEIRON-LOsuNg (S). Letztere wurde di-
gitalisiert und durch Multiplikation mit 2 (Amplituden)
bzw. %(Wellenzahl) in die hier verwendete Skalierung
0.1 Uberfihrt. Die Cusp der Zykloideibkung (©), durch Ein-
setzen vonp = 1 in (3.119 zu (~/2,1/x) bestimmt,
0.0 ‘ ‘ ‘ liegt bei deutlich kleinerer Wellenzahl als die numerische
1.4 1.6 1.8 2.0 Lpsung.

wir ebenfalls Gleichung3.66) durchk dividieren. Rir nichtnegative folgt also

(o (p—1)°
(k,r¢) = (S(p),S(p) E ) . (3.113)

Abbildung 3.12 stellt den Vergleich mit dem aus der Literatur entnommenen Modell anhand
der Cuspradien her. Die beiden Diagramin&lund3.12legen bereits nahe, dass das Zykloi-
denmodell einer Erweiterung bedarf, wenn es mehr als qualitative Aussagen treffen soll.

Vor diesem Schritt beziehen wir jedoch die potenzielle Energie in die Theorie ein und entwi-
ckeln eine vollshindige Darstellung des Zykloidenmodells, da sie zu einigen neuen Aussagen
fuhren wird. Zu diesem Zweck setzen wir die allgemeine Fanmnd {3.110 in die Darstellung
der mittleren quadratischen Amplitude {12 ein. Das losungsfeld, das nun vom Parameter
l12 abhangig ist, ist in Abbildung§.13 dargestellit.

Die Position der Cusp() entspricht dem Symbol in Abbildung§ 11 Erhdhen wirl;5 von
Null auf eins, so engt sich, wie aus der linearen Theorie bekannt, der linear ingt&®leich

19 Darkiberhinaus unterscheiden sich aufgrund einer abweichenden DefinitiondierGien in [63] um einen
Faktor2 von denen in§.112).
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3.3. Semiinfinites Modell, Multizykloiden

0.31
rc
0.2
0.14 7 Abbildung 3.12.: Monozykloidenmodell, Vergleich des
S Cuspradius bel;s = 0 (Z) mit der S’ ENCERMEIRON-
0.0 : Losung (S) (siehe auch Bild.11). Generell schtzt das
1.4 1.6 1.8 k 2.0 Zykloidenmodell den Cuspradius zu grof? ein.

ein, bis beil;» = 1, dem kritischen Fall im Modell mit Schwerkraftterm, nur die Wellenzahl
k = 1 neutral stabil bleibt.

Fur noch gbl3erel,, ist eine endliche $rung der ebenen Grenaflhe notwendig, um sie
uberhaupt zu destabilisieren. Eine Schar instabitesungen schlief3t sich an, die sich asym-
ptotisch ant/2« anrdhern. Schlie3lich betrachten wir die StaBilitler Losungsschar aus Ab-

0.50 0o
\4‘2 1
2k
a
0.25
0 1 1 0
l12 > “ l12 H . -
h 1 ‘ / ’ I ‘ § ||\ Abbildung 3.13.: Statiorare
0.00 ‘ : ‘ . y
0.0 0.5 1.0 1.5 9.0 Losungen des Monozyklo-

k " idenmodells

bildung3.13 Die Gleichung 8.107) lieferte ja lediglich Extremwerte. Durch Betrachtung des
Vorzeichens der zweiten Ableituffy

1 l12

—E+S(P) BV

erbalt man ein erstaunliches Resultat (Abbilduh@4): Stabile Losungen treten in einem Be-
reich auf, der durch dig, = 0-Kurve die Verbindung zwischen der Cusp und dem dusgh (

S0 = = [Tk (2L ) +a+pp (L)

1+p 1+p I+p

(1-3p%) =0 (3.114)

20
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3. Zweidimensionale Modelle

gekennzeichneten Punit/s, 0) im Diagramm3.14und die Abszisse begrenztist

Im Ubrigen unterscheidet sich diesungk = 16/9 = 1.7 leicht vom trikritischen Punkt
aus der Expansionsmethodeg(7). Allerdings beschreibt das Zykloidenmodell trotz seiner
offensichtlichen Qualdt als nichtlineare Theorie nur die linearen Terme exakt. Eine Entwick-
lung in Doppelzykloiden liefert hier wieder das korrekte Ergebnis.

Es zeigt sich, dass neben den Kurvanif, = 0...32/s1 (entsprechend& = 2. ..16/9), die
vollstandig stabil sind, auch jede weiteré&dungskurve in den stabilen Bereich eiimdet,
bevor die Cuspsingulaét erreicht wird. Im Rahmen des Zykloidenmodells gibt es also die
prinzipielle Moglichkeit, in lateral endlichen Sytemen bei beliebiger Schwerkraft Restabili-
sierung zu erreichen.

Aufgabe des folgenden Kapitels wird es seintherpiifen, ob genauere Modelle dieses
Verhalten beibehalten werden. Diéerhinaus stellt sich die interessante Frage, ob die im Ge-
gensatz zur Wellenzahl aaffig Ubereinstimmende Cuspamplitude (vgl. Abbilduihl) Zu-
fall ist oder bereits das korrekte Ergebriis flas Modell darstellt.

G

0.3 - "‘\\ .
a |12 \\
0.2 41

1.0
0.1

0.9 0.8 o7 06 05 04l 03 02 01l 00 Abbildung 3.14.: Stabiler
0.0 ' ' ' ' I R Losungsbereich des Mono-
) ! ‘ T )
1.2 1.4 1.6 1.8 2.0 zykloidenmodells.

k (vgl. Abbildung3.13

3.3.3. Multizykloiden

Verschiedene Verallgemeinerungen der Zykloide sind denkbe. [E5] sieht eine Verallge-
meinerung in Richtung der Hypo- bzw. Epizykloideir sinnvoll an, Kurven, die entstehen,
wenn der Abrollkreis sich nicht entlang einer Geraden, sondern eid@eign Kreises be-
wegt. Die Zykloide ist in diesem Kontext ein Spezialfall feinen unendlich grof3en Radius
des gblRReren Kreises.

Hier wird ein anderer Weg eingeschlagen, der dem physikalischen Problem einer instabilen
Ebene angemessener erscheint. Sie wird als Multizykloide ddetykloide bezeichnet. Diese

21 Man entwickelt Gleichung3(114 bis einschlieBlichp? und beiicksichtigt im Grenzfall = 0, dassk =
14+ V1 —1l.
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3.3. Semiinfinites Modell, Multizykloiden

Verallgemeinerung von Gleichung.62 wurde in [38] zui@chst mitV = 2 (Doppelzykloide)
auf die RINFELDInstabilitat angewendet. In [44] wurde die Erweiterung dainmgiigemeine
N ausgeiihrt’®. Wir schreiben sie in der Form

N p 1 2
~(€) zg—ﬁzg”e*mi—%zgn, (3.115)
n=1 n=1

wobei der dritte Term analog zur Zykloide dem Abzug des Mittelwertes entspricht, so dass
(RC'(£)S¢(&)) = 0. N ist die Anzahl der bercksichtigtenZykloidenmoden. Das explizit
vorkommende: im Nenner knnte, analog zu dem im AIRYfunktionsansatz, auch den Pa-
rameterrp,, zugeschlagen werden. Die Schreibweise3ii {9 wird jedoch eine vereinfachte
Formulierung der Cuspbedingungen égthichen. Real- und Imaganrteil des Generators lau-

ten also

= Z — sin n§ (3116&)
__N& P
un(€) == " (cos (n€) + 2) . (3.116h)

n=1

Die mathematischen Eigenschaften der Multizykloiden sind weitgehend unerforscht. Die ein-
zelnen, Zykloidenmoden® bilden kein Orthonormalsystem und bieten daher nicht édg-M
lichkeit einer eindeutigen Abbildung auf eine Fourierreihe. Sie scheinen aber hinsichtlich der
Menge aller periodischen und symmetrischen Funktionen (einschlieBlich solcheiberit
hangen undJberkreuzungen) eine Teilmenge darzustellen, unter denen die mittléra-Kr
mung das gleiche Vorzeichen RatSinus und Cosinus mit nichtverschwindender Amplitude
sind lbchstens approximativ darstellbar. Allerdings zeigt sich, dass die Multizykloidetat
statische zweidimensionale Problem dexiGELDinstabilitat offenbar alle bsungen zumin-
dest approximativ enthalten. Genauere Untersuchungen hierzu sind notwendig.

Analog zur Monozykloide werden wir die mittlere quadratische Amplithterdtigen. Sie
betragt”

N N—
Py = ; <2n2 ( Z - ) e —%ﬁ;) (3.117)

Der Radius an der Stelle= 0 wird wieder aus Glelchung3(6£9 abgeleitet, er beagt

N 2
re—o = = . (3.118)
k> np,
n=1

22 Etwa zeitgleich wurde dieser Ansatz auch vanhd S0 untersucht. [72]

23 Rur die Untermenge, die eindeutigen periodischen Funktignenf (x), entspricht, ist die mittlere Kimmung
Null.

24 Gleichung 8.117 wird in AbschnittA.2 bewiesen.
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3. Zweidimensionale Modelle

Wesentlich komplizierter als im Fall der Monozykloiden gestaltet sich aufgrund der Viel-
falt der repasentierbaren Kurven die Diskussion der Grenzen physikalisch sinnvoller Mor-
phologien. Als physikalisch sinnvoll bezeichnen wir einen Satz von Paramgtern. py }
immer dann, wenn die zugeordnete Kunichstens endlich viele Singulaien und keine
Selbstiberschneidungen erithtr>. Solche Selbsiberschneidungen sind bereits b= 2 im
Morphologiediagramm (Abbildung.1) enthalten, und mit steigendem wird die Struktur
dieser GrenZlle sehr schnell uiberschaubar.

Mochte man allgemein untersuchen, was fMorphologien mit einer gegebenéwZyk-
loide beschreibbar sind, muss man sich im Parameterfaym . p } (dessen Ursprung der
flachen Ebene entspricht) diejenige Hypiefle ansehen, die durch das erstmalige Auftre-
ten entweder einer Cuspsingulatibder einer Selbgberschneidung gekennzeichnet ist, wo-
bei wir voraussetzen, dass dies@dHe geschlossen istiliFdie Monozykloide entartet diese
Flache zu den Punkten = +1 (vgl. Gleichung 8.67)). Bei der Doppelzykloide ist die Si-
tuation bereits recht komplex. Hier entspricht sie den Berei¢hemd [ im DiagrammA.1
auf Seite88.

Allerdings ist es nicht notwendig, aus dieser Vielfalt, deren Diskussion sich das Kapitel
A.3 anhand des Beispiel§ = 2 widmet, die gesamte Menge physikalisch sinnvoller Kurven
zu separieren. Da die Multizykloiden in unserem Kontext lediglich einéziBierung der
Zykloidenlbsung und der Ardtherung an die BENCERMEIRONsche osung fir den Fall
ohne Gravitation dienen6kinen wir uns auf solche Multizykloiden beséhken, die bch-
stens bef = 2n7 Spitzen ausbilden.ii¥ die Parametes, . . . py fordern wir, dass sie in einer
Weise klein sind, dass sie zwar eine Modulation der Obeht zwischen den Extremstellen
¢ = 2nm bewirken, aber keine neuen Singulatén oder Selb&berschneidungen erzeugen
kdnnen.

Wir betrachten jetzt ausschlief3lich Situationen, in denen die einzigen vorkommenden Cusp-
singularititen entweder be&i = 2n7 oder bei = (2n + 1)7 liegen. Wir haben entsprechend
(3.68 das Gleichungssystem

N N
1— an cos (n) =0, an sin (n€) =0 (3.119)
n=1 n=1

zu ldsen. Sehen wir von weitererdsungen ab und setzén= 2nr bzw.{ = (2n + 1)7, So
finden wir die zwei wichtigen bisungen

N

N
> =1 (=) " pn=1. (3.120)
n=1

n=1

Die Ahnlichkeit dieser Bsungen legt eine Symmetrie nahe: Betrachten wir die Definition

25 Selbstiberschneidungendknen entweder nach dem Durchschreiten einer Cuspsinguladttreten (dann
entsteht genau eirlgberkreuzung) oder durdbbereinanderschieben zweier Schlingen (dann entstehen zwei
Kreuzungen).
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3.3. Semiinfinites Modell, Multizykloiden

(3.115 noch einmal &her®. Wir transformieren die Variable umz:

N N
(NE+m) =E+T -1 %e—fm@”) =ttm—i) (-1) %"e—fm& . (3.121)
n=1 n=1

Durch Ersetzen des,, durch(—1)" p,, entsteht eine identische Kurve, die gedgeer der ur-
sptunglichen umr in Richtung der Abszisse verschoben ist. Hinsichtlich der Topologie ist der
Parameterraum folglich symmetrisch bgiich der Hyperfhche

{p2n_1 = 0} s n=1...00 (3122)
und die beideraquivalenten Multizykloiderg(¢) und {(¢ + =) stellen Analoga zur Freiheit
der Wahl der Ansatzfunktion als Sinus- oder Cosinusreihe dar.

3.3.4. Das Multizykloidenmodell

Mit dem Ansatz 8.119 lautet unser allgemeines Variationsprobleh6() nun

5—[EE+ES+EG]:O, n=1...N. (3.123)
Pn

Wir erweitern wiederum den reellen Parameteter Multizykloide 3.119 zu einer komple-
xen GoReY = ¢ +17. (3.119 verkdrpert dann eine konforme Abbildung, die die OlzaeHe
¢(&) auf die Abszisse = 0 und das elastische Gebiet in den Halbrawprd 0 Uberfihrt:

Z_gN _ _nzpn —inY

n=1

N 2
Z =, (3.124)

l\DI»—t

Fur das elastische Problemissen wir wieder die Gleichun@®.86) erfullen, die hier noch
einmal wiederholt wird:

NG
()

Fo(2) + 5 [¢(€) - @) ( > + Wo(€) = 0 (3.125)

Die modifizierten @URSsATfunktionen®, and ¥, miissen wiederumiif n — —oc analy-
tisch sein. Daher ist/,(¢) in der oberen Halbebene analytisch. Das heiR3t, dadg (&) nur
Terme der Formexp(iné) erlaubt sind, jedoch keine Terme der Famp(—iné). Wir machen
einen Ansatziir ®,:

N
Do =1 e ™. (3.126)

26 Der imagifre Translationsterm entsprechend Gleichih@1§ ist fur die Topologie naitrlich irrelevant und
wird hier vernachissigt .
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3. Zweidimensionale Modelle

In dieser Form subsummieren wir, dass djgereell sind. Diese Annahme werden wiraer
belegen. Zuachst formen wir jedoch Gleichung.25 um. Es gilt mitcos(n¢)

) = —ﬁ; %” (Cn + %") , (3.127a)
und daher N _
To(€) =i (n; ’;—”Cn + %”) (1 + 2?((5))) — Byle) . (3.127b)

Durch die Wahl dery,, in ©,(£) mussen wir nun sicherstellen, dass die rechte Seite von Glei-
chung B.1271) keine negativen Exponenten ealih Es gilt

N
= E na,,e™
n=1

N
, (©)=1-2 pne'™ (3.128)
Fur die Berechnung des Ausdrucks 276 benutzen wir die allgemeine Formékrfden Quo-
tienten zweier Reihen ([3], S. 28): Wir setzen
s1=14+a1x+ GQIZ + Clgl'g +

s9 =1+ bll’ + b2$2 + bg.ﬁCS +
s3 =14 1z + cox® + 32 +

e Sy :]_—|—d1[[,‘—|—d21‘2—|—d31'3+
s5 =1+ €12 + e22” + e32° +
und vereinbarer, = 1+§(g)

sy = ('(€), alsoa,, =

= nay,, b, = —pn, x = €. Wir berechnen
s @)
83:—1 84282_1 S5 = 83 — S4 = _?(g)
$2 ¢'(€)
Die Koeffizientenc,, undd,, ergeben sich aus der Rekursion
Clzal_bla Cp = Qp —

n—1
bn + ijcn—j] ) dl = _bl ; n
j=1

und wir erhalten schlief3lich

n—1
= — |b, + ijdn_j] ,
7j=1

n—1
€1 =a €p =0y, — Z bi€n_j . (3.129)
j=1
Setzen wir aulRerdery = 1/2, so ergibt sich
P
1+2C0<<§>>_1+25_226n , (3.130)

50



3.3. Semiinfinites Modell, Multizykloiden

wobei diee,, durch

n—1
1
€0 25 R € = Qq , €n :nOén—i-lejEn_j , n=2...N (3131)
J:

definiert sind. Negative Potenzen vetp (in¢) kénnen neben denen i, nur durch entspre-
chende Terme in )
_ ing —ing
C, = 3 (e +e ) )
erzeugt werden. Wir besdmken uns nun auf diese Terme und fordern das Verschwinden des
entsprechenden Teilausdrucks in Gleichubid 27h. Daraus resultiert ein Gleichungssystem
fur die Koeffizienteny,, in Abhangigkeit von demn,,:

N N-1 N
Z %n o—imé Z Ejeﬂjs — Z a,e (3.132)
m=1 7=0 n=1

Dabei haben wir den Vorfaktarweggelassen. An dieser Stelle wird ersichtlich, dassie
tatsachlich wie im Ansatz vorausgesetzt reell sind. Sortieren dieser Gleichung nach e-Funk-
tionen fihrt schliel3lich auf das System

N
Pj
ay, = €j—n—, n=1...N. (3.133)

Man beachte, dass die in (3.133 ebenfallsa; enthalten, vgl. §.131). Daher liegt hier kein
einfaches rekursives Schema, sondern ein lineares Gleichungssustdiad, vor. Die Be-
rechnung det,, und ihrer Ableitungen wird im Kapiteh.4 im Anhang demonstriert.

Nun widmen wir uns der elastischen Energiedichte. Mit der Tangentialspannun@ria$h (
und der Gleichung3.100 erhalten wir nach einigen Umformungsschritten

w(§) = {1 + 4f1<§ 5)} . (3.134)

2 f2(p, €)

Dabei haben wir die Funktionen
N N
:Znan(C’n— Pn) —Z
n=1

—1
n=1

N—-n
Cn Z pjaj—‘rn ] + TL) + p]+naj]> (3135&)
7=1

und
N N—-1 N—n
B =2 +y (€7 =1+ pulpn—2C) +2) C1 > pipin  (3.135b)
n=1 n=1 j=1
eingefihrt.
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3. Zweidimensionale Modelle

Um die Variation der elastischen Energie nach ggrberechnen zu énnen, beatigen
wir die Teilausdiickedx nach ¢.97) undnds entsprechend3(99. Einsetzen von Real- und
Imaginarteil (3.119 ergibt

N
_ —ik Z [Snew + (Co + pn) €] 5m (3.136a)
nds = (—y'(§)e, + 2'(§)ey) dE | (3.136b)
und daraus folgt schlief3lich
oF 1
5o = WO ©) = (Cot p) ) (3.137)

mit w(¢) nach Gleichung3.134 und

N N
&) =1-> pChy y'(€) =Y puSn
n=1 n=1

Neben deAnderung der elastischen Energie bégen wir die Ableitungen der Termé&.(L09
fur die Oberfachenenergie un® (103 fir die potenzielle Energie. Die Rechnung ist langwie-
rig, bereitet aber keine grur@zlichen Schwierigkeiten, und die Ergebnisse lauten

n—1

aEs B Pn — Cn + Z ClPn— 1+ Z ClPn+1
fQ(pv f) 7

(3.1382)

0pn

0FEe Lo |p Y p? N PPy
G 12 n jF|n—j
= — | - - E -] - E — | 3.138b
Opu  2K2 [ ( =7> j=1,j#nn|n_]’] ( :

3.3.5. Losungen des Multizykloidenmodells
Mit den Gleichungen3.137), (3.1383 und (3.138l) sind wir nun in der Lage, das System

0

numerisch zudsen. Dazu wird ein EWTON-RAPHSON-Schema [56] implementiert. Auf
technische Einzelheiten der Methode und die Besonderheiten im vorliegenden Fall gehe ich
im AnhangA.4 ab Seite91 ein.
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3.3. Semiinfinites Modell, Multizykloiden

0.5
0.4 -
a
0.3 -
Abbildung 3.15.: Vergleich der mitt-
1 leren quadratischen Amplituden mit
02 unterschiedlicher Genauigkeiirfdas
gravitationsfreie Modell. Die Kreuze
kennzeichnen die digitalisierte Kur-
01 - ve aus [63] und die senkrechte Linie
ihren Terminationspunkt. Gepunkte-
| te Linie: N = 2, gestrichelte Linie:
0 ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ . I N = 3; durchgezogene LinieN =
15 1.6 1.7 18 |, 19 2 0.

Der gravitationsfreie Fall

Das Modell ohne Schwerkraftterm, also der Spezialfall= 0, bietet die Mdglichkeit des
Vergleichs mit dem Ergebnis aus [63]. Wir berechnen zu diesem Zweckddieng mit/V-
Zykloiden unterschiedlicher Genauigkeit, vdh= 2 bis N = 30.

In Abbildung 3.15fallt zunachst auf, dass das Multizykloidenmodell eine deutlétgle-
re Losungsschar findet als in [63] angegeben. In dem Bereich, in dem sich hisdaden
uberlappen, stimmen sie & = 3 im Rahmen der durch die Digitalisierung gegebenen Ge-
nauigkeitiiberein, @ir noch gblRereN andert sich auch iniibrigen Bereich die Form nicht
mehr. Aus diesem Grunde wurde in Abbilduad 5lediglich der FallN = 10 exemplarisch
dargestellt.

Der numerische Algorithmus bricht unmittelbar vor dem Erreichen der Gugp = 1 ab.
Dieser Abbruch erfolgt je nach g@hltem N zwischenk = 1,53 undk = 1.55, jedoch in
jedem Fall unterhalb vory2, der Losung des Monozykloidenmodells. Um den Terminations-
punkt exakter eingrenzen zwihnen, ist die Betrachtung einer anderer®@, amlich des
Kriummungsradius bé&i = 0, notwendig. Aus dessen Verlauf sollte zu extrapolieren sein, wo
sie den Wert Null erreicht, d.h. an welcher Stelle sich die Cuspsingatidefindet.

Daruiberhinaus ist zu Eren, warum der Algorithmus vor der Cusp abbricht. Das Verfahren
ist zwar an der Cuspsingulaittnicht definiert, da bej' (£) = 0 einer der Terme in Gleichung
(3.86 divergiert, jedoch ist es a priori nicht auszuschliel3en, dass sich @iangentber
diesen Punkt hinaus fortsetzen lassen.

Vergleichen wir den Kiimmungsradius bé&i = 0. Abbildung3.16verdeutlicht, dass diese
GrolRe mit zunehmender Genauigkeit nocarlseren Veanderungen unterworfen ist als die
mittlere quadratische Amplitude. Zugleich ist aber auch ersichtlich, dass Multizykloiden ab
etwa N = 20 die Losung aus [63] reproduzieren.
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3. Zweidimensionale Modelle

10°
10° +
r
107
107+
10°
Abbildung 3.16.: Krimmungsradien
bei £ = 0 im gravitationsfreien Mo-
10°® ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ dell. Die Kreuze kennzeichnen die di-
15 1.6 1.7 1.8 1.9 2

K . gitalisierte Losungskurve aus [63].

Wie ein Vergleich der ersteriithf Amplituden fir den FallN = 30 (Abbildung3.17) zeigt,
wachsen zwar ihre Absolutbége, jedoch divergieren sie am Abbruch offenbar nicht, sondern
lieRen sich zu kleinerehstetig fortsetzen. Dies ist ein Hinweis aubgliche Losungen hinter

15

05

EN[é))

w w w w Abbildung 3.17.: Die ersten @inf Amplituden
e e v o e 2 im Modell mit N' = 30.

der Cusp".

Einbindung von Schwerkraft in das Modell, l12 # 0

Die Abbildung3.18zeigt eine Anzahl statigrer Kurven im Modell mit Schwerkraft, die mit
einer genauigkeifV = 30 berechnet worden sind. Es zeigt sich, dass die gemeinsame Cusp
aus dem Monozykloidenmodell einer Cuigge weicht. Diese Linie ist unk = 7/2 lokalisiert.

Eine Information, ob die exaktedsung tatachlich fir allel;, 7/2 betfagt, kann man aus dem
Multizykloidenmodell nicht gewinnen.

54



3.4. GRINFELDinstabilitit bei endlicher Schichtdicke

Ein starker Hinweis auf eine aglicherweise exaktedsung hinter dem Modell wird durch
den speziellen Wert;, = 0.5 geliefert. Hier ergibt die Numerik einen Terminationspunkt,
der im Rahmen der numerischen Genauigkeit mit der @ssjplg des Monozykloidenmodells
ubereinstimmit.

Das Einniinden aller bsungen in einen stabilen Bereich bleibt auch im Multizykloidenmo-
dell erhalten: alle in Abbildung.18nach links geneigten Téiste sind gegeiber Variationen
derp,, stabil.

0.5
04 |-
a
0.3 |-
0.2 |
0.1
1.0 0.9
0 ‘ ‘ Abbildung 3.18.: Statiorare Losun-
1 12 1.4

2 gen bei verschiedendhs.

3.4. Die GRINFELDInstablilit at einer endlich dicken Schicht

3.4.1. Das Modell

Das jetzt betrachtete Modell hat infolge der endlichen Schichtdicke einen engeren Bezug zu
realen Systemen. Dabei ist das auf zwei Dimensionen reduzierte Modell durchaus von prak-
tischer Relevanz, da es den Fall uniaxialer Vorspannung &oliisg zu beschreiben gestattet.
Damit ernbglicht das Modell eine Reinterpretation der experimentellen Daten waniTind
BALIBAR [70] an“He.

Dunne Schichten dnnen restabilisierte Morphologien aufweisen. Der Vorspannungszu-
stand existiere wieder in-rRichtung, und die ebene Grerithe liege bet = 0. Die Verande-
rung der Grenzéiche infolge der ®INFELDIinstabilitat kann man wieder als Cosinusreihe
ausdiicken.

Methodisch kommen wir auf die Expansionsmethode aus Ké&piteduriick. Dabei ist jetzt
aufgrund der endlich dicken Schicht die vafistiige ARYfunktion (3.26) einzusetzen, jedoch
gerugt aufgrund der Symmetrie des Problems weiterhin die Bas&ang auf den geraden
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3. Zweidimensionale Modelle

Anteil des Ansatzes. Mit den Voraussetzungen dieses Kapitels wirddgBam sein, durch
fortgesetzte Anwendung auch Aussagen zu Multischichtsystemen zu tf¢&8h

Zunachst werden anhand dieser Methode die Ergebnisse der linearen Analyse des Falles
des starren Substrates in Abwesenheit des Gravitationsterms aus einer weiteren Arbeit von
SPENCEREet. al [65] reproduziert. Dieses Modell wird anschlieRend um eine schwach nichtli-
neare Analyse erweitert.

Schliel3lich wird das Modell des elastischen Substrates und sein Restabilisierungsverhalten
in Abhangigkeit von Schichtdicke und Schwerkraft behandelt.

Transportprozesse an der Fest-Fest-Graok# werden vernacigsigt. Im allgemeineren
Fall des nicht-starren Substrates, in dem diese Gistaflebenfalls Deformationen unterliegt,
sehen wir auch von der damit assoziierferderung der Grenzithenenergie ab. Desgleichen
beriicksichtigen wir zwar didnderung der potenziellen Energie infolge der Modulation der
oberen Grenzéiche, aber nicht die kleine zitglicheAnderung, die durch debbergang der
unteren Grenzéiche vom Referenzzustand zum #atslichen Zustand hervorgerufen wird.

Schichtdicke in Abwesenheit
von Spannungen

Referenz-Schichtdicke

A

Abbildung 3.19.: Elastisches Mate-
rial auf einem starren Substrat. Ge-
gerilber dem halbunendlichen Modell
tritt die dimensionslose Schichtdicke
A = kL als neue Gil3e auf.

Das Modell wird wieder in dimensionslosen Koordinaten aufgesteiiriche Golien
werden mit der Wellenzaltl der Grundmode entdimensionalisiert. Geigleer den bisherigen
Modellen erscheint mit der Schichtdickeein neuer&ngenbehafteter Parameter. Wir verein-
baren

A= Lk (3.140a)
fur die reduzierte (dimensionslose) Schichtdicke und definieren al@rabikg zuatzlich

A=e. (3.140b)

Abbildung 3.19zeigt die genaue Definition vakt Die Schicht mit der usrjgmglichen Dicke
A wird im vorgespannten Zustand mit dem Substrat verbunden uridt enlif diese Weise

27 Hatten wir im halbunendlichen Modell je Ordnung zwei Konstanten zu bestimmen, so sind es hier aufgrund
der zugtzlichen Randbedingung vierakst man weiter zu, dass auch das (dann wieder halbunendliche) darun-
terliegende Substrat elastischen Deformationen unterworfen ist, dann kommen zwei weitere Konstanten hinzu,
und fur jede weitere Schicht endlicher Dicke nochmals vier.
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3.4. GRINFELDinstabilitit bei endlicher Schichtdicke

unter Annahme der ebenen Deformati@ri3f den Zustand

1—v? 0 v(1+v) v
o Upr0 =0, Upo=——F=—F00=—
By o o By ' 1-

Ugez,0 =

Uz,  (3.141)
v

wobeio, wieder die Spannung in-Richtung bezeichnel ist die resultierende Schichtdicke
nach Anbringen dieser Vorspannung.

Bereits zu Beginn wurde ein diébhgel; eingefihrt, die der QIFFITHIAange [26] entspricht.
Wir wiederholen noch einmal die DefinitioB.(L3 von Seitel7:

vEy
W =—F—— 3.142

Mit Hilfe von [; werden analog zum halbunendlichen Modell die Vorfaktoren entdimensiona-
lisiert. Da vorkufig nur das Modell mit starrem Substrat behandelt wird, sind dessen elastische
Parameter ohne Belang.

3.4.2. Starres Substrat

Der Ansatz iir das elastische Spannungsfeld ist wiederum erypotenzial 8.26), welches
nun aufgrund der zwei Grenafthen die Form

X = Z ap + bpz) € + (¢, + dy2) €] cos (na) (3.143)
n=1

hat. Eine besser angepalite Form desyAunktionsansatzes eiilt man, wenn man einige
gemeinsame Faktoren lieksichtigt®:

n bn " dn B
X = Z H] 1N {( + —z) e 4 (% + ?z) e nz} cos (nx) . (3.144)

Wir beschénken unsiir die lineare Analyse zuchst auf den untersten Summanden dieser
Entwicklung und ziehen den Faktat aus den ARYkoeffizienten heraus:

041

X=5 [(a10 + bioz) € + (c10 + di,02) e 7] cos (z) . (3.145)
1
28 Die gemeinsamen Nenn&ft; haben, soweit sie im Rahmen dieser Analyse berechnet worden sind, die Form
Ny = 7 (1+AY) + (1477 +4X)A°
Ny = 7 (1+A%)+ (1+7°+161%) A",

mit der Definition aus Gleichun@(146. Ohne Beweis wird angenommen, dass sie sich allgemein als
Nj=71 (14 A7)+ (1+ 72+ 47 X°) AY

schreiben lassen.
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3. Zweidimensionale Modelle

Es gelte auRerdem die Vereinbarung
T=3—4v. (3.146)
Die Grenzfachen sind im linearen, dimensionslosen Modell durch
(1 = aj cos(x) Co=—\, (3.147)

gegeben, und die Komponenten des Spannungstensaisraem wieliblich durch zweimali-
ges Ableiten der ARYfunktion (vgl. Gleichung .23 auf Seitel9, wobei die dimensionslose
Vorspannung addiert wurde):

Ope =1+ % [(a10+ bio(z+2)) e + (c10 + dio (z — 2)) 7] cos (2)
1
a :
Ous _Fl [(a10+bio(z4+1))e* — (c10+dip(z — 1)) e ] sin (z)
1
Op = — % [(a10 + bioz) € + (c10 + dipz) e 7] cos ()
1

An der oberen Gren#the gelten die gleichen Randbedingungen wie im halbunendlichen
Modell: die Kraft in Normalenrichtung muss verschwinden, d.h.

c-n=0. (3.148)

Diese Bedingung wird durch ein weiteres Paar von Gleichungeametgdie an der unteren
Grenzflche gelten. Wir fordern in Einklang mit [65]

u) = ug . (3.149)
Diese Bedingungen dckt man durch den Spannungstensor wie folgt aus [41]

v

1= [Um — azz} 0= [@ (Jm + 2_—V azz>} (3.150)
I—v z=—\ l-v Zz=—A

Setzt mar(; in (3.149 und(; in (3.150 ein und entwickelt bis zur Ordnung, so erfalt man
unter Vernacltdssigung von Vorfaktoren die Gleichungen

1+ 1.0 + b170 —C10 + d170 =0

aip+cip=0

3.151
(2 bl,(](l — V) + (1,170 — bl,O)\) Ail = (2 d170<1 — V) — Cl,g + d170 )\) A ( )
(b170(1 — 21/) — CL170 + blyg)\) A_l = — (dLQ(l — 21/) + Cl,g — d170 )\) A .
Sie liefern als Ergebnis
1A% (=1 +4N+77) (AT +1+42))A?
a; = ——= b1 = —
2 M M (3.152)
LA (144N + 1) p 2NN - A -7
=3 N L i ‘
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3.4. GRINFELDinstabilitit bei endlicher Schichtdicke

Mit diesen Konstanten ist der elastische Zustand in der niedrigsten Ordnun@nditsbe-
stimmt, und man kanfiber Gleichung .16 die Anderung der freien elastischen Energie
berechnen. Sie hat die allgemeine Form

Eoz 5 7 (1 =A%) — 4A%)
2 T(L+ A+ AZ(1+4X2 +72)°

By = (3.153)

Die Ubrigen Energieterme unterscheiden sich nicht vom analogen Ausdruck im halbunendli-
chen Modell, und wir erhalten

2 Y T AN 2

s - 3.154
1 TOTA) T A (Lrane g2 2 (3.154)

Man sieht unmittelbar, dassif gro3e Schichtdicken, bei endlichen positivenm rechten
Term von Gleichung3.1549 die A*~Terme dominieren, was abgesehen vom Vorfaktor auf
k? — 2k 4+ 115 und damit die aus dem Kapit@l2.2bekannten linearen Ergebnisssft.

Diese GblRen werden durch3(154 fur endliche\ einer Korrektur unterzogen. In [65]
wurde der Fall;, = 0 untersucht. Dafr ist bekannt, dass die obere marginale Wellenzahl bei
einer endlichen Schichtdicke Null wird. Abbilduidg20zeigt dieses Verhalten.

2.0 T
|
\ m
STABLE
1.5 4
1.0
3
0.5 UNSTABLE
p=0
5 Abbildung 3.20.: Marginale Wellenzahl in Abin-
0.0 1.0 2.0 3.0 4.0 gigkeit von der Schichtdicke, nachPSNCERet. al.
ho/l Reproduktion aus [65].

Der Kurvenverlauf muss so interpretiert werden, dass die Giobe| bei einem starren Sub-
strat unterhalb einer gewissen Schichtdicke stabil bleibt. Die Berechnung dieses Verhaltens ist
nicht unmittelbar mit 8.154 zu bewerkstelligen. Das liegt an der Definition vd1§3.1403,
das wie alle aumlichen Gol3en in Einheiten der Wellenzahlgemessen wird. Entsprechend
(3.1409 geht mitk auchA gegen Null, vidhrendL endlich bleibt.

Um die Schichtdicke zu berechnen, bei delull wird, ersetzt man folglich in3.1549
und A durch ihre Definitionen entsprecheri#i146 und (3.1403, leitet nachk ab, setzt dann

k = 0 und erfalt so
OF 1 4T

%k:0:2 1+7

(3.155a)
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3. Zweidimensionale Modelle

und daraus ) )
Lo = gT -2 (3.155h)

Fur v = 1/3, entsprechend [65], ergibt sich eine kritische Filmdicke vgop, = /3. Dies
stimmt mit der Abbildung3.20uberein, in der dieser Punkt aufgrund der um einen Fakior
abweichenden Skalierungsige bei2/s, 0) liegt.

2

15 :

[ v
1/3

Lr [ dé 1/5 | Abbildung 3.21.: (Obere) marginale

_2/2 | Wellenzahl bei endlicher Schichtdicke

-1 im Modell ohne Gravitation dr ver-

schiedene Bissonzahlen.

v = 1/3 entspricht [65]. Kreise markie-

ren einen Wechsel des Vorzeichens des

Koefizienten vona,# in der Energie;

0 ‘ Quadrate einen Vorzeichenwechsel bei

2
L 052’0 .

0.5 - .

Lasst man frei und berechnet die Nullstellen der reduzierten Gesamtenergie (die margina-

len Wellenzahlen) (Abbildung.21) so offenbart das Modell eirigberraschende Eigenschaft:
Bei gewissen exotischendfssonzahlen in der lhe von—1 findet trotz Abwesenheit des
Schwerkraftterms eine Stabilisierung auf groRen Wellegén statt. Allerdingsidfte dieser
Fakt kaum Auswirkungen auf reale Systeme mit sich bringenUbrigen stimmt die Kurve
fur v = 1/3 bis auf den bekannten Faktgs mit der p=0—-Kurve aus Abbildun@.20uberein.

Nun erfolgt eine schwach-nichtlineare Analyse des Problems mit Hilfe der Expansionsme-
thode, bis zur Ordnung;* in der Energie. Nairlich sind hier in jedem Schritt des Verfahrens
funf Koeffizienten statt drei zu bestimmen (vierrR&koeffizienten sowie ggf. der Entwick-
lungskoeffizient der Amplitude). Wir eépzen den Ansatiif die Oberfache 8.147) um die
zweite Amplituden:

(1 = aq cos(kx) + aq cos(2k) (3.156)

Ganz wie im halbunendlichen Modell sind dierX koeffizienten mit ungeraden zweiten In-
dizes Null. Die rachstldheren Koeffizientemv o, as o, b2, c20 Undds g SOWi€a, 2, b1 2, €12
undd, » haben bereits eine bathtlich komplizierte Form und werden hier nicht dargestellit.
Stattdessen werden typisched®en in Form von Diagrammen angegeben.

Eine wichtige GoRe ist der Vorfaktor za;* in der Energie, denn er entscheiddier den
Charakter der Instabilit. Es stellt sich heraus, dass dieser Wert keineswiegalé Schicht-
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3.4. GRINFELDinstabilitit bei endlicher Schichtdicke

Abbildung 3.22.: Der Vorfaktor zu
| oy* in der Gesamtenergie nach Mi-
nimierung der Amplitudex, fur end-
liche SchichtdickenL. Die Kurven
| stehen von links nach rechtarfdie-
selben B®iIssonzahlen wie in Abbil-
-1 ‘ w ‘ dung3.21 Fur v = 1/3 liegt der Null-

0 L L 2 durchgang z.B. bel = 0.367.

dicken positiv ist, wie Abbildun@.22zeigt. Stattdessen existiert ein Nulldurchgang (ein tri-
kritischer Punkt). Er liegt z.B.Ufr v = 1/3 bei

Lo = 0.367 Fie = 0.844 . (3.157)

Die Unregelnafigkeit in der Kurve zw = —1 ist einer Polstelle im Koeffizienten bei einer
bestimmten Schichtdicke zu verdanken. Die Existenz einer Polstelle ist ein Hinweis darauf,
dass die Methode im betrachteten Parameterbereichamglidh sein knnte.

Interessant gestaltet sich auch die &fraterung der sich entwickelnden Morphologie mit
sinkender Schichtdicke. Im halbunendlichen Modell hatten wir nach der Minimierung den

Ausdruck
11,

T2k -1

gefunden. Br die marginale Wellenzaltl = 2 ergibt sich daraus ein Vorfaktar, , = —1/2.
Auch dieserandert sich tir endliche Schichten, wie man den Abbildung&al und 3.23
entnehmen kann.

Solange der Beitrag der zweiten Amplitude negativ ist, entwickelt sich eine oben abge-
plattete Morphologie, wie sie bereits von Nems [53] vorhergesagt wurde. Unterhalb einer
gewissen Schichtdicke kehrt sich dieses Verhalten um, und das Modell sagt eine nach oben
spitze und unten abgeplattete Morphologie, wie sie z.B. von dexER swEIdnstabilitat her
bekannt ist, voraus.

Qo =

3.4.3. Starres Substrat mit Berticksichtigung von Gravitation

Das Modell im Kapitel3.4.2 hatte nur die elastische Energie und die Okletfenenergie
bericksichtigt. Innerhalb dieses Modells existiert ein linear instail@&ereich, der dir ei-
ne unendlich ausgedehnte Schicht in reduzierten Einheiten zwischen 0 und 2 liegt. Dieser
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3. Zweidimensionale Modelle

Abbildung 3.23.: asy, der erste Ent-
wicklungskoeffizient vonas, in Ab-
| hangigkeit von der Schichtdicke.

Fur kleine Dicken weicht die bekannte
05 - Cuspmorphologie einer Peakmorpho-
logie. Der Parameteramert sich iir
grofRe Schichtdicker1/2. Die Kurven
stehen von links nach rechigrfdiesel-

-1 : : : ben Poissonzahlen wie in Abbildung
L 3.21

Bereich wird fir endliche Schichticken schmaler und kollabiéirtf nicht zu nahe bet-1 bei
k = 0 und einer kritischen Dické.;, = 1/2 (1 — v).

Aus dem halbunendlichen Modell mit Gravitation ist bekannt, dass détZiche Parame-
ter [,, dieses Verhalten dahingehend &edert, dass der linear instabile Bereich von beiden
Seiten her verkleinert wird, bis bei einem kritischen Paramigier, = 1 nur noch eine ein-
zige Wellenzahk.;; = 1 instabil ist. Aus der Tatsache heraus, dass zwischen den beiden
marginalen Wellenzahlen des Modells ohne Gravitation liegt, ist zu erwarten, dass auch im
Modell mit Gravitation Schichtdicken unterhalh,;, stabil sind. Das soll im folgenddiber-
pruft werden. Wir lassen also im weiterén # 0 zu.

1.0 1
k
0.5
13 Abbildung 3.24.: Kritische Wellenzahl im Mo-
0.0 +— ‘ ‘ ‘ ‘ dell mit Gravitation fir endliche Schichtdicken
0 1 2 3 4 1 5 amBeispiel = 1/3.

Abbildung 3.24 verdeutlicht am Beispiel = 1/3, dass in der Tat die kritische Wellenzahl
bei L = 1/3 auf Null zuiiickgeht. Allerdings zeigt sie ifybergangsbereich zwischen sehr
grofR3en und sehr kleinen Schichtdicken eine Art oszillierendes Verhalten, das schwer zu in-
terpretieren ist. Ritzliche Anderungen in der Kimmung dieser Kurve sind allerdings auch
schon im Modell ohne Gravitation (Abbildurig21) zu beobachterhnlich vertalt sich auch
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3.4. GRINFELDinstabilitit bei endlicher Schichtdicke

1.0
l12
0.5
Abbildung 3.25.: Kritischer Parametet;s im
0.0 | ‘ ‘ ‘ ‘ Modell mit Gravitation fir endliche Schichtdi-
0 1 2 3 4 1 5 cke am Beispiel = 1/3

der Parametet, ;. Er wird nie giof3er als im unendlichen Modell, sondeallff fur kleine
Schichtdicken gegen Null ab. Folglich ist bei endlichen Systemen edf&ege Vorspannung
erforderlich, um die Instabilitt auszubsen.

Interessant gestaltet sich der Charakter der Instabilibter Einwirkung von Gravitation.
Berechnet manamlich unter Vorgabe der Schichtdicke und der zugigen kritischen Para-
meterky,;; undlyz 1. den Vorfaktor zu, * im Energieausdruck, nachdem dieserilmgich o,
minimiert worden ist, so ergibt sich der Verlauf in BBd26 Das Vorzeicheindert sich zwei-

0.5

a.u.

0.0 {}ﬁ

-0.5 1
_ 43
64 Abbildung 3.26.: Vorfaktor zu a;*
1.0- im Modell mit Gravitation.t; und sy
) T T T T bezeichnen die trikritischen Punkte,
0 1 2 3 4

L 2 vgl (3.159 am Beispiel = 1/3

mal, und zwar ist das Systerarfsehr kleine, aber noch instabile Schichtdicken subkritisch.
Dann schliel3t sich ein gewisser superkritischer Bereich an, der dann in das bekannte subkriti-
sche Verhalten bei sehr groRémmiindet. Der asymptotische Grenzwert dieses Koeffizienten
liegt bei—43/64. Die trikritischen Punkte, wiederuniif v = 1/3 berechnet, liegen bei

t,:={L = 0.413,k = 0.796, ;> = 0.071}

(3.158)
ty = {L = 0.857, k = 0.987, l;5 = 0.522} .

Die minimierte zweite Amplitude (Bilc.27) zeigt erwartungsgeafd einahnliches Verhal-
ten wie im Modell ohne Gravitation. Allerdings liegt die Schichtdicke, bei der die Morpholo-
gieanderung auftritt, miL. = 0.503 gegeriiber L = 0.412 etwas ldher.
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3. Zweidimensionale Modelle

1
@2/a
0
Abbildung 3.27.: Die minimierte Am-
plitude oy (Uiberaq?) in Abhangigkeit
von der Schichtdicke im Modell mit
-2 0 ‘1 é é é‘l Gravitation. Der Nulldurchgang liegt

L o bei L = 0.503

3.4.4. Weiches Substrat, [, =0

Nun lassen wir ein Substrat zu, das selbst elastisch ist. Die Deformation der zweiten Grenz-
flache lassen wir nur im-Richtung zu, d.h. die zweite Grenadlhe in Gleichung3 147 bleibt

in ihrem Verlauf erhalten. Da jedes Material durch zwei elastische Konstanten definiert ist,
wirde eine vollsindige Betrachtung drei Materialparameter enthaltéesaen und auRerdem
einen mit dem Schwerkraftterm assoziierten Parameter. Allerdingggbetie R ISsonsche
Querkontraktionszahlif fast alle Materialien etwds, so dass im Folgenden ohne wesentli-
che Einschitnkungen/; = v, := 1/3 gesetzt wird. Der einzig maf3gebliche Parameter ist dann
das Verlaltnis der beiden YuNnGmoduli

_bE_m

=1 . 3.159
P =BT ( )

Es steht zu erwarten, dass die lineare Analyse die Ergebnisseraus SRret. al. [65] (Bild
3.20, S.59) reproduziert. Diese Analyse wird anschlieend durch eine schwach nichtlineare
Betrachtung erweitert.

Der Ansatz in Form eines IRy potenzials wird nun wiederum gedgdrer dem Ansatz
(3.143 etwas komplexer, da wir das Bulkmaterial beksichtigen rissen.

X1 = Z (@ + bn2) cos (nkx) e™ + Z (cn + dy2) cos (nkx) "% (3.160a)
n=1 n=1

X2 = Z (en 4 fnz) cos (nkx) e™ (3.160Db)
n=1

Bild 3.28zeigt tat&chlich die Reproduktion der Ergebnisse aus [6%5}. #ie Berechnung
des Verlaufes riglicher trikritischer Punkte betrachten wir Aainst das Verhalterif L — 0.
Folgende Nomenklatur wird eingdirt:

E = 020612 + 040414 (3161)
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3.4. GRINFELDinstabilitit bei endlicher Schichtdicke

Abbildung 3.28.: Marginale Wellen-
zahlen fir verschiedene Elastiits-
verhaltnissep (kleine Zahlen) im Mo-
dell ohne Beiicksichtigung der Gra-
vitation. Vergleiche auch Bild3.20
Die fettgedruckten Linien durch
undts bezeichnen einen Wechsel des
Stabilitatsverhaltensts ist nicht der
0 Punkt (0,2)! Unterhalb der Kurve

‘ ‘ ‘ AB tritt eine Peakmorphologie an die
0.0 0.5 1.0 1.5 I 2.0 Stelle der Cusps.

Im Fallel,, = 0 entspricht dant; der reduzierten Energie aus GleichuBgl64. C, wird
wegen seines Umfanges hier nicht dargestellt. Ein trikritischer Punkt ist dadurch ausgezeich-
net, dass sowol(l’; als auchC,; Null sind. Nun zeigt sich, dass

. 1 /k
%Eocz—a(i—p>

k? (3.162)
———— [144p* + 256k(p* —
256 (p — k) [ p* + 256k(p” — p)

—8p* — (112k + 111)p* + (54 + 4k)p + 12k* + 81] .

lim 04 =
L=0

Die nichtnegativen bisungen dieses Systems sind
pr—o = {0.439,1.009} ,

und aus der ersten der Gleichung@rig? folgt entsprechenél;_, = 2p;—,. Sie sind in Bild
3.28mit Kreisen gekennzeichnetilFgrol3el laldt sich das Verhalten des Energieausdruckes
ebenfalls elegant diskutieren. Aus dem halbunendlichen Modell ist bekannt, dass die margi-
nale Wellenzahl dang betiagt. Die Wechselwirkung mit dem Substrat sollte in diesem Fall
keine Rolle spielen. Deshalbirssen auch die Konstantéfn und C, unablangig vonp sein.

In der Tat ergibt sich
k (k
li =—|=--1
lenolo s 2 <2 >

, 1 (32 — 27k +40) k®
pm Gy = =7 k—1

(3.163)
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3. Zweidimensionale Modelle

Aus C; folgt die erwartete marginale Wellenzahl, und audchist unablangig vonp. Daher
bleibt die Instabiliit fir jegliche Materialkombination im Limes — oo superkritisck®.
Als etwas auh@ndiger erweist sich die Diskussioarfbeliebigel.. Das Gleichungssystem
{Cy = 0,C, = 0} kann r die Numerik vereinfacht werden, indem mamwieder durch/x
ersetzt und den Paramejevariiert, beginnend bei den bekannten Werti@gn/f = 0°C.

Die Losungen sind die fettgedruckten Linien in BBd28 Was folgt nun aus dem berech-
neten Verhalten? In der Tat ist das Systdém éndliche Schichtdicken absolut instabil, wie
bereitsSpencer et. al. festgestellt haben. Ist das obere Material weicher als das untere, so sind
die instabilen Wellersingen extrem langiif ein harteres Material in der Schicht dagegen kurz.
Solange sich die elastischen Eigenschaften der Materiaheeln % € [0.439,1.009]), ist
die Instabiliat fur alle Schichtdicken superkritischiiFweichere bzw. &rtere Schichtmateria-
lien existiert bei kleinen Schichtdicken ein subkritisches Intervall.

Schliel3lich erweist sich die Berechnung des Vorzeichens der minimierten Amplitude
bei der marginalen Wellenzahl als interessant. Solangeegativ ist, bilden sich die aus der
halbunendlichen Theorie bekannten Cispingen aus. Dies ist im Bilgl28jedoch nur ober-
halb der KurveAB gegeben. Darunter besteht die entstehende Morphologie aus nach oben
zeigenden Spitzen.

3.4.5. Weiches Substrat mit Berlcksichtigung von Gravitation

Nun erfolgt die Behandlung des allgemeinsten unter den vorgestellten Modelksin tlinnes
Substrat in zwei Dimensionen. Der reduzierte Ausdruokdie Gesamtenergie in zweiter
Ordnung ist jetzt

— k4pAt +15(1+ p)° A* +12(3+2p — 5p*) AA* — 15 (1 — p)*

E esamt —
gesamt 9 ApA* + 15 (1 + p)> A* + 15 (1 — p)°
+(12(3+2p — 5p*) A2 + 2 (17 — 2p — 15p?)) A2 (3.164)
LA
4 4
Wir untersuchen zuachst das Verhalten im Limds — 0. Dann vereinfacht sich die Energie
zu
1
EL:O = Z (k2 + 112 — 2]{3[)) . (3165)

29 Die nichttrivialen Nullstellen vod’; sind
9 1
kc,—o0 = 3 + 6\/24 = {1.87,7.13} |

siehe [53].

30 Dabei ist zu bércksichtigen, dasp fur den Ast, der beim unteren trikritischen Punkt bei= 0 beginnt,
abgesenkt werden muss, his= 0 und damit das Ergebnis aus dem Modell des starren Substrates erreicht
ist. Fur den anderen&sungsast muss hingegen erbht werden. Beachtet man dies nicht, soadriman die
formal richtigen, jedoch physikalisch sinnlosen Fortsetzungen dsuhgenir negativel.
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3.4. GRINFELDinstabilitit bei endlicher Schichtdicke

Hieraus lassen sich bereits verschiedene Aussagen treffen. Aus dem System
8EL:O
ok

welches bereits im halbunendlichen Modell benutzt wurde, um den Einsatzpunkt der Instabi-
litat zu berechnen, eitht man die kritischen Parameter

EL:O = Oa

=0,

12 kit =0 = p° (3.166a)

k12 kit =0 = P - (3.166b)
Marginale Wellenzahlen folgen aus der Forderung

Er—o=0,

und damit
k12 marg. =0 = p £/ p? — lia . (3.167)

Fur p? < 1,5 existierenilberhaupt keine reellendisungen, das heif3t, dass die Olgailfie unter
dieser Bedingung im Limed — 0 absolut stabil ist — eine Verallgemeinerung des Falles
P = O, l12 = 0.

Wennp? = [y, gilt, setzt die Instabiltt genau beim Grenzwekt= 0 ein, und bep? > [,
ist fir alle Schichtdicken ein ganzes Wellenzahlband linear instabil.

Das Verhalteniir L — oo ist bekannt: die Instabibitt setzt bei;, = 1,k = 1 ein. RIr
groRerel,, ist die Oberfache stabil, ithrend bei kleinereh, ein Wellenzahlbereich linear
instabil ist, der beil;;, = 0 von k = 0 bis k = 2 reicht. Dieses Verhalten darf nicht von
p abhangen, da der Abstand zum Substrat unendlich ist und somit keine Wechselwirkung
stattfindet.

Wir berechnen nunmehr numerisch ein Kennlinienfeld, dabéliebig gevahlte Parameter
12 und p den Einsatzpunkt der GNFELDinstabilitat angibt. Dazudsen wir unter Vorgabe
dieser Parameter das System

oE
ok
nachL und k. Wir konstatieren zuichst, dass es gruradglich zwei verschiedenedsungs-
mannigfaltigkeiten gibt. & weiche Schichteno(< 1) existieren nur bsungen mit;, < 1,
und umgekehrtifr harte Schichten nur solche mit > 1. Das Ergebnisifr weiche Schichten
zeigt Bild 3.29

Wie zu erwarten ist im Limit des starren Substrates die Kurve ausBidenthalten. Er
p # 0 enden alle Kurven bdi = 0. Sieiberschneiden sich zweimal bei~ 0.5 und L ~ 1.6
und laufen @ir grof3e Schichtdicken gegen den Wert= 1, was aus dem halbunendlichen
Modell heraus auch zu erwarten war.

Als interessant erweist sich nun der Bereich, der durch eine fettgedruckte Linie i.Bild
hervorgehoben worden ist und den als Auschnittséf®grung das Bil@.30zeigt. Im Gegen-
satz zu allen Szenarien, die bisher untersucht worden sind und Gravitatiork&iehtigen,

E=0 0 (3.168)
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1.25
k
1.00 1

0.75

0.50 1

0.25 _ o _
Abbildung 3.29.: Kennlinien des Ein-

setzens der @INFELDinstabilitat bei
l12 # 0 fur unterschiedliche Elastizi-

0.00 1 tatsverfaltnissep im Bereich[0, 1). Er-
0 1 2 3 L 5 [auterungen im Text.

1.00

k
0.95
0.90
0.85
0.80

Abbildung 3.30.: Ausschnitt des superkri-

0.75 4 tischen Bereiches aus Bil®129 Zusatzlich

) T T T T T sind hier die Linien konstanter Parameter

0.0 01 02 03 04 05, 06

L 12 Undp eingetragen.

erweist sich hier ein Bereich als superkritisch, denn der Vorfaktorayérin der Energieent-
wicklung ist positiv. Daraus folgt eine Restabilisierung bei kleiner Amplitude.

Die Losungsmenge reicht beliebig dicht an den Pufiky/s) heran, schlie3t diesen jedoch
nicht ein.

Eine interessante Weitéthirung dieser Untersuchungen liggte darin, zu untersuchen,
inwiefern rbhere Terme im Energiepolynom dazu beitragénrien, dass weitere Bereiche
des Diagramm8.30stabilisiert werden.

68



4. Dreidimensionale Modelle

4.1. Einfihrende Bemerkungen

Das volle, dreidimensionale Problem ist bislang nur in linearahédung behandelt wor-
den [27]. Eine neuere Arbeit mit P.ERGER[10] geht einen Schritt weiter zur schwach nicht-
linearen Analyse. Hier wird unter gewissen Voraussetzungen an die Vorspannungen und die
Poissonzahl ein zuétzlicherUbergang zwischen Rollen- und Rhombenmustern auftreten.
Diese Berechnung wird im Rahmen der linearen Stéldénalyse vorgestellt werden. Dar-
an wird sich eine erweiterte schwach-nichtlineare Analyse anschlie3en, die das Verhalten der
Instabilitat entlang der gesamten kritischen Parametermengeaatuifkl

Die grol3ere Komplexdt des dreidimensionalen Problems resultiert nicht nur aus der Geo-
metrie. Der Vorspannungstensor in der Ebene lautet jetzt

Ozx,0 0 0
20 = 0 Oyy,0 0 s (41)
0 0 0

und die Gblieno,, ( und o, o kKONnen unabfingig voneinander beliebige Werte annehmen.
Daher kann im dreidimensionalen Modell nicht mehr allgemein vorkd@schen Spannung

die Rede sein. Vielmehr wird der kritische Zustand des Systems durch eine Wechselbeziehung
zwischernos,, ( undo,, ( gekennzeichnet sein. Digrerhinaus ist die &INFELDInstabilitat in

zwei Dimensionen nicht vom Vorzeichen der Vorspannungaalgig. Hier kann sich hinge-

gen ein signifikanter Unterschied des Systemverhaltens iaadibgkeit vom Vorzeichen des
Verhaltnissegez.0/s,, , einstellen.

Die Komplexitt wird weiterhin durch die Vielfalt der dglichen Oberfichenmodulatio-
nen erldht. Abhangig vom Vorspannungszustand und den Materialparametern wird ein be-
stimmtes Muster ausgéult werden, das aus mehreréerlagerten Basisstungen zusam-
mengesetzt werden kann, die in linearéiigrung natrlich voneinander unal@mgig sind. Im
halbunendlichen Modell steht nicht zu erwarten, dass lateral ausgedehnte Systeme anders als
in zwei Dimensionen eine Restabilisierung zeigen, da auch hier das schon eingaigsterw
Argument zutrifft, dass eine Anordnung ausreichend weit voneinander entfernter Vertiefungen
immer einen effektiven Energiegewinn verspricht. Vielmehr ist analog zum zweidimensiona-
len Modell zu erwarten, dass die Dynamik im Endeffekt nach kurzer Zeit zu Cuspsingula-
ritaten fihrt.

Schliellich sind die dreidimensionalen Modelle in der mathematischen Behandlung kom-
plexer, weil hier ein Analogon zur ®Ryfunktion fehlt. Wir werden also darauf angewiesen
sein, die Randbedingungen zusammen mit den Gleichgewichtsbedingingemger Zuhil-
fenahme der BLTRAMI-MICHELL-GleichungenZ.5) auszuwerten.
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4. Dreidimensionale Modelle

Prinzipiell gerigt fur die mathematische Rejmentation eines Obeatthenmusters ein Ba-
sissystem aus zwei orthogonalen Funktionenreihen. Allerdings nimmt machiitthe Un-
genauigkeiten in Kauf, wenn man rhombische oder hexagonale Strukturen damit zu beschrei-
ben versucht und die Rechnung auf niedrige Ordnungen EddhiWir wahlen daher die
Symmetrie des tisungsansatzes entsprechend der Symmetrie deungt und damit lassen
wir im Falle der Untersuchung hexagonaler Strukturen audhu8gen der Ebene zu, die ex-
plizit aus drei Funktionensystemen bestehen.

4.2. Lineare Stabilit atsanalyse

Aus den BELTRAMI-MICHELL-Gleichungen %.5) folgt, dass die Komponenten des Span-
nungstensors die Bipotenzialgleichurzgyd] erfullen [46]. Es ist demzufolge zas$sig, die all-
gemeine Form der &Ry funktion als Ansatziir dieAnderung jeder einzelnen Komponente zu
verwenden. Wir schreiben in niedrigster Ordnting

n

oij = Z [(aijig + bij1a2) cos (ki x) + (cijag + dija2) sin (ky x)] elkrdl= (4.2)

=1
re

X = S
Yyey

und die Summation istber alle Basismoden= 1. ..n auszufihren. Die Zahl 1 in den Ful3no-
ten der Koeffizienten und der Wellenzahlvektoren kennzeichnet, dass di@éerGaur ersten
Ordnung gebiren. Im Rahmen der linearen Stalditganalyse existiert noch keine Wechsel-
wirkung zwischen den einzelnen Moden. Daheriggres vorerst, eine einzelne Basismode
anzusetzen, deren Orientierung durch einen Witikggkennzeichnet wird.

Wenn in lbheren Ordnungen gerechnet wird, muss der Ansatzamtlighe unabéngigen
Linearkombinationen der Basismoden erweitert werden. Dies wurde im Prinzip schon bei der
Entwicklungsmethode in zwei Dimensionen getan; aufgrund der Eiaskbng auf nur eine
Mogliche Richtung zeigte sich dieses Prinzip dort lediglich im Auftreténener Vielfacher
der Argumente in den Winkelfunktionen.

Die Art des Ansatzes bietet den Vorteil debllichkeit systematischer Berechnungen und
damit einer effizienten Computeralgebra-Umsetzung auf Kosten einer grof3en Anzahl von Ko-
effizientena;;;, b;;,, ci;; undd,;,;. Bei Berlicksichtigung der Symmetrie des Spannungstensors
haben wir in niedrigster Ordnung und unter Annahme einer einzeln@mrgf 24 Koeffi-
zienten zu bestimmen. Die Normalspannungsbedingung allein liefert jedoch nur sechs Be-
stimmungsgleichungen. Es zeigt sich aber, dass die Koeffizienten nicht alle voneinander un-
abhangig sind und durch Backsichtigung sowohl der elastischen Gleichgewichtsbedingung

In diesem Ansatz ist

1 Alternativ ist auch die Verwendung von Exponenzialfunktioné@ghch. Die Anzahl der Koeffizienten halbiert
sich dann, allerdings sind sie dann komplexe Zahlen.
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4.2. Lineare Stabilititsanalyse

(2.9 als auch der BLTRAMI-MICHELL-Gleichungen Z.5) gerade das bétigte Systemiir
die Bestimmung aller Koeffizienten zur Vadung steht.
Wir vereinbaren Bezeichnungen, wie sie die Abbilddntzeigt. Imz-y-Kordinatensystem,

A
y

b Abbildung 4.1.: Einzelne Sbrung in drei Dimen-
sionen (Draufsicht). Das Koordinatensystem wird so
gewahlt, dass die Koordinatenrichtungen mit denen
der Vorspannungskomponentep und o, Uberein-
stimmen. Die Modulation mit dem Wellenzahlvek-
tor k erfolgt in einem Winkeb zur xz-Achse.

das in der Ebene der ungégen Oberfhche liegt, bringen wir im Winkel zur Abszisse eine
Storung der Form

((x) = a; coskx (4.3)
an.k (k;; im Kontext von Gleichung4.2)) habe den Betrag, und es gilt
cosfe,
k:k(smeey) . (4.4)

Die Koodinatenachsen sind so g#wt, dass sie mit den Hauptachsen des Vorspannungszu-
standes zusammenfallen.

Abweichend von [10] wird die Untersuchung hier nicht anhand des chemischen Potenzials,
sonderniiber die freie Energie durchg#frt. Beide Methoden sindquivalent, und der Auf-
wand der Methode der freien Energie ist nur scheinlidrehn (sie beinhaltet eine Integration
uber die z-Komponente und eine weitere in Form der Mitteliingr die Fache), denn ab der
zweiten Ordnung erweist sich das Sortieren nach trigonometrischen respektive Exponenzial-
funktionen alsahnlich komplex wie eine symbolische Integration.

Ein Effekt, der im Kontakt mit der Schmelze auftritt, und der sich mit Hilfe des chemischen
Potenzials sehr einfach plausibel machésst, sei allerdings e@étnt: Das Anbringen einer
Vorspannung iihrt zurachst dazu, dass die Obédhe um einen gewissen Betrag schmilzt,
bis sich durch Wechselwirkung mit dem Schwerkraftterm ein neues Gleichgewicht eingestellt
hat. Dieser Effekilbersteigt die ldhenvariation infolge der mechanischen Verformung be-
trachtlich. Der allgemeine Ausdruckirf den elastischen Teil des chemischen Potenzials in
drei Dimensionen lautet

1 5 . -
At = 2Fy [(1 +v) Gily, Oujl, — v <‘7'€k|h)2} : (4.5)
Y
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Die Tilden tragen dem Umstand Rechnung, dass in dem Fall, dass der lvecklem Me-
dium ungleich Null ist, nicht der ta&€hliche Spannungstensor, sondern der mitigls=
0i; — onndi; reduzierte Tensor einzusetzen ist. Die Tilde-Symbole werderftig weggelas-
sen, und die Randbedingung an der oberen Gié&etzél durchweg als|, n = 0 geschrieben.
Die ubrigen Beitdge zum chemischen Potenzial sind durch

Aps = =K Apc = gAph (4.6)

gegeben. Durch Einsetzen der Vorspannundef) {(n die Summe aus Gleichung.f) und
(4.6) (wobei der kapillare Anteil ndtlich verschwindet, solange die Grergathe eben ist)
erhalten wir eine Beziehungjif dieAnderung der Gleichgewichtéhe infolge der elastischen
Vorspannung. Wir definieren

1 1
oy =% (Umx,o + Uyy,()) o_ = _( zx,0 — Uyy,()) ) (47)

2 2

und erhalten nach Vereinfachung
1-v)o >+ (1+v)o ?

EvgAp .
Die neue Gleichgewichtgime wird im Folgenden als = 0 definiert. Die elastische Energie-
dichte By = !/20;;u;; kannuber das bokesche Gesetz allein durch die Komponenten des
Spannungstensors ausgackt werden:
1
- 2By

Daraus bestimmen wir wiéblich mittels

Ep = </<(X) dz w(x)> (4.10)

die Uber diez-y-Ebene gemittelte elastische Energie. In diesem Kapitel entsprechen die Mit-
telungsklammern nétlich der Integratioriiber ein Intervall bzw. eine Einheitszelle der Ober-
flachenstruktur und der Division durch deren Gruaclfle. fr die Integration der elastischen
Energiedichte 4.9) betrachten wir zuachst das Quadrat einer einzelnen Komponente. Mit
n = 1in Ansatz ¢.2) ergibt sich nachdngerer Rechnung in quadratischer Ordnungin

¢(x)
/ dZ Uijaij =

¢(x)
o? </ dz [og + (a + bz) cos (kx) € + (¢ + dz) sin (kx) ez]2>

—0o0

Ah =t

(4.8)

w(x) [(L+v)ogi05; — v (ow)’] - (4.9)

2
{04% aog + % (62 +d?+2 (a2 +c —ab— cd))} . (4.11)

| =
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4.2. Lineare Stabilititsanalyse

Man beachte, dass in erster Ordnung der Betrag 1 und dass bei den Koeffizienten des
Ansatzes auf Indizes verzichtet wurde. Wir verfolgen die schon bekannte Strademidiche
Koordinaten mit dem Betrag der Grundwellenzahlzu skalierenz, y und z, genau wiey;,
sind also dimensionslose Parameter, und Differenziationen bzw. Integrationen erfordern das
Anbringen eines Vorfaktork bzw. k=, vgl. die letzte Zeile von Gleichung}(11). Weiterhin
wurde dieser allgemeine Spannungsterm mit einer Vorspannungskompoyemtgesetzt,
die natirlich nur in zwei der Komponenten tatshlich ungleich Null ist. Mit Hilfe dieser
Beziehung erweist es sich als einfach, bei einmal bekannten Koeffizientémdéung der
elastischen EnergiBg zu berechnen.

Die Koeffizienten des elastischen Spannungsfeldes werden aus dem schbntemGlei-
chungssystem

lmgy M =0
ajO'ij =0 (412)
(1 + y)@kakaij + 818]-0% =0

berechnet. Die Art der Berechnung ist wie auch in den folgenden umfangreicheren Modellen
technisch aufindig, beinhaltet aber keine gruididichen Schwierigkeiten
Man ertalt fir die elastische Energiaderung

a? (1+v)

By = —
E 2k Fy

[(1=v)(0-%+ 047+ 20_0, cos (20)) +o_?vsin® (20)]  (4.13)
Dieser Ausdruck &ngt nicht nur von den Vorspannungen ab, sondern auch von der Orien-
tierung 6 der Sbrung. Dieubrigen Energieterme, wieder mit dimensionslosen Amplituden
formuliert, lauten

1 2

ES = Z’YOzl EG =

gAp ,

(4.14)

Sie langen nairlich nicht voné ab, und daher gemt die Betrachtung vord(13 fur die
Diskussion, welche Mode am instabilsten ist. Wir bestimmen die Ableitung#omach dem
Winkel ¢
9Fg _ _Qafo, (1+v)
00 Evk
und erkennen neben den trivialedidungert = 0 undé = /2 eine weitere bsung der Form

sin (20) (vo_cos (20) — oy (1 —v)) (4.15)

1 —
cos 20 = Yo+

(4.16)

v oo_

Grenzen wir zuachst die Bedingungen ein, unter denen die8suing existieren kann. Der
Betrag des Quotienteﬁy—” istim gesamten Definitionsbereich vor{—1.. . . 1/2) groer gleich

2 Entsprechende NpLE-Arbeitsbhtter sind vom Autor erdtlich.
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4. Dreidimensionale Modelle

1 (fur v # /2 ist er gibRer als 1). Folglich ist im @tigkeitsbereich der &sung ¢.16) der
Betrag des Verdltnisses+/»_ kleiner gleich 1. Eine kurze Rechnuhzeigt, dass sich diese
Forderung nur eifllen lasst, solange,, , undo,, ( verschiedene Vorzeichen tragen. Insbe-
sondere impliziert Gleichung(16 damit keine Divergenz, da_ definitionsgeral nur dann
Null wird, wenno,, o = 0,0, also unter der Bedingung gleicher Vorzeichen.

Setzen wir die drei isungen in den Ausdruckif die elastische Energiaderung ein, so

erhalten wir
2
1
o= alz(Ejk;y) (=) 0ar o] =0 (4.17a)
o2 (1+v -

e == 12(Eyk L0 1) 007) o=3 (4.17b)

2 2
_ 9 (14 v) | (Gzz,0 + 0yy,0) B B 1—1/0_+
Ep = vk m Ozz,0 Oyy,0 cos 20 = — (4.17¢)

wobei die Formulierung so gedalt worden ist, dass einerseits gleiche Vorfaktoren erscheinen,
und zum anderen dielkkzere Form unter Verwendung der Variabten ( undo,, o benutzt
wird. Offensichtlich sind alle drei Ausdcke negativ, denndsung ¢.179 existiert, wie oben
dargestellt, nuriir verschiedene Vorzeichen ven, o undo,, .

Da die anderen beiden Energieterme, die die Ohené stabilisieren, nicht von der Ori-
entierung des Ansatze€gx) abhangen, geiagt fur die Entscheidung, welche debsungen
(4.17) ausgevahlt wird, die Betrachtung des elastischen Terms alleintieh wird dieje-
nige Losung zuerst instabil, die dendddten Absolutbetrag aufweist. Im Vergleich zwischen
den Losungen4.179 und @.170 ,,gewinnt’ die Variante mit demdheren Absolutbetrag der
Vorspannung. Interessanter ist dagegen die Konkurrenz zwischen einer diesegen und
(4.179.

Es zeigt sich, dass der Betrag dérslung ¢.179 genau dann @f3er als der von4(179 ist,
wenn die Bedingung

Oyy,0 < —0zz,0 (1 — 2V) (418&)
erfullt ist. Analog gewinnt4.179 gegeiiiber @.170, wenn
Ouw,0 < —0Oyy0 (1 —2v) (4.18b)

gilt. Diese Grenzen e#it man auch, wenn man id (L6 die Werted = 0 bzw.§ = /2 ein-
setzt. Daraus folgt, dass an den durélif) gekennzeichneten Punkten diédungen4.179
bzw. 4.171, die Wellenmustern parallel zu den Koordinatenachsen entsprechen, stetig in ein
demgegenber geneigtes Muster der Forih 179 Ubergehen.

Das gesamte Szenario der Atrtgigkeit ausge@hlter Losungen ist in Abbildung.2 dar-
gestellt. Der grau eingafbte Bereich ist stabil; aul3erhalb von diesem zeigen sich die durch

3
o+

2
(0_ ) S 1= Oxx,00yy,0 S —Ozx,00yy,0 = Ozxx,00yy,0 S 0
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4.2. Lineare Stabilititsanalyse

Y

Abbildung 4.2.: Phasendiagramm der
GRINFELDinstabilitat an einem halb-
unendlichen, biaxial verspannten Fest-
korper bei festgehaltenem Die kri-
tischen Vorspannungen sind durch die
Rander des grauen Bereiches gegeben.
Weitere Eruterungen im Text.

die Textur angedeuteten Muster. Wir besotken die Diskussion auf den Quadranten des Dia-
gramms, der den Bereich@hund O entspricht. Hier ist offensichtlichu,, o| > |0y, 0/, Wir
haben also lediglich die Konkurrenz debddungen4.179 und @.179 zu beiicksichtigen,

da die Losung ¢.170H immer durch die bsung ¢.179 dominiert wird. Im Sektor], dem
Gultigkeitsbereich von tsung ¢.173, entsteht ein Rollenmuster parallel zywAchse. Der
Ubergang zwischen den Bereichgrund [ im Diagramm entspricht dem Erreichen der Be-
dingung @.183, und im Bereichd dominiert eine bsung, die nicht parallel zu einer der
Koordinatenachsen véulft.

Die neue losung ¢.16) ist symmetrisch bamlich des Vorzeichens vah Daraus folgt, dass
in den Situationen, in denen diesédung dominiert, eigentlickwei Moden instabil werden,
die zurz-Achse symmetrisch liegen und zueinander einen Winkelab&taadfweisen. Daher
ist a priori nicht klar, ob das entstehende Muster im Beréiarer Abbildung4.2aus schiigen
Rollen oder aus Rhomben bestehiir Russagen beémlich der Dominanz einer der beiden
Losungen mitt# ist eine schwach nichtlineare Analyse notwendig.

Die neue lBsung erstreckt sich irabrigen im Faller = 1/2 Uber den vollsindigen rechten
unteren Quadranten von Abbildudg?, und sie verschwindetif » = 0. Fur hypothetische
Materialien mitv < 0 verschwindet die Zusaiz$ung offenbar ganz, da der stabile Bereich in
Abbildung4.2 dann ein Quadrat wird.

Berechnen wir anhand der verschiedenen Situationen aus Gleichiinydie kritischen
Parameter der Instabiit. Es zeigt sich, das&ifdie ersten beiden Szenarien das Ergebnis der
zweidimensionalen Theorie reproduziert wird:

VY9 ApE
Ozx,0, crit2 = % (419a)
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4. Dreidimensionale Modelle

bzw.

2 —VWJA'OEY (4.19Db)

Oyy,0,crit —
vy 1— V2

Im dritten Fall Bsst sich die bsung angeben, wenn wir die transformierten Vorspannungen
benutzen. Das Ergebnis lautet in diesem Fall

21_7/:‘: EvvgAQpy

1+v

Uf,crit.2 = — 04 crit. ) (419C)
wobei diese Gleichungif positive nur mit dem Pluszeichen eine physikalisch sinnvolle
LOsung darstellt, @whrend sie iir negativer keine Bedeutung hat, da diésung hier nicht

existiert. Der Betrag der kritischen Wellenzahl lautet in jedem Fall

kcrit. = gAp . (420)
Y

4.3. Entdimensionalisierung

Vor der nichtlinearen Erweiterung des Modells wird eine geeignete Reskalierungigirtgef
werden, ohne die man in den komplizierteren Varianten aufgrund des Umfangs der auftreten-
den Terme nicht auskommt. Wir benutzen dazu in Anlehnung an den aus dem zweidimensio-
nalen Problem bekannten Faktor diedBe

Uzz,O,crit2 (1 - VQ)

4.21
2B, (4.21)

Wy =

Diese Definition entspricht allerdings im Gegensatz zum zweidimensionalen Madelter
elastischen Energiedichte des vorgespannten Zustandes, wie man schon daran erkennt, das
die Gio3e nicht von den taéshlichen Spannungen, ( oders,, ( abrangt. Die Energiedichte

des Anfangszustandes lzajt

2 2
Uxx,O + Uyy,O - 2VUyy,OO'QEx,O

s N (4.22)
Nun messen wir die Spannungen in Einheiten R o cit| (= |0y, 0, crit]), €S gilt also
Oij = |O-LI?.Z’70, crit’sij Ozz,0 = ‘O-IJ:,O, Crit|3xw,0 Oyy,0 = |Uxx,0,crit|8yy,0 (423)

mit den dimensionslosen Spannungen , und s, (. Damit lautet der Vospannungstensor

jetzt
Szx,0 0 0
So=1{ 0 sy 0. (4.24)
0 0 0
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4.3. Entdimensionalisierung

Die kritischen Spannungen betragen in denti@keitsbereichen vorn(179 beziehungsweise
(4.170 Szz,0,crit = £1 DZW. 54 0 it = £1, und die neue ésung £.179 lautet jetzt

1
8—,Crit.2 - (1 - I/) (]- - S—i—,crit.Q) (42561)
v

bzw.

Syy,O,crit = - (1 - 2V) Szx, 0, crit + 2\/V (1 - V) (1 - Sxm,O,crit2> . (425b)

Diese Beziehung beschreibt im Spannungsdiagramm eine Ellipsgjrdie /2 zu einem
Kreis und fir v = 0 zur Geraders,, o crit = —Suz,0 it €Ntartet. Abbildungt.3 zeigt die
berechnete isungsscharif verschiedene ®@ssonzahlen im rechten unteren Quadranten
des Phasendiagramms2.

1/2

1/3

1/5

1/10

/ Abbildung 4.3.: Losungsscha#(259

‘ ‘ v1o0 fUr verschiedene ®ssonzahlen im
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 R . . ..
s, Gultigkeitsbereich der neuerblsung.

Die gemittelte elastische Energie l#gt dann

Oz, 0,cri 2 ()
e Q’E'O;kt </—oo dz [(1 +v) o0 — v (Jkk)Q] , (4.26)

wobei der bei der Integration auftretende Fakitdrsereits beicksichtigt worden ist und das
Mittelungsintegral jetzt ausschlief3lich dimensionsloséff&n enthlt. Die Ubrigen Energie-
terme sind

Be=r (VIrGOr e -1) B GRl) . @2

Wir definieren wieder typischedngen:

i ygApEy?

g Wo
lo — =
212 Ozx,0,crit

l = — —
' 2wy gAp

(4.28)

l12 =
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4. Dreidimensionale Modelle

Entsprechend transformieren sich die Faktored iad) bzw. (4.27) nach Entdimensionalisie-
rung vonk

2
gAp wolili2 Ozx,0,crit woly

ok2 k2 2Bvk k(- 12) (4.29)

v — 2woly

Ersetzen wir die Vorfaktoren in}(26) und (4.27) entsprechendi(29 und dividieren alle Bei-

trage durchhg—gll, so erhalten wir schlief3lich die reduzierten Enesig@erungen

k ¢(x) 2

oo

B=F W L G(3)? + (%) = 1> Bo = "2 (G(x)) -

4.4. Schwach-nichtlineare Analyse

Betrachten wir nun ein System mit zweid8tngen, die die Winke? und —6 zur Abszisse in
Abbildung4.1 einschlieBen. Die Basigsunger haben die Amplituden; unda,, und deren
Wechselwirkung generiert die Amplitudeh bis 3.

((x) = o cos (k1x) + s cos (kox)
+ [y cos ((ky + ko) x) + G2 cos ((k; — ko) x) (4.31)
+ B3 cos (2k1x) + 4 cos (2kox)

Wir haben die Szenarien aus der linearen Staltdénalyse zu unterscheiden. In dedién
1 und 2 aus Gleichungt(17) finden wir die Ergebnisse aus der zweidimensionalen Theorie
wieder: setzen wir exemplariséh= 0, betrachten also den Fall, der Rollenmuster parallel zur
y-Achse ergibt.

Der Ausdruck @r die Gesamtenergie entspricht in diesem Fall exakt der zweidimensionalen
Losung von NbzIERES[53], und die Minimierung am kritischen Punkt ergibt

B = —2aj (4.32)
(die Amplitudenn; undas fallen zusammen, und es gitirfden Falb = 0 nur eine Amplitude
in der zweiten Ordnung), was erwartungsgéhauf

43
Ecrit. = _6_4a14 (433)
fuhrt. Eine analoge Diskussion kann mam # = 7/2 fuhren. Interessanter ist iiglich das

Verhalten der Instabilit im Glltigkeitsbereich der neuerdlsung ¢.16).

4 Man beachte den Notationsunterschied zur zweidimensionalen Theoriex,Alind hier Amplituden der
untersten Ordnung, und die Amplituden déchsten Ordnung heil3¢h .
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4.4. Schwach-nichtlineare Analyse

Die Formel fir die Energie ist in der niedrigsten nichtlinearen Ordnung ein biquartischer
und ina; undas, symmetrischer Ausdruck, der sowohl vom kritischen Vorspannungszustand
(822,05 Syy,0) als auch von der ®ssonzahly abhangt. Da die geschlossene Darstellung recht
umfangreich ist, seien hier nur zwei Spezdl angegeben: ddibergangspunkt zwischen
normaler und neuerdsung ¢ = 0) und die Situatiors,, o = —Sy,,0 (0 = 7/4).

43, 43 43,

E@:O = —6—4041 — Eal Ckgz — aag (4348_)
11 6v2 —8B)(1—v)+ 22 11

Eprjy = ——ay* — (6v2- )1 -v) + 55 aras® — —ayt (4.34b)
64 4(1—v)—3V2 64

Die erste der beidendsungen ist offensichtlich negativ; die Instaditialso weiter subkritisch.
Dies trifft im halbunendlichen Modell vermutliclif alle Losungen zu, doch ist eine genauere
Untersuchung notwendig. Der mittlere Term der zweité&sung wechselt in Atdngigkeit
von v sein Vorzeichen.

Man analysiert dazu die Stabditdes allgemeinen Terms zu de@dungen4.34). Dies ist
hier insofern besonders einfach als man zeigen kann, dass die Vorfaktoreh amw. a,*
grundsitzlich negativ sind. Sie lauten

[11% +16(1 + v)] cos (80) + [172 — 44 (1 — 1/)2] cos (46) + 200 + 3302 — 104v

A=—
64 [V cos (80) + 4v (2 — v) cos (40) + 302 + 8(1 — v)]
(4.35)
Qualitativ kann man folgendermafRen diskutieren: Ein Potenzial der Form
AOZ14 + 804120622 + AOé24 (436)

mit negativemA zeichnet genau daritberhaupt keine Richtung im Rauf,, o) aus, wenn
B = 2A st (Abbildung4.4links). Fur B < 2A (beide negativ!) dominiert der gemischte Term
(Abbildung 4.4 Mitte), und die Richtung des steilsten Abfalls ist einer der Zode|a;| =
|, d.h. resultierenden Strukturen sind Rhombadir. B > 2A (Abbildung 4.4 rechts) wird
hingegen eine der beiden Richtungarodera, ausgevihlt und es entsteht ein Wellenmuster.
Es bleibt zu bemerken, dass diese Diskussion iaudés Verhalten am Einsatz der@Gi-
FELDinstabilitat gultig ist. Die zurachst ausgeahlten Muster werden sich im Lauf einer dy-
namischen Entwicklung vandern. Wichtig sind diese Betrachtungen aber als Vorbereitung
auf die Untersuchung des dreidimensionalen Szenarios bei endlicher Schichtdicke, das eine
Vielfalt an Strukturen erwarteraf3t, die, wie das zweidimensionale Modell nahegelegt hat,
auch stabil seinénnen.
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4. Dreidimensionale Modelle

Abbildung 4.4.: Beispielpotenziale zur Diskussion der Auswahl von transienten Mustern am Einsatz-
punkt der GRINFELDinstabilitat. AbHangig vom Veriltnis der Paramete4 und B in (4.36) zeigt der
Gradient entweder in die Richtung der Amplitudenachsen oder in die Richtung der Winkelhalbierenden
dazwischen.

1/2
S
-0.2
ben
-04 13
-0.6
1/5
_08 L
110 Abbildung 4.5.: Auswahl von transi-
enten Rollen- bzw. Rhombenmustern
-1 1100 am Einsatzpunkt der Instabdit fur

verschiedene ®ssonzahlen
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5. Zusammenfassung

Die GRINFELDinstabilitat ist ein strukturbildendes System, bei dem infolge elastischer Span-
nungen parallel zu einer Festipergrenzfiche ein morphologischétbergang von einer ebe-
nen zu einer korrugierten Grera¢he zu beobachten ist. Unter gewissen Bedingungendn
diese neuen Strukturen stabil sein.

In dieser Arbeit wird ein Formalismus entwickelt, der es gestattet, diandarung der
Freien Energie infolge von Obeitthenmodulationen in hoher Ordnung als Funktion der
Grundamplitude zu berechnen. Diese sogenannte Expansionsmethode bietéghibbhéit
einer effizienten Kalkulation der elastischen Fetdggn und @ffnet damit in Verbindung mit
der Verwendung von Computeralgebrasystemen Wege, statidiisungen auch bei grol3en
Storungen analytisch zu berechnen.

Exemplarisch werden das halbunendliche Modell und diené Schicht in zwei Dimen-
sionen behandelt. Aul3erdem wird das volle dreidimensionale Problem eines halbunendlichen
Mediums um eine schwach nichtlineare Analyse erweitert.

Eine weitere neue Methode besteht in der Verwendung einer Klasse von Funktionen, die
wir als Multizykloiden bezeichnen. Diese gestatten eine exakte Berechnung der Variation der
freien Energie ifir eine groRe Klasse von Obédhen. Die Multizykloidenmethode wurde
auf das zweidimensional halbunendliche Modell angewendet und erbrachte eine signifikante
Erweiterung der Vorstellungdiber die losungsmannigfaltigkeit dieses Problems.

Die Menge Multizykloiden schlieRt itybrigen Oberthchen ein, diéJbertange enthalten.

Sie empfehlen sich damit als Ansatr ine Vielzahl strukturbildender Systeme mit kompli-
zierteren Morphologien.
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Anhang A. Einzelheiten zu den
Multizykloidenmodellen

A.l. Fourierzerlegung der Zykloide

Die Fourierzerlegung der Zykloide ist ein Problem, das in der Literatur schwer aufzufinden
ist. Da jedoch im Verlauf dieser Arbeialnfig mit den Fouriermoden argumentiert wird, die

in einer Zykloide enthalten sind, halte ich es an dieser Stallgéboten, die entsprechende
Herleitung anzugeben. Ich besahke mich dabei auf solche Zykloiden, deren Cuspsingula-
ritaten nach unten zeigen, die also dem Genefatt auf Seite34 entsprechen. Schreiben
wir den Generator nochmals unter Vernadsigung des konstanten Terms, der sich als nullte
Mode ergeben wird, auf:

2(6) = € — ipe . (A1)

Dabei isti die imagirare Einheit. Mit dem in Gleichung.1 gewalten Ansatz entsprechen
wir unserer Schreibweise aus [38], wobei wir eine allgemeine Variablélgiewwaben, bei
der die Wellenzahl keine Rolle spielt. Die Arbeit von Chiu and Gao [15] benutzt eine inverse
Vorzeichenkonvention. Die parametrische Darstellung der Zykloide erhaltditerr

2(§) = R(2(£)) = £ — psing
y(&) = (2(§)) = —pcosg

Die n-te mode der Zerlegung sei mit, bezeichnet. Da die Zykloide in der gahlten
Darstellung eine gerade Funktion ist, gghdie Benutzung von Cosinusmoden. Die Nullmode
entspricht dem auf die Abszisse bezogenen Mittelwert der Kurve. Man errechnet ihn leicht
uber

(A.2)

w= [ awe)d =1, (a3

™

wobei der Punkt die Ableitung nachbezeichnet. &r die Berechnung derdmeren Moden
muld man beachten, daf3 die Variablien Cosinus parametrisch einzusetzen ist. Die allgemei-
ne Gleichung ist

on == [ €1 cos na(€)) . (A2
Wir benutzen nun DefinitioA.2:
a, = 2 ﬂ(l—pcosé) cos& cos (n (& — psing))dg. (A.5)

0
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Anhang A. Einzelheiten zu den Multizykloidenmodellen

Mit den Abkiirzungen

Cp i=cosné s, :=sinné
schreibt sich Gleichung.5 formal als

2p [T
-2
T Jo

1 — pcy) g cos (n (€ — psy))dE (A.6)

Ay =
Uber Additionstheoreme gelangt man zur Formulierung

_r[" .
=9 | 1(§)d¢ ;
I1(¢) =[((en—2 + 2¢p + cny2) p— 2(Cp1 + Cny1)) cos (npsy)

+ ((sp—2 + 285 + Snt2) p — 2 (Sn—1 + Snt1)) sin (nps1)]

(A.7)

Man beachte didhnlichkeit zwischen den oberen und unteren Klammeraig@m im Inte-
granden, die wir ausnutzen werden. Nun werden die Integralformeln 3.715 (2) und 3.715 (9)
aus [25] herangezogen:

/ spsin (zs1)dé = g (1 — (—1)l> Ji(2)
. . (A8)
/0 ¢ cos (zs1)d€ = 5 (1 + (—1)l> Ji(2)
Dabei sindJ,(z) die BEssElfunktionen der Ordnung Folglich gilt
/ [c; cos(zs1) + s sin(zs1)] dE = 7 Ji(2) (A.9)
0
und das Ergebnis der GleichuAg/ lautet
P
n==1[p(J, +2J, +J,
an =3 [p (Ju—z(np) (np) + Jnta(np)) (A.10)
= 2(Jn-1(np) + Jut1(np))]
Jetzt nutzen wir die Formel 9.1.27 in [3] aus:
2
Jn-1(np) + Jni1(np) = ;Jn(nﬂ)7 (A.11)
aus der sich auch die Beziehung
4n—1 4
Iuea0p) + o) + 20 09) = g (05) 4 () (A12)
ergibt. Wir erhalten mit\.11 undA.12 fur A.10:

n
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A.2. Mittlere quadratische Amplitude von Multizykloiden erster Art

A.2. Beweis der Formel fur die mittlere quadratische Amplitude
von Multizykloiden erster Art

Wir fihren den Beweidif das Quadrat der mittleren quadratischen Amplitade Entspre-
chend Gleichung3.117 S.47) lautet es fir eine N-Zykoide

B A

n=1

Offensichtlich ist diese Beziehung richtigrfN =1, vergleiche Gleichung3(70):

1
ai= " (2-p7) (A.15)

Die Induktionsbehauptung formulieren wir in der hier absichtlich &udich dargestellten
Form

N
2 _al = p+1° _ pN+1° 'OL _ p+1’
NA TN TN+ )2 2(N+ )&~ 5 4(N+1)°

J:1

[\ J/

i (A.16)

N
_ PN+1 PrnPN+1-n
N+1n:1N+1—n’

. S
v~
2

die wir leicht aus GleichungA(14) ableiten lbnnen. ir den Beweis schreiben wir unter

Benutzung der GleichungeB.(163 und 3.116H sowie der Abkirzungcos(né) = ¢, die
Formel

Ay’ = / BN 1Y dE (A.17)
explizit auf:

2 2
a i PN P
oo = [ —masona) (= e = g5 )

N /(ij—pN 1CN41) (y + pNHQCQ(NH) _ 9PNFIEN+IYN
TN (v +1)? N+1

PN+130N+1 B p?\f—s—lyN P%V-H (P?\H-l + 2)
(N+1)> N+1 4(N +1)°

) d¢ (A.18)

Im zweiten Schritt wurde hier die Klammer ausmultipliziert undaakch eine Umformung
der trigonometrischen Funktion vorgenommen.

Berlicksichtigt man, dasgy (&) undyx () jeweils Cosinusmoden von 1 bi§ enthalten,
so entéllt unmittelbar der zweite Term des grol3en Klammerausdrucks, der vierte Term gibt in
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Kombination mit dem zweiten Term der ersten Klamrjerund der sechste Term, kombiniert
mit der Eins ausiy (vgl. Gleichung A.21)), bleibt als Konstante aul3erhalb des Integrals

stehen:
) c 2y
a?\m =S / (TN — PN41CN+1) <yz2v -2 pNﬁ;\lf _A:rllyN — ,0]];/7:1_ {V) d¢
_ IOZZLV+1 p?\f-i-l (p?\f-i-l + 2) (A 19)
2(N +1)° 4(N 4 1)

Wir formen (A.19) um, um den Differenzausdruck entsprechend der Formulierangs)
zu erhalten. Das Produkt des zweiten Terms der ersten und des dritten Terms der zweiten
Klammer gibt ebenfalls keinen Integralbeitrag, und es verbleibt

2
— — PN . P .
Uy — Oy = —2 - /IEN?JNCNde — /J?NyNdf

N+1 N+1
2 d 2p?\/+1 29
—pNy1 [ ynTengrd§ + N+l YnCyy1dE
PN Prir (PR +2) (A.20)
2(N +1)° 4(N +1)°

Fur die Uibrigen vier nichttrivialen Integrale schreiben wir Aghst die Form der Funktionen
yn undz y auf:

n=t (A.21)

x'Nzl—ancn

n=1

Fur das erste Integral in Gleichung.0) sind offensichtlich wegen der Funktien, . ; nur
diejenigen Komponenten des Produkigsty interessant, die einen Beitrag zur Funktion
cn+1 liefern. Damit fallen die konstanten Terme heraus, und es gilt

N N N N
. n nPj
/ Enynens1dE = / %cnzpncndgz / Zzpznﬂ (Carj +eny)dE (A22)
n=1 n=1

n=1 j=1

Der rechte Term kann wedé&f+1 noch—(/N+1) erreichen und ist somit irrelevant. Der linke
Term muss die Beziehung+ j = N + 1 erfullen, und damit ist

N
. 1 n —n
/-fNyNCNde =1 E pp% : (A.23)
n=1
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A.2. Mittlere quadratische Amplitude von Multizykloiden erster Art

Eineahnliche Argumentatiorithrt fur das dritte Integral aus Gleichung.g0) auf

N
1 PnPN+1—n
2 dé¢ = - _ A.24

Im zweiten Integral in GleichungA(20) tragen die Produkte der konstanten Terme und die
Produkte der Cosinusterme zum Integral bei, und es ergibt sich

N o2
/ ywindg = =Y H 4 / —cn Z pucn A€ = 0. (A.25)
n=1

Im vierten Integral schlieBlich formt man zachst das Cosinusquadrat um. Der Tesw 1)
wird aufgrund der Beschaffenheit vgi nicht zum Integral beitragen, und es verbleibt ledig-
lich das Produkt der konstanten Anteile:

1
[owcknde =3 [ (14 ex Nﬂ)df———zpn. (A.26)

Die Gleichung £.20) lautet folglich

N N
—2 -2 _ PN+l PnPN+1-n  PN+1 PnPN+1—n
HTINT TSN T D& w 1 Zn(N+1—n)
N
Pt P_n _ P41 n PRt (P?VH + 2)
C2(N+1) & 2(N +1)° 4(N +1)?
N 2 N p2
PN+1 3N+3—-2n PN+1 2= PR
_ N Pl (A27
N+1nz::14n(N+1—n)p PNt S N D) |2V ; o | A20)

N
—~ —~

2 1

Teil 1 kdnnen wir hier unmittelbar mit Teil 1 aus Gleichunig {6) identifizieren. Die ldentit
fur die Terme 2 leuchtet nicht sofort ein. Wiitlissen also noch zeigen, dass

N N

3N+3—2n 1

gilt. Eine einfache Umformungihrt unter Vernackissigung eines Vorfaktobs: auf

X pup L pup
nFN+1—n nPN+1—n
—_— = —_— A.29
Z n :1N—|—1—n’ ( )

und die Identi&t kann man mittels Variablentransformation zeigen. Damit ist Forfméklj
bewiesen.
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A.3. Zur Topologie von Doppelzykloiden

Die Symmetriebedingung@(122 vereinfacht sich im Falle der Doppelzykloide zu

ple.

(A.30)

Im Parameterraunfip,, po} geriigt es damit, den Bereighy > 0 zu untersuchen; links von
p1 = 0 kdnnten wir ein gespiegeltes, topologisch identisches Diagramm mit uenschobe-

nen Kurven zeichnen.

EinenUberblick iiber die Topologie der Doppelzykloiden zeigt die Abbilduigl). Wie

11V Y [

1.0 A
©® Fourierregion

P2 ® Flaschenhalsregion
® Unphysikal. Kurven

0.5

0.0

-0.5 A

-1.0

Abbildung A.1.: Topologie von Doppelzykloiden mit nichtnegativen. Die Darstellungen in den
kleinen Bildern umfassen in einiger@alfen nicht das volle Grundintervall, sondern wurden eingeengt,
um die typischen Merkmale besser herausstelleniruné&n.

erwartet finden wir im Bereicp, € [0, 1], po = 0 die Monozykloide wieder. Das Diagramm
zeigt aber auch, dass liggtich des Parameters keineswegs Symmetrie herrscht. Wir unter-
scheiden innerhalb des Cuspraumeer durch die Geraden +p, =1 undp, = —1 begrenzt
ist, drei verschiedene Regionen, die jeweils unterschiedliche Typen von Kurven enthalten:

1 Der Cuspraum ist der Teil des Parameterraumes, der den Ursprung, entsprechend einer geraden Linie entlang

y = 0, einschliel3t und durch das erstmalige Auftreten von einer oder mehreren Cuspsiagudrégrenzt

ist.
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0 Die Fourierregion entlit Kurven die keindJbertiinge aufweisen und somit alternativ
auch durch eine Fourierreihe darstellbdren.

0 Die Flaschenhalsregion erih Kurven mitUberhangen.

[0 Dieser Bereich umfasst Kurven mit Seliiserschneidungen, die ohne die Bildung einer
Cuspsingularit auftreten. Sie sind physikalisch irrelevant, jedoch im Cuspraum enthal-
ten.

Hier besétigt sich die eingangs aufgestellte Behauptung, dass Kurven, die durch Multizykloi-
denbeschrieben werden, solche thierfangen einschliel3en. Diesofinet ein weites Feld
fur Arbeiten an strukturbildenden Systemen mit derartigen Morphologien.

Cuspgrenzen

Die Bedingung fir das Auftreten einer Cusp lautet:

(&) =0. (A.31)
Die konkrete Form dieser Forderurigy den Fall von Doppelzykloidegy (&) ist

1 — picy — paca +1(p151 + pasz) =0, (A.32)

mit den bekannten Alikzungen iir die Funktionen der mehrfachen Winkel. Trigonometri-
sche Umformungen und Trennung von Real- und Imageil fuhren auf die Form

1-— pP1C1 — 2p2012 + pg = 0 (A33a)
V1—c? (;01 + 2,0261) =0 (A33b)

Nun betrachten wir; als eine Variable, die im Bereich-1, 1] definiert ist. Die Gleichung
(A.33b) wird entweder Null, wenn die Wurzel verschwindet oder wenn der rechte Faktor Null
wird. Der erste Fall tritt nur ein, weney, die Werte+1 oder—1 annimmt. Dann folgen aus
Gleichung A.333) die Bedingungen

1-— pP1L— P2 = 0 (A34a)

1+ pP1— P2 = 0, (A34b)

die in allgemeinerer Form bereits von Gleichudgl@0 (vgl. Seite48) her bekannt sind. Die
Bedingung Q.343) ist in AbbildungA.1 durch die Linie repasentiert, die die Punki@, 1)
und (2, —1) verbindet; die andere entspricht ihrem Spiegelbilditopdizh der Ordinate dr
negativep;.

Lasst man Wertér;| < 1 zu, so muss notwendigerweise der zweite Faktor in Gleichung
A.33bverschwinden. Setzt man den sich daraus ergebenden Ausdreck-2p,c; in Glei-
chung @.339) ein, so folgt unmittelbar die zészliche Cuspbedingung+ p, = 0 oder

py=—1. (A.35)
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Es handelt sich um die untere Linie in AbbilduAdL, und sie unterscheidet sich von den zuvor
gefundenen dadurch, dass entlang der gesamten Linie zwei Cusps gleichzeitig existieren. Eine
genauere Untersuchung wird nun zeigen, dass die Cuspbedingungen nicht in jedem Fall die
einzigen Einsctankungeniir physikalisch sinnvolle Doppelzykloiden darstellen.

Einige Beispielplots von Kurven im Parameterdreieck zwischen den Pufikten (0, —1)
and(2, —1) (vgl. AbbildungA.1 auf Seite88) zeigen, dass neben der Regidondie wir auf-
grund der eindeutigen Funktionen als Fourierregion bezeichnen, zwei weitere Gebiete exis-
tieren, die im Hinblick auf physikalische Modelle besonders ausgezeichnete Eigenschaften
aufweisen.

BereichO enttalt Funktionen, die um ihre Minima herubibertinge aufweisen. Sie sind
physikalisch sinnvoll, aber niatich nicht mit Hilfe einer physikalischen Theorie auffind-
bar, die auf Fourierzerlegung basiert, was dieseataesso erfolgversprechend macht. Dort,
wo sich dieser,Flaschenhals® schliel3t, beginnt die Regidn wobei die Oberfiche zwei
Selbstiberschneidungen ausbildet, ohne zuvor eine Cuspsingaldutchlaufen zu haben.

Trennlinien zwischen den Bereichen 0O, O und O

Das VerschlieBen deg-laschenhalses* zwischém und [ ist durch zwei Bedingungen ge-
kennzeichnet:

1. Am Beruhrungspunkt der beiden Kurveiiske muss der Anstieg unendlich sein, d.h.
keineAnderung inz-Richtung oder

#(§) =1~ prcr — paca = 0. (A.36a)

2. Wegen der Symmetrie des Problems muss deiildengspunkt die-Koordinate eines
Minimums haben, als¢ = 0 fur p; > 0. Mit s,, = sin(n¢) lautet diese Bedingung

x(§) =& — p1s1 — %32 =0. (A.36b)
Die Kurve zwischen den Bereichén und O in Abbildung A.1 ist die numerische @sung
dieses Systemdif ¢ = 0...1/2; groRBeref ergeben eine Vdhgerung der &sungskurve aus
dem Cuspbereich heraus. Diédungskurve @hert sich fir ¢ — 0 dem Punkt(4/3, —1/3) an
und schneidet b&j = 7/> den Punk{~/2, —1).

Die Kurve zwischen den Bereichéhund [0 kann hingegen analytisch berechnet werden.
Wiederum niissen wir @ir gewisse die Bedingung A.368) fordern, jedochandert sich hier
zusatzlich an der gleichen-Koordinate, die diesmal nicht im Minimum liegen muss, die
Richtung beiglich x, d.h. die Funktionz(£) hat dort einen Umkehrpunkt, und wir haben
somit zu fordern:

1’(5) = p181 + 2p282 =0. (A36C)

Die Losung kann explizit angegeben werden und lautet

p1= £/ =2pz (1 + pa). (A.37)
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Sie ist definiert fur p, € [—1, —1/3].

Beide Kurven treffen sich somit in dem gemeinsamen Pufikt—1/3). Dieser Punkt hat
die spezielle Eigenschaft, dass er dliefste* Cusp darstellt, die durch Doppelzykloiden re-
prasentierbar ist, da hier zaizlich auch noch die Bedingung(0) = 0 erfullt ist®.

A.4. Berechnungen zum Multizykloidenmodell

Betrachten wir zuachst solche ésungéste, die mit der Abszisse = 0 verbunden sind, die
also fir ;5 = 0...1 entstehen. In diesenaffen startet man in der &he dieser bisung, fir
die bekannt ist, dagsbeil + /1 — ;5 liegt (vergleiche Abbildung.13. In der Nahe dieser
Punkte ist zu erwarten, dass statom Losungen durch die Amplitude dominiert sind.

Dann bewegt man sich in kleinen Schritten diesérsungsast entlang und benutzt eine
oder mehrere der vorangegangené&suingen iir die Erzeugung der Startwertérfdie neue
Losung. Dieses Vorgehen sichert die Konvergenz des Formalismus. Im hier verwendeten Pro-
gramm wurden die Startwerte aus sechs vorangegangenen Punkten interpoliert.

Die natirliche Herangehensweiseive nun, die Parametérundi;, vorzugeben und dann
numerisch den Satz dgy, zu bestimmen. Es stellt sich heraus, dass dieses Vorgehen Probleme
bereitet, sobald man zu solcheadungskurven in Abbildung.14kommt, die ink mehrdeutig
sind. Es erweist sich zudem, dass bis auf Ausnaltheefuch diep,, nicht monoton mit den
Losungsmengen verlaufen. Daher erweitern wir das Gleichungssystem durch die Forderung
p = const. und versuchen den Parametersa{z p; . .. px) zu berechnen.

Fur die Acosimatrix und die Verifikation der Stabi#it der Losungen rassen wir die zwei-
ten Ableitungen von3.137), (3.1389 und (3.138h bestimmen. Die Formelrif die Ober-
flachenenergie undif die potenzielle Energie lauten mjj := —1

82E5 :< Cn—m >
Opn0pm (f2(p7§))1/2
n N—n m N—m
(Z Cpp—t+ Y Czpn+z) (Z Cpm—i + Y Clpm+z)
B =1 1=0 =1 1=0
< (f2(7, €))7 >

2 Ausi(¢) = 0 folgt (auRer bekin & = 0) cos¢ = — . Einsetzen in Gleichung)(369) ergibtp, + gp1* +
p2? = 0, mit der Losung

(A.38)

p1 = £2y/=2p2 (1 + p2) .

Damit p; reellist, musss € [—1,0] gelten. Aufgrund voros £ = 74% miissen wir weiterhin

2y/=2p2 (1 + p2)

<1
4p2 o

fordern, was nach Quadrieren undifgen auf die zu#zliche Einschinkungp, < —% fahrt.
3 In diesem speziellen Fall ist sogar die vierte Ableitung Null.
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2 N 2
FEs 1 5 l_zg _ 9PnPm
OpnOpm n | 7 \n —j m

J=1

min {m,n} |n —m)|
o pm+n m+n S N
mn

Der elastische Term bereitet Probleme, da er die Paramegtenthalt, die nicht als expli-
zite Funktionen dep,, gegeben sind. i kleine Ordnungen bis etw& = 7 ist der Auf-
wand vertretbar, die;,, mit einem CAS wie M\PLE explizit als«a,,(p) zu berechnen und die
Ableitungen automatisch zu bestimmelrilr lexaktere Berechnungen erweist sich jedoch die
Anwendung eines numerischen Verfahrens als notwendig.

Hier setzen wir voraus, dass wir die Matrix der Ableitunger¥)/s,,, hach Gleichung
(A.47) bestimmt haben. Die zweite Ableitung folgt dann aus Gleichnt3():

0?Exg 1

0pnOpm  nk

Fur die Ableitung der elastischen Energiedichte nachienodifizieren wir die Gleichun-
gen @3.131) und 3.133: Wir stellen GleichungJ.131) nacha,, um, wobei wir vereinbaren,
dassy ), [---] = 0.

[Sny/(g) - (On + pn) xl(g)} + w(f) [Cn—m - 6m,nx,(f) + pnCm]> . (A-4O)

§I'—‘

[ Zp]en j] , n=1...N. (A.41)

Gleichung 8.133 lautet

N
an:Zej_n%, n=1...N. (A.42)
j=n

Subtrahieren wir£.41) von (A.42), so entsteht ein Gleichungssysteim diee,,:

=€, =1...N A.43
HZEU n‘max{j,n} € n ( )

Die a,, konnen dann mit Hilfe einer der Gleichungeh 41) oder A.42) bestimmt werden.
Stehen die,, fest, so kann man aus Gleichunfig43) Gleichungssysteméif die Ableitungen
9en/opn, m = 1... N ableiten:

Ocljnl ___pj N€jn—m| den
- —1...N. A.44
”Z Opm max{j,n} T hax {m,n}  Opm’ e (A.44)
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Schreibt man4.44) als Matrixgleichung, so stellt man fest, dass nur die rechte Seite expli-
zit von m abhangt. Folglich kann maalle Ableitungen mit einer einzigen Matrixinversion
berechnen. Analog zu den, folgen dann di@«-/a,,, aus der Ableitung vonX.42) nachp,,:

N

Oy, O 1 [0€—p

j=n+1

Diese Ergebnisse gehen in die Ableitutg¢)/s,., ein. Dafir wiederholen wir noch einmal
Gleichung 8.134:

_ 1 fl(ﬁu 5) ?
Die Ableitung lautet natrlich allgemein
WO =41+ 43 0 77,6 SR el

wobei der Apostroph hier die Ableitung napl kennzeichnet. Hierbei haben wir die Ablei-
tungen vonf; (p, &) und f2(p, &) (vgl. Seite51) genmaf

N
3,8 =Y nlal, (Co = pn)] — mam,
n=1
N-1 N—-n
=Y O Y G+ 1) [6msn + pin] + 5 [G4nmas + piiacs] } (A488)
n=1 7j=1
N-1 N—n
fé(ﬁv S) =2 {pm —Cp + Z Cn Z [5j,mpj+n + 5j+n,mpj]} (A48b)
n=1 j=1

einzusetzen.
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