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Einleitung

Schwingungsunterdriickung und Formkontrolle sind zwei wesentliche Anwendungsgebiete
der adaptiven mechanischen Systeme. Als Hauptanwendungsgebiete der Formkontrolle kon-
nen adaptive Teleskope, Satellitenantennen und adaptive Fliigel genannt werden.
Die erste Anwendung der Formkontrolle in der Astronomie am Ende der 70er und der 80er
Jahre waren adaptive Teleskope [HAR 78, MER 88, MER 89]. Durch gezielte Verdnderungen
der Reflektoroberfliche kann man den Einfluss der Turbulenz der Atmosphire kompensieren.
Damit lassen sich Bilder von Sternen mit hoher Qualitit gewinnen. In [HAR 78] wurde eine
Reihe von deformierbaren Spiegeln mit verschiedenen physikalischen Prinzipien vorgeschla-
gen. Die géngigsten Vertreter sind im Bild E-1 schematisch dargestellt. Durchgesetzt haben
sich die segmentierten und diinnen Spiegel, die mittels piezoelektrischer Aktoren ausgelenkt
werden [GLI 97], z.B. wurden in [MER 88] 187 Aktoren in einem Teleskop mit 3.5m
Durchmesser verwendet. Ein Grund dafiir ist, dass eine solche Konfiguration der Aktoren
leicht zu regeln ist, weil die Auslenkung eines Aktors von anderen Aktoren relativ unabhin-
gig ist.
segmentierte Spiegel monolithische Spiegel
D,

axiale Aktoren axiale u. Kipp-Aktoren

monolithische Piezo-Aktoren
mit Mehrfach-Elektroden

diinne Spiegel Membran-Spiegel

—— 7
= T T 1

Kraft-Aktoren Positions-Aktoren elektrostatische Aktoren Biege-Aktoren

Bild E-1: Die wichtigsten Typen des deformierbaren Spiegels. Segmentierte und diinne Spiegel kdnnen
sowohl in der adaptiven als auch in der aktiven Optik eingesetzt werden. Monolithische und Membran-
Spiegel sind hochfrequent deformierbar und somit besonders fiir die adaptive Optik geeignet. Die schraf-
fierten Gebiete stellen den festen mechanischen Rahmen dar, beim monolithischen Spiegel ist der Piezo-
Block rautiert gekennzeichnet. Uber dem Membran-Spiegel befindet sich eine transparente Elektrode, die
auch von oben auf den Spiegel Zug- und Druckkrifte ausiibt [MER 891].

Die Anzahl der notwendigen Stellelemente ist vom Durchmesser des Spiegels und der beo-

?22 )2 107" gegeben, wobei

bachteten Wellenldnge abhédngig, und durch die Beziehung n, = (

D der Teleskopdurchmesser (mm) und A die Wellenldnge (mm) ist [MER 89]. In Zukunft
wird der Durchmesser des Teleskops immer grofler und die beobachtete Wellenldnge immer
kiirzer. In [MAL 94] wurde ein 8-10 m Teleskop mit 400-1000 Aktoren untersucht (simu-
liert). In [GIL 99] wird ein 100 m Teleskop mit 200 000 Aktoren vorgeschlagen.

Mit zunehmendem Bedarf im Telekommunikationsbereich setzt man immer mehr Kommuni-

kationssatelliten ein. Je grofBer die Kapazitit der Satelliten ist, desto hohere Frequenzen der
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Tragerwelle werden bendtigt. Daraus folgen die hoheren Anforderungen an die Genauigkeit
der Form der Antennen und der Trégerplatten [MEL 98]. Wegen der Anforderungen an eine
leichte Konstruktion ist das Fachwerk die hdufig benutzte Struktur flir die Satellitenantenne
und ihre Trigerplatte. Bild E-2 zeigt ein Beispiel. Die Hauptquelle der Ungenauigkeit ist die
Ungleichheit der Lange der einzelnen Stidbe, wegen Herstellungsfehler sowie Temperaturin-
derungen im Betrieb [BUR 90, HAF 91, FUR 95, HAK 94, HAK 96].

G AN

MR IR
R EIK

i X
/\ \ \
/Nl N/ N/ N\

Bild E-2: Die Seitenansicht und Draufsicht einer Antenne mit Fachwerkstruktur.

Die Autoren der genannten Literaturquellen untersuchen die Moglichkeiten, wie solche Fehler
kompensiert werden kénnen. Zum Beispiel, welchen Einfluss hat die Anderung im einzelnen
Stab auf die gesamte Form? Welche Stébe sollen durch die aktiven Elemente ersetzt werden?
Wie viele solcher Elemente werden bendtigt, damit die Fehler beseitigt werden konnen? Alle
Untersuchungen wiesen darauf hin, dass eine relativ groBe Anzahl von Aktoren notwendig ist,
um die Fehler vollstindig zu kompensieren. In [BUR 90] und [HAF 91] wurde eine Fach-
werkantenne mit 55-m Durchmesser untersucht. Die vertikalen Koordinaten der 61 Verbin-
dungsstellen in der Oberflaiche wurden kontrolliert. Die Oberfldche enthielt 156 Stébe. Die
Aktoren sollten innerhalb dieser 156 Stdbe eingesetzt werden. Das Ergebnis zeigte: um voll-
standige Fehlerkompensation zu erreichen, bendtigt man 58 Aktoren. In [FUR 95] wurde eine
etwas kleinere Antenne untersucht und das Ergebnis war &hnlich: fiir 27 Kontrollpunkte beno-
tigt man 24 Aktoren.

[HAK 94] und [HAK 96] haben auch Trigerplatten und Antennen mit Fachwerken unter-
sucht. In [SAL 94] wurde eine aufblasbare Antenne mit Piezokeramiken als aktive Elemente
betrachtet. Die beiden Untersuchungen ergaben dhnliche Ergebnisse wie [BUR 90, HAF 91]
und [FUR 95]. Fassen wir alle Ergebnisse zusammen, konnen wir den folgenden Zusammen-
hang erhalten (Bild E-3). Im Bild sind n, und n. die Anzahl der Aktoren bzw. der
kontrollierten Punkte. ¢ ist der Fehler ohne Kontrolle. €. ist der Restfehler nach der Kontrolle.
Weiterhin wurden einige Verfahren zur Platzierung der Aktoren in diesen Literaturquellen

angegeben.
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Bild E-3: Die Beziehung zwischen dem Verhéltniss #n,/n. und dem Restfehler &./¢ fiir die Fachwerkstruktur
Mit zunehmender Entwicklung im Bereich des Materials machten Verbundwerkstoffe den
Leichtbau moglich. Man versucht die Antenne mit Verbundwerkstoffen zu bauen und die Ak-
toren in die Verbundwerkstoffe zu integrieren [MEL 98, PAR 99, DON 98]. Das Prinzip von
Biege-Aktoren wurde dabei verwendet. [MEL 98] stellte ein Fertigungsverfahren vor und gab
eine parabolische Antenne mit 0.7m Durchmesser und eine Konfiguration von den Aktoren
mit 24 Piezoplatten an. In [DON 98] wurde eine parabolische Antenne mit 0.8m Durchmesser
und eine andere Konfiguration von Aktoren mit 132 Piezoplatten vorgegeben. In [PAR 99]
wurde ein kreisformiger Scheibenreflektor fiir die Kompensation der Deformation wegen des
Eigengewichts untersucht. Hier wurden 12 Piezoplatten verwendet. Die Konfiguration der
Piezoplatten ist in [PAR 99] angegeben. Der aktive Bereich betrigt 14% des gesamten
Reflektors und der quadratische Fehler aufgrund des Eigengewichts kann um mehr als 80%
reduziert werden.

Die Beziehung zwischen der Konfiguration von Aktoren (Wie viele Aktoren sollen benutzt
werden? Wo soll man sie platzieren?) und den gegebenen Anforderungen (Formgenauigkeit
oder andere Genauigkeit) wurde allerdings in den Literaturquellen nicht angegeben.

Mit der Entwicklung der Luftfahrt gibt es zunehmende Anforderungen an die Technologie der
Formkontrollen. Zum Beispiel konnen adaptive Fliigel die Eigenschaften der Aerodynamik
der Flugzeuge verbessern und sie konnen entweder mehr Passagiere befordern oder weiter
fliegen [AUS 94, HAN 97, EHL 98, HEY 99, MON 99 und SIM 99].

Alle Literaturquellen, die oben zitiert wurden, weisen darauf hin, dass die Formkontrolle eine
sehr groBe Anzahl von Aktoren und Sensoren bendtigt. Ist die iibliche Regelungstechnik fiir
diese Aufgabe geeignet? Im nichsten Kapitel sollen zunédchst die bestehenden Methoden der
Modellreduktions- und Regelungstechnik analysiert und eigene Losungsmethoden vorgestellt
werden. Im Kapitel 2 wird das Datenreduktionsverfahren in der Bildverarbeitung betrachtet.

Im Kapitel 3 und 4 werden die Datenreduktionstechniken fiir adaptive mechanische Systeme,
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Modal-Entwicklung und Karhunen-Loéve-Entwicklung im Ein- und Ausgangsraum, vorge-
stellt. Der Einfluss der Reduktion und der Erweiterung auf die stationire Genauigkeit und die
Stabilitdt in den riickgekoppelten adaptiven mechanischen Systemen wird untersucht. Eine
Methode, die Vorteile von Modal-Entwicklung und Karhunen-Loéve-Entwicklung im Ein-
und Ausgangsraum beibehilt und die Nachteile beider Methoden iiberwindet, wird in Kapitel
5 vorgeschlagen. Kapitel 6 beschéftigt sich mit der Optimierung der Platzierung von Aktoren
und Sensoren. Im Kapitel 7 wird eine Methode diskutiert, die sicher stellt, dass der im redu-
zierten Raum entworfene Regler das abgeschlossene System stabilisiert. Eine verteilte Reali-
sierung eines solchen Reglers wird dort angegeben. Kapitel 8 prasentiert experimentelle Er-

gebnisse. SchlieBlich wird eine Zusammenfassung im Kapitel 9 angegeben.
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1. Problemdarstellung

Fast alle Literaturquellen, die im vorhergehenden Kapitel zitiert wurden, beschiftigen sich mit
dem statischen Bereich. Dies ist fiir die Formkontrollen notwendig. Die unerwarteten Storun-
gen und das unvollstindig bekannte System machen die einfache Steuerung in der Praxis
nicht verwendbar. Damit muss die Regelungstechnik auch fiir die Formkontrollen herangezo-

gen werden.
1.1. Modellbildung und Modellreduktion

Um den Reglerentwurf durchzufiihren, benétigt man eine mathematische Beschreibung des
physikalischen dynamischen Systems, also ein Modell. Es gibt zwei Kategorien der Modell-
bildung: experimentelle und theoretische Modellbildung. Bei der experimentellen Modellbil-
dung misst man die Eingangs- und Ausgangssignale der gegebenen Anzahl von Aktoren und
Sensoren. Durch den geeigneten Identifikationsalgorithmus erhélt man das dynamische Mo-
dell. Man sollte beachten, dass die Anzahl von Aktoren und Sensoren fiir die Formkontrolle
relativ sehr groB ist. Somit ist der Identifikationsvorgang fiir die Formkontrolle sehr aufwen-
dig und sehr mithsam. Immerhin wird man ein geeignetes Modell fiir einen Reglerentwurf
erhalten.

In der theoretischen Modellbildung geht man vom physikalischen Prinzip des Systems aus
und stellt die partielle Differentialgleichung fiir mechanische Systeme auf. Durch Diskretisie-
rung wird die partielle Differentialgleichung zur gewohnliche Differentialgleichung (s. An-
hang B). Bei mechanischen Systemen kann man auch direkt die Finite-Elemente-Methode
(FEM)[BAT 90, BER 98] benutzen, um eine gewohnliche Differentialgleichung herzuleiten.
Jedoch ist das durch FEM gebildete Modell fiir den Regelungsentwurf nicht geeignet, weil die
Anzahl der Freiheitsgrade in diesem Fall zu hoch ist.

Die Losung dieses Problems ist die Modellreduktion. Es gibt mehre Methoden fiir die Modell-
reduktion, sowohl in der Regelungstechnik als auch in der Strukturdynamik.

1.1.1. Modellreduktion in der Regelungstechnik

In der Regelungstechnik geht man davon aus, dass ein System, G = (4, B, C), existiert. Die
Freiheitsgrade oder Ordnungen des Systems sind sehr hoch. Gesucht ist ein System G, mit
niedriger Ordnung als G. G, sollte einigermallen ,,gleich® G sein. Der verwendete Maf3stab
der Modellreduktion in der Regelungstechnik ist die Norm. Die am héufigsten verwendete
Norm ist die quadratische Norm ||-||2, die unendliche Norm ||| und die Hankelsche Norm
[[{]z-

In der Regelungstechnik gibt es grundsitzlich zwei Kategorien fiir die Modellreduktion. Eine

ist die sogenannte ,,abgeschnittene* Reduktion (truncated reduction), die andere ist die ,,rest-
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teilbertiicksichtigende Reduktion (residualized reduction). In beiden Kategorien werden zu-
nichst die Zustandsvariablen x nach einem bestimmten Kriterium sortiert und in zwei Teile
x=[x,", x,"] partitioniert. Ein Teil x;” ist der sogenannte dominante Teil, der andere x5 der

undominante. Die Systemmatrizen (4, B, C) werden auch entsprechend partitioniert.
.= + u
X, A, A, ] x, B,

v=lc, CZ]B'}

2

(1.1.1-1)

Bei der abgeschnittenen Reduktion wird x, einfach weggelassen und das reduzierte System ist
G = (A4, B;, C)). (1.1.1-2)
Der stationire Wert dieses reduzierten Systems ist G,”(t = ) = -C;A; ;'B; und wird nie gleich
mit dem des Originals sein. Damit ist diese Art von Reduktion fiir die Formkontrolle nur be-
dingt geeignet. Bei der restteilberiicksichtigenden Reduktion wird x; beriicksichtigt. Es wird

angenommen, dass x, gleich Null ist und x; ist durch x; und u darstellbar. Als reduziertes

System erhélt man
G'“=(4,, B, C,D,) (1.1.1-3)

mit A, = A;;-A124>7" 421, B, = B1-A124>7' B> und €= Cj- C:42," 4>, und D= - C>45,"'B.. Es
ist leicht zu bestétigen, dass der stationdre Wert des reduzierten Systems immer mit dem des
Originals iibereinstimmt. Deshalb ist diese Art von Reduktion fiir die Formkontrolle geeignet.
Wegen der Mehrdeutigkeit der Zustandsvariablen ergibt sich die Frage, welche Zustandsvari-
able ausgewihlt werden soll, damit das reduzierte System besser mit dem Original {iberein-
stimmt? In der Regelungstechnik werden hiufig zwei Koordinatensysteme ausgewahlt, nidm-
lich das balancierte Koordinatensystem und das Modalsystem. Also gibt es drei wahlbare Kri-
terien: Vergleichmalle, Dominanzmafe und Koordinatensysteme der Zustandsvariablen. Aus
der Kombination der drei Kriterien erhdlt man die verschiedenen Reduktionsmethoden. In
Anhang C.8 werden nach dem Bedarf der Formkontrolle, d.h. in der Kategorie restteilbertick-
sichtigender Reduktion, die Reduktionsmethoden von balancierter quadratischer Norm [GAW
90, GAW 96], balancierter unendlicher Norm [GRE 95], balancierter Hankelscher Norm
[GRE 95, GLO 84, SKO 96], modaler quadratischer Norm [YOU 92] und modaler unendli-
cher Norm [GAW 96] so wie die Reduktionsmethoden von Litz [FOL 94] im Detail disku-
tiert.

Die kritische Stelle des balancierten Verfahrens ist die Balancierung des durch physikalische
Prinzipien gebildeten Modells, weil normalerweise das gebildete Modell nicht balanciert ist.

Im Balanceverfahren ist die Auflosung der Ljapunowschen Gleichung (s. Anhang C.7) ein
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bedeutender Schritt. Aber bislang sind alle Algorithmen mit der Rechenkomplexitit O(n’)
[PEN 99], d.h. fiir ein System mit sehr hoher Ordnung ist es kaum mdglich, mit diesem Ver-
fahren die Systemreduktion durchzufiihren.
Die kritische Stelle der modalen quadratischen Norm Reduktion ist die Modalisierung des
Modells, weil das durch physikalische Prinzipien hergestellte Modell normalerweise auch
nicht in Modalkoordinaten angegeben ist. Die Modalisierung der Gleichung (1.1.1-1) erfor-
dert die Berechung von Eigenwerten und Eigenvektoren mit dem Aufwand O(n’). Wegen der
Diagonalitdt von A4 in der Modaldarstellung ist die Losung der Ljapunowschen Gleichung nur
noch O(n’). Im Vergleich mit der balancierten Reduktion ist die Rechenkomplexitit etwa
gleich, das heiit O(n’).
Fiir mechanische Systeme kann die Rechenkomplexitit etwas reduziert werden. M und K sind
die Massen- und Steifigkeitsmatrix. Zunédchst werden die Eigenvektoren und Eigenwerte aus
K® = M®A berechnet. Da der Dimension von K und M halb so gro3 wie die von A4 ist, beno-
tigt diese Berechnung nur 0,/250(n’). Unter Verwendung der Modaldarstellung 2 in [GAW
96] wird die Matrix A in der Gleichung (1.1.1-1) blockdiagonal. Die Ljapunowsche Glei-
chung (c-19) ist durch

AW! +W'A; + BB =0, AITW) + WA, +C/C, =0 ij =1,..0,5n,
16sbar, wobei A; eine 2x2 Matrix in der diagonalen Stelle der Matrix A ist. B; und C; sind 2xp
bzw. mx2 Matrizen. p und m sind die Anzahl der Aktoren bzw. Sensoren. Zidhlt man den
Aufwand der Losung dieser 2x2 Ljapunowschen Gleichung als Konstante, wird die Rechen-
komplexitit der gesamten Ljapunowschen Gleichung (c-19) auf 0,250(n°) reduziert. Zusam-
menfassend bendtigt man fiir modale quadratische Norm Reduktion etwa 0,1250(n’) Zeit.
Wegen der zweifachen Auflosung der Ljapunowschen Gleichung und der Zerlegung des
Steuerbarkeits- und Beobachtbarkeitsgramians benotigt die balancierte quadratische Norm
Reduktion mehr Zeit als die modale quadratische Norm Reduktion. Zum Beispiel benétigt die
Eigenvektoren- und Eigenwerteberechnung von K® = M®PA (mit 0,5n=2844) 168 Stunden
auf einem Pentium III Rechner mit 900 MHz und 512M RAM. Die berechneten Eigenvekto-
ren und Eigenwerte werden fiir weitere Berechnung verwendet. Mit einem Pentium III Rech-
ner, 800 MHz und 384M RAM kostet die modale quadratische Norm Reduktion 16,25 Stun-
den und bei gleichem Rechner ist die balancierte quadratische Norm Reduktion nach 168
Stunden Berechnung immer noch ohne Ergebnis.
Der Schwachpunkt der vorher erorterten Methoden ist der Modalisierung oder Balancierung
des durch physikalische Prinzipien gebildeten Modells. Es ist kaum moglich, besonders fiir

balancierte Methoden, die Modellreduktion durchzufiihren, wenn die Ordnung des Original-
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systems sehr hoch ist. Fiir die Formkontrolle gilt genau dieser Fall. AuBlerdem ist die Dimen-
sion der Ubertragungsfunktion durch die Modellreduktion unverindert (s. Gleichung (1.1.1-2)
und (1.1.1-3)).

1.1.2 Modellreduktion in der Strukturdynamik

In der Strukturdynamik geht man davon aus, dass die Massen- und Steifigkeitsmatrizen M
und K vorhanden sind und die Dimension oder Ordnung dieser Matrizen sehr hoch ist. Die
Aufgabe der Modellreduktion ist das Suchen alternativer Massen- und Steifigkeitsmatrizen
mit niedrigerer Ordnung. Die Eigenfrequenz des originalen und des reduzierten Systems soll
im niedrigen Frequenzbereich moglichst gleich sein.
Bei allen Reduktionstechniken gibt es ein bestimmtes Verhéltnis zwischen dem aktiven (,,a“)
und dem weggelassenen (,,d) (delete) Freiheitsgrad. Dies kann in der allgemeinen Form als
X, =[x“}=Txa (1.1.2-1)
X4
dargestellt werden, wobei x, als Verschiebungsvektor der FE-Modell mit vollem Freiheits-
grad bezeichnet wird. 7 ist die Projektions- oder Transformationsmatrix. Abhéngig von der
benutzten Reduktionstechnik nimmt die Projektionsmatrix 7 unterschiedliche Formen an. Die
Projektionsmatrix wird benutzt, um die reduzierten Massen- und Steifigkeitsmatrizen mit
M,=T'"MT (1.1.2-2)
K,=T'KT (1.1.2-3)
zu bilden. Die Guyansche und Ironsche Reduktion [GUY 65, IRO 65], die dynamische Kon-
densation [MIL 80], System Equivalent Reduction Expansion Process (SEREP) [OCA 89-2,
OCA 96] und das verbesserte Reduktionssystem (Improved Reduced System (IRS)) [OCA
89-1] sind solche Reduktionstechniken. Im Anhang C.9 werden diese Reduktionstechniken
erldutert.
Die Guyansche und Ironsche Reduktion basiert nur auf der Steifigkeitsmatrix und damit ge-
hen die Tragheitskridfte des Systems nicht mit in die Reduktion ein. Die fiir das reduzierte
System berechneten Eigenfrequenzen sind immer hoher als die Eigenfrequenzen des Original-
systems [AVI 89]. Das durch die dynamische Kondensationstechnik reduzierte Modell ist
eine Funktion der Frequenz . Das reduzierte Modell entspricht dem urspriinglichen Modell
nur, wenn @ gleich einer Eigenfrequenz des urspriinglichen Systems ist. Das reduzierte Sys-
tem ist nur fiir diese einzelne Eigenfrequenz genau [AVI 89].
In SEREP werden die Modalmatrix und die Eigenfrequenzen des reduzierten Systems der
Modalmatrix und den Eigenfrequenzen des urspriinglichen Systems entsprechen, falls die

gesamten Verschiebungen nur mit entsprechenden Modalkoordinaten dargestellt werden kon-
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nen [AVI 89, OCA89-2, OCA 96]. Dieser Fall geht mit der Schwingungsunterdriickung ein-
her. Fiir die Formkontrolle wird diese Bedingung hiufig nicht erfiillt. Damit sind die Eigen-
frequenzen des reduzierten Systems nie gleich den entsprechenden Eigenfrequenzen des Ori-
ginalsystems (s. C.9).

Eine andere Kategorie der reduzierten Modelle kann man mit Hilfe des Konzepts der genera-
lisierten Koordinaten erzeugen. Diese sind Exact Reduced System (ERS) [FUH 86], General
Dynamic Reduction (GDR) [CRA 68] und Extended Guyan Reduction (EGR) [CON 89].
Diese Methoden enthalten entweder nichtlineare Eigenprobleme oder die Auflosung der kom-
pletten Eigenwerte und Eigenvektoren des vollen Systems [OCA 90]. Deshalb werden sie hier

nicht weiter erortert.

| | u
cINENs . . O
> » . .
-ty = o
| | | | ° | | | | ° [ |

Bild 1-1: Die Skizze des begrenzten Reduktionsverhéltnisses bei der

Bedingung der weggelassenen Freiheitsgrade.

Aus der Sicht der Formkontrolle ist man nicht nur an der Gleichheit der Eigenfrequenz in vol-
lem und reduziertem System interessiert, sondern vor allem an der Gleichheit der stationdren
Verstirkung, die in der Reduktionstechnik der Strukturdynamik unberiicksichtigt beleibt. Die
Diskussion im Anhang C.9 zeigt, dass nur noch die Guyansche und Ironsche Reduktion und
das verbesserte Reduktionssystem unter den jeweiligen Bedingungen fiir die Formkontrolle
geeignet sind. Aber wenn die Anzahl der Aktoren und Sensoren relativ hoch ist, wird das Re-
duktionsverhiltnis sehr begrenzt sein.

Bild 1-1 zeigt ein Beispiel. Es gibt vier diinne (graue) Piezoplatten als Aktoren. Die Punkte
bedeuten die Knoten der FEM. Es gibt insgesamt 112 Knoten. Mit je 3 Freiheitsgraden pro
Knoten sind insgesamt 336 Freiheitsgrade im System vorhanden. Nur die 40 roten (eckigen)
Knoten und 8 blauen (5eckigen) Knoten haben keine direkte Verbindung mit die Aktoren.
Damit kann das System von maximal 112 Knoten auf 64 Knoten und insgesamt 192 Frei-
heitsgrade reduziert werden. Jedoch ist diese Anzahl von Freiheitsgraden fiir die iiblichen
Methoden der Regelungstechnik immer noch zu hoch. Wenn noch mehr Aktoren eingesetzt
werden, wird die Anzahl der Freiheitsgrade noch weiter nach oben getrieben.

Gleichgiiltig, welche Reduktionsmethode in der Regelungstechnik oder Strukturdynamik be-

nutzt wird, erhédlt man nur bedingt ein fiir den Reglerentwurf geeignetes Modell mit relativ
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wenigen Freiheitsgraden. In der Regelungstechnik sind die Auflosung der Ljapunowschen
Gleichung und/oder der Eigengleichung fiir das System mit groferen Freiheitsgraden ein
Hindernis. In der Strukturdynamik hingt das Reduktionsverhiltnis von der Anzahl der Akto-
ren und Sensoren ab und das reduzierte System ist entweder in der Dynamik'" oder in der
Statik'~ nicht fehlerfrei. Obwohl man ein fiir den Reglerentwurf geeignetes Modell erhalten
kann, ist dieses Modell wegen der sehr groBen Anzahl von benétigten Aktoren und Sensoren
fiir die Formkontrollen zu hoch dimensioniert.

1.2. Die Methoden zum Reglerentwurf

Es gibt viele Methoden zum Reglerentwurf. Der einfachste und robuste Regelalgorithmus ist
der PID-Regler. PID-Regler werden weitgehend in allen Bereichen verwendet. Aber dies gilt
nur fiir einschleifige EingroBensysteme (Single-Input Single-Output). Es gibt keine Methode
zum Reglerentwurf fiir MehrgroBensysteme (Multiple-Input Multiple-Output) mit dem PID-
Algorithmus. Wenn man den PID-Algorithmus fiir MehrgroBensysteme verwenden mochte,
muss man den Algorithmus auf eine RegelgroBe nach der anderen anwenden und den Koppe-
lungseffekt beriicksichtigen. Wenn die Anzahl der Regelgrofen relativ grof ist, ist diese Me-
thode fiir den Reglerentwurf aufwendig.

Um den Reglerentwurf fiir MIMO-Systeme zu realisieren, werden die Entwurfsmethoden in
zwei Richtungen entwickelt: Die eine ist eine allgemeine Methode, die sowohl fiir MIMO als
auch fiir SISO verwendbar ist. Diese ist LQG (H”), H” und p-Synthese. Die andere versucht,
die gekoppelten MehrgroBesysteme zu entkoppeln und einzelne EingroBesysteme zu erhalten,
so dass die Methoden fiir EingroBensysteme, zum Beispiel PID-Regler, verwendet werden
konnen. Man spricht hier von der sogenannten dominanten Methode.

1.2.1. LQG-Reglerentwurf

Die Methode des LQG (H?)-Reglerentwurfs wurde am Ende der 50er und Anfang der 60er
Jahre des letzten Jahrhunderts entwickelt. LQG besteht aus optimaler Regelung [BEL 57,
BER 61, DRE 60] und optimaler Filterung [KAL 60, KAL 61]. Bei der optimalen Regelung
geht man davon aus, dass alle Zustandsvariablen messbar sind. Die Aufgabe der optimalen
Regelung ist die Berechnung der optimalen Stellgrof3e bei einem bestimmten Giitekriterium.
Die optimale Filterung beschiftigt sich damit, die Zustandsvariablen von verrauschten Syste-

men zu schitzen. Nach der Entwicklung der Separationstheorie [WON 68] wurde LQG in der

"“I: Die Guyansche und Ironsche Reduktion

12 System Equivalent Reduction Expansion Process
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Praxis verwendbar. Eine ausfiihrliche Bibliographie iiber dem LQG findet man in [MEN 71].
Eine ausfiihrliche Einfiihrung findet man auch im Anhang C.10.

Die Auflosung der Riccati-Gleichung spielt eine wichtige Rolle im LQG-Regler. Ob die Auf-
16sung schwer oder leicht ist, hingt von der Dimension der Riccati-Gleichung ab. Diese ist zu
mindest abhédngig von der Anzahl der Zustandsvariablen n. Daher ist es notwendig, die Zu-
standsvariablen zu reduzieren, falls n zu grof3 ist. Man sollte beachten, dass die Dimension der
Riccati-Gleichung (c-51c¢) nicht mehr n sondern » + m ist, wobei m die Anzahl der Messgro-
Ben darstellt. Ist m relativ grof3, wird die Auflosung der Riccati-Gleichung immer schwerer,
obwohl die Zustandsvariablen schon durch die Modellreduktion reduziert werden.

Weiterhin werden die Reglerparameter (4., B., C.) durch das zu regelnde System (4, B, C),
die Charakteristik des Rauschens (W und V oder R und B;) und die Gewichtung (Q und R
oder C; und D;;,) eindeutig bestimmt. Eine Anderung oder Ungenauigkeit in den Systempa-
rametern und Rauschcharakteristiken dndert die Charakteristik des geschlossenen Systems.
Dies ist genau der andere grofle Nachteil des LQGs.

1.2.2. H”-Reglerentwurf und p-Synthese

Der grof3e Nachteil des LQGs ist die fehlende Robustheit. Um diesen Nachteil zu bewiltigen,
versucht man die Unsicherheit (uncertainty) des Systems in den Entwurf einzubeziehen. Ein
Regler wird durch das gegebene nominale Modell entworfen. Man versucht zu erkldren, unter
welchen Bedingungen und fiir eine wie gro3e Unsicherheit das System unter Benutzung die-
ser Regler stabil bleiben wird und akzeptable Leistungen erreichen kann.

Um dies moglich zu machen, wird die unendliche Norm verwendet. Die quadratische Norm
hat zahlreiche gute mathematische und numerische Eigenschaften. Jedoch ist die quadratische
Norm keine induzierte Norm. So befolgt die quadratische Norm keine multiplika-tive Eigen-
schaft der induzierten Normen. D.h., die unendliche Norm erfiillt |G, G||« < ||G ||« |G|, aber
die quadratische Norm hat keine analoge Eigenschaft{SKO 96]. Diese Tatsache macht das
Synthetisieren der Regler, die die unendliche Norm des geschlossenen Systems minimieren,
attraktiv, wenn man am direkten loop shaping interessiert ist, um den an die Norm gebunde-
nen Robustheitstest zu erfiillen.

Die Definition der unendlichen Norm ist in Gleichung (c-26) gegeben. Um diese Norm besser
zu verstehen, nimmt man an, dass B = || T%,||., wobei T, eine MIMO Ubertragungsmatrix mit
der Dimension 7, x n, ist. Fiir jede Frequenz @ € R, jeden Vektor der Amplitude ae R™,

und jeden Vektor der Phased € R™ definiert man ein Eingangssignal wt)" = [assin(@ t+¢;),

voes AppSin( @ t+d,,)]. Bei der Anwendung dieses Signals auf das System T, resultiert ein

stationidres Ausgangsignal in der Form z(#)" = [b;sin(@ t+y)), ..., busin(@ t+y,.)], wobei
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be R™ist. Dann ist ||b||>/ |||l < B , und zwar ist B der kleinste Wert fiir allea, @ und ¢.

Eine ausfiihrliche Einfiihrung in die Darstellung der Unsicherheit eines geregelten Systems
und die D-K Iteration, ein Algorithmus fiir p-Synthese, einschlieBlich des H” - Reglerentwurf
steht im Anhang C.11 zur Verfligung.
Es gibt einige theoretische Schwachpunkte des D-K Iterationsalgorithmus. Einer ist die Be-
rechnung von p. In der Gleichung (c-63), obwohl die untere Grenze von u gleich p ist, ist das
maximale Problem nicht konvex [DOY 91], d.h. es gibt keine Garantie, ein globales Maxi-
mum zu finden. Auf der anderen Seite ist die obere Grenze konvex, aber sie ist nicht gleich p.
Der bekannte worst Case hat eine obere Grenze, die etwa 15% grofer als p ist [BAL 01]. Der
andere Schwachpunkt ist der D-K Algorithmus selbst. Er gibt keine Garantie zu einem globa-
len, sogar lokalen Minimum zu konvergieren [STE 91].
Es gibt auch einige technischen Schwachpunkte dieses Algorithmus. Die Ordnung des durch
diesen Algorithmus entworfenen Reglers ist normalerweise sehr hoch und dieser Regler ist in
der Praxis ohne andere MafBBnahmen kaum verwendbar. Die Ordnung dieses Reglers ist

Ordnung( K ) = Ordnung( P )+ Zi: Ordnung(D, )

i=1

wobei P die verallgemeinerte Strecke am Anfang der Iteration ist, n die Dimension der Unsi-
cherheitsmatrix A und D; die Gewichtungsiibertragungsmatrix des i-ten Blocks in A. Die Di-
mension von D hidngt von der Anzahl der Aktoren und Sensoren, sowie den Methoden der
Darstellung der Systemunsicherheit ab. Wenn die Anzahl von Aktoren und Sensoren relativ
grof} ist, wird das Anpassen in Schritt 2 des D-K Iterationsalgorithmus sehr schwer.
Nun wird das gleiche Beispiel, das im Anhang C aufgefiihrt wird, benutzt, um den D-K Itera-
tionsalgorithmus anzuwenden. Ein typisches mechanisches System

k, k, ks
+ + =G,(s)+G,(s)+G,(s
s +20, 0,5+ 5T +20,0,5+0; T +20,0,5+ 0] (8)+ Gols)+ Gfs)

soll geregelt werden, Die Parameter sind in Tabelle c-1 gegeben. Weiterhin werden jeweils
+50% Unsicherheit in {7, @; und k; angenommen. Daraus folgt etwa £80% Unsicherheit fiir
2¢;; und o/’ Die Regelstrecke G(s) wird zu

164.01(1+0.55, )

GI(S)z 2 5
$°+75.625(1+40.86,,, )5 +1.8906x10°(1+0.86 )

G,(s) und Gj(s) werden im Reglerentwurf vernachldssigt. Die parametrische Unsicherheit

wird hier verwendet und damit hat die Unsicherheitsmatrix A die Form A=diag’ [5k, OO l)

Das Zielobjekt ist z =, (r — y) und
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57 +2%0.2x4335+ 4337 )x0.01
r §7+2x0.2x4335+2

Damit soll der stationdre Fehler kleiner oder gleich £ 0.0011 sein. Um die Bedingung (A2) zu
erfiillen, bendtigt man noch die Gewichtung fiir das Rauschen. Hier wird die Konstante 0.001
verwendet. Die verallgemeinerte Strecke hat 4 Zustandsvariablen, drei Ein- und Ausgénge fiir
die Systemunsicherheit, einen Messausgang und einen Sollwert-Ausgang fiir den Regler, und
je einen Eingang fiir Storung, Rauschen, Sollwert und Steuerung.

Weil die reale Unsicherheit im D-K Iterationsalgorithmus in der MATLAB p—Toolbox nicht
erlaubt ist [BAL 01], wird hier die einzelne komplexe Unsicherheit benutzt. Die Ergebnisse
der D-K Iteration in Tabelle 1-1 zeigen, dass mit einem Regler der Ordnung 26 dieses System

die robuste Regelgiite erreichen wird (u<1).

Tabelle 1-1: Ergebnisse der D-K Iteration und der p Wert des PID-Reglers

Iteration Nr. 1 2 3 4 5 PID
Ges. D Ordn. 0 6 6 24 22
Reglerordnung 4 10 10 28 26 2
Erreichend y 932.155 443171 2.9039 0.942 0.940

Max. n Wert 562.951 12.6496 1.3513 0.939 0.939 0.939

Die Simulationsergebnisse mit dem durch D-K Iteration entworfenem H”-Regler fiir acht ge-
storte Systeme sind in Bild 1-2 und Tabelle 1-2 gezeigt. Bild 1-3 und Tabelle1-3 zeigen ent-
sprechende Ergebnisse mit dem im Anhang C.5 entworfenen PID-Regler. Der pu Wert des
PID-Reglers mit gleicher Gewichtung W, wird auch in Tabelle 1-1 gezeigt. Tabelle 1-4 zeigt
die Bedeutung von Gy,;.

Tabelle 1-2: Kennwerte des Verlaufs vom Bild 1-2.

G, Gy Gy Gys Gy Gps G Gy Gy

Fehler(=o0) | -5.61e-5 | -7.79¢-5 | 1.45e-4 |-7.79e-5 | 1.42¢-4 |-8.74e-5 |-4.87¢e-5 |-8.74¢-5 | -4.87¢-5

Bubersen™ 2.51e-6 |1.99¢-6 |1.11e-4 |1.98e-6 |1.09¢-4 |1.92e-6 [2.98e-6 |1.91e-6 |2.95¢-6

Tans(Sek)* 10.29271 | 0.26717 | 0.43330 [0.26588 | 0.43239 |0.25741 |0.30258 | 0.25705 | 0.30212

Buversch: Uberschwingungsamplitude; Tians: Verlaufzeit bis innerhalb der £0.5% Schranke.

Tabelle 1-3: Kennwerte des Verlaufs vom Bild 1-3.

G, Gy Gy Gys Gy Gps G Gy Gy

Fehler(=w) |-3.83e-7 | -3.78e-7 |-1.21e-6 | -4.04e-7 |-1.21e-6 | -2.68e-7 | -4.43¢-7 |-2.68e-7 | -4.45¢-7

Bupersen™ 0.04823 |0.20744 |0.00035 | 0.19845 | 0.00033 | 0.08595 | 0.02502 | 0.09741 |0.09741

Tirans(Sek)* {0.11618 {0.13110 | 0.12643 | 0.12848 |0.12495 [0.12195 | 0.11763 |0.12324 | 0.12324

Bupersen: Uberschwingungsamplitude; Ty Verlaufzeit bis innerhalb der +0.5% Schranke.
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1 1
0.8 0.8
g 0.6 N G0 g 0.6 — G0
B 04 — G, B 04 — gp4
0.2 — GP2 0.2 p3
0 0
0 0.5 1 0 0.5 1
1 1
& 0.8 8 0.8
© ko)
m 0.6 m 0.6
0.4 — G, 0.4 — 20
0.2 — % 0.2 p7
_— Gp6 — Gp8
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Bild 1-2: Der Verlauf des nominalen und gestorten Systems mit dem durch
D-K Iteration entworfenen H”-Regler.
1.2 ] 1.2
1 1
0.8 ] 0.8
g 0.6 — & g 0.6 — S
8 — G, 8 — G,
0.4 — G, ] 0.4 — G,
0.2 ] 0.2
0 : : : : 0 : : : :
0 02 04 06 08 1 0 02 04 06 08 1
Zeit [Sek] Zeit [Sek]
1 1
0.8 0.8
g 06 — G, g o6 — G,
8 I Gp5 8 —_— Gp7
0.4 — G 0.4 — G
0.2 0.2
0 : : : : 0 : : : :
0 02 04 06 08 1 0 02 04 06 08 1
Zeit [Sek] Zeit [Sek]

Bild 1-3: Der Verlauf des nominalen und gestorten Systems mit dem im Anhang C.5 entworfenen PID-Regler.
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Tabelle 1-4: Das gestorte System.

G, Gy Gy Gys Gy Gps G Gy Gy

0
O 0 -1 -1 1 1 -1 -1 1 1
0

GytGs | GotGs | GotGs | GotGs | GotGs | GotGs | GotGs | GutGs

Ein Vergleich beider Ergebnisse weist darauf hin, dass beide Regler eine vergleichbare Re-
gelgiite erreichen konnen. Der PID-Regler ist schneller und genauer, hat aber ein hoheres
Uberschwingen. Der H*-Regler dagegen ist langsamer und ungenauer, zeigt aber kaum Uber-
schwingen. Jedoch ist der PID-Regler (Ordnung 2) viel einfacher als der H*-Regler (Ordnung
26). Hitte das geregelte System 5 Ein- und Ausginge, und 2 Zustinde, wire der H -Regler
zumindest von der Ordnung 58 (2 fiir Zustinde, 2x5 fiir die Gewichtung, 2x5x3 fiir 5 Unsi-

cherheit 5, und jeweils 2x4 fiir Unsicherheit §,,, und § ,). Daher ist der H*-Regler fiir eine

relativ grole Anzahl von Aktoren und Sensoren
1. nicht berechenbar und

2. nicht realisierbar.

1.2.3. Die dominante Methode

Wenn ein mxm MehrgroBBensystem diagonal ist, kann dieses System als m faches
Eingrofensystem betracht und die Entwurfsmethode fiir EingroBensysteme, z.B. der PID-
Algorithmus, verwendet werden. In der Praxis ist dies normalerweise nicht der Fall. Wie kann
das nicht diagonale System diagonalisiert werden? Muss das System wirklich diagonal sein,
um die Entwurfsmethode fiir Eingréensysteme zu verwenden?
In den 70er Jahren des letzten Jahrhunderts hatte Rosenbrock[ROS 74] erstmals das Konzept
der diagonalen Dominanz angewendet, um die Entwurfsmethoden fiir Eingroensysteme auf
MehrgroBensysteme zu erweitern. Rosenbrock hatte folgendes System untersucht (s. Bild 1-
4). Dabei ist F eine diagonale Verstirkungsmatrix und Q(s)e C"™ die Ubertragungsfunktion
des Systems, das aus der Strecke, dem Post- und Prekompensator besteht. Die abgeschlossene
Ubertragungsfunktion von r zu y ist

H(s) = R(s)" O(s) (1.2.3-1)
wobei R(s) = (I+ Q(s) F) = (F'+ Q(s)) F = T(s)F. Rosenbrock hatte gezeigt, dass das System
H(s) stabil wird, wenn

1. das System ¢;(s) stabil ist und (1.2.3-2a)
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Bild 1-4: Das fundmentale riickgekoppelte System fiir die diagonale Dominanz
Die Bedingung (1.2.3-2b) heiit Zeilendiagonaldominanz (row diagonal dominant) bzw. Spal-
tendiagonaldominanz (column diagonal dominant). Spater wurden mehr dominante Mafle von
Wissenschaftlern eingefiihrt, z. B. die M-matrix basierte Dominanz (dj,) bei Araki und Nwo-
kah [ARA 75], die verallgemeinerte Dominanz (dg) bei Limebeer [LIM 82] und die funda-
mentale Dominanz (dr) und die L-Dominanz (dy) bei Yeung and Bryant [YEU 92].
Wie kann man ein System dominant diagonalisieren? Die einfachste Methode ist eine Vertau-
schung des Paars von Sensoren und Aktoren. Zum Beispiel hat ein 4x4 System beziiglich der
Frequenz @ folgenden Wert

12-02; 22-04; 20-05; 7.0-1.0;j

T(jo)= -1.2 +0.3.j 7.5 +1.0]: 5.0—2.0]: 5.0—1.5j.

50-1.0j 3.0-4.0; 2.0-1.0; 3.0-4.0,

1.0-02; 2.0-0.1j 20-12; 50-3.0/
Die entsprechende Spaltendominanz ist d. = [6.0464, 1.221, 4.3733, 2.9654]. Nach der Defi-
nition (Gleichung 1.3.3-2) hat T beziiglich der Frequenz @ keine diagonale Dominanz. Wenn
man die Zeile 3 zur Zeile 1, Zeile 4 zur Zeile 3 und Zeile 1 zur Zeile 4 verschiebt, d.h. wenn
man das Paar von Sensoren und Aktoren (s;a;), (s3,a3) und (s4aq) zu (sza;), (s4,a3) und
(s7,a4) umordnet, wird die entsprechende Spaltendominanz d. = [0.68117, 1.221, 4.1515,
2.27]. Nach dieser Vertauschung wird die erste Spalte von T diagonal dominant sein. Obwohl
die Restspalten nicht diagonal dominant sind, ist der dominante Wert immerhin verbessert.
Wenn durch die Vertauschung des Paars von Sensoren und Aktoren die diagonale Dominanz
nicht erreicht werden kann, kann man einen konstanten oder einen frequenzabhingigen Pre-

und/oder Postkompensator einfiigen. In [BRY 96] wird ein Algorithmus flir den Prekompen-

P
sator mit der Formel Z s' K’ angegeben.
i=—1



1. Problemdarstellung 17

Ein Vorteil der dominanten Methode ist die Dekomposition eines komplexen Systems zu
mehreren einfachen Systemen, sodass die erfolgreichen Entwurfsmethoden der einfachen Sys-
teme verwendet werden konnen. Der zweite Vorteil ist, dass die Modellreduktion hier nicht
notwendig ist. Alle Berechnungen, Umordnung der Paare von Sensoren und Aktoren, Berech-
nung des Pre- und/oder Postkompensators und einschliefSlich der Regler, konnen in einem
endlichen Frequenzbereich durchgefiihrt werden. Der Aufwand der Berechung hingt nun nur
noch von der Anzahl der Sensoren und Aktoren ab. Obwohl die Anzahl der Sensoren und
Aktoren relativ grof ist, ist sie immer noch viel kleiner als die Anzahl der Zustandsvariablen.

Der Nachteil ist auch offensichtlich. Durch den einfachen realisierbaren Pre- und/oder Post-
kompensator kdnnen nicht alle Systeme diagonalisiert werden. Obwohl das System diagonali-
siert werden kann, ist der Entwurfsvorgang immer aufwendig, wenn die Anzahl von Sensoren

und Aktoren relativ grof ist.
1.3. Ziel dieser Arbeit

Die Analyse zeigt, dass sowohl die vorhandene Modellreduktionstechnik als auch die iibliche
Regelungstechnik fiir Aufgaben der Formkontrolle wegen der groBen Anzahl der benotigten
Aktoren und Sensoren nicht gut geeignet ist. Das Problem besteht darin, dass die bekannten
Modellreduktionstechniken nur die Anzahl der Freiheitsgrade reduzieren konnen.

Die Datenverdichtungstechnik, die in der Telekommunikation und in der Bildverarbeitung
weitgehend Verwendung findet, bietet die Moglichkeit, die Redundanz zu verringern oder die
wichtigen Informationen von den urspriinglichen Daten zu extrahieren. Unter Verwendung
der Datenverdichtung konnten die groBen Mengen von Soll- und Istdaten, die um die Form zu
beschreiben und zu steuern verwendet werden, betrichtlich reduziert werden. Im reduzierten
Datenraum soll der Regelalgorithmus realisiert werden. Die vielen Stellgrofen, die fiir eine
genaue Formeinstellung bendtigt werden, sollen aus relativ wenigen Zustandsvariablen, die
durch den Regelalgorithmus berechnet werden, erzeugt werden. Hier ergibt sich das zur Da-
tenverdichtung inverse Problem: Erweiterung. Die daraus resultierende allgemeine Struktur
fiir den geschlossenen Regelkreis findet man in Bild 1-5.

Das Ziel dieser Arbeit ist es, die geeignete Reduzierung und Erweiterung zur Realisierung der
Datenreduktion in adaptiven mechanischen Systeme zu finden. Durch diese Reduktion und
Erweiterung sollte der Reglerentwurf im reduzierten Raum vereinfacht werden. Der Einfluss
der Reduktion und der Erweiterung auf die stationidre Genauigkeit und Stabilitit des geschlos-

senen Regelkreises sollen detailliert untersucht werden.
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___> Mechanisches
p-Aktoren System m-Sensoren
Erweiterung Reduktion
v SollgrofBen
Regler

v verdichtete Gréfen
Bild 1-5: Adaptives mechanisches System mit Datenreduktion und -erweiterung
Mit anderen Worten sollen die Reduktions- und Erweiterungsmethoden die stationidre Genau-
igkeit und die Stabilitdt des geschlossenen Regelkreises nicht gefahrden. Weiterhin wird der
EinfluB der Modellfehler auf Reduktion und Erweiterung diskutiert. Der Reglerentwurf im
verdichteten Datenraum ist nicht Hauptaufgabe dieser Arbeit. Jedoch wird eine Methode an-
gegeben, die gewihrleistet, dass der im reduzierten Raum entworfene Regler das originale
abgeschlossene System stabilisiert. SchlieBlich wird ein einfacher Reglerentwurf als Beispiel

aufgezeigt.
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2. Verfahren der Datenreduktion und ihre Eignung

Eine schematische Darstellung eines adaptiven mechanischen Systems ist in Bild 2-1 gezeigt.
Ein adaptives mechanisches System besteht aus einem mechanischen Grundkorper, auf dem
die Sensoren (Sensorfeld) und Aktoren (Aktorfeld) angeordnet sind. Ein Regelsystem ermog-
licht die Anpassung des adaptiven mechanischen Systems an verdnderte Umweltbedingungen
(Formbeeinflussung, Vibration u.d.). Wird jeder Sensor/Aktor als ein Pixel betrachtet, konnen
das Sensorfeld und das Aktorfeld als ein Bild angesehen werden. Viele Datenreduktionsalgo-
rithmen (Kompressionsalgorithmen) aus der Bildverarbeitung und Kommunikationstechnik-
konnen hier moglicherweise verwendet werden. Man sollte aber beachten, dass die Randbe-
dingungen der Datenreduktion im adaptiven mechanischen System andere als in der Bildver-
arbeitung sind. Eine Anforderung ist vor allem, dass die mathematischen Operationen auch im
komprimierten Raum erlaubt werden sollen. & sei ein Kompressionsalgorithmus. a, b und ¢
sind das zu komprimierende Bild, dann sollte gelten:
k(c) = k(oa + Bb) = ak(a) + Bk(b) (2-1a)

zusitzlich sollte fiir den differentiellen und integralen Operator gelten

k(c) = k(o op a) = o op k(a) (2-1b)

wobei o und B beliebige Faktoren sind. Zumindest sollten keine grolen Abweichungen in den

Gleichungen (2-1a) und (2-1b) auftreten.

Fiihrungsvektor
> » Regler
T Sensorsignale Aktorsignale
P L L L L L L 000020002
OOOOOOOOOS 000000000
PP 0000022202
OOOOPOOOOOS 020002002
OPOOPOOOOOOS 000000220
Pl L L L L L L 4 000002002
OOOPOOOOOOS 000000000
OPOOPOOOOOS S o000
OOOPOOOPOOOS oooooooo00
Sensorfeld / Aktorfeld
/ /
Grundkorper

Bild 2-1: Eine schematische Darstellung eines adaptiven mechanischen Systems
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2.1. Grundcodierung in der Datenkompression
Um den Datenkompressionsalgorithmus in der Bildverarbeitung besser zu verstehen, werden
zunichst die Grundlagen der Codierung in der Datenkompression erdrtert.

2.1.1. Laufliingen-Codierung (Run Length Encode)

Die Idee dieses Ansatzes ist sehr einfach [SAL 00]: Falls ein Datenclement d nacheinander n
Mal im Eingabefluss auftritt, werden die n vorkommenden Datenelemente durch ein Paar n d
ersetzt. Die n-mal nacheinander vorkommenden Datenelementen heiflen eine laufende Linge
von 7, und dieser Ansatz zur Datenkompression heift Lauflingen-Codierung (RLE).
Bei der wirklichen Verwendung sollte man einige Dinge beachten. Zunichst ist die Frage, wie
man die laufende Linge n von den Datenelementen unterscheidet? Héaufig wird ein Prafix,
z.B. @, gesucht, das selten oder nie im Eingabefluss eintritt, und das Paar n d wird durch @ n
d ersetzt. Dass aufeinander folgende Daten exakt gleich sind, ist zwar meist selten, bei korre-
lierten Prozessen sind die Differenzen jedoch gering. Dann kann eine Schranke einer be-
stimmten GroBe gesetzt werden. Wenn die Differenz zwischen nacheinander kommenden
Daten innerhalb der Schranke liegt, werden diese zwei Datenelemente als ,,gleich® betrachtet.
Dieser Vorgang wird als Quantisierung bezeichnet. In den folgenden zwei Beispielen sind die
moglichen Datenelemente im Eingabefluss die Ziffern 1 bis 5. @ wird als Prifix benutzt. Im
ersten Beispiel ist die Schranke gleich Null und im zweiten Beispiel £1.

(1) 144443222253232234=1w443@4253232234

(2) 144443222253232234=1@54@425w73

Original komprimiert

Es wird deutlich, dass RLE die Bedingung der Gleichung (2-1a) nicht erfiillen wird.
2.1.2. Golombscher Code

Der Golombsche Code wurde in der 60er Jahren des letzten Jahrhunderts von Golomb [GOL
66] entwickelt. Der Golombsche Code codiert eine ganze Zahl n in 3-Tupel, (g, 7, b). b ist ein

fest ausgewéhlter Parameter,

q:Ln;]J und r=n—qgb—1 (2.1-1)

wobei | x | die kleinste ganze Zahl von x ist. Z. B. ist | 1.9 |=1. Da b fest ist, muss man nur

(g, r) zu codieren. Die Codierung besteht aus zwei Teilen. Der erste Teil ist der Wert von g+,

der unir codiert wird, und der zweite Teil, der binire Wert von r wird entweder in |log, b |
Bits (fiir kleine Reste) oder in [log, b | Bits (fiir groBe Reste) codiert, wobei [ x| die groBte

ganze Zahl von x ist. Z. B. ist !_] .2—| = 2. Eine undre Codierung einer ganzen Zahl, n, ist n-1/
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eins folgt bei einer null oder umgekehrt n-/ null folgt bei einer eins. Z. B. ist die unédre Codie-
rung von 4 1110 oder 0001. Wéhlen wir b = 3, erzeugt den mdglichen Rest 0, 7, und 2. Diese
Zahlen werden mit 0, 10 bzw. 11 codiert. Wahlen wir b = 5, erzeugen die 5 Reste von 0 bis 4,
die mit 00, 01, 100, 101 bzw. 110 codiert werden. Einige Beispiele der Golombschen Codie-
rung mit » = 3 und b = 5 werden in Tabelle 2-1 gezeigt.

Tabelle 2-1: Einige Golombsche Codes fiir b= 3 und b = 5

N 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
b=3 | 00 | of10 | o1l | 100 | 1o[to | 1o[1l | 110[0 | 110[10 | 110[11 | 1110]0
g+1r | 1)0 11 112 2(0 2/1 2P 300 31 32 4/0
b=5 | 0000 | o1 [ o/100 | o[101 | oj110 | 10/00 | 10/01 | 10[100 | 10[101 | 10[110
g+lr | 1) 1|1 112 13 114 2/0 2/1 212 23 204

Codiert man die Zahlen 1 bis 10 durch 4 Bit je Zahl, benétigt man 40 Bit fiir die Darstellung
von 1 bis 10, wihrend 38 Bit der Golombsche Code fiir b = 3 benétigt und 41 Bit fiir b = 5.
Damit spielt die Wahl des Parameters b eine wichtige Rolle, ob die Golombsche Codierung

die Daten komprimiert oder expandiert.
P(n)= (I - p)"_l p fiir einige 0 < p < [ ist die Wahrscheinlichkeit der ganzen Zahl n, die im

Eingabefluss auftritt. Der Golombsche Code ist ein optimaler Code fiir diese Daten, wenn b

so ausgewahlt ist, dass
(1-p) +(=p)" <1<(=-p)" +(1-pf (2.1-2)
Aus der Tabelle 2-1 ist es deutlich, dass die Golombsche Codierung die Bedingung der Glei-

chung (2-1a) nicht erfiillen wird.
2.1.3. Huffman-Codierung

Die Idee der Huffman-Codierung [HUF 52] besteht darin, dass hdufig vorkommende Daten-
elemente durch kiirzere Codes und selten vorkommende Datenelemente mit lingeren Codes
codiert werden. Die Huffman-Codierung ist die beste Codierung bei variabler Codelénge,
wenn die Wahrscheinlichkeit der vorkommenden Datenelemente eine negative Potenz von 2
ist.

Die Methode beginnt mit der Aufstellung einer Liste mit allen vorkommenden Datenelemen-
ten in absteigender Folge ihrer Wahrscheinlichkeiten. Dann wird ein Baum mit einem Daten-
element an jedem Blatt von unten nach oben konstruiert. Dies wird schrittweise fortgefiihrt,
indem zwei Datenelemente mit den kleinsten Wahrscheinlichkeiten vorgewihlt, in den oberen
Teil des Baums hinzugefiigt, aus der Liste geldscht und durch ein Hilfselement ersetzt wer-
den. Wenn die Liste auf gerade ein Hilfselement verringert wurde, ist der Baum komplett. Der
Baum wird dann durchgelaufen, um den Code des Datenelements festzustellen. Bild 2-2 in

der néchsten Seite zeigt diesen Vorgang durch ein Beispiel.
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Huffman-Liste Huffman-Baum Huffman-Liste Huffman-Baum Huffman-Liste Huffman-Baum

q, 0.4 a, 0.4 a, 1 ay; 0.4 a, 1
it et
a, 0.2 Ays 0.2 as a, 0.4 a5
a, 0.2 a, 0.2 s 0.2 1
a, a
a, 01 a, 02 E— 2
a3
as 0.1
Schritt 0 Schritt 1 Schritt 2

Huffman-Liste Huffman-Baum Huffman-Liste Huffman-Baum Datenelement Huffman-Code

1
Ayys 0.6 a, 1 1 Ay Ay4s03 1.0 3411 1 Ays a, 10
y; 04 as 0 Qg5 a; ’ 1 A5 a, 01
a 0 a, 0 a, 00
1
a, a, 0 a, 111
a, E_ s a, E a, a 110

Schritt 3 Schritt 4 Schritt 5

Bild 2-2: Der Vorgang der Huffman-Codierung

Der Huffman-Code ist ein nicht eindeutiger Code. Zum Beispiel ist das Komplement des Co-
des in Bild 2-2 auch der Huffman-Code. Der Huffman-Code ist kontextabhéingig. Fiir die
gleichen Datenelemente mit unterschiedlichem Eingabefluss ist die Huffman-Codierung un-
terschiedlich. Damit wird die Bedingung der Gleichung (2-1a) nicht erfiillt.

2.1.4. Arithmetische Codierung

Die Huffman-Codierung ist nur die beste Codierung der variablen Codeldnge, wenn die
Wahrscheinlichkeit der vorkommenden Datenelemente eine negative Potenz von 2 ist. Der
Grund ist, dass die Huffman-Codierung einen Code mit einer integralen Anzahl von Bits je-
dem vorkommenden Datenelement zuweist. Bei einem Datenelement mit der Wahrschein-
lichkeit von 0.4 werden bei einem Huffman-Code / oder 2 Bit zugewiesen, weil —/0g,(0.4) =
1.32. Idealerweise sollte einem Code 1.32 Bit zugewiesen werden, aber dies ist unmoglich.
Die arithmetische Codierung tiberwindet dieses Problem durch die Zuweisung eines Codes zu
einer Folge von Datenelementen statt zu einem einzelnen Datenelement [SAL 00]. In der a-
rithmetischen Codierung soll die Wahrscheinlichkeit der vorkommenden zu komprimierenden
Datenelemente ndherungsweise bekannt sein. Eine Tabelle mit allen moglichen zu kompri-
mierenden Datenelementen und ihren Wahrscheinlichkeiten soll wie Tabelle 2-2 erstellt wer-
den. Der Codierungsvorgang beginnt mit der Definition zweier Variable L und H, und sie
werden zundchst zu 0 bzw. 1 gesetzt. Wenn ein Datenelement vorkommt, werden die Werte
von L und H durch
newH = oldL + (oldH-oldL)xHighRange(X)
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newL = oldL + (oldH-oldL)xLowRange(X)

aktualisiert, wobei X das zu komprimierende Datenelement ist. Die Werte von LowRange und

HighRange sind in den Spalten 3 und 4 der Tabelle 2-2 aufgelistet.

Tabelle 2-2: Zu komprimierende Datenelemente und ihre Wahrscheinlichkeit

Datenclement | Wahrscheinlichkeit LowRange HighRange
a; 0.5 0.5 1.0
a; 0.1 0.4 0.5
a;s 0.2 0.2 0.4
ay 0.1 0.1 0.2
as 0.1 0 0.1

Die kiirzeste bindre Darstellung des Werts zwischen L und H nach dem Einlesen aller zu
komprimierenden Datenelemente ist der arithmetische Code der ganzen Datenelemente. Ta-
belle 2-3 zeigt ein Beispiel mit 5 moglichen Datenelementen mit a; bis as und einem Eingabe-

fluss apaaszajaaqaszaa;. Das Ergebnis 1st (0)101 101111 10101012 (071809287210)

Tabelle 2-3: Der Vorgang der arithmetischen Codierung

Datenelement Die Berechnung der Werte von L und H
a; L 0.0+(1.0-0.0)x0.5 = 0.5
H 0.0+(1.0-0.0)x1.0=1.0
@ L 0.5+(1.0-0.5)x0.4 = 0.7
H 0.5+(1.0-0.5)x0.5=0.75
as L 0.74(0.75-0.7)x0.2 = 0.71
H 0.7+(0.75-0.7)x0.4 = 0.72
a; L 0.71+(0.72-0.71)x0.5 = 0.715
H 0.71+(0.72-0.71)x1.0 = 0.72
a L 0.715+(0.72-0.715)x0.5 = 0.7175
H 0.715+(0.72-0.715)x1.0 =0.72
as L 0.7175+(0.72-0.7175)x0.2 = 0.7180
H 0.7175+(0.72-0.7175)x0.4 = 0.7185
as L 0.7180+(0.7185-0.7180)x0.1 = 0.71805
H 0.7180+(0.7185-0.7180)x0.2 = 0.71810
a; L 0.71805+(0.71810-0.71805)x0.5 = 0.718075
H 0.71805+(0.71810-0.71805)x1.0 = 0.718100
a L 0.718075+(0.718100-0.718075)x0.5 = 0.7180875
H 0.718075+(0.718100-0.718075)x1.0 = 0.7181000

Wie der Huffman-Code ist der arithmetische Code ein kontextabhingiger Code. Fiir die glei-
chen Datenelemente im unterschiedlichen Eingabefluss ist die arithmetische Codierung auch
unterschiedlich. Damit wird die Bedingung der Gleichung (2-1a,b) nicht erfiillt.

2.2. Datenkompression in der Bildverarbeitung

Es gibt mehrere Methoden fiir die Bildkompression. In [SAL 00] werden iiber 30 Methoden
angegeben. Manche sind verlustfrei, manche sind verlustbehaftet. Manche sind fiir die Grau-
wertbilder und die Bilder mit kontinuierlichem Grauwert geeignet, manche sind fiir die biné-

ren Bilder oder die Bilder mit diskretem Grauwert geeignet. In dieser Arbeit werden nur die



24 2. Verfahren der Datenreduktion und ihre Eignung

Grauwertbilder und die Bilder mit kontinuierlichem Grauwert betrachtet. Anhand unserer
Anforderung, dass die mathematischen Operationen im komprimierten Raum erlaubt werden
sollten, wird die Bedingung in der Gleichung (2-1) fiir jede erdrterte Methode gepriift.

2.2.1. Bildkompression mit RLE

Die Komprimierung eines Bildes mit RLE basiert auf der folgenden Beobachtung: wenn man
ein Pixel in einem Bild zufillig auswéhlt, gibt es eine gute Chance, dass seine Nachbarn einen
gleichen oder dhnlichen Wert haben werden [SAL 00]. Der Kompressor scannt das Bild und
codiert die wiederholten Pixel als ein Paar (Laufldnge, Pixelwert). Die mdgliche Scannweise
wird in Bild 2-3 verdeutlicht. Z.B. startet ein Bild von 8-Bit Grauwerten mit
12,12,12,12,12,12,12,12,12,35,76,112,67,87,87,87,5,5,5,5,5,5,1,....
und wird zu 9,12,35,76,112,67,3,87,6,5,1,..., komprimiert, wobei die Ziffern mit der Un-
terstreichung die Lauflénge sind.
Nun stellt sich die Frage, wie man Laufldnge und Pixelwert unterscheidet? Dies hingt davon
ab, wie tief der Grauwert ist. Falls der Grauwert von 0-127 oder der maximale Grauwert gro-
Ber als 255 ist, kann er mit maximalem Grauwert + Laufldnge als Lauflénge dargestellt wer-
den. Z.B. wird obiges Beispiel
136,12,35,76,112,67,130,87,133,5,1,....
wenn der maximale Grauwert gleich 127 ist, oder
0x1009,0x000c,0x0023,0x004¢,0x0070,0x0043,0x1003,0x0057,0x1006,0x0005,0x0001,...
wenn der maximale Grauwert gleich 4095 ist. Hier wird die Zahl hexadezimal dargestellt, um
dies deutlich zu zeigen. Wenn der maximale Grauwert gleich 255 ist, wird der Grauwert um 1
reduziert und der Wert 255 als Prifix benutzt. Dann wird obiges Beispiel
255,9,12,35,76,112,67,255,3,87,255,6,5,1,...

> — = > |
> 4
> 7
> 2
5
8
v > 3
A 6
9 Y v v v
MMM > > 10 2[1/413/6/5/817
a) Zeilenweise oder b) Zick-Zack c¢) Individuelle Zeile d) Individuelle Spalte

Spaltenweise
Bild 2-3: Das Scannen der RLE
Da die Komprimierung hier nur durch die RLE erreicht wird und die RLE die Bedingung der
Gleichung (2-1a) nicht erfiillt, diirfen die mathematischen Operationen (+ und -) in der komp-

rimierten Domine nicht durchgefiihrt werden.
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2.2.2. Vektorquantisieren

Beim Vektorquantisieren wird ein gegebenes Bild in kleine Blocke von Pixeln, normalerweise
2x2 oder 4x4, geteilt. Jeder Block wird durch einen Vektor dargestellt. Der Kompressor bein-
haltet eine Liste (Codebuch) des Vektors und komprimiert jeden Block durch den Index des
Blocks im Codebuch.

Im Fall des 2x2 Blocks besteht jeder Block aus 4 Pixeln. Wenn jedes Pixel £ Bit hat, ist jeder
Block von 4k Bit Linge, und es gibt 2 verschiedene Blocke. Ebenfalls ist der Index des Co-
debuchs, durch welchen der Block ersetzt wird, von 4k Bit Lange. Weshalb ist das eine Kom-
pression? Tatsache ist, dass irgendein Bild nie alle moglichen Blocke enthalten wird. Fiir 8
Bit Pixel ist die Anzahl der 2x2 Blocke 232, aber alle bestimmten Bilder beinhalten vielleicht
nur ein paar tausend unterschiedliche Blocke. Der Index des Codebuches bendtigt deshalb
maximal 14 Bit statt 32 Bit Liange.

Es gibt viele Algorithmen[LIN 80] [CON 94a,b], die dieses Prinzip verwenden und das Bild
komprimieren. Aber sie werden nicht weiter erdrtert. Wir interessieren uns hier vor allem da-
fiir, ob die mathematischen Operationen in der komprimierten Doméne durchgefiihrt werden
diirfen, d.h. ob die Bedingung der Gleichung (2-1a,b) erfiillt ist. Beim Vektorquantisieren
wird der Pixelblock durch den Index des Blocks im Codebuch ersetzt. Es gibt vielleicht die
Moglichkeit, das Codebuch so zu organisieren, dass es fiir den bestimmten Faktoren o und 3
die Bedingung der Gleichung (2-1a) erfiillt; aber das ist fiir beliebige o und [ unmoglich.
2.2.3. Block-Matching

Beim Block-Matching wird ein Bild in kleine Blocke von z.B. 4x4 Pixeln unterteilt [STO 97].
Der Kompressor beinhaltet ein Fenster zum Eingabefluss der Pixelblocke und verschiebt eine
Reihe von Pixelblocken, in dem Fenster von rechts nach links, wihrend das Bild komprimiert
wird. Das Fenster ist in zwei Teile geteilt. Der Teil auf der linken Seite hei3t der Suchpuffer.
Er enthélt immer die Blocke, die schon komprimiert worden sind. Der Teil auf rechten Seite
heiit voraussehender Puffer. Er enthilt die Blocke, die noch nicht bearbeitet worden sind.

Der Kompressor nimmt den am weitesten links liegenden Block im voraussehenden Puffer als
aktuellen Block und sucht riickwirts eine Ubereinstimmung im Suchpuffer. Falls keine Uber-
einstimmung gefunden wird, werden ein Merkmal (0, 0) und selbiger Block als Code ausge-
geben und das Fenster wird nach rechts um einen Block verschoben. Falls eine Uberstimmung
gefunden ist, werden der Abstand, d, zwischen dem aktuellen Block und der Ubereinstim-
mung und die Linge, n, der Ubereinstimmung als ein Merkmal oder Code (d, 1) ausgegeben

und das Fenster wird n Blocke nach rechts verschoben.
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Bild 2-4 zeigt ein Beispiel. Im Bild 2-4 werden die 4x4 Pixelblocke wegen der Einfachheit
durch Buchstaben dargestellt. Die gleichen Buchstaben bedeuten die gleichen Blocke. Bild 2-

5 zeigt die mogliche Scannweise des Block-Matching.

Such;ilffer Voraussehewuffer Zu bearbeiynde Blocke Komprimierter Code

sirsideastmaneasilyteasesseasickseals ——> (0,0) “s”

\ s\ irsideastrhaneasilyteasesseasickseals — (0,00“”
\ si rsideastnlaneasilyteasesseasickseals  ——> (0,0) “r”
\ siffsideastmaneasilyteasesseasickseals ~ —> (3,2)
\ sirsi\deastman#asilyteasesseasickseals —> (0,0)«d”
\ sirsid|eastmanepsilyteasesseasickseals —> (0,0)“e”
\ sirside[astmaneasilyteasesseasickseals —> (0,0)“a”
‘ sirsidea[stmaneasilyteasesseasickseals —_— &,
\ sirsideas\ tmaneasi‘yteasesseasickseals — (0,00t
Bild 2-4: Das Beispiel fiir Block-Matching
- v T lm |7
17
]
|
X
Vorausseh- N
ender Puffer >
VAR
¢) Das geradlinige d) Das zyklische
a) Zeilenweise b) Zick-Zack Durchlaufen Durchlaufen

Bild 2-5: Das Scannen fiir Block-Matching

Sind die mathematischen Operationen in der komprimierten Doméne des Block-Matching
Codierens erlaubt? Im Prinzip ja, aber nicht direkt. Man kann zunéchst die passenden Blocke
finden und die Operation auf den Blocken durchfiihren. Dann muss man feststellen, ob das
Ergebnis, neuer Block, bereits vorgekommen ist. Wenn nein, werden das Merkmal (0,0) und
der neue Block als der neue komprimierte Code ausgegeben, wenn ja, wird zunéchst das
Merkmal (d,n) berechnet und dann als der neue komprimierte Code ausgegeben. Dieser Vor-
gang ist komplizierter als der Vorgang, beide Operanden zundchst zu dekomprimieren, dann
die Operation durchzufiihren und schlieBlich wieder zu komprimieren. Damit ist die Bedin-
gung der Gleichung (2-1a,b) fiir Block-Matching praktisch auch nicht erfiillt.

2.2.4. Block-Rundungs-Codierung (Block Truncation Coding (BTC))

Das Prinzip der BTC-Methode besteht darin, die Pixel in einem Bild zu quantisieren, wihrend
die ersten zwei oder drei statistischen Momente erhalten werden. In der grundlegenden BTC

wird das Bild normalerweise in 4x4 oder 8x8 Pixelblocke geteilt [DAS 95]. Die ersten zwei



2. Verfahren der Datenreduktion und ihre Eignung 27

Momente sind der Erwartungswert und die Varianz, und werden definiert als

n

=13 p bzw. p7 =LY i (2.2-1)
R i

i=1

wobei n die Anzahl der Pixel im Block ist und p; der Grauwert des jeweiligen Pixels. Die

Streuung des Blocks ist

6=+p’—p (2.2-2)

Das Prinzip der Quantisierung besteht darin, drei Werte zu wihlen: eine Schwelle py,, einen
grofien Wert p" und einen kleinen Wert p”. Jedes Pixel wird entweder durch p" oder p” ersetzt,
so dass die ersten zwei Momente der neuen Pixel gleich dem originalen Moment des Pixel-
blocks sind. Die Regel der Quantisierung ist, dass ein Pixel p; zu p" quantisiert wird, falls es
groBer oder gleich der Schwelle ist, und zu p~ quantisiert wird, falls er kleiner als die Schwelle
ist.

b« P’ DiZ Py, (2.2-3)
l p_’ pi<pzhr

Es ist klar, dass der Erwartungswert p eine Wahl fiir die Schwelle ist. Der grof3e und kleine

Wert, p* bzw. p~ konnen aus den Gleichungen, welche die ersten zwei Momente enthalten,

berechnet werden. Diese Gleichungen sind
— - - + + 2 (. -V +f +V
np=np +np, npzzn (p ) +n (p ) (2.2-4)
wobei n' die Anzahl der Pixel, die groBer oder gleich der Schwelle ist und #n” die Anzahl der
Pixel, die kleiner als die Schwelle ist. Natiirlich ist n'+n" gleich n. Die Losungen der Glei-

chungen (2.2-4) sind

o n* _ n-
P =pP-oy =, p'=p-o — (2.2-5)

Diese Losungen sind im allgemeinen reelle Zahlen, aber sie miissen zundchst auf eine ganze
Zahl gerundet werden. Daraus folgt, dass der Erwartungswert und die Varianz des quantisier-
ten Blocks etwas von Original abweichen konnen.

Der neu quantisierte Block enthilt nur zwei Werte, p* und p". Damit kann, z. B., ein 4x4
Block mit k Bit Grauwerten zu zwei k Bit Grauwerten, p* und p’, und eine 16 Bit Zahl komp-
rimiert werden, wobei Bit 1 und Bit 0 die Position des Werts p* bzw. p~ im quantisierten
Block entspricht. Der Kompressionsfaktor ist

kn
n+2k
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117 7 17 34

) . .. _ _ | 115 44 25 25
Ein Beispiel: der originale 4x4 Block mit 8 Bit Grauwerten ist
51 102 25 2

112 1 75 93

der Erwartungswert ist p = 52.81, soistn" = 6 und n = 10. Die Streuung ist ¢ = 41.40, und

der groBe und kleine Wert sind p*™ = 106.26 bzw. p~ = 20.74. Nach dem Runden bekommen
der groBe und kleine Wert p* = 106 bzw. p - = 21. Der originale 4x4 Block wird zu einer 16
Bit Zahl

1 0 0 0

1 0 0 0 , o
1000100001001011, = 34891,, = 0100 und zwei Werte 2/ und /06 komprimiert.

1 0 1 1

Da der Quantisierungsschritt (Gleichungen (2.2-2) und (2.2-5)) nicht linear ist, ist bei der
BTC-Methode die Bedingung der Gleichung (2-1a) nicht erfiillt.
2.2.5. FELICS

FELICS ist eine Abkiirzung aus Fast Efficient Lossless Image Compression System [HOW
93]. Es handelt sich hierbei um eine spezielle Kompressionsmethode fiir Grauwertbilder. Das
Prinzip von FELICS besteht darin, jeden Pixel mit einem Code variabler Linge zu codieren.
Die Linge des Codes héngt von zwei vorher vorgekommenen Nachbarn ab. Bild 2-6 zeigt die
zwel bekannten Nachbarn A und B von einigen Pixeln P.

Fiir einen allgemeinen Pixel sind die Nachbarn sein oberer und

A|BIP linker Pixel. Fiir einen Pixel in der obersten Zeile sind die
AB Nachbarn seine zwei linken Pixel. Fiir einen Pixel in der ersten
P Spalte sind die Nachbarn die ersten zwei Pixel seiner oberen

B Zeile. Die ersten zwei Pixel haben keine vorkommenden Nach-
ALP barpixel und damit werden sie nicht komprimiert.
Nun betrachtet man die zwei Nachbarn A und B vom Pixel P.

Hier werden sowohl drei Pixel als auch seine Grauwerte durch
Bild 2-6: Die zwei Nachbarn . .

A, B und P dargestellt. L und H ist der kleinere bzw. der grofe-
re Nachbar, L = min(A,B) und H = max(A,B). Pixel P sollte einen Code mit der variablen
Liange bekommen, der davon abhéngt, wo P relativ zu L und H liegt. Es gibt grundsétzlich
drei Fille: P liegt zwischen L und H, P ist kleiner als L, oder P ist groBer als H.

Falls P zwischen L und H liegt, bekommt P einen Code, der mit O startet. Drei ganze Zahlen,

k, a und b, werden berechnet durch
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k=|log,(H-L+1)],a=2""—(H-L+1),und b=2(H-L+1-2").

Ein Codebuch mit der Anzahl von a+b Codes wird erzeugt. Die Anzahl von a Codes ist durch
| , k2 yenes 2*.a als k Bit Zahlen dargestellt. Die Anzahl von b Codes ist durch 0, 1, ..., b-1
als k+1 Bit darstellbar. Das Codebuch wird so organisiert, dass die ersten /2 Codes die gera-
den Codes von 0, 2, ..., b-2 sind, gefolgt von 2*a, ..., 2-2, 2"-1 und schlieBlich sind die unge-
raden Codes von /, 3, ..., b-1. Dann ist der Code von P gleich dem P-L-ten Wert des Code-
buchs und plus dem Préfix 0.

Falls P kleiner als L oder groBer als H ist, bekommt P ein Préifix 10 bzw. 11. Der Wert L-P
oder P-H wird durch Golombschen Code mit dem Parameter b = 2" codiert, wobei m typi-
scherweise gleich 0, 1, 2, oder 3 ist. Der Golombsche Code plus jeweiligem Préfix ist der Co-
de von P, wenn P auflerhalb L und H liegt. Im folgenden werden drei Beispiele angegeben.

1. Beispiel: A=7,B=115und P=44. Damitist L=7, H= 115, und P liegt zwischen L
und H. Das Préfix ist 0 und die drei ganzen Zahlen sind k£ = 6, a = 19 und b = 90. Die
ersten 45 Eintrdge des Codebuchs sind die 7 Bit Zahlen 0, 2, 4, ..., 88. 44 ist der 37te
Eintrag des Codebuchs. Damit ist der Code von P =44 0/1001010,.

2. Beispiel: A =106, B =116 und P = 66. Daher ist L = 106, H = 116, und P ist kleiner
als L. Das Prifix ist also 10. L-P ist gleich 40 und entsprechend Golombschem Code
mit 5=27 ist 1111011 1,. Damit ist der Code von P 10[/11110111,.

3. Beispiel A=113,B =231 und P=110. Somit ist L = 113, H =231, und P ist wieder-
um kleiner als L. L-P ist gleich 3 und entsprechend Golombschem Code mit b=2" ist
0011,. Dann ist der Code von P 10|0011,.

Die drei Beispiele zeigen, dass die Bedingung der Gleichung (2-1a) bei FELICS nicht erfiillt
ist.

2.2.6. MLP

MLP ist eine Abkiirzung aus Multilevel Progressive Method [HOW 92]. Die MLP ist eine
berechnungsaufwendige, verlustfreie Methode fiir die Komprimierung des Grauwertbilds. Sie
verwendet den Kontext, den Grauwert der Pixel vorherzusagen. Der Unterschied zwischen
dem geschétzten und dem aktuellen Wert (der Fehler) wird durch den arithmetischen Code
codiert. Die Laplacesche Verteilung wird benutzt, um die Wahrscheinlichkeit des Fehlers zu
schitzen. Diese Methode enthélt vier getrennte Schritte: (1) Auswahl der Pixel, (2) Vorhersa-
ge (Bildmodellierung), (3) Fehlermodellierung und (4) arithmetische Codierung der Fehler.
Die MLP komprimiert das Bild Ebenenweise und progressiv, und die zu komprimierenden
Pixel in jeder Ebene haben eine eigene, bestimmte Reihenfolge. Bei der MLP muss das Bild

quadratisch sein, und die Pixel pro Zeile (Spalten) miissen eine Potenz von 2 sein. Die Anzahl
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der Pixel, die in der ersten Ebene bearbeitet wird, soll auch eine Potenz von 2 sein. Sei n die
Anzahl der Pixel pro Zeile und Spalten des Bilds und m die Anzahl der Pixel pro Zeile und
Spalten der erst bearbeiteten Ebene, wird die Anzahl der zu bearbeitenden Ebene zu

MaxLevel = 1 + 2(log(n)-log:(m))

Bild 2-7 zeigt die Reihenfolge des ausgewihlten Pixels in jeder Ebene durch ein Beispiel mit

n= 16 und m = 4, wobei B(i,j) der Grauwert eines Pixels in der Zeile i und Spalte j eines Bilds

B ist.
step =n/m
for(L =0; L <MaxLevel; L ++) {
o [TACTe [O[AITT e [TACT @ [O[AID if(lL=0)¢{
OXOXOXOXOXOXOXOX for(i=step/2;i<n;i=1i-+step)
AlOloIOAOIOAIORIOAIOOIO B(i,i) unkomprimiert ausgaben
OXaXIOXOXoXoXoXIoxX jl_min=j2 min = step/2; j1_max =j2_max =1 - step;
DA ENEDERNE belse if( L istungrade ) {
OXOXOXOXOXOXOX(OX (L=
AR EE AR EENREE for(1=0;_1<.n;1=1+stepl). . _
OXIOXIOXIOXIOXIOXIOXIOX Komprlm{erung vom B(i,i) mit 45° gedrehter Gewich-
L ] o e N [ Y o N  tungsmatrix , , ,
OXIOXIOXOXIOX OXIOXIONX Jl_n(nn=J2_m1n=0;]1_max=]2_max=1-step;
ALOIIALOILIALIOLIALIO|] }eflgf(li=step/2'i<n'i=i+step)
?égé?égé?égé?égé Komprimierung vom B(i,i) mit 45° gedrehter Gewich-
tungsmatrix
e I
J1_max =)2 max =1 - step,
CIXICPX X EIR] XTI CIPKIEPX] ] ) r
o: die ausgewihlten Pixel in der 1. Ebene ! ef!(?f(lizo;i <ni=i+step)
e: die ausgewihlten Pixel in der 2. Ebene for(j=0;j<n;j=j+step)

. " . . K imi B(i,j) und B(j,i) mit rhombus-
A: die ausgewdhlten Pixel in der 3. Ebene fo(;:nng;né}eéggcghvt&rlzséggign (1) mit rhombus

X: die ausgewdhlten Pixel in der 4. Ebene j1_min = j/22_min =0;jl1_max =j2 max =1i - step;
. .. . . step = step/2;
O: die ausgewihlten Pixel in der 5. Ebene } P P

H
a) Die ausgewihlten Pixel in jeder Ebene. b) C-artiger Algorithmus fiir die Auswahl der Pixel.

Bild 2-7: C-artiger Algorithmus fiir Auswahl der Pixel und ein Beispiel mit » = /6 und m = 4.

Ein Pixel wird durch einen gewichteten Mittelwert von 16 bekannten Nachbarn ermittelt. Die-
se 16 Nachbarn kommen aus allen fritheren komprimierten Pixeln und bilden eine Rhombus-
form mit 4x4 Pixeln um den zu komprimierenden Pixel. Bild 2-8 a) zeigt die rhombusformi-
gen 16 Gewichtungen. Wenn ein Pixel nah am Rand liegt und dort einige Nachbarn verloren
sind, werden nur die existierenden Nachbarn verwendet. Der gewichtete Mittelwert muss
normalisiert werden. Bild 2-8 b) zeigt einige mogliche Nachbarn. Bild 2-8 c¢) gibt einen C-
artigen Algorithmus fiir die Prognose eines Pixels B(i,j) an.

Sei R die Prognose eines Pixels B(i,j), ist der Prognosefehler gleich £ = R-B(i,j). Wenn die
Graustufe eines Bilds gleich P ist, ist der maximale und minimale Wert von £ gleich P-1 bzw.

—P+1. Die Wahrscheinlichkeit, dass E eintritt, wird durch die Laplace-Verteilung
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;V exp(—\/g|x|) dx

angegeben[SAL 00]. Damit kann man eine Tabelle mit 2P-/ Eintrdgen, wie die Tabelle 2-2,

E+0.5
WV (E) - J.E—O.S

aufgebaut werden. Mit dieser Tabelle kann man jeden Prognosefehler E arithmetisch codie-
ren. Man sollte beachten, dass der Parameter V' in der Laplace - Verteilung die Lénge des Co-

des bestimmt. In [SAL 00] werden mehre Moglichkeiten angegeben.

£ >, Prognose eines Pixels B(i,j) mit rhombusformige
™ \\/ Gewichtung
%%_91_99\9 sw=0; R=0;
N 9 81 9 o for( k1 =0; kl <m; kl++) {
%// 1 81281 1 for( k2 =0; k2 <m; k2++) {
N 9 81 -9 j1 = step/2*(k1-k2) + i;
9 9 j2 = step/2*(k1+k2-m+1) + j;
1 if(j1 min <=j1 <=j1 max &&

j2_min <=j2 <=j2 max ) {
sw = sw +w(kl,k2);

a) 4x 4 rhombusformige Gewichtungsmatrix R = R + w(k1,k2)*B(j1,j2);
o Ol o |00 10 ) J
il )
o) 1 Ol 1O R = R/sw:
o) B sl
€l o X_[o O Prognose eines Pixels B(i,j) mit 45° gedrehter
Gewichtung
R O O
sw=0; R=0;
Q 0 o) for( k1 =0; k1 <m; kl++) {
jl =step/2*(2*k1-m+1) + i;
[0) Q O 0 for( k2 = 0; k2 <m; k2++) {
j2 = step/2*(2*k2-m+1) + j;
Al O IS} @) @) if(jl_min <=jl <=j1 max &&
j2_min <=j2 <=j2 max ) {

sw = sw + w(kl,k2);

O: bearbeitete Pixels in frithen Ebenen R =R + w(k1,k2)*B(j1,j2);
A: der Pixel mit 6 Gewichtungen ) j
X: der Pixel mit vollen Gewichtungen }
. . . R =R/sw;
O: der Pixel mit 9 Gewichtungen
b) Einige mogliche Nachbarn. c¢) C-artiger Algorithmus fiir die Prognose eines Pixels.

Bild 2-8: Die Prognose eines Pixels B(i,])
Wegen der Eigenschaft der arithmetischen Codierung wird die Bedingung der Gleichung (2-
la,b) fiir MLP nicht erfiillt.

2.2.7. DPCM

Unter DPCM versteht man Differential Pulse Code Modulation [SAL 00]. Die DPCM-
Methode basiert auf der Tatsache, dass die benachbarten Pixel in einem Bild korreliert sind.

Da korrelierte Werte im allgemeinen &hnlich sind, sind ihre Differenzen klein und eine Kom-
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pression kann erzielt werden.

Die differentielle Codierungsmethode berechnet die Differenzen d; = a; — a;.; zwischen auf-
einanderfolgenden Datenelementen a; und codiert die Differenzen d;. Im Prinzip kann eine
beliebig geeignete, verlustbehaftete oder verlustfreie Methode verwendet werden, die Diffe-
renzen zu codieren. In der Praxis wird hdufig die Quantisierung, eine verlustbehaftete Metho-

de, verwendet. Die zu codierende Quantitét ist nicht die Differenz d;, sondern eine quantisier-
te Zahl c?l.. Die Differenz zwischen d; und c?i ist der Quantisierungsfehler ¢;. Damit ist d =d;
+ qi'

Die verlustbehaftete Kompression der Differenz stoft auf ein neues Problem, ndmlich die

Fehlerakkumulation. Dies wird leicht verstdndlich, wenn man die Funktion des Decoders be-

trachtet. Der Decoder liest die codierten Werte c;’l. ein, decodiert sie und benutzt die

rekonstruierten Werte 4, statt a; zu generieren. Der Decoder startet mit dem Einlesen von ay.
Dann liest er a71= d; + q; ein und berechnet a, = ay + cg’l =ap+d;+q;=a;+ q;. Der nichste

Schritt ist c;’2= d> + g, einzulesen und a, = a, + 62’2 =a;tq;+d,+q>=a,+q;+ q>zu be-

rechnen. Im allgemeinen ist der decodierte Wert a, gleich a, =a, +Zqi und enthélt die
i=1

Summe der » Quantisierungsfehler.

Der Grund liegt darin, dass der Encoder die exakte Differenz d, aus dem originalen Daten-

element g, erzeugt, wiahrend der Decoder nur unter der Benutzung der quantisierten Differenz

A

d, den rekonstruierten Wert g, generiert. Die Losung ist daher um die Berechnung der Diffe-

renz im Encoder d; = a; — a, , zu modifizieren.
Der Decoder startet nun mit dem Einlesen von ay. Dann liest er d,= d; + q; ein und berechnet
a, =ap+ d, =ap+d; +q;=a;+ q;. Der nichste Schritt ist d,=d, + ¢, einzulesen und a, =

a, + d , = a, Td>+ q>=a>+ q> zu berechnen. Der decodierte Wert a, enthélt genau den ein-
zigen Quantisierungsfehler ¢, und im allgemeinen ist der decodierte Wert a, gleich a, = a;+

g, damit enthélt er nur den Quantisierungsfehler g;.

Beim nédchsten Schritt bei der Entwicklung einer allgemeinen differentiellen Codierungsme-
thode ist der Vorteil zu nennen, dass die zu komprimierenden Datenelemente korreliert sind.
Dies bedeutet, dass ein Datenelement a; nicht nur vom vorhergehenden Datenelement a; ; ab-
hingt, sondern auch von einigen nidheren Nachbarn. Eine bessere Prognose kann daher unter

Benutzung der N vorhergehenden Nachbarn erreicht werden, den aktuellen Wert a; zu codie-
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A

ren. D.h. eine Funktion von &, ;,j =1, 2, .., N, p, = f(a, .4, ,,...a, ) wird benutzt, a;
vorherzusagen. In der Praxis ist eine lineare Funktion von a, ;, die gewichtete Summe der N

vorhergehenden Nachbarn, die hdufigste verwendete Funktion:
N
pi = ZW_/ai—_/ (2.2-6)
Jj=1

wobei w; und N die Parameter der differentiellen Kompressionsmethode sind. [SAL 00] gibt
einige Moglichkeiten zur Bestimmung dieser Parameter an. In der Bildkompression kdnnen
die Nachbarn wie im Bild 2-5 a), b) und Bild 2-6 ausgewihlt werden.

Da die Gleichung (2.2-6) linear ist, wird die Bedingung der Gleichung (2-1a,b) erfiillt, wenn
die Gewichtungen w; unverdndert und die Quantisierungsfehler vernachldssigt werden.

2.2.8. JPEG

JPEG ist die Abkiirzung fiir Joint Photographics Experts Group, eine Arbeitsgemeinschaften
zur Bildcodierung. Sie wurde 1986 gegriindet, um einen Standard zur Codierung von bewe-
gungslosen Farb- oder Grauwertbildern zu definieren. 1989 verdffentlichte sie ein grundle-
gendes Verfahren (Baseline System, s. Bild 2-9). Hierbei handelt es sich um ein verlustbehaf-
tetes, auf der Diskreten Kosinus-Transformation(DCT) basiertes und sequentielles System mit
Huffman-Codes und 8Bit Genauigkeit pro Bildpunkt [STR 00]. Der Standard fiir diese Ver-
fahren wurde 1992 beschlossen. Die Weiterentwicklung des JPEG-Standards fiihrte im Mérz
2000 zur Vorabversion des "JPEG2000"-Standards [ISO 00].

Der Decoder bzw. der Encoder des Baseline Systems bestehen im wesentlichen aus den
Komponenten Transformation, Quantisierung und Codierung.

Durch den instationdren Charakter der Bildsignale variieren die spektralen Anteile eines Bil-
des von Ausschnitt zu Ausschnitt. Somit ist die Zerlegung des Bildes fiir die Berechnung der
DCT sinnvoll. Das zu komprimierende Bild wird in Blocke mit der GroBle §x8 Bildpunkte
zerlegt. Danach erfolgt eine separate Transformation von Zeilen und Spalten fiir jeden Block.
Fiir die Diskrete Kosinus-Transformation (2D-DCT) eines Bildblocks b(x,)) der Dimension
8x8 Pixel [SAL 00] ergibt sich:

B(uv)= 1 Cu )C(V)i 27: b(x,y)cos( (2 + Hun j cos( (2y+1) vnj (2.2-7a)
4 x=0 y=0 16 16
wobei
Clu) = {1/‘5 fir =0 C(v)= {1/ V2 fir v=0 (2.2-7b)
1 fiir u#0 1 fiir v=0

Als Ergebnis der DCT liegen Blocke (Matrix B(u,v)) mit der Dimension 8x8 vor, welche die
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Spektralkoeffizienten enthalten.

Eingang A Ausgang
Encoder Decoder
\

Diskrete Kogmus- Inverse DCT
Transformation

Quantisi Inverser

uantisierer Quantisierer

Kodiermodell Dekodiermodell

Entropie-Encoder Entropie-Decoder
A

Ubertragung

A 4

Bild 2-9: Grundlegendes Verfahren (Baseline System) [HUN 93]

horizontale Frequenz horizontale Frequenz

DC|AC|AC |AC|AC |~ DC |

AC |AC |AC |AC

AC |AC | AC

AC | AC

AC

vertikale Frequenz
vertikale Frequenz
|

) | b)

Bild 2-10: 8x8 Block, a) Position der DCT-Koeffizienten in Abhéngigkeit von der Ortsfrequenz;
b) Zick-Zack-Abtastung der Koeffizienten nach aufsteigenden Frequenzen [STR 00]

Bild 2-10 zeigt, wie die Koeffizienten hinsichtlich ihrer Ortsfrequenz in der Matrix B ange-
ordnet sind. Man sollte bemerken, dass bei diesem Schritt noch keine Datenreduktion oder
Kompression stattfindet.

Fiir die Riicktransformation, Inverse Diskrete Kosinus-Transformation (2D-IDCT), im Deco-
der wird die folgende Formel verwendet:

i i Clu)c(v) B(u,v)cos[ (2u + I)XEJ COS[ (2v+ I)ynJ 229)

16 16

b(xy)=
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Die Koeffizienten der DCT werden entsprechend durch die Gleichung (2.2-9) quantisiert mit
dem Ziel, ihre effektive Wortldnge zu verkiirzen und die Anzahl der Koeffizienten mit dem
Wert 0 zu erhdhen.

q(u,v)= round[MJ (2.2-9)

u,v

Jeder Koeffizient B(u,v) wird durch einen ihm zugeordneten Quantisierungswert Q,, divi-

diert. Das Ergebnis der Division wird auf den nichstliegenden ganzzahligen Wert ¢q(u,v) ge-

rundet. Fiir die inverse Quantisierung der Spektralkoeffizienten E(uv) gilt:

B(u,v)=q(uv)0,, (2.2-10)
horizontale Frequenz horizontale Frequenz

16 |11 |10 | 16 24 |40 |51 | 61 17 |18 |24 | 47 |99 |99 | 99 | 99

12 12|14 | 19 . 26 ' 58 | 60 | 55 18 (21|26 |66 |99 |99 |99 |99

g 14 13|16 |24 | 40|57 | 69 | 56 § 24126 |56 (99|99 |99 |99 |99

E 14 |17 |22 |29 | 51|87 |80 |62 g ;1? 66|99 (99|99 |99 99 99

E 1822 3_?_ ?6 68 (109|103| 77 § 99199 (99|99|99 |99 (99|99

E 24 | 35|55 |64 | 81 |104|113]| 92 E 99199 (99|99 |99 |99 (99|99

49 | 64 | 78 | 87 |103|121(120|101 99 (99|99 |99 99 :‘)9 99 | 99

2) 72| 72|95|98|112/100{103 99 b) 9919999 (99|99 99|99 |99

Bild 2-11: Matrizen mit Quantisierungswerten fiir Luminanz (a) und Chrominanzen (b) [STR 00]
Die Quantisierungswerte Q,, sind in einer Tabelle abgelegt. Innerhalb des JPEG-Standards
[ISO 94] werden fiir die Luminanz und die Chrominanzen Tabellen vorgeschlagen (s. Bild 2-
11). Bei Grauwertbildern wird nur die Luminanz-Tabelle verwendet, bei Farbbildern die dem
Farbkanal zugehorige Tabelle.
Die Wahl der Werte fiir die vorgeschlagenen Tabellen erfolgt unter Beriicksichtigung der
menschlichen Wahrnehmung [STR 00]. In einer Testreihe wurde fiir jeden Koeffizienten ein
mittlerer Quantisierungswert ermittelt, bei dem die Verdnderung des Koeffizienten im riick-
transformierten Bild noch nicht zu erkennen ist. Da die Quantisierungstabellen variabel sein
konnen, werden sie im Bitstrom des Bildes mit abgelegt. Der meiste Informationsverlust des
JEPGs findet durch dies Quantisierung statt. Jedoch findet die Kompression hier nicht statt.
Bei der Codierung werden der DC-Koeffizent und die AC-Koeffizienten (Ergebnis der DCT)
getrennt behandelt. Bei der Codierung der DC-Koeffizienten geht man davon aus, dass be-
nachbarte Blocke einen dhnlichen Gleichanteil besitzen. Damit kann ein DC-Koeffizent aus
seinem Vorganger vorhergesagt werden (s. Bild 2-12). Codiert wird deshalb nur der erste DC-
Koeffizent und der Pradiktionswert (PREDC) der folgenden Koeffizienten. Die Werte von

PREDC werden in mehrere Kategorien eingeteilt und jeder Kategorie wird ein Codewort
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(undrer Code(s. 2.1.2)) zugewiesen. Die Kategorien werden durch

k =|log,(PREDC]) |+ 1 (2.2-11a)

berechnet. Zusétzlich zum Codewort der Kategorie ist ein PREDC-Wert durch seine Position
innerhalb der Kategorie gekennzeichnet. Dies wird durch

{ PREDC PREDC >0
p =

2.2-11b
PREDC +2¥ — 1 PREDC <0 ( )

bestimmt. Der Code fiir einen PREDC-Wert besteht aus dem Codewort der Kategorie und

dem £-Bit Bindrwert fiir die Position innerhalb der Kategorie.

undrcode(k) bindrcode(p)
Ist z. B. PREDC gleich 1118, wird die Kategorie von 1118 k =|log,(1118)]+1=]10.127| +

1 =10+ 1 =11, und die Position innerhalb der Kategorie wird zu ///8. Das Codewort fiir
1118 st 1111111111010001011110;. Falls PREDC gleich -5 ist, wird die Kategorie von -5
k= |_log 5 (5)J+I =3, und die Position innerhalb der Kategorie wird zu p = —5+7 = 2. Das

Codewort wird zu 110010,.

PREDC = DC, — PRED prep = PG 120
0 i=0
DC PREDC PREDC DC
»(+ + =
| 1-Block- 1-Block- |
7| verzogerung verzégerung [
a) Encoder b) Decoder

Bild 2-12 Modell fiir die Codierung der DC-Koeffizienten

Die AC-Koeffizienten werden entsprechend der in Bild 2.2-10b dargestellten Abtastung in
einen Vektor umgewandelt. Dadurch sind die AC-Koeffizienten hinsichtlich ihrer Ortsfre-
quenz im Vektor geordnet. Da die AC-Koeffizienten nur wenige Nichtnullen enthalten, ist es
sinnvoll, dass eine Kombination der Laufléngen-Codierung (RLE) mit entweder der Huffman-
Codierung oder der arithmetischen Codierung verwendet wird. Fiir jede nicht null vom AC-
Koeffizient x wird der Encoder: (1) alle Null z, die vor x liegen, suchen; (2) die Kategorie k
und die Position innerhalb der Kategorie p von x durch die Gleichung (2.2-11a,b) bestimmen;
(3) das Paar (z, k) als Zeilen- und Spaltenummer fiir die Tabelle 2-4 verwenden; (4) der in der
Tabelle 2-4 gefundene Huffman-Code k-Bit Bindrwert von p anhdngen. Der resultierende
Code ist der Code von x und von der vor x gelegenen z Nullen. SchlieBlich wird die Reihen-
folge letzter Nullen als /010 (EOB) codiert.

Die Codeworttabellen fiir die DC-und AC-Koeffizienten werden im Bitstrom des kompri-
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Table 2-4.1: Die empfohlene Huffman-Codes fiir Luminanz und Grauwertbild der AC-Koeffizienten, Teil 1

N 1 2 3 4 5
0 |00 01 100 1011 11010
11100 11011 11110001 111110110 11111110110
2 11100 11111001 1111110111 111111110100 111111110001001
3 111010 111110111 111111110101 111111110001111 | 1111111110010000
4 111011 1111111000 1111111110010110 | 1111111110010111 | 1111111110011000
5 (1111010 11111110111 I111111110011110 | 1111111110011111 | 1111111110100000
6 1111011 111111110110 1111111110100110 | 1111111110100111 | 1111111110101000
7 [ 11111010 111111110111 1111111110101110 | 1111111110101111 | 1111111110110000
8 111111000 111111111000000 |1111111110110110| 1111111110110111 | 1111111110111000
9 [111111001 IT11111110111110 [ 1111111110111111 | 1111111111000000 | 1111111111000001
10 [ 111111010 1111111111000111 [1111111111001000 | 1111111111001001 | 1111111111001010
11| 1111111001 1111111111010000 [ 1111111111010001 | 1111111111010010 | 1111111111010011
12 [ 1111111010 1111111111011001 [1111111111011010 | 1111111111011011 | 1111111111011100
13 [ 11111111000 1111111111100010 [ 1111111111100011 | 1111111111100100 | 1111111111100101
14 [ 11111111011 IT11111111101100 [ 1111111111101101 | 1111111111101110 | 1111111111101111
15 | 11111111001 IT11111111110101 [1111111111110110 | 1111111111110111 [ 1111111111111000

Table 2-4.2: Die empfohlene Huffman-Codes fiir Luminanz und Grau

wertbild der AC-Koeffizienten, Teil 2

N

6

7

8

9

10

0

1111000

11111000

1111110110

111111110000010

111111110000011

—_

111111110000100

111111110000101

111111110000110

111111110000111

111111110001000

111111110001010

111111110001011

111111110001100

111111110001101

111111110001110

1111111110010001

1111111110010010

1111111110010011

111111110010100

1111111110010101

1111111110011001

1111111110011010

1111111110011011

1111111110011100

1111111110011101

1111111110100001

1111111110100010

1111111110100011

1111111110100100

1111111110100101

1111111110101001

1111111110101010

1111111110101011

1111111110101100

1111111110101101

1111111110110001

1111111110110010

1111111110110011

1111111110110100

1111111110110101

1111111110111001

1111111110111010

1111111110111011

1111111110111100

1111111110111101

O | 0 | || N |~ |W |

1111111111000010

1111111111000011

1111111111000100

1111111111000101

1111111111000110

—_
(=]

1111111111001011

1111111111001100

1111111111001101

1111111111001110

1111111111001111

—_—
—_

1111111111010100

1111111111010101

1111111111010110

1111111111010111

1111111111011000

—
[\

1111111111011101

1111111111011110

1111111111011111

1111111111100000

1111111111100001

—_
W

1111111111100110

1111111111100111

1111111111101000

1111111111101001

1111111111101010

—_
N

1111111111110000

1111111111110001

1111111111110010

1111111111110011

1111111111110100

15

1111111111111001

1111111111111010

1111111111111011

1111111111111101

1111111111111110

mierten Bildes ohne

zusétzliche Informationsreduktion fehlerfrei und optimal komprimiert

abgelegt. Im JPEG-Standard werden fiir die Tabellen Vorschldge gemacht. Jeder Anwender
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kann aber selbst bei Bedarf einen Huffman-Code konstruieren, um eine optimale Kompressi-
on zu erreichen. Als ein Beispiel betracht man die quantisierte Reihenfolge

801600010---0,
——

56

wobei 8§ der DC-Koeffizient ist und der Rest AC-Koeffizienten sind. Die Kategorie und die
Position innerhalb der Kategorie fiir § sind 4 bzw. 8. Also ist der Code fiir 8§ 1/1101000,. Der
erste nicht null AC-Koeffizient ist /. Es gibt eine Null vor ihm. Die Kategorie und die Posi-
tion innerhalb der Kategorie fiir / sind / bzw. /. Der Huffman’s Code fiir / ist //00,. Damit
ist der Code fiir / 1100|1,. Der zweite AC-Koeffizient ungleich Null ist 6. Es gibt keine Null
vor ihr. Die Kategorie und die Position innerhalb der Kategorie fiir 6 sind 3 bzw. 6. Der Huft-
man’s Code fiir 6 ist /00,. Damit ist der Code fiir 6 100|110,. Der dritte AC-Koeffizient
ungleich Null ist wieder /. Aber es gibt 3 Nullen vor ihm. Die Kategorie und die Position in-
nerhalb der Kategorie fiir / sind / bzw. /. Der Huffman’s Code fiir diese 7 ist //1010,. Damit
ist der Code fiir diese / 111010|1;. Die restlichen Nullen werden als /010 codiert. Fassen wir
alle zusammen, wird der Code fir 801600010---0 zu 1111010001100110011011101011010:,

56
eine 31-Bit Binérzahl sein. Wenn das Bild §-Bit Grauwerte hat, benétigt man 64x8 = 512 Bits
fiir das originale Bild. Nun erreicht die Kompressionsrate fiir JEPG 76,5 und ist sehr beein-
druckend.

Man sollte beachten, dass die Datenreduktion nur durch die Codierungsmethode im Codie-
rungsschritt stattfindet. Anhand der Eigenschaften der RLE und Huffman-Codierung wird
JEPG die Bedingung der Gleichung (2-1a) nicht erfiillen.

2.3. Zusammenfassung und Bewertung

In der Bildverarbeitung wird die Datenreduktion in den meisten Félle durch neue Codierungs-
techniken erreicht. Diese Codierungstechniken reduzieren oder beseitigen die Redundanz im
normalen bindren Code. Aber diese Codierungstechniken sind meist nichtlinear und kénnen
die Bedingung in der Gleichung (2-1a,b), die fiir Anwendung in adaptiven mechanischen Sys-
teme notwendig ist, nicht erfiillen. D.h. die Datenreduktionstechniken in der Bildverarbeitung
konnen nicht direkt in adaptiven mechanischen System verwendet werden.

Die einzige Methode, welche die Bedingung in der Gleichung (2-1) einigermalen erfiillt, ist
Differential Pulse Code Modulation. Im reduzierten Raum sind jedoch die Pixel (Anzahl der
Sensoren und Aktoren) nicht weniger als im originalen Raum. Das bedeutet, dass der Regler-
entwurf im reduzierten Raum genau so schwer wie im originalen Raum wird. Damit kann
diese Methode uns nicht weiter helfen.

Interessant ist aber der Ansatz der diskreten Kosinus-Transformation im JEPG. Obwohl der
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Ansatz der DCT im JEPG nicht zu einer Datenreduktion fiihrt, kann man durch Umformen
der Gleichung (2.2-7) und (2.2-8) dieses Ziel erreichen. Rechnet man die Gleichung (2.2-7a)
aus, und ordnet man b(x,y) und B(u,v), x, y, u, v, = 0,...,7, als einen Vektor b = [b(0,0),...,
b(7,0),b(0,1),...b(7,1),....b(0,7),....b(7,7)]" bzw. B = [B(0,0),....B(7,0),B(0,]),...B(7,]),
...B(0,7), ..., B(7,7)]" um, kann die Gleichung (2.2-7a) zu

B=Wbh (2.3-1)

werden, wobei die Berechnung von W in Bild 2-13 angegeben wird.

for (v=0;v<8; v++) {
for (u=0;u<8;utt+){
for (y=0;y <8 y++) {
for (x=0; x=8; x++) {
ifu==0,C=1/\2;else C, = I;
ifv==0,C,= 1/\/5; else C=1;
W(8*vt+u,8*y+x)=1/4*C*Cr*cos((2*y+1)*v)*n/16)*cos((2*x+1)*u*n/16);
H
H
H
H

Bild 2-13: C-artiger Algorithmus fiir Berechung der Matrix W
Ebenfalls kann der Gleichung (2.2-8) zugeordnet
b=w'B (2.3-2)
werden. Bei der Umordnung der Quantisierungsmatrix (Bild 2-11) in die Bildpixel kénnen
alle Nullen nach der Quantisierung weggelassen werden und die Daten werden reduziert, ohne

irgendeine Codierungstechnik zu brauchen.

136|131 |135|139|135|138|139| 145 1117\ 6 | 5 | -6 | 7| 4 | -1]-5
139|146 | 132|146 | 135|133 | 138|134 -2 0|4 | 5|7 |-5|-7]|2
148 | 145|140 | 144|148 132|134 | 149 10 | -7 | -5 |-12| -2 |6 | 2 |-7
149 | 145|142 (132137 |137|139 143 4 | -8|-3]13|4]6]|2]-3
149|140 |132|139|150| 146 | 145|130 3414 ]111]0 1 4 16
141 | 137|144 |145|131|133|134|149 3 4|13 |1-6|-7|-2]|7]2
132|143 |146|146|133 | 146|144 | 135 1 216 |-11]15]-3] 8 | 4
139 135|143 144|132 |134| 135|143 7 3 1-10112]1 0 | -1] 4] 3
a) Originale Pixels b) Nach DCT

70 |1 1 0 |0 |0 |0 |0 Wert:  70,-1,1, -1, 1, -1

0 0 |06 40 |0 0 |0 10 Index 0, 2,9,11,17,27

-1 |-1 |0 |[-1 |0 |O |0 O

0 0 0 0 0 0 0 0 d) Nach Umordnung

0O |0 |0 |0 |0 |O |O |O

0O |0 |0 |0 |0 |O |O |O

0O |0 |0 |0 |0 |O |O |O

0O |0 [0 |0 |0 |O |O |O

c¢) Nach Quantisierung

Bild 2-14: Beispiel fiir Umordnung. Nach Umordnung wird die Reihenfolge der Pixels nach Spalten
erzahlt. a) Originale Pixels. b) DC- und AC-Koeffizienten. ¢) Die Koeffizienten nach Quantisie-
rung. d) Die Koeffizienten ungleich Null und ihren Indizes.
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Bild 2-14 zeigt ein Beispiel. Bild 2-14 a) zeigt die originalen Pixel. Nach der Umordnung
wird die Reihenfolge der Pixel nicht in 2-D berechnet, sondern in 1-D und zwar spaltenweise
von oben nach unten gezdhlt. Bild 2-14 b) und c) zeigen die DCT-Koeffizienten und die Ko-
effizienten nach der Quantisierung. Die Werte sind gleich denjenigen, die durch Gleichung
(2.2-7) und (2.2-9) berechnet werden. Aber nur die Reihenfolge wird wie in Bild 2-14 a) ge-
zihlt. Bild 2-14 d) zeigt die Werte, die nicht gleich Null sind, und ihre Indizes. Nun muss man
nur noch diese Werte speichern. Wenn man je §-Bit fiir den Wert und 6-Bit fiir den Index
benutzt, bendtigt man 6x8+6x6= 84 Bit fiir dieses Beispiel. Die Kompressionsrate ist 6, /0.
Zwar ist die Kompressionsrate niedriger als bei JEPG, aber auf diesen Art und Weise werden
die mathematischen Operationen im reduzierten Datenraum erlaubt, weil die durch die Codie-
rungstechniken eingefiihrte Nichtlinearitét hier nicht mehr existiert.

Die DCT gehort zu den sogenannten orthogonalen Transformationen. Es gibt noch viele
Transformationen, die zu dieser Kategorie gehdren: Wavelet-Transformation, Karhunen-
Lo¢ve-Transformation, Modaltransformation in der Mechanik, usw.. Die Basisfunktionen (W
in Gleichung (2.3-1)) dieser Transformationen sind miteinander orthogonal, d.h. die inneren
Produkte der Spalte i und Spalte j sind gleich Null. Fiir die DCT sind die Basisfunktionen der
Kosinus mit verschiedenen Frequenzen. Fiir Wavelet-Transformationen sind die Basisfunk-

tionen die Funktionen, welche die folgende Bedingung erfiillen [BUR 98]

w, ,(x)= a%w(a_mx —nb)

wobei a und b konstant sind, und w(x) heillit Wavelet oder Mutterfunktion. Das bekannte Wa-
velet ist das Haar-Wavelet [HAA 10], das Meyer-Wavelet [MEY 93] und das Daubechies-
Wavelet [DAU 88], das in JEPG-2000 verwendet wird. Da die Basisfunktionen der DCT- und
Wavelet-Transformation durch die vorgegebenen Funktionen festgelegt ist, ist es schwer oder
unmoglich, eine optimale Transformation fiir individuelle interessante Bilder (Formen in un-
serer Formkontrolle) zu finden. Deshalb werden wir diese beiden in dieser Arbeit nicht weiter
verfolgen.

Die Basisfunktionen der Modaltransformation in der Mechanik sind die Eigenmoden. Die
Eigenmoden beschreiben die Eigenschaften der mechanischen Systeme und hingen haupt-
siachlich von der Randbedingen der mechanischen Systeme ab. Die Basisfunktionen der
Karhunen-Loéve-Transformation sind nicht fest vorgegebene Funktionen, sondern durch Bei-
spiele ,,gelernte. Dies gibt die Moglichkeit, eine optimale Transformation fiir individuell
interessante Bilder (Formen in unserer Formkontrolle) zu machen. Im weiteren Kapitel dieser

Arbeit werden diese beiden intensiv untersucht.
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3. Datenreduktions- und Erweiterungstechnik in adaptiven me-

chanischen Systemen

Die Bewegung eines mechanischen Systems kann durch Anwendung der FEM (s. Anhang A

und B) mit dem Differentialgleichungssystem

Mx + Dx + Kx = Fu
y=Cx

(3-1)
beschrieben werden, wobei M, D, und K die Massen-, Ddmpfungs- und Steifigkeitsmatrizen
(nxn) sind. x ist der (nxI) Verschiebungsvektor der FEM. Dieser wird spiter auch als Zu-
standsvariable™' bezeichnet. C ist die Messmatrix (mxn), F die Steuermatrix (nxp), y die
MessgroBen (nxI) und u die StellgroBen (px1). n ist die Anzahl der Freiheitsgrade des me-
chanischen Systems, m die Anzahl der Sensoren und p die Anzahl der Aktoren.
3.1. Modal-Entwicklung
Wie im kontinuierlichen Fall konnen die Eigenmoden und die Eigenfrequenzen durch die
Losung des allgemeinen Eigenwertproblems

KP=M¥2 mit ¥¥Y=I, wMy=m;, w'Ky=k,i=1,.n (3.1-1)
berechnet werden, wobei £2 eine diagonale Eigenfrequenzmatrix ist und ¥ die Eigenmoden

enthdlt. In der Mechanik werden iiblicherweise die Eigenmoden mit den Massen normiert.

D.h.
o=wlw mw| -w diagn(\/m_i_lj (3.1-2)

Fiihrt man die sogenannte modale Transformation

x=@®qg oder x=%q (3.1-3)
durch, setzt sie in die Gleichung (3-1) ein, berilicksichtigt die Ddmpfung und multipliziert
links mit ¥ " oder @, wird die Gleichung (3-1) zu

g, +2C,04; +(0i2qi = (DiTF”

y=Caogq

oder ,i=1,...n (3.1-4)

mgq,+dq, +kq, = V/iTF”

y=C¥q

Hier heif3t g; die verallgemeinerte oder modale Koordinate des Eigenmode i und ¢; die modale

! Hier wird der Begriff der Zustandsvariable unterschiedlich zur Regelungstechnik verwen-

det.
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Déampfung des Eigenmode i. Durch die modale Transformation wird das mechanische System
entkoppelt.

Die Modaltransformation wird weitergehend in der Schwingungsunterdriickung angewendet
[BAL 78][MEI 85][SHA 91][THO 93][FUL 96][GAW 96][HANS 97]. Es soll analysiert
werden, ob die Modaltransformation auch sinnvoll in der Formkontrolle verwendet werden

kann?

7

7

Bild 3-1: Eine schematische Darstellung der Formkontrolle
u = Uyl(¢) sind die Stellgrofen, die auf ein mechanisches System, z.B. ein einseitig fester
Balken (s. Bild 3-1), wirken, wobei /(¢) die Sprungsfunktion ist. Die Antworten des mechani-
schen Systems auf die StellgroBBen werden anhand der Gleichung (3.1-4) und (c-2) durch

FU, n
_Z["WP, +ydyn(mjt)]22(ci<l>,-47+ydy"(®jf)l i=lem o (3.1-59)

J =1

dargestellt. ¢; ist die i-te Zeile der Messmatrix C. ydy "(o;?) ist der dynamische Teil der Antwor-

dyn

ten. Je nachdem welche GroBe §; annimmt, hat y™"(w;f) drei verschiedene Formen (s. Glei-

chung (c-2)). Durch Umformen wird die Gleichung (3.1-5a) zu
Zcq) q; +Zy”’y”(w t) i=1:,m (3.1-5b)

Der erste Term in der Gleichung (3.1-5b) ist die statische Form des mechanischen Systems
nach der Einwirkung der StellgroBen. Der zweite Term ist die dynamische Antwort auf die
Einwirkung der StellgréBen, der nach gewisser Zeit verschwinden wird. Es ist deutlich, dass
die statische Form eine lineare Kombination der Modalkoordinaten ist.

Das Ziel der Datenverdichtung ist, die Messgrof3e y zu reduzieren. Es erscheint zweckmaBig,
die Modalkoordinaten ¢ bzw. entsprechende Ndherungen als komprimierte GréBen anzuse-
hen, da sie weitgehend entkoppelt sind und nur iiber die Eingangsgroflen gemeinsam beein-
flusst werden.

3.1.1. Modalreduktion

In Analogie zur Modellreduktion wird der Begriff von dominanten Modalkoordinaten einge-

fiihrt
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g =lg’q", | und @ =[0 @, ] (3.1-6)

Bei der komprimierten Beschreibung sind nur noch v dominante Modalkoordinaten, die der
Vektor ¢, enthidlt, von Bedeutung. Es gilt
y=Cb q +CP, _ q, . (3.1-7)

Néhrungsweise soll sich ¢, aus y errechnen lassen, d. h.

4,=Ry (3.1-8a)
mit R (vxm) als Transformationsmatrix. Die rekonstruierten Messgroflen y erhélt man zu

y=S8gq, (3.1-8b)
bzw. genédhert

y=S¢q, (3.1-8¢c)

S ist gleichfalls die entsprechende Transformationsmatrix (mxv). Die Matrizen R und S sind
jetzt geeignet zu bestimmen. Dabei soll vorausgesetzt werden, dass fiir ¢, nur die Ndherung
¢, nach Gleichung. (3.1-8a) zur Verfiigung steht.

Durch Einsetzen erhélt man:

4§=R y=RC® q +RCD, gq, (3.1-9a)

und

y=8§,=SRCb q,+SRCD,_q, (3.1-9a)

Bei fehlerfreier Rekonstruktion miisste gelten:

RCD =1, (3.1-10a)
RC®, =0, (3.1-10b)
SR=1, (3.1-10c)

wobei I, die (x x x) Einheitsmatrix ist. Die Gleichungen (3.1-10a...c) kénnen jedoch im all-
gemeinen Fall nicht gleichzeitig erfiillt werden. Deshalb sollen nachstehend einige ausge-
wihlte Losungen nidher untersucht werden.

Allgemein wird dabei entsprechend den Eigenschaften mechanischer Systeme vorausgesetzt:

v<m (3.1-11)

Variante 1
Die Gleichung (3.1-10b) wird weggelassen. Dabei ist vorausgesetzt, dass die nicht dominie-
renden Modalkoordinaten nur einen geringen Einfluss auf das Ergebnis haben, und der zweite

Term in Gleichung (3.1-7) praktisch verschwindet. Setzt man weiterhin voraus, dass ¢, nur
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unbedeutend von ¢, abweicht, folgt unmittelbar aus Gleichung (3.1-7) durch Vergleich mit
Gleichung (3.1-8b) fiir den Idealfall y =7y .
S=CP, (3.1-12)

Da in sinnvollen Fillen m > v gilt, ist Gleichung (3.1-10a) unterbestimmt. Eine allgemeine
Losung kann angegeben werden. Damit steht auch R zur Verfiigung. In dieser Arbeit wurde
eine Losung von [MATLAB] verwendet (Faktorisierung durch Householder Orthogonalisie-

rung mit Spaltenpivotisierung).

Variante 2
Als Nidherung soll weiterhin gelten wie in Variante 1

S=Co,

Es soll Gleichung (3.1-10a) gelten. Weiterhin werden fiir m < n die ersten m; - v Gleichungen
aus Gleichung (3.1-10b) ausgewdhlt, wobei m; < m ist. Es folgt ein eindeutig oder ein liberbe-
stimmt zu 16sendes Gleichungssystem fiir R:

R[c®, Co |=]I,0 (3.1-13)

vme—vJ

wobei C®_den ersten m; - v Spalten von C®,_ entspricht. Gilt m > n, kann man aus Glei-

chung (3.1-10a) und Gleichung (3.1-10b) bis zu n Variablen eine eindeutige Losung finden.

Die restlichen m - n Variablen werden auf Null gesetzt.

Variante 3
Jetzt sollen Gleichung (3.1-10a) und Gleichung (3.1-10b) im quadratischen Mittel erfiillt wer-

den. Man erhélt nach einigen Umformungen:

R=[1,0,, ] (CoY (co(ca) )’ (3.1-14)

VXn—vy

Ahnlich folgt fiir § unter Benutzung von R durch Approximation von Gleichung (3.1-10c) im
Sinne der Methode der kleinsten Quadrate.

SRR”= R” oder S = R"(RR" )" (3.1-15)

Die drei Varianten kann man durch die gewichtete Methode der kleinsten Quadrate zusam-
menfassen.

RC® w=|I,0

v VXn—v ]

W (3.1-16)

In Gleichung (3.1-16) ist w eine (nxn) diagonale Gewichtsmatrix. Fiir Variante 1 sind die ers-
ten v diagonalen Elemente von w gleich 1 und der Rest gleich 0. Fiir Variante 2 sind die ersten

m; diagonalen Elemente von w gleich 1 und der Rest gleich 0. Fiir Variante 3 sind alle diago-
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nalen Elemente von w gleich 1. Natiirlich konnen beliebige x < m von n Eigenmoden ausge-
wihlt werden, wenn man sich fiir diese Eigenmoden besonders interessiert.

Die Losung der Variante 1, R, enthilt nur v Spalten, die nicht null sind. Dies bedeutet, dass
nur diesen v Spalten zugeordnete Sensoren Bedeutung fiir die Berechnung der Modalkoordi-
naten haben. Dies deutet eine Moglichkeit an, fiir interessante Eigenmoden die bendtigten
Sensoren geeignet zu platzieren.

In der Variante 2 und 3 werden alle Sensorinformationen verwendet. In Variante 2 enthélt die

i-te dominante GroBe ¢,, i = 1, ..., v, den i-ten Eigenmode und alle nicht ausgewihlten n-m;

Eigenmoden. Man sollte beachten, dass die Losung der Variante 2 (R) nur m; Spalten enthélt,
die nicht null Elemente sind, wenn m; < m ist. In Variante 3 enthilt die i-te dominante Grofle

¢, im allgemeinen alle Eigenmoden.
3.1.2. Modalerweiterung

Durch die Datenreduktion erhdlt man v dominante Modalkoordinaten. Aber nur v modale
StellgroBen konnen durch die erhaltenen Modalkoordinaten bestimmt werden. Deshalb ist es
noétig, einen Algorithmus zu finden, der die v modalen StellgréBen auf p Aktorsignale im rea-
len Raum erweitert. Anhand des Prinzips der unabhidngigen modalen Regelung soll die Trans-

formationsmatrix 7T (pxv)

D'FT =1, (3.1-17a)

@ FT=0 (3.1-17b)

n—VXy

sein. Analog zur Reduktion gibt es auch drei Varianten fiir die Erweiterung, ndmlich

Variante 1
Auflésung der Gleichung (3.1-17a) unter der Benutzung der Faktorisierung durch Househol-

der Orthogonalisierung mit Spaltenpivotisierung.

Variante 2
Auflosung der Gleichung (3.1-18)
&d'F 1
v T — v 3 . 1 - 1 8
LDKF} o ] oD

wobei x undominante Modalkoordinaten mit v + x = p; sind und p; < p.

Variante 3
Auflésung der Gleichung (3.1-17a) und (3.1-17b) mittels der Methode der kleinsten Quadrate.

Diese drei Varianten kann man auch zu
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I
w(bTFT:w{ ' } (3.1-19)

vereinen. Die Auswahl der Gewichtung ist analog der Vorgehensweise bei der Reduktion.

Auf diese Art und Weise kann das System (3-1) zu:

q + ZZV‘qu + ‘szq :ds\?FTr umd

(3-1a)
4=RC® q

umgeschrieben werden, wobei u,, und ¢ die StellgroBen bzw. die verdichteten Messgrofen

im Modal-Raum sind. R, und T sind die Reduktions- bzw. Erweiterungsmatrix mit den je-
weiligen Varianten. Nun hat man den Systemeingang und -ausgang reduziert. Das System (3-
l1a) ist auch entkoppelt und die Zahl der Freiheitsgrade des Systems wird reduziert. Alle Reg-
lersynthesen fiir einschleifige EingroBenregelsysteme konnen hier verwendet werden. Wie

viele verdichtete Messgroflen notwendig sind, wird uns im néchsten Kapitel beschéftigen.

3.2. Karhunen-Loéve-Entwicklung

Die Karhunen-Loéve-Entwicklung (KLE) wurde in den 40iger Jahren des letzten Jahrhunderts
unabhingig voneinander von Karhunen [KAR 46] und Loéve [LOE 48] fiir die optimale Rei-
henentwicklung eines stochastischen Prozesses entwickelt. Obwohl auler dem Messrauschen
der Regelungsvorgang in der Formkontrolle nicht stochastisch ist, kann die KLE sinngemé&f

verwendet werden.

Betracht man einen beliebigen, durch einen Vektor peR" dargestellten Punkt in einem »n di-
mensionalem Raum, kann man immer beliebig viele Koordinatensysteme, also eine Menge
von n orthogonalen Basisvektoren w,eR" y = I,...,n, finden, mit denen dieser Punkt be-

schrieben wird.

p=Yaw,=Wa und a=W'p (3.2-1)
u=1

Der Vektor w, wird als Basisvektor der KLE bezeichnet. Der Rekonstruktionsfehler € mit v
Basisvektoren w, 1 = 1,...,v, wird wie folgt definiert.
n v 2 n 2
e=(p-p)(p-p)= (Zaﬂwﬂ - Za#wﬂj = [ ZaﬂwﬂJ (3.2-2)
=1 u=I u=I+v

Die Aufgabe der KLE ist es nun, ein solches Koordinatensystem zu finden, dass fiir eine vor-
gegebene Menge von Punkten, P = [p’, p°...., p'] im n dimensionalen Raum der Rekonstruk-
tionsfehler

e=S(p =P ) (P -p )= Swa Yatw, =3 Y(at ) =3 wiC,w, (3.2-3)
k=1

k=1 u=I+v pu=I+v k=1 pu=I1+v u=I+v
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bei vorgegebenem v moglichst klein wird. Minimiert man den Rekonstruktionsfehler nach
Gleichung (3.2-3) durch die Losung der entsprechenden Eigenwertgleichung (Gleichung
(3.2-4)),

Cpwyu=Ayw, mit W=[w1w2...w,,] (3.2-4)

erhilt man die gewiinschte Transformationsmatrix W und die Eigenwerte A, sowie den Re-
konstruktionsfehler

o= Z 2, (3.2-5)

u=I1+v

wobei C, die Korrelationsmatrix der Punktmenge P mit C,=PP" ist und W' W=I. Man be-
zeichnet die Elemente von a als Karhunen-Loéve-Koeffizienten oder Karhunen-Loéve-

Koordinaten (KLK). Diese Koordinaten konstruieren den sogenannte Karhunen-Loéve-Raum
(KLR).
3.2.1. Reduktionstechnik mit der Karhunen-Loéve-Entwicklung
Die einfachste Weise bei der Verwendung der KLE fiir die Formkontrolle ist das Durchfiihren
der KLE direkt im Ein- und Ausgangsraum. Man nimmt an, dass eine repriasentative Menge
der interessierenden gemessenen Daten Y= [y,ya...y1] (mx[) zur Verfligung steht. Diese Daten
konnen die Solldaten und/oder die Deformation wegen einer Storung sein. Sie konnen auch
die stationdren Werte und/oder eine Periode der dynamischen Werte sein. Dann l4sst man sich
die Transformationsmatrix der KLE

Ws =[wmws.mws] (3.2-6)
in iiblicher Weise ermitteln [KAR 46][LOE 48]°~. s ist dabei die gewdhlte Lange der Reihen-
entwicklung der Gleichung (3.2-1) bei vorgegebenem Rekonstruktionsfehler e.
3.2.2. Erweiterungstechnik mit der Karhunen-Loéve-Entwicklung
Auf diese Weise hat man nur den Systemausgang, aber nicht den Systemeingang reduziert.

Wie in der Modalreduktion erhédlt man S KLK nach der Reduktion und nur S Stellgréen im

KLR konnen durch die erhaltenen KLK bestimmt werden. Deshalb ist es auch notig, eine Me-

32 Schritt 1: Bilden der Korrelationsmatrix der interessierenden gemessenen Daten
C, =YYy
Schritt 2: Berechnen der Eigenvektoren und Eigenwerte von C, (Gleichung 3.2-4)
Schritt 3: Sortieren der Eigenwerte und der entsprechenden Eigenvektoren nach absteigen-
der Reihenfolge
Schritt 4 Wahl der Linge der Reihenentwicklung anhand der Gleichung (3.2-5) und des

vorgegebenen Rekonstruktionsfehler e.
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thode zu finden, die die S KLE-Stellgr6en zu p StellgroBBen im realen Raum erweitert. Es ist
offensichtlich, dass man die gleiche Matrix Wj nicht einfach benutzen kann, um die S Stell-
groBen uy im KLR wieder in die StellgroBen u im realen Raum zuriickzutransformieren.
Folglich bendtigt man eine Methode, welche die Transformationsmatrix 7 bestimmt, um den
Regelkreis zu schlieBen. Wie man die Matrix konkret bestimmen kann, wird uns auch im

nichsten Kapitel beschiftigen.
Auf diese Art und Weise kann das System (3-1) zu:
MX + DX + KX = FTuy,

(3-1b)
a=wlcx

umgeschrieben werden, wobei u,, die Stellgrofen im KLR sind. @ sind die verdichteten

MessgroBen oder KLK.

Jetzt hat man den Systemeingang und -ausgang reduziert. Aber das System (3-1b) ist immer
noch gekoppelt und die Zahl der Freiheitsgrade des Systems wird nicht gedndert. Die bekann-
ten Reduktionsmethoden (siche Abschnitt 1.2.1 und C.8) konnen hier selbstverstandlich ver-
wendet werden, um die Freiheitsgrade des Systems zu reduzieren. Da das System gekoppelt
ist und mehrere Einginge und mehrere Ausginge hat, muss man fiir die Reglersynthese H”-
Regler verwenden (siehe Abschnitt 1.3.2 und C.11).

3.3. Zusammenhang zwischen Modal- und Karhunen-Loéve-Entwicklung

Anhand der Gleichung (3.1-4) konnen die MessgroBen eines mechanischen Systems beschrie-

ben werden als

y(s,,t) i(pi(sl)‘h(t)
y(s,t): = - N (33-1)

Y(s,.t) i(p,-(sm)q,(t)

wobei @,('s; ) der Wert des i-ten Eigenmode an der j-ten Sensorstelle ist. Man sollte beach-

ten, dass @,(s;)=c,Q, ist"?, wobei ¢; die j-te Zeile der Messmatrix C ist. Die verdichtete

GroBe a; der KLE wird zu
ay=lw (s, ) (s, s, = 3w (53 0,05, )a,(1)
k=1 i=1
wobei w; die j-te Spalte der Matrix Wjist. Vertauscht man beide Summen, und definiert man

a, = ij(sk)(pi(sk), erhélt man
k=1

33 Falls der Sensor als ein Punkt betrachtet wird, ansonst ist diese Gleichung eine Naherung.
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a; =2 a,q,(t) (3.3-2)
i=1

Das bedeutet, dass die KLK eine lineare Kombination der Modalkoordinaten sind. Jede KLK
enthdlt alle Modalkoordinaten.
Die stationdiren Werte der Modalkoordinaten ¢* konnen durch

q" =Q7d" (a)u” (3.3-3)
dargestellt werden, wobei @ (a) der Wert der Eigenmoden an den Aktorstellen ist. Setzt
man die Gleichung (3.3-3) in die Gleichung (3.3-1) ein, erhélt man die stationdren Messgro-
Ben zu

y' =®(s)Q7 D" (a)u” (3.3-4)
Wihlt man die StellgroBen u so, dass die stationdren Werte u’' = IU, sind, wobei U, die Amp-
litude(eine skalare Konstante) von u ist, wird die Gleichung (3.3-4) zu

Y=&(s)Q ®"(a)U,

Bildet man die Korrelationsmatrix von ¥, ergibt sich

YY' =@(s)Q7 " (a)d(a)Q D" (s)U; (3.3-3)
Multipliziert man rechts mit @('s ), wird die Gleichung (3.3-5) zu

YY'®(s)=d(s)Q2 D" (a)D(a)Q7 D" (s)D(s)U; (3.3-6)
Beim Vergleich mit einer Matrixdarstellung der Gleichung (3.2-4) bei der Berechnung der
KLE:

YY'W =WA,
kann man feststellen, dass die Transformationsmatrix der KLE W gleich den Eigenmoden &
ist, wenn @(s) und @(a) zueinander orthogonal sind. Dies wird erfiillt, wenn die Anzahl
der Sensoren und Aktoren gleich der Anzahl der Freiheitsgrade ist. Daraus folgt, dass in der
Praxis die durch die stationdren MessgroB3en mit den Eingaben u = Uyl I(¢) berechnete Trans-
formationsmatrix W der KLE eine Approximation der Eigenmoden der mechanischen Syste-
me ist.
3.4. Simulationsergebnisse
Das Simulationsobjekt ist ein einseitig befestigter Balken. Bild 3-2 zeigt die Skizze des Simu-
lationsaufbaus. 10 Piezoplatten (10x10mm) werden als Aktoren verwendet. 10 Dehnungs-
messstreifen (6.35(effektive Lange)x2.72 mm) und die z-Koordinaten der Mittelpunkte des

Dehnungsmessstreifen werden als Sensoren benutzt. Das Material des Grundkorpers ist Mes-

sing. Die Materialkonstanten sind in Tabelle 3-1 aufgelistet.
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Zur Einschitzung des vorgestellten Reduktionsverfahrens ist eine quantitative Fehlerbewer-
tung erforderlich. Auf diese Weise ldsst sich auch die Mindestzahl v der reduzierten Daten

bestimmen. Wir fithren ein:

Rekonstruktionsfehler: E =y-y= (I - SR) y (3.4-1)
Reduktionsfehler: E,=q,-q9,=q,—RC® q (3.4-2)
5 mm 10 mm

7

AZ
7
/ P 145 mm |
Ve
BT
——  Piezoplatten als Aktoren m  DehnungsmefBstreifen als Sensoren

Bild 3-2: Skizze des Simulationsaufbaus

Tabelle 3-1: Die Materialkonstanten von Messing und Piezokeramik

Messing:

E-Mod.(N/m?) 1.12x10"
Querkontraktionszahl 0.333
Piezokeramik:

Elastik: (N/m?) Piezoelektrik:(N/Vm) | Dielektrik: (C/Vm)
cip | 1.076x10" | ¢35 | 1.004x10" ers 12.0 ki | 1.98x10”
¢ | 6.312x10" | cu | 1.962x10" ex3 15.1 K33 2.10x107
ci3 | 6.385x10" | ce |2.224x10" €31 -9.6

Weiterhin definiert man entsprechende Skalarmaf@stibe als Mittelwert liber die Komponenten

und die Zeit.
1% oz )2
e, =|—|ly-J| dtJ (3.4-3)
d (mT!
1% Y ]2
&, =—=1l4,—q.| dat (3.4-4)
! [VT‘([

Diese lassen sich durch Bezug auf den Effektivwert des unverfalschten Vektors auch leicht als

relative GroBen angeben.
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Obwohl bei Verwendung der Gleichung (3.2-5) die Mindestzahl v der reduzierten Daten fiir
die KLE bestimmt werden kann, wird die Gleichung (3.4-3) im Simulationsbeispiel verwen-
det, um die Ergebnisse mit der Modalreduktion zu vergleichen.

Um die Transformationsmatrix Wg gewinnen zu konnen, wird zunéchst jeder Aktor individu-
ell mit 200V Spannung beaufschlagt und jeder stationdre Wert gemessen und die Korrela-
tionsmatrix gebildet. Unter Verwendung der Gleichung (3.2-4) wird W jeweils fiir die Koor-
dinaten und fiir die Dehnungsmessstreifen als Sensor berechnet. Bild 3-3 zeigt die durch die
individuelle Aktion des Aktors erzeugten 10 Formen. Die ,gelernten KLK fiir die z-

Koordinaten des zentralen DMSs und des DMS als Sensoren werden in der Tabelle 3-2 aufge-

listet.
Tabelle 3-2: ,,gelernte* KL-Koordinaten

025" an | Koordinaten DMS

_ Aletor 10 aktiv 1 0.65263 | 0.17515
0.2f
£ 2 | 001620 | 0.17296
> 0.15 T 3 | 0.00202 | 0.16910
5, Akor ] akiv X 4 | 0.00051 | 0.16431
g e 5 0.00018 | 0.15935
0.05 6 0.00000 0.15483
7 0.00000 0.15110
’ 0" 8 | 0.00000 | 0.14837
Balkenlénge (mm)
9 0.00000 0.14670
Bild 3-3: Die durch die individuelle Aktion des Aktors erzeug- 10 0.00000 0.13654
ten 10 Formen - :

Fiir die erste Simulation werden willkiirlich den Aktoren folgende Spannungen
u.=[185,168, 152, 130, 110, 89, 69, 48, 27, 71" (V)

eingespeist, die stationdren Ausgangssignale des Sensors werden gemessen und Reduktion
und Rekonstruktion werden durchgefiihrt. Fiir die Reduktion und Rekonstruktion werden die
ersten 6 Eigenmoden betrachtet. Die Tabellen 3-3 und 3-4 zeigen die stationdren Reduktions-
fehler mit den zentralen z-Koordinaten der DMS bzw. mit den DMS-Signalen als Sensoren.
Die ersten Zeilen in den Tabellen sind die Anzahl der verdichteten GroBen v. Z. B. v = 3 be-
deutet, dass der erste bis dritte Eigenmode aus den Sensorsignalen extrahiert (reduziert) wer-
den. Die Reduktionsfehler in den Zeilen 2 bis 4 der Tabellen werden durch Gleichung (3.4-4)
angegeben. Da die KLE die Eigenmoden nicht extrahiert, werden die Ergebnisse der KLE hier
nicht beriicksichtigt.
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Tabelle 3-3: Stationdrer Reduktionsfehler (g, %) mit z-Koordinaten des DMSs als Sensoren und #,

Verd. Grofle v 1 2 3 4 5 6
Variante 1 4.113 0.454 0.105 0.089 0.083 0.076
Variante 2 3.782 | 67538 | 781.47 | 781.48 | 781.5 | 795.36
Variante 3 92.157 | 92.099 | 92.100 | 92.163 | 92.174 | 92.212

Tabelle 3-4: Stationdrer Reduktionsfehler (g, %) mit den DMS-Signalen als Sensoren und u,

Verd. Grofe v 1 2 3 4 5 6
Variante 1 51.7 75.0 71.8 73.1 72.4 68.8
Variante 2 214 70.6 76.9 76.9 76.9 80.5
Variante 3 100 100 100 100 100 100

Wie erwartet ist die Variante 3 fiir die Reduktion, oder genauer gesagt, fiir die Extraktion so-
wohl mit Koordinaten als auch mit DMS nicht gut geeignet, weil jede extrahierte Komponen-
te alle Eigenmoden enthilt (siehe 3.1.1).

Die Variante 1 ist fiir die Extraktion gut geeignet, wenn die Koordinaten als Sensorsignale
benutzt werden. Der Reduktionsfehler wird mit steigender Anzahl der extrahierten Grof3en
reduziert. Die extrahierte GroBe i der Variante 1 enthilt den i-ten Eigenmode und die Eigen-
moden, die groBer als v sind. Normalerweise ist der Anteil der niedrigeren Eigenmodi im Sig-
nal groBer als der der hoheren Eigenmodi. Mit steigender Anzahl der extrahierten Gréfen v
wird der Anteil, der nicht zur extrahierten Grofe gehort, reduziert. Damit wird der Fehler ver-
ringert. Man sollte beachten, dass die Anzahl der Sensoren ansteigen muss, um das Abtastthe-
orem einzuhalten, wenn die Anzahl der extrahierten GroB3en steigt.

Wenn ein DMS als Sensor benutzt wird, ist Variante 1 fiir die Extraktion nicht gut geeignet.
Der Grund besteht darin, dass die Grofle des DMS relativ zu der Grof3e des Balkens zu grof3
ist und die Anzahl des DMS zu klein ist. Dadurch enthélt das Signal des DMS zu viele Ei-
genmoden und diese konnen nicht sauber getrennt werden.

Die Variante 2 ist sehr schlecht fiir die Extraktion sowohl mit den Koordinaten als Sensorsig-
nal als auch mit der Dehnung als Sensorsignal geeignet. Die Dehnung als Sensorsignal ist
jedoch besser als die Koordinaten als Sensorsignal. In Variante 2 enthélt die extrahierte GrofB3e
i, I <i<v,die i-te Eigenmode und die Eigenmodi, die groBer als m sind. Wenn die Anzahl
der Sensoren zu klein ist, oder der Abstand der Sensoren zu grof3 ist, dass das Abtastungstheo-
rem nicht eingehalten werden kann, werden die Eigenmodi nicht sauber getrennt und dadurch
grofle Fehler verursacht. Spater wird ein anderes Beispiel gegeben, um die genaue Ursache
festzustellen.

In Tabelle 3-5 und 3-6 werden die Ergebnisse des stationdren Rekonstruktionsfehlers mit den

zentralen z-Koordinaten der DMS bzw. mit den DMS-Signalen als Sensoren angegeben. Hier
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wird die KLE miteinbezogen und in Zeile 5 eingetragen. Fiir die KLE bedeutet die verdichtete
Grofle v = 3, dass die KLK a; bis a3 verwendet werden, um die Messdaten zu rekonstruieren.
Der Rekonstruktionsfehler in diesen Tabellen wurde mit Gleichung (3.4-3) berechnet.

Wie erwartet ist die Variante 2 sehr schlecht geeignet fiir die Rekonstruktion sowohl mit den
Koordinaten als Sensorsignal als auch mit der Dehnung als Sensorsignal. Der Grund wird
spéter erkliart werden. Wenn die Koordinaten als Sensorsignal verwendet werden, ist die KLE
die beste Methode fiir die Rekonstruktion. Sie braucht etwa die Hélfte der verdichteten Grofle
der besten Modaltransformation (Variante 1), um das gleiche Fehlerniveau zu erreichen.
Wenn die Dehnung als Sensorsignal benutzt wird, ist die Variante 1 die beste Methode fiir die
Rekonstruktion, dagegen ist die KLE sehr schlecht. Auf dieses Ergebnis wird in Tabelle 3-2
hingewiesen. Obwohl die Variante 3 fiir Reduktion sehr schlecht ist, liefert sie die verniinfti-
gen Ergebnisse sowohl fiir die Koordinaten als Sensorsignal als auch fiir die Dehnung als

Sensorsignal.

Tabelle 3-5: Stationdrer Rekonstruktionsfehler (g, %) mit z-Koordinaten der DMS als Sensoren und u,

Verd. Grofe v 1 2 3 4 5 6
Variante 1 4.994 0.558 0.150 0.074 0.065 0.056
Variante 2 5779 | 671.90 | 711.54 | 711.64 | 711.20 | 737.24
Variante 3 36.217 | 27.236 | 22.192 | 14403 | 10.485 | 8.483

KL 2.601 0.140 0.097 0.015 0.013 0.002

Tabelle 3-6: Stationdrer Rekonstruktionsfehler (g, %) mit DMS als Sensoren und u,

Verd. Grofle v 1 2 3 4 5 6
Variante 1 24.44 10.61 4.30 3.86 2.76 2.66
Variante 2 35.34 | 23935 | 407.84 | 407.5 | 407.38 | 1225.8
Variante 3 28.94 11.59 9.58 8.92 8.92 7.41

KL 99.25 98.31 97.23 96.08 94.43 92.40

In der zweiten Simulation werden die gleichen Spannungen wie in der ersten Simulation in
die Aktoren eingespeist, die dynamischen Ausgangssignale der Sensoren werden gemessen
und die Reduktion und Rekonstruktion werden durchgefiihrt. Fiir die Reduktion und Rekon-
struktion werden ebenfalls die ersten 6 Eigenmoden betrachtet. Fiir die KLE wird die durch
die stationdren Werte gelernte Transformationsmatrix Wy verwendet. Die Tabelle 3-7 und 3-8
zeigen den dynamischen Reduktionsfehler und Tabelle 3-9 und 3-10 den dynamischen Re-
konstruktionsfehler.

Beim Vergleich der Tabellen 3-3 bis 3-6 mit den Tabellen 3-7 bis 3-10 ergibt sich, dass bei
der modalen Transformation die Reduktions- und Rekonstruktionsfehler der dynamischen und

statischen Fille in der gleichen Grof3enordnung sind. Bei der KLE ist der dynamische Rekon-
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struktionsfehler ein bisschen groBer als der statische, wenn die Koordinaten als Sensorsignal
verwendet werden. Aber diese Abweichung ist so gering, dass sie in der Praxis keine Bedeu-
tung hat. Dies bedeutet, dass die Transformationsmatrix Wgdurch die statischen Werte gelernt

werden kann.

Tabelle 3-7: Dynamischer Reduktionsfehler (g, %) mit z-Koordinaten der DMS als Sensoren und #,

Verd. Grofe v 1 2 3 4 5 6
Variante 1 2912 0.355 0.102 0.084 0.080 0.075
Variante 2 3.780 | 67531 | 781.52 | 781.52 | 781.55 | 7954
Variante 3 92.20 92.18 92.18 92.25 92.26 92.29

Tabelle 3-8: Dynamischer Reduktionsfehler (g, %) mit den DMS-Signale als Sensoren und u,

Verd. Grofle v 1 2 3 4 5 6
Variante 1 55.9 74.2 71.8 72.9 72.3 68.6
Variante 2 21.4 70.5 77.0 77.0 77.0 80.6
Variante 3 100 100 100 100 100 100

Tabelle 3-9: Dynamischer Rekonstruktionsfehler (g, %) mit z-Koordinaten der DMS als Sensoren und u,

Verd. Grofle v 1 2 3 4 5 6
Variante 1 3.537 0.432 0.146 0.069 0.063 0.057
Variante 2 4.98 673.36 | 713.06 | 713.16 | 712.72 | 738.81
Variante 3 36.88 27.15 22.06 14.35 10.44 8.44

KL 1.550 0.115 0.105 0.017 0.017 0.013

Tabelle 3-10: Dynamischer Rekonstruktionsfehler (g, %) mit DMS als Sensoren und u,

Verd. Grofle v 1 2 3 4 5 6
Variante 1 20.02 9.49 4.26 3.85 2.76 2.69
Variante 2 33.35 242.1 412.6 412.2 412.1 1240.3
Variante 3 70.71 70.50 53.28 36.21 35.75 35.64

KL 99.19 98.17 96.99 95.72 93.97 91.75

In der dritten Simulation wirkt eine gleichméBig verteilte Storungskraft (u; = 0.01 N) am &u-
Bersten Rand des Balkens ein und bei allen Aktoren wird keine Spannung eingespeist. Die
dynamischen Ausgangssignale des Sensors werden gemessen und die Reduktion und Rekon-
struktion werden durchgefiihrt. Fiir die KLE wird die gleiche Transformationsmatrix Ws wie
in der Simulation 1 und 2 verwendet. Die Tabellen 3-11 und 3-12 zeigen die dynamischen
Reduktionsfehler und die Tabellen 3-13 und 3-14 die dynamischen Rekonstruktionsfehler.

Beim Vergleich der Tabellen 3-7 bis 3-10 mit den Tabellen 3-11 bis 3-14 ergibt sich, dass der
Reduktions- und Rekonstruktionsfehler der Stérung bei Variante 1 und 2 kleiner als der Re-

duktions- und Rekonstruktionsfehler der Steuerung sind. Dies gilt sowohl fiir die Koordinaten
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als Sensorsignal als auch fiir die Dehnung als Sensorsignal. Fiir die Variante 3 ist der Reduk-
tionsfehler bei der Storung gleich dem bei der Steuerung, sowohl fiir die Koordinaten als Sen-
sorsignal als auch fiir die Dehnung als Sensorsignal. Der Rekonstruktionsfehler der Variante 3
ist gleich fiir die Koordinaten als Sensorsignal bei der Storung wie bei der Steuerung, aber bei
der Dehnung als Sensorsignal ist der Rekonstruktionsfehler der Storung kleiner als der der
Steuerung. Daraus folgt, dass die Mindestzahl v der reduzierten Grof3e durch die Testergeb-

nisse der Steuerungskrifte bestimmt werden kann.

Tabelle 3-11: Dynamischer Reduktionsfehler (g, %) mit z-Koordinaten der DMS als Sensorsignalen

und u,

Verd. Grofle v 1 2 3 4 5 6
Variante 1 2.887 0.391 0.083 0.041 0.022 0.012
Variante 2 0.307 29.18 32.38 32.38 32.38 33.61
Variante 3 92.20 92.19 92.19 92.25 92.26 92.30

Tabelle 3-12: Dynamischer Reduktionsfehler (g, %) mit den DMS-Signalen als Sensorsignalen und u,

Verd. Grofe v 1 2 3 4 5 6
Variante 1 10.01 0.482 0.252 0.206 0.159 0.074
Variante 2 55.26 62.04 64.40 64.40 64.40 64.74
Variante 3 100 100 100 100 100 100

Tabelle 3-13: Dynamischer Rekonstruktionsfehler (g, %) mit z-Koordinaten der DMS als Sensor-
signalen und u,

Verd. Grofle v 1 2 3 4 5 6
Variante 1 3.442 0.461 0.102 0.040 0.017 0.009
Variante 2 2.64 28.97 29.96 29.98 29.95 32.08
Variante 3 36.99 27.23 22.10 14.40 10.48 8.47

KL 1.466 0.134 0.097 0.067 0.063 0.062

Tabelle 3-14: Dynamischer Rekonstruktionsfehler (g, %) mit DMS als Sensorsignalen und u,

Verd. Grofle v 1 2 3 4 5 6
Variante 1 18.96 7.30 3.75 241 1.90 1.26
Variante 2 57.19 | 21215 | 376.41 | 376.36 | 375.96 | 666.54
Variante 3 24.08 10.82 10.29 9.29 9.16 7.27

KL 99.37 98.51 97.44 96.19 94.43 92.11

Fiir die KLE ist der Rekonstruktionsfehler bei der Storung etwas grofer als bei der Steuerung,
wenn die Koordinaten als Sensorsignale verwendet werden. Aber dieses hat in der Praxis kei-
ne Bedeutung. Da der Rekonstruktionsfehler beim dynamischen und statischen Fall der Steue-
rung kaum unterschiedlich ist, kann die Transformationsmatrix Ws durch die statischen Daten

gewonnen werden, die bei der individuell maximalen Aktivierung des Aktors entstehen.
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In der letzten Simulation dieses Kapitels werden die z-Koordinaten der folgenden Positionen
x=10,5,10,15,20,25,30,...,145] (mm) und y = 5 mm
als Sensorsignal verwendet. Die anderen Bedingungen sind gleich den Bedingungen in der

ersten Simulation. Der Reduktions- und Rekonstruktionsfehler ist in den Tabellen 3.4-15 und

3.4-16 aufgelistet.

Tabelle 3-15: Stationédrer Reduktionsfehler (g, %) mit z-Koordinaten der Position von [x, y] als Sen-
soren und u,

Verd. Grofie v 1 2 3 4 5 6
Variante 1 4.113 0.414 0.101 0.050 0.026 0.050
Variante 2 0.004 0.318 0.898 0.899 0.918 0.918
Variante 3 67.18 67.14 67.25 67.25 67.27 67.27

Tabelle 3-16: Stationdrer Rekonstruktionsfehler (g, %) mit z-Koordinaten der Position von [x, y] als
Sensoren und u,

Verd. Grofe v 1 2 3 4 5 6
Variante 1 5.307 0.568 0.141 0.062 0.059 0.050
Variante 2 3.638 0.504 0.910 0.913 0.924 0.924
Variante 3 59.29 52.26 48.35 4591 45.58 44.32

Beim Vergleich der Tabellen 3-15 und 3-16 mit den Tabellen 3-3 und 3-5 ergibt sich, dass das
Resultat der Variante 2 erheblich verbessert wurde. Das bedeutet, dass der Abstand der z-
Koordinaten des zentralen DMS so groB ist, dass die Abtasttheorie fiir die 10-te Eigenmode

nicht gewihrleistet werden kann.

Zusammenfassend liefert die Variante 1 der Modalreduktionstechnik immer akzeptable Er-
gebnisse der Reduktion und Rekonstruktion, sowohl mit Koordinaten als auch mit der Deh-
nung als Sensorsignal. Wenn die Sensoren so platziert werden, dass das Abtasttheorem fiir die
beriicksichtigten Eigenmoden nicht verletzt wird, werden die Ergebnisse der Variante 2 besser
als Variante 1 [LIL 97][ZHA 97]. Weil in der Variante 3 alle Eigenmoden beriicksichtigt
werden und die Sensorplatzierung die Abtasttheorem fiir alle Eigenmoden nicht gewéhrleisten
kann, sind die Ergebnisse immer schlechter als in Variante 1 und 2.

Die KLE liefert die besten Ergebnisse fiir die Rekonstruktion, wenn die Koordinaten als Sen-
sorsignal verwendet werden. Fiir Dehnung als Sensorsignal ist die KLE sehr schlecht geeig-
net. Ein Grund dafiir ist, dass die Dehnungssignale relativ unkorreliert sind. Die KLE braucht
die Korrelation der Signale(sieche FuBnote 3.2 und die Gleichung (3.2-5)). Eine wichtige Er-
kenntnis ist, dass die Mindestzahl v der reduzierten GroBen durch die Testergebnisse der stati-
schen Steuerungskrifte bestimmt werden kann, sowohl fiir die Modalreduktion als auch fiir

die KLE.
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4. Einfluss der Reduktion und der Erweiterung auf die stationire
Genauigkeit und die Stabilitat in riickgekoppelten adaptiven

mechanischen Systemen

Im letzten Kapitel wurden die Methoden der Reduktion ohne Riickkopplung vorgestellt. The-
orien und Simulationen zeigen, dass durch Reduktion ein Fehler entsteht. In der Formkontrol-
le ist jedoch die Riickkopplung erforderlich. Wie wird sich das System verhalten? Wird das
System stabil bleiben, wenn die Reduktionstechnik verwendet wird? Wie genau wird das Sys-
tem sein, wenn die Reduktionstechnik verwendet wird? In diesem Kapitel sollen diese Fragen
beantwortet werden.
4.1. Einfluss der Reduktion und der Erweiterung auf die stationire Genau-
igkeit

Zunichst wird die Genauigkeit unter Verwendung der Reduktionstechnik untersucht. Es wird
vorausgesetzt, dass wir

1. die Reduktions- und Erweiterungsmatrix R bzw. T,

2. die Transformationsmatrix @ und W, und

3. ecinen Regler mit der Form G, (s)/s, der fiir das abgeschlossene System stabil ist,
haben. Fiir die Ubertragungsfunktion des geschlossenen Systems folgt bei Verwendung der

Reduktionstechnik
Y(s)=G(s)T[sI +G(s)RG(s)T|" G(s)r(s) (4.1-1)
wobei G(s)=C [Msz +Ds+ K ]_]F die Ubertragungsfunktion der zu regelnden Strecke ist
und r der Sollwert im verdichteten Raum. Bei der Modalreduktion kann G(s) wie
G(s)=Cdls>+222 s+ 2’| '®"F

geschrieben werden.

Bei der Verwendung des Endwertsatzes wird die Gleichung (4.1-1) zu

y' =G(s=0)T[RG(s=0)T]"r" (4.1-2)

4.1.1. Modal-Entwicklung

Bei der Modalreduktion werden

RCP = [Iv Ered]] und @"FT = [IVT EET,.WI] " fiir Variante 1 (4.1-3a)
RC®=|1,0,, | E,,|ud ® FT=|17 07, E | fir Variante 2 (4.1-3b)

RC®P=E, , , und @ FT = E,_, fiir Variante 3 (4.1-3¢)

erw3
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und r = ¢, sein.
Setzt man die Gleichungen (4.1-3a,b,c) in die Gleichung (4.1-2) ein, erhilt man fiir Variante 1
und 2,

yi = [Cdiv (co,R-I\C® (@’ +E, QF,,)'E,Q ]q;‘f (4.1-4a)
und
ySt = C¢ Qr;zEerw3 (Ered3gr12Eerw3 )71 q;t (4 1 -4b)

fiir Variante 3.

Fiir Variante 1 ist E,,,, und E,.; in der Gleichung (4.1-4a) gleich E,,,; bzw. E,.4;. x ist gleich
n-v. Fiir Variante 2 ist x = min(n-m;, n-p;). E.., ist gleich den letzten x Zeilen von E,,,, und
E,.; gleich den letzten x Spalten von E,.z.

Beim Vergleich der Definition der Rekonstruktions- und Reduktionsfehler im Kapitel 3 mit
den Gleichungen (4.1-4a) und (4.1-4b) ergibt sich, dass die stationdre Genauigkeit wegen der
Riickkopplung und des Reduktions- und Erweiterungsfehlers weder vom Rekonstruktionsfeh-
ler noch vom Reduktionsfehler direkt beschrieben werden kann. Aber die Gleichung (4.1-4a)
weist darauf hin, dass die stationdre Genauigkeit proportional zur Genauigkeit der Rekon-

struktion ist. Wenn der Rekonstruktionsfehler gleich Null ist, ist C® R — I gleich Null (s.
Gleichung (3.4-1) und Gleichung (3.1-12)).

Es sei

q; =Ry (4.1-5)

dann wird die Gleichung (4.1-4a) zu y* = yI'. D. h. der stationére Fehler ist gleich Null.

Daraus folgt, dass fiir Variante 1 und 2 die Mindestzahl v der verdichteten Grofen durch die
Rekonstruktionsfehler der Sollformen bestimmt werden kann. Wegen des Effektes der Riick-
kopplung und des Reduktions- bzw. Erweiterungsfehlers ist die stationdre Genauigkeit niedri-
ger als die Genauigkeit der Rekonstruktion der Sollformen.

Hat man eine perfekte Erweiterung (E,,., = 0), wird die stationdre Genauigkeit genau gleich
der Genauigkeit der Rekonstruktion der Sollformen sein. Zur Realisierung einer perfekten
Erweiterung benétigt man sogenannte Modalaktoren. Das Prinzip der Modalaktoren ist gleich
dem Prinzip der Modalsensoren [LEE 92]. Ein Modalaktor ist ein verteilter Aktor. Entweder
die Form oder das Polarisierungsfeld des Piezoaktors soll gleich der zu steuernden Eigenmode
sein. Dies ist keine leichte Aufgabe in der Praxis, besondern fiir Aktoren. Bislang wurden nur

Modalsensoren auf Balken realisiert.
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Fiir Variante 3 gibt es keinen Zusammenhang zwischen der stationidren Genauigkeit und der
Rekonstruktions- oder Reduktionsgenauigkeit. Falls man die Variante 3 verwenden mochte,

kann der Sollwert der Modalkoordinaten durch

_ —1
Cco Q7E, (E, ,2E, ) R =1 (4.1-6)

erw3 erw3

berechnet werden.

4.1.2. Karhunen-Loéve-Entwicklung

Bei der Karhunen-Loéve-Entwicklung werden R = Ws" und r = a5. Dann wird die Gleichung

(4.1-2) zu
Y =G(s=0)TWw! G(s=0)T] a} 4.1-7)

Nun soll 7 so bestimmt werden, dass y*' = Wsas". Da Ws'Ws gleich der Einheitsmatrix ist,

erhdlt man G(s = 0)T =W,. Daraus folgt
T=G(s=0)"W, (4.1-8)

Das hochgesetzte ,,+ “ bedeutet eine allgemeine Inversion, wenn die Anzahl der Sensoren und
der Aktoren nicht gleich ist. Es ist deutlich, dass der Sollwert der Karhunen-Loéve-

Koeffizienten gleich

ag =Wy (4.1-9)

sein muss. Damit ist die stationdre Genauigkeit gleich der Rekonstruktionsgenauigkeit der
Sollformen.

4.2. Einfluss der Reduktion und der Erweiterung auf die Stabilitit

Im letzten Abschnitt wurde der Einfluss der Reduktion und der Erweiterung auf die stationére
Genauigkeit des abgeschlossenen Systems untersucht. Bei der Karhunen-Loéve-Entwicklung
ist die stationdre Genauigkeit des abgeschlossenen Systems gleich der Reduktionsgenauigkeit
der Sollformen. Dies gilt bei der Modal-Entwicklung nur approximativ.

Nach der Reduktion und Erweiterung wird der Regler im reduzierten Raum entworfen. Kann
dieser Regler das originale System stabilisieren? In diesem Abschnitt wird der Einfluss der
Reduktion und der Erweiterung auf die Stabilitdt untersucht.

4.2.1. Modal-Entwicklung
Die Gleichung (4.1-1) beschreibt die Ubertragungsfunktion des abgeschlossenen Systems.
Um die Analyse zu erleichtern, wird die Gleichung wie folgend umgeschrieben.

|:Gcc (s) G,(s)

@
Gu(s) Gy (s)} als)= L,nf_v }FTGR (s)/sq,(s) (4.2-1)
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wobei G, (s)=5"+2Z,Q 5+ +® FTG,(s)/sRCD,, G, (s)=® FTG,(s)/s,
G, (s)=G,(s)/sRC®,  und G, (s)=s"+2Z R s+ +® FTG,(s)/ sRCD,
sind.

Beim Vergleich mit der Gleichung (3-1a) ergibt sich, dass G..(s) die Ubertragungsfunktion
ist, anhand der der Regler entworfen werden soll. Die anderen Ubertragungsfunktionen wer-
den im Reglerentwurf nicht beriicksichtigt. Das abgeschlossene System wird genau dann sta-
bil, wenn alle Wurzeln der Gleichung

dez([Gw (s) Guls)

G.(s) G, (SJ) =0=det(G.(5)det(Gyy(5) =Gy (5)G . (5) Goy(s)) (4.2-2)

links der j-Achse liegen. Im Reglerentwurfsvorgang ist es garantiert, dass alle Wurzeln der
Gleichung det(G..(s)) links der j-Achse liegen, aber es ist nicht garantiert, dass alle Wurzeln
der Gleichung det(G 14(s)-G(s)Gee(s) ' Gea(s)) links der j-Achse liegen. Das bedeutet, dass der
durch G..(s) entworfene Regler, der G..(s) stabilisiert, keine Garantie gibt, dass das abge-

schlossene System stabil ist.

Fir die Variante 1 und 2 sind QITWF T und RC®, , gleich E,,; > bzw. E,.q; >. Hat man eine

perfekte Reduktion oder Erweiterung, wird die Ubertragungsfunktion Gu(s) oder Gu(s)
gleichNullund G ,(s)=5"+2Z,_ 2 s+’ .Dadurch wird die Gleichung (4.2-2) zu

det(|:Gcc (S) ch (S)

G.(s) G, (s)}) =0=det(G,(s))det(G,(s))

Ist G44(s) stabil, wird garantiert, dass das abgeschlossene System stabil wird, wenn G..(s) sta-
bil ist.

Da bei der Variante 2 die ersten m;-v Spalten in E,.;; und die ersten p;-v Zeilen in E,,,, gleich
Null sind, ist die Variante 2 ,,stabiler* als Variante 1.

Man sollte beachten, wenn man den Regler finden kann, so dass die Abweichungen der Wur-

zeln der Gleichung
det(Gdd (S) - Gdc (S)Gcc (S)J ch (S)) =0

mit den hoheren Eigenfrequenzen der offenen Regelkreise klein sind, wird der Regler
garantieren, dass das abgeschlossene System stabil wird. Im Abschnitt 7.2 wird eine Methode
angegeben, solche Regler zu entwerfen.

4.2.2. Karhunen-Loéve-Entwicklung

Bei der Karhunen-Loéve-Entwicklung wird der Regler anhand der Gleichung (3-1b) entwor-

fen. Die Ubertragungsfunktion des abgeschlossenen Systems wird zu
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(Ms” +Ds+K+FG(s=0W,Gy(s)/sWIC)X(s)=FG(s=0WG,(s)/sa,(s)42-3)

Der Vergleich der beiden Gleichungen weist darauf hin, dass das abgeschlossene System sta-
bil ist, wenn man anhand der Gleichung (3-1b) einen Regler finden kann.

Man sollte beachten, dass das Finden eines Reglers anhand der Gleichung (3-1b) viel schwe-
rer ist als das Finden eines Regler anhand der Gleichung (3-1a). Da das System der Gleichung
(3-1b) gekoppelt ist, muss man auf die Methoden des Reglerentwurfs fiir mehrere Eingénge
und mehrere Ausgénge, z.B. H”-Regler, zuriickgreifen. Weil die Ordnung der Gleichung (3-
1b) sehr hoch sein kann, muss man auf die Methoden der Modellreduktion in der Regelungs-
technik zuriickgreifen. Sdmtliche Modellreduktionsmethoden in der Regelungstechnik geben
jedoch keine Garantie, dass der Regler, der anhand des reduzierten Modells entworfen wird
und das reduzierte Modell stabilisiert, das originale Modell stabilisiert{ GAW 96].

4.3. Zusammenfassung

Die Reduktion und Erweiterung beeinflussen das Verhalten des riickgekoppelten Systems bei
der Modal-Entwicklung. In der Modal-Entwicklung der Variante 1 und 2 bestimmt die Re-
konstruktionsgenauigkeit der Zielformen die Genauigkeit des riickgekoppelten Systems. We-
gen der Reduktions- und der Erweiterungsfehler ist die Genauigkeit des riickgekoppelten Sys-
tems etwas niedriger als die Genauigkeit der Rekonstruktion der Zielformen. Diese Abwei-
chung hingt von der Grofe des Reduktions- und Erweiterungsfehlers, aber nicht von den
Reglerparametern ab. Durch die Einstellung der Reglerparameter kann diese Abweichung
nicht beseitigt werden.

Die Modal-Entwicklung der Variante 1 und 2 macht den Reglerentwurf sehr leicht. Aber we-
gen des Reduktions- und Erweiterungsfehlers gibt der Regler, der im reduzierten Raum ent-
worfen wurde, keine Garantie, dass das riickgekoppelte System stabil wird.

Bei der Modal-Entwicklung der Variante 3 konnen weder die Rekonstruktionsgenauigkeit
noch die Reduktionsgenauigkeit der Zielform die Genauigkeit des riickgekoppelten Systems
bestimmen. Wenn man diese Variante verwenden mochte, muss die Reduktion der Zielformen
(Gleichung (4.1-6)) anders als die Reduktion der Messdaten (Gleichung (3.1-14)) durchge-
fiihrt werden.

Die Variante 3 der Modal-Entwicklung macht den Reglerentwurf nicht leicht, weil das redu-
zierte System immer gekoppelt ist. Wie bei Variante 1 und 2 gibt der Regler, der im reduzier-
ten Raum entworfen wurde, keine Garantie, dass das riickgekoppelte System stabilisiert wird.

Man sollte beachten, obwohl es fiir die im reduzierten Raum entworfenen Regler theoretisch
keine Garantie gibt, dass sie das riickgekoppelte Originalsystem stabilisieren, bedeutet dies

nicht, dass keine Methoden gibt, bei denen die im reduzierten Raum entworfenen Regler das
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riickgekoppelte Originalsystem stabilisieren. Im Abschnitt 7.2 wird ein solche Methode vor-

geschlagen.

Reduktion und Erweiterung beeinflussen das Verhalten des riickgekoppelten Systems bei der
Karhunen-Loéve-Entwicklung nicht wie bei der Modal-Entwicklung. Bei der Karhunen-
Loéve-Entwicklung ist die Genauigkeit des riickgekoppelten Systems gleich der Reduktions-
genauigkeit der Zielform. Falls man einen Regler im reduzierten Raum finden kann, gibt der
Regler eine Garantie, dass das riickgekoppelte System stabilisiert wird. Da die Freiheitsgrade
des reduzierten Systems gleich denen des Originalsystems und die Freiheitsgrade des Origi-
nalsystems sehr hoch sind, kdnnen die bestehenden Modellreduktionstechniken nicht immer
gewihrleisten, dass ein fiir den Reglerentwurf geeignetes Modell entsteht. Deshalb ist sehr

schwer, einen solchen Regler zu finden.
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5. Karhunen-Loéve-Entwicklung im Zustandsraum

In den letzten zwei Kapiteln wurden Datenreduktions- und Erweiterungstechnik fiir adaptive
mechanische Systeme, Modal-Entwicklung und Karhunen-Loéve-Entwicklung im Ein- und
Ausgangsraum, vorgestellt und die Wirkung von Reduktions- und Erweiterungsfehler auf das
rickgekoppelte System untersucht.
Die Modal-Entwicklung hat folgenden Vorteile:
1. Die Eingénge, Ausgidnge und die Ordnung des Systems werden gleichzeitig reduziert
und das System wird entkoppelt. Damit wird der Reglerentwurf leichter.
2. Unsensibilitdt zur Art der Sensoren.
Die Modal-Entwicklung hat folgenden Nachteile:

1. Sensibilitdt zum Reduktions- und Erweiterungsfehler.

2. Fiir die genauere Formkontrolle sind viele verdichtete Groflen notwendig.
Die Karhunen-Loéve-Entwicklung im Ein- und Ausgangsraum hat einige Vorteile:

1. Fiir die genauere Formkontrolle sind wenige verdichtete GroB3en notwendig.

2. Unsensibilitdit zum Reduktions- und Erweiterungsfehler.

Aber die Karhunen-Loéve-Entwicklung im Ein- und Ausgangsraum hat auch Nachteile:

1. Nur die Eingdnge und Ausgidnge werden reduziert, die Systemordnung ist nicht gein-
dert und das System ist immer noch gekoppelt. Damit wird der Reglerentwurf nicht
leichter.

2. Sensibilitdt zur Art der Sensoren.

Kann man die Vor- und Nachteile beider Methode miteinander erginzen? In diesem Kapitel

wird diese Frage beantwortet.

5.1. Das Prinzip der Karhunen-Loéve-Entwicklung
Betracht man eine beliebige kontinuierliche Funktion f(r) mit “ f(r )|dr <o und r eDeR’,

kann man immer beliebig viele verschiedene Mengen der orthogonalen Funktionen wy, (r), u

= ],..., o finden, so dass
f(r)zZa#w#(r) und aﬂzj.f(r)wﬂ(r)dr (5.1-1)
u=I D

Z.B., wenn w,, (r) eine Sinusfunktion ist, ist die Gleichung (5.1-1) die Fouriersinustransforma-
tion.
Die Aufgabe der KLE ist es nun die orthogonalen Funktionen w,, (r), 4 = 1,...,v, zu finden, so

dass der Rekonstruktionsfehler
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e=[lrer)-fer)far (5.1-2)

und v so klein wie méglich werden, wobei /() die Approximation der Funktion f{r) unter
der Verwendung der ersten v Terme in der Gleichung (5.1-1) ist. Wegen der Orthogonalitét
der Funktion w, (r) kann man die Gleichung (5.1-2) als
£= i(aﬂ)z = i ij#(r)f(r)f(s)wy(s)drds (5.1-3)
u=I+v u=I+v p p
darstellen, wobei s € D ist. Um die Gleichung (5.1-3) unter der Bedingung der Orthogonalitét
von w, (r ) zu minimieren, kann die Methode der Lagrangeschen Multiplikatoren benutzt

werden. Die Losung ist

J.f(r)f(s)w#(s)ds =AW, (r), =1, (5.1-4a)
D
und der Rekonstruktionsfehler folgt zu
&= Zﬂﬂ (5.1-4b)
u=Il+v

Um Eigenfunktionen and Eigenwerte von Gleichung (5.1-4a) zu bestimmen, kann man die

Funktion f(r) an den Stellen r;,r»,...,r,, abtasten. Dann kann die Gleichung (5.1-4a) als

e, )Z b f(r w,(r,)=Aw.(r)
g 5 (5.1-5)
FOr Y b (1, w, (1) = 2w, (r,)

umgeschrieben werden, wobei b;, j = I,...,n, Integralkonstante sind. Sei X=[f(r),...fr)1,
w,=[wy (r),...,wy (r,)]" und B = diag(b;), erhdlt man aus Gleichung (5.1-5)

T
XX'Bw,=1w, (5.1-6)

Die Gleichung (5.1-6) ist ein normales Eigenwert- und Eigenvektorproblem. Die Losung die-
ses Problems ist bekannt. Die Losung der Gleichung (5.1-6) ist eine Approximation der Lo-
sung der Gleichung (5.1-4a). Seien alle integralen Konstanten in der Gleichung (5.1-6) gleich
eins, ist die Gleichung (5.1-6) gleich der Gleichung (6a) in [ZHA 00].

5.2. Karhunen-Loéve-Entwicklung fiir mechanische Systeme

Die Antwort eines mechanischen Systems ist abhdngig von Raum und Zeit. Sie kann in den
zwei Teile geteilt werden. Ein Teil hdngt vom Raum ab und der andere von der Zeit. Anhand

der Gleichung (5.1-1) kann die Antwort in
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F(r)= F(0)f(0) =Y a,(thw,(r) und a,(t)= [ f(r.0)w, (v Mr (5.2-1)

zerlegt werden. Man versucht nun eine Menge orthogonaler Funktionen w,, (r), ¢ = 1,...,v, zu

finden, so dass der Rekonstruktionsfehler

e=[[(rert)=jer.) drar

und v moglichst klein ist, wobei f (r,t) die Approximation der Funktion f(r,¢) unter der Ver-

wendung der ersten v Terme in der Gleichung (5.2-1) ist. Analog zum Abschnitt 5.1 wird die

optimale Losung gegeben durch

”f(r,t)f(s,t)dmﬂ(s)ds:lﬂwﬂ(r), u=1,.., 0 (5.2-2)

An diesem Punkt werden die Knotenpunkte der FEM als die Abtastpunkte im Raum
(f(r,t)=X(1)), t1, t2, ...,t; als die zeitlichen Abtastpunkte benutzt. Jetzt seien alle integralen Kon-

stanten gleich eins; dann folgt flir die numerische Losung der Gleichung (5.2-2)

XXTwﬂ =A,w, mit X=[x(1),..x(t)]und 4= 1,...n (5.2-3)
wobei n die Anzahl der Knotenpunkte der FEM oder die Ordnung der FEM ist. Setzt man w,,
in die Gleichung (5.2-1) ein und verwendet man die diskrete Darstellung im Raum, erhélt man

x(t)zzv:a#(t)w# mit a,,(1)=w,x(t) (5.2-4a)

u=1

und der Rekonstruktionsfehler wird zu

e= Y, (5.2-4b)

u=I+v

Man sollte beachten, dass die abgetasteten Daten die Sollwerte und/oder die Deformation
durch die Storung sein konnen. Diese Daten konnen auch die stationdren Werte und/oder dy-

namische Werte sein.
5.3. Verwendung der Karhunen-Loéve-Entwicklung fiir die Formkon-

trolle
Im Abschnitt 5.2 wurde die KLE im Zustandsraum vorgestellt, um die Antworten der mecha-
nischen Systeme zu reprasentieren. Bei der Verwendung dieser Représentation kann man zu-
nichst die Ordnung der Systeme flir die Formkontrolle reduzieren. Setzt man die Gleichung
(5.2-4a) in die Gleichung (3-1) ein und multipliziert man von links mit W,’, erhilt man

M, a+D,a+K,a=F, u

(5.3-1)
y=C,a
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mit M,, =W'MW,  D,=W'DW, ,K,=W'KW,  F,=W/F, and C,, =CW, . Unm
die Regelkreise zu schlieBen braucht man nur eine Transformation Ry, und eine Riicktrans-
formation Ty zu finden. Ry bildet den Messraum in den Karhunen-Loéve-Raum ab, und Ty
transformiert die Stellgro8e vom Karhunen-Lo¢ve-Raum in den realen Steuerraum zuriick. Ry,
und 7}, konnen dargestellt werden durch [ZHA 00][ZHA 01]
R,C,=1 oder R,=C,"
F,T, =K, oder T, =F,"K,

(5.3-2)

An diesem Punkt erhdlt man ein zu regelndes System mit nur v Freiheitsgraden, v ,,Sensoren”
und v ,,Aktoren”.

Die stationdre Genauigkeit und die Stabilitdt sind zwei wichtige Kriterien fiir die Formkon-
trolle. Aullerdem stellt sich die Frage, wieviele orthogonalen Funktionen w, benutzt werden
sollen. In folgenden Abschnitte werden diese Fragen detailliert untersucht.

5.3.1. Stationire Genauigkeit
Es wird vorausgesetzt, dass wir einen Regler der Form G,(s)/s haben, der fiir das abge-
schlossene System die Stabilitit garantiert. Dann wird die Ubertragungsfunktion des abge-
schlossenen Systems bei der Verwendung der Gleichung (5.3-2) zu
— — -1

X(s)=W,G(5)F,Tyls +Gy(s)R,CyG(s)F,T,|" Gy(s)a,,(s)

— -/

G(s)= []szs2 +Dys +Kkl]
Bei der Verwendung des Endwertsatzes und der Gleichungen (5.3-2) und (5.2-4a) wird die
obige Gleichung zu

xX(t=w0)=W,G(s=0)K,[G,(s=0)G(s=0)K,] G (s=0)a,,(t=c0)

(5.3-3)
=W,a,, (t=0)=W W/x, (t=x)

D.h. bei der Verwendung der KLE im Zustandsraum ist der stationdre Fehler des abgeschlos-
senen Systems gleich dem Rekonstruktionsfehler der Zielformen.

= (X (t=0)—x(t=0)) (x,,(t=0)-x(t=0))= > 1, (5.3-4)

p=l+v
5.3.2. Auswahl der Anzahl der orthogonalen Funktionen

Die Gleichung (5.3-4) weist darauthin, dass alle Eigenwerte benotigt werden, um die Min-
destzahl v zu bestimmen. Im Zustandsraum ist die Anzahl der Zustandsvariablen normaler-
weise sehr groB8. Wegen der Beschriankung der Rechnerleistungen ist die Berechnung aller
Eigenwerte flir ein sehr groBes System unmoglich. Eine wichtige Frage fiir die Verwendung

der KLE im Zustandsraum in der Praxis ist, wie viele orthogonalen Funktionen w, benutzt
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werden sollen?
Fiir ein kleines System™' (n ist klein) kann man wie im Ein- und Ausgangsraum alle Eigen-
werte und Eigenvektoren der Gleichung (5.2-3) erhalten. Dann werden alle Eigenwerte und
entsprechende Eigenvektoren in absteigender Reihenfolge sortiert und die Mindestzahl v, die
Anzahl der benétigten orthogonalen Funktionen, fiir den erlaubten Fehler ¢ wird durch die
Gleichung (5.3-4) bestimmt.
Fiir ein grofBes System hat man folgenden Satz:

Satz 1: Der Eigenwert 4, der Matrix XX in der Gleichung (5.2-3) ist gleich Null fiir 12> s,

wenn der Rang(X) = s und s < sind.
Beweis: Sei der Rang(X) = s und s < n, wird die singuldare Wertzerlegung von X zu

o
XzU{ S}VT.
0

Schreibt man die Gleichung (5.2-3) um zu

O'sz 0 T T
: =UWAW'U
0 0

wobei A = diag([ A1, A,,...,A4]) 1st. Es ist klar, dass A nur s Werte enthilt, die nicht
gleich Null sind. [
Das heif3t, man bendtigt maximal so viele orthogonale Funktionen wie die Anzahl der Ziel-
formen, sofern man genug Aktoren hat, und die Aktoren stark genug sind, so dass alle Ziel-
formen realisierbar sind. Dann bestimmt man die Mindestzahl v durch die Gleichung (5.3-4).
Aus technischen und finanziellen Griinden kann man die Voraussetzung des Satzes 1 in der
Praxis nicht immer erfiillen. In diesem Fall sind die Zielformen vielleicht nicht genau reali-
sierbar. Damit ist Satz 1 nicht unmittelbar verwendbar.
Man setzt voraus, dass die Deformation aufgrund der Steuerung im linearen Bereich liegt.
Wegen der Einfachheit wird nur der stationédre Fall beriicksichtigt. Es wird weiter vorausge-
setzt, dass die StellgroBBen mit U(z) = Uy u(t) verteilt werden kdnnen. Uy ist die positionsab-
hingige Amplitude und u(?) der zeitabhéngige Teil. Das bedeutet, dass die StellgroBBen die
gleiche Form im Zeitbereich und unterschiedliche Amplituden fiir unterschiedliche Positionen
haben.
Anhand der Gleichung (3-1) und fiir () gleich der Sprungsfunktion gilt: X = K FU,. Der
Rang(X) < min(n, p, s), wobei p die Anzahl der Aktoren und s die Anzahl der unterschied-

>! Dies hingt von der Rechnerleistung ab. Fiir einem normalen PC-Rechner ist n < 2000 ein

kleines System
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lichen positionsabhidngigen Amplituden der StellgroBen ist. Im allgemeinen ist » >> p und s >
p; dann gilt: Rang(X) < p. Deshalb gibt es maximal p Eigenwerte, die nicht gleich Null sind,
in der Gleichung (5.2-3) bei Verwendung des Satzes 1. Das bedeutet, dass man nur p Eigen-
werte und entsprechende Eigenvektoren zu berechen braucht. Man bestimmt die Mindestzahl
v dann durch die Gleichung (5.3-4).

Tabelle 5-1 zeigt die Eigenwerte der Gleichung (5.2-3) mit den abgetasteten Daten bei unter-
schiedlichem Uj als Beispiel. Diese Daten werden durch das link Modell im Kapitel 8 berech-
net. Es gibt 5 unabhingige Aktoren im Modell. Die Uy Menge 1 ist eine bindre Kombination
von -20 und +20 (V) (s = 32). In der Uy Menge 2 wird der Aktor individuell durch -50V (min)
und +50V (max) angeregt (s = 10). In der Uy Menge 3 werden alle Aktoren durch minimale,
maximale und zufillige Werte angeregt (s = 12). In den abgetasteten Daten (X) der Mengen 1
bis 3 sind nur die stationdren Werte enthalten. In den abgetasteten Daten der Menge 4 wird
die gleiche Uy Menge wie die Menge 3 benutzt, aber sie enthélt noch einen zusédtzlichen dy-
namischen Anteil.

Tabelle 5-1: Die Eigenwerte der Gleichung (5.2-3) mit den abgetasteten Daten bei Verwendung unter-
schiedlicher U, Menge

Eigenwerte Menge 1 Menge 2 Menge 3 Menge 4

1 159.04 62.124 208.52 2106

2 2.7263 1.0650 0.3232 3.4802

3 0.4594 0.1794 0.0434 0.4349

4 0.06531 0.0255 0.0070 0.0740

5 0.02416 0.0094 0.0033 0.0402

6 1.8968x10™ 9.3853x107"° 3.087x10 0.0040

7 1.7571x10™ 7.4947x107" 2.9795x10™" 3.381x10°°
8 -1.6649x10' 6.6982x107" 2.6249x10 1.1705x107
9 -1.7303x107' -7.5516x10°" 2.5260x10 1.3800x10°®
10 -1.9373x10™ -92991x107" 2.4487x10™ 1.3352x10”

Die Tabelle 5-1 zeigt, dass die Dynamik die Anzahl der Eigenwerte, die nicht gleich Null
sind, erhoht. Das bedeutet, dass der Rekonstruktionsfehler grofler wird, wenn die gleiche An-
zahl der orthogonalen Funktionen wie im statischen Fall benutzt wird, um den dynamischen
Verlauf darzustellen. Da jedoch diese Verschlechterung sehr gering ist, hat sie fiir die Praxis
keine Bedeutung.
5.3.3. Stabilitit

Nun erweitert man die Darstellung von X in der Gleichung (5.2-4a) von v auf n :

x(t) = [W.,W,.] a®t) = W a(t) (5.3-5)
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wobei a(t) = [ai(t), ax(?),..., a,®)]" ist. Dann erhilt man die Ubertragungsfunktion des
abgeschlossenen Systems dhnlich wie die Gleichung (4.2-1) mit unterschiedlicher Definition

der G(s) Matrix.

{Gw () G, <s>} o) - { WIFT,

Gey(5) Guy(s) W,f_vFTJ @y () (5.3-6)

wobei G, (s)=M, s’ +D, s+ K, s+ F,T,G.(s)R,,C,
G, (s)=W MW, s°+W'DW,  s+W KW, s+F,T,G.(s)R,CW,_
G, (s)=W MW, s°+W' DW, s+W' KW, s+W FT,G.(s)R,CW,

sind. Gg(s) ist die Ubertragungsfunktion des Reglers. Die gleichen Argumentationen wie fiir
die Modal-Entwicklung konnen hier verwendet werden. Das heif3t, dass der durch G..(s) ent-
worfene Regler, der G..(s) stabilisiert, theoretisch keine Garantie gibt, dass das abgeschlosse-
ne System stabil ist, aber es gibt solche Methoden, mit denen man durch G..(s) entworfene
Regler finden kann, die das abgeschlossene System stabilisieren. Dies wird im Abschnitt 7.2
nachgewiesen.

5.3.4. Diagonalisierung des reduzierten Systems im KLR

Nun sind die Systemordnungen 7, die Systemeingénge p und die Systemausginge m auf v
reduziert worden. Aber das System (5.3-1) ist noch gekopplt. Das bedeutet, dass der
Reglerentwurf immer noch schwierig sein kann, wenn v relativ grof} ist. In Analogie zum
normalen mechanischen System (System (3-1)) konnte man jedoch die Modal-Entwicklung

auf das System (5.3-1) anwenden, wenn die Bedingung des Systems (5.3-1) und des Systems
(3-1) dieselbe ist.

Satz 2: Die Matrix My;, Dy; und Kj; sind symmetrisch.
Beweis: K, = (W,'KW,)" = W,'K'W, = W,/ KW, = K.
In Analogie kann man beweisen, dass My;und Dy; auch symmetrisch sind. [
Nun kann man die Modal-Entwicklung auf das System (5.3-1) anwenden. Man definiert:
a =IN’Qk1 mit @, =[q,, .9y, 9qu ]" und P = (p,--p,].
Dann kann das System (5.3-1) umgeschrieben werden als:
P'M, PO, +P"D,PQ, +P K, PQ, =P F,u (5.3-7)
y= Csz) Oy

wobei g, (i=1,...,v) als die modalen Koordinaten im Karhunen-Loé¢ve-Raum oder die moda-

len Karhunen-Loéve-Koordinaten bezeichnet werden. p, kann durch die Losung des Eigen-
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wertproblems
K,p, = a)k]iZMklIN’i
berechnet werden.
Satz 3: Der Eigenvektor p, ist orthogonal in Bezug auf die Matrizen M}, und Ky,
dh. p/M,p,=m, , p/K,p, =k, p,M,p,=0und p; K, p, =0 mit i #;.
Beweis: Aufgrund der Symmetrie der Matrizen My; und Kj; und analog zum Beweis der

Orthogonalitit des Eigenvektors fiir mechanische Systeme[THO 93], kann man

ihn beweisen. [J
Es kann Mj; und K}, als die Massen- und Steifigkeitsmatrix, p, und a)klf =k, / m, als Eigen-

mode und Eigenfrequenz im Karhunen-Lo¢ve-Raum definiert werden.
Um die entkoppelten Modalkoordinaten Qy; aus den Messdaten y zu gewinnen und die Modal-
stellgroBen auf die realen Stellgroen zuriickzufiihren, braucht man nur die Transformations-

matrix R und T zu finden. Beim Vergleich der Gleichungen (5.3-1), (5.3-2) und (5.3-7) ergibt

sich:
u=Tu und T =T,P
e ! (5.3-82)
O0,=Ry und R :P_IRH
und die Gleichung (5.3-7) wird zu
miy +dqy kg =k, i=1..,v (5.3-8b)

wobei u,,;; die modalen Stellgroen im Karhunen-Loé¢ve-Raum sind. Da die modale Trans-

formation (}N’) im Karhunen-Loéve-Raum eine lineare Transformation mit vollem Rang ist,
werden sich die Eigenschaften beziiglich stationdrer Genauigkeit und Stabilitdt nicht d&ndern.
Das System (5.3-8) bietet uns ein reduziertes System an, in dem die Freiheitsgrade von n auf v
reduziert werden, sowie die Einginge von p auf v und die Ausgidnge von m auf v. Das System
ist entkoppelt, alle Entwurfsmethoden fiir einschleifige EingroBenregelsysteme konnen hier
verwendet werden. Die stationdre Genauigkeit des Systems ist gleich der Rekonstruktionsge-
nauigkeit der Zielformen. Wie stark die Reduzierung erfolgen kann, hingt nur vom Interesse
des Benutzers ab. Wenn man nur an wenigen Steuerzielen bzw. einer geringen Variation der
vorgegeben Form interessiert ist, konnte die Reduzierung ziemlich grof3 sein.

Das System (5.3-8) ist ein fast perfektes System. Jedoch liefert der durch G..(s) entworfene
Regler keine Garantie, dass das abgeschlossene System stabil ist. Diese Schwéche muss man
zunichst in Kauf nehmen. Aber man sollte beachten, dass keine Garantie nicht bedeutet, dass

kein Regler das abgeschlossene System stabilisiert. Im Abschnitt 7.2 kann diese Schwéiche
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auch uberworden werden.

5.4. Geometrische Interpretation der Karhunen-Loéve-Entwicklung und

der Modal-Entwicklung

Betracht man jeden Freiheitsgrad als eine Dimension, sind die Zustdnde des Systems (3-1) fiir

die gegebene Eingabe eine Trajektorie im n dimensionalen Raum. Falls die Systemeingaben
gleich F" Mg sin(w;t) sind, dann ist die Spur der Zustandsvariablen des Systems die Achse

der Modalkoordinate g;. Die Transfermatrix W in der KLE stellt die Richtung der Proben im n
dimensionalen Raum dar. Wenn die Anzahl der Proben eins ist, ist w; gleich dem Richtungs-
kosinus dieser Probe. Wenn die Anzahl der Proben zwei ist und die zweite Probe nicht auf der
Linie liegt, die durch die erste Probe und den Ursprung des Koordinatensystems konstruiert
wird, stellen w; und w; eine Ebene dar, die durch den urspriinglichen Punkt, die Probe 1 und
die Probe 2 konstruiert wird. w; ist die Normale dieser Ebene. Zusitzlich ist die Projektion
der Proben auf w; immer groBer als die auf w,. Bild 5-1 zeigt die Modalkoordinate und die
KLE Transfermatrix W mit einer und zwei Proben. Dieses wird aus folgenden einfachen Sys-
tem errechnet [THO 93] und die zwei Proben sind [4,2,2]" und [0.94925,1.7471,2.3410]". Die
Wahl des Systems und der Proben ist willkiirlich.

2 1123 -07 513 -1 x [2 u,
I |5 |+-07 15 -07|% |+|-1 2 —I|x|=| 35 |u
1| % ~0.7 0.8 | x, ~1 1 |x 3| u,
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- Beispiel A  Beispiel

b
Bild 5-1: Geometrische Interpretation der KLE und Modal-Entwicklung. a) Modalkoordinate und KLE Matrix

mit einem Beispiel; b) Modalkoordinate und KLE Matrix mit zwei Beispielen

Es wird gezeigt, dass die Modalkoordinaten nur von der Struktureigenschaft eines Systems
abhéngig sind. Wenn das Steuerziel, z.B. auf oder nidher an der Achse ¢, liegt, konnte nur g;
verwendet werden, um das System zu beschreiben. Wenn dies nicht der Fall ist, miissen viele
g ‘s benutzt werden, um das System zu beschreiben. Die Transfermatrix der KLE ist jedoch
nicht von der Struktureigenschaft eines Systems, sondern vom Steuerziel abhidngig. Es gibt
eine unterschiedliche Transfermatrix fiir die unterschiedlichen Mengen der Steuerziele (Pro-
ben). Die Transfermatrix wird in solcher Weise konstruiert, dass die Projektion der Proben auf
w;+; immer kleiner als die auf w; ist. Deshalb kann man immer einen kleinen Teil von W ver-
wenden, um ein komplexes System darzustellen. Betrachtet man weiterhin die Gleichungen a

=Wixund x=o q , kann man leicht feststellen, dass die Karhunen-Loéve-Koordinaten durch

eine lineare Kombination der Modalkoordinaten beschrieben werden konnen.
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6. Optimierung der Aktoren- und Sensorenpositionierung mittels

des genetischen Algorithmus

In den letzten drei Kapiteln wurde die Datenreduktions- und Erweiterungstechnik fiir adaptive
mechanische Systeme vorgestellt und untersucht. Die Karhunen-Loéve-Entwicklung im Zu-
standsraum bietet uns ein reduziertes System an, in dem die Freiheitsgrade von n auf v redu-
ziert werden, sowie die Eingénge von p auf v und die Ausgénge von m auf v. Die stationére
Genauigkeit des Systems wird durch die Rekonstruktionsgenauigkeit der Zielformen be-
stimmt. Wie stark die Reduzierung erfolgen kann, hdangt nur vom Interesse des Benutzers ab.
Das System ist entkoppelt, alle Entwurfsmethoden fiir einschleifige Eingrofenregelsysteme
konnen hier verwendet werden.

Jedoch wurde in den Untersuchungen nur vorausgesetzt, dass m Sensoren und p Aktoren ge-
braucht wurden. Die Frage, wieviel Sensoren und Aktoren fiir gewlinschte Formen tatsachlich
gebraucht werden und wo sie platziert werden sollen, wurde in den letzten drei Kapiteln nicht

beantwortet. Sie werden in diesem Kapitel analysiert.

6.1. Einfiihrung in die Optimierung der Aktoren- und der Sensorenposi-

tionierung
Die Optimierung der Aktoren- und Sensorenpositionierung ist ein komplexes Problem. Es
hingt von vielen Faktoren ab, z. B., was ist das Regelziel: Schwingungsunterdriickung oder
Formkontrolle? Welche Kriterien sollen fiir die Optimierung verwendet werden? Soll der Re-
gelalgorithmus in die Optimierung miteinbezogen werden? Auflerdem wird die Platzierung
der Aktoren die Eigenschaft des Systems dndern.
Im allgemeinen kann die optimale Platzierung der Aktoren und Sensoren wie folgt beschrie-

ben werden: Gegeben ist ein mechanisches System (in Ubertragungsform)

X(p)=G(a,p)U(p)+G,(a,p)D(p)

(6.1-1)
Y(p)=C(s)X(p)
und ein Kriterium der Optimierung (Zielfunktion)
J = f(x,u,a,s) (6.1-2)

wobei p *'eine komplexe Variable ist. x ist die Zustandsvariable und y ist der Vektor der
MessgroBen. u und d sind StellgroBen bzw. StorungsgroBen. G(s,a,p)=C(s)G(a,p) ist

die sogenannte Regelstrecke und G, (s,a,p)= C(s)G, (a,p) die sogenannte Storungsstre-

61 p ist gleich s in der @iblichen Ubertragungsdarstellung. Hier wird p verwendet, um die Ver-

wechselung mit s (Sensoren) zu vermeiden.
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cke. Man sollte beachten, dass Regel- und Stérungsstrecke eine Funktion der Platzierung von
Aktoren (a) und Sensoren (s) sind.

Nun ist es die Aufgabe der Optimierung, eine Platzierung der Aktoren und Sensoren so zu
finden, dass J in der Gleichung (6.1-2) maximal oder minimal wird.

Bei der Schwingungsunterdriickung ist es das Ziel der Regelung, die Dampfung des Systems
zu erhohen. Es handelt sich um einen dynamischen Feedbackvorgang. Es gibt zwei Wege, die
Optimierung durchzufiihren. Einer davon ist, dass der Regelalgorithmus in die Optimierung
miteinbezogen wird [RAO 91, CHE 91, KIM 97]. In diesem Fall wird der Regelalgorithmus
vordefiniert, z. B. Geschwindigkeitsfeedback[ CHE 91], LQR[RAO 91, LIM 93], LQG [LIM
93], oder PD-Regler [KIM 97], etc.. Die verbrauchte Energie des abgeschlossenen Systems
[RAO 91, CHE 91], die Kostenfunktion des Regelalgorithmus[LIM 93] und eine Kombina-
tion von beiden[KIM 97] sind die hdufig verwendeten Zielfunktionen der Optimierung.

Der Nachteil dieser Methode ist der Bedarf an hoherer Rechnungsleistung, falls ein komple-
xer Regelalgorithmus benutzt werden soll[LIM 98]. Deshalb gehen viele Autoren[HAC 92,
BAR 92, LIM 93, LIM 98] den anderen Weg, bei dem die optimale Platzierung der Aktoren
/Sensoren und die Auswahl des Regelalgorithmus getrennt behandelt werden. In diesem Fall
sind die Steuerbarkeits- /Beobachtbarkeitsgramian[HAC 92, BAR 92, LIM 93] und Hankel-
sche Singularwerte des offenen Systems[LIM 98] hiufig benutzte Zielfunktionen.

In der Formkontrolle ist es das Ziel der Regelung, die gewiinschten Formen gegen Stérungen
beizubehalten, oder, anhand der Sollwerte die Formen zu dndern, oder beides. In [BUR 90,
HAF 91, HAN 95] wird die Beibehaltung der gewlinschten Formen unter der Annahme be-
rlicksichtigt, dass die Storung bekannt ist. Dies bedeutet, dass die Storung ohne Benutzung
der Information iiber die Zustandsvariablen gemessen werden kann. In diesem Fall handelt es
sich um einen statischen Prozess und das Feedback ist nicht nétig. Die hier verwendete Ziel-
funktion ist normalerweise die Fehlerfunktion des quadratischen Mittels (RMS). Wenn die
Storung nur durch Zustandsvariable gewonnen werden kann, sind die Resultate in [BUR 90,
HAF 91, HAN 95, FUR 95] nicht verwendbar, weil dies das Feedback bedeutet.

Bei einer Forminderung bedingt durch die Sollwerte handelt es sich um sowohl einen stati-
schen als auch einen dynamischen Vorgang. Die stationdre Genauigkeit soll zuerst beriick-
sichtigt werden. Die Stabilitét soll natiirlich auch gewihrleistet werden. Dies wurde in [WEB
99] behandelt. In [WEB 99] wurde die RMS als Zielfunktion verwendet. Damit konnen die
StellgroBen in den Optimierungsvorgang als optimale Designvariablen miteinbezogen werden
und die optimale Platzierung der Sensoren wird ignoriert. Da der Optimierungsvorgang sehr

komplex ist, ist es mdglich, dass die Berechnung der optimalen Stellgrofen so komplex wird,
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dass sie in dem Regler beinahe unmoglich umgesetzt werden kann. Dies ist der Nachteil die-
ser Methode.

In diesem Kapitel wird ein Optimierungsvorgang unter Benutzung des genetischen Algorith-
mus unter folgenden Annahmen vorgestellt und untersucht:

1. Als Zielfunktion wird nicht wie iiblich in der Formkontrolle das quadratische Mittel,
sondern der Formparameter verwendet. Z.B. wird die Brennweite fiir eine paraboli-
sche Form als Zielfunktion benutzt.

2. Der Regelalgorithmus wird nicht in den Optimierungsvorgang einbezogen.

3. Die Stellgrof8en werden nicht als optimale Variablen betrachtet. Die Berechnung der
StellgroBen wird wie die der Regler im stationdren Zustand erfolgen.

6.2. Einfithrung in die Funktion des genetischen Algorithmus

Der genetische Algorithmus (GA) ist ein auf dem aus der Natur entstehenden Mechanismus
basierendes Suchverfahren. Dieses Suchverfahren stellt keine Anforderungen, wie z. B. Ste-
tigkeit, Differenzierbarkeit, etc., an die Zielfunktion fiir die Optimierung. Es ist geeignet fiir
die Optimierung komplexerer Systeme, wie z. B. das Problem der Aktoren- und Sensoren-
platzierung.

Der GA besteht im wesentlichen aus drei Komponenten: einer Population, einer Fitness- oder
Leistungsfunktion und einem natiirlichen Suchverfahren. Die Population ist eine Menge der
sogenannten Chromosomen, das auf der Reihe von 0 und 1 basiert, z. B. [010110001]. Das
Chromosom codiert die zu optimierende Information, die hier die Position der Aktoren und
Sensoren reprisentiert. Die Fitnessfunktion misst die Leistung der einzelnen Chromosomen,
hier ist es die erreichbare Genauigkeit fiir die gegebene Platzierung der Aktoren und Senso-
ren. Das natiirliche Suchverfahren ist ein Mechanismus, mit dem die neue Generation (eine
neue Menge von Chromosomen) anhand der Leistung jeder Chromosome in der alten Genera-
tion erzeugt werden kann.

Dieses Suchverfahren enthélt Reproduktion, Paarung, Kreuzung und Mutation. Bei der Re-
produktion handelt es sich um die Auswahl der Kandidaten, welche in der nichsten Genera-
tion erzeugt werden. Im Volksmund unterscheidet die Reproduktion, wer sich verheiraten
darf. Das Prinzip der Reproduktion ist, das beste Individuum (Chromosom) auszuwéhlen. Es
gibt viele Reproduktionsalgorithmen. Rouletterad (roulette wheel), deterministische Abtas-
tung (deterministic sampling), restliche stochastische Abtastung ohne Wiederholung (remain-
der stochastic sampling without replacement) und restliche stochastische Abtastung mit Wie-
derholung (remainder stochastic sampling with replacement) sind hdufig benutzte Algorith-

men fiir die Reproduktion[LIM 98].
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Im Rouletteradalgorithmus wird zundchst der Bruchteil der einzelnen Leistung zu den gesam-

ten Leistungen p(i)zl(i)/Zl(i) berechnet. Dann wird das Individuum i mit der Wahr-

scheinlichkeit p(i) ausgewihlt. Wegen der Eigenschaft der Wahrscheinlichkeit ist es moglich,
dass das beste Individuum nicht zu den Kandidaten gehort.

Um dies zu vermeiden, entwickelte man mehrere verbesserte Algorithmen, z. B. die determi-
nistische Abtastung, die restliche stochastische Abtastung ohne Wiederholen und die restliche
stochastische Abtastung mit Wiederholen. In diesen Algorithmen wird zunichst die soge-
nannte Erwartungsnummer des Individuums n(i) = np(i) berechnet, wobei n die Anzahl der
Bevoélkerung ist. Wenn die Erwartungsnummer des Individuums i groBer als eins ist, darf das
Individuum i sich mindestens |n(/)] mal verheiraten. Wenn nach diesem Vorgang noch m
Kandidaten {ibrig bleiben, werden die m Kandidaten je nach Algorithmus unterschiedlich be-
handelt. In der deterministischen Abtastung werden die librigen m Kandidaten aus dem grof3-
ten Wert des Bruchteils von n(i) ausgewahlt. Fiir die restliche stochastische Abtastung ohne
Wiederholen werden die iibrigen m Kandidaten nach der Wahrscheinlichkeit des Bruchteils
von n(i) ausgewdhlt. Fiir die restliche stochastische Abtastung mit Wiederholen werden die m
Kandidaten durch den Rouletteradalgorithmus mit den m grofiten Bruchteilen von n(i) als
Fitness bestimmt.

Im Volksmund entscheidet die Paarung, wer sich mit wem verheiratet. Der am héufigsten
verwendete Algorithmus ist der Zufall. Der Zufallsmechanismus ist fair, aber es gibt auch ein
Problem. Da ein Individuum mehrmals bei den Kandidaten vorkommen kann, ist es mdglich,
dass unter dem Zufallsmechanismus fiir das Individuum sich dieselben Paare finden lassen. In
dieser Arbeit wird ein Mechanismus hinzugefiigt werden, um dieselbe Paarung zu verhindern.
Die Kreuzung und die Mutation beschreiben, wie die Kinder erzeugt werden. Die Kreuzung
simuliert eine Tatsache der Natur, dass die Eigenschaft eines Kindes quasi 50% von seinem
Vater und 50% von seiner Mutter bekommen wird. In der Kreuzung werden einige Stellen im
Chromosom mit gewisser (relativ groflerer) Wahrscheinlichkeit zufillig ausgewdéhlt. Die An-
zahl der Stellen kann je nach der Linge des Chromosoms beliebig sein. Bild 6-1 zeigt das

Prinzip der Kreuzung.

Ein Punkt Kreuzung Zwei Punkt Kreuzung
Vor Kreuzung Nach Kreuzung Vor Kreuzung Nach Kreuzung
Al A2 Al B2 Al | A2 | A3 Al | B2 | A3
B1 B2 B1 A2 Bl | B2 | B3 Bl | A2 | B3

Bild 6-1: Das Prinzip des Kreuzungsvorgangs
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Die Mutation simuliert die Tatsache der Natur, dass sich manche Eigenschaft eines Lebewe-
sens plotzlich verdndern kann. Bei der Mutation wird eine Stelle im Chromosom mit einer
gewissen (relativ kleinen) Wahrscheinlichkeit zuféllig gesucht, und dort der Wert verdndert.

Bild 6-2 zeigt das Prinzip der Mutation.

Mutation
Vor Nach

...... 1 1 0 1 0 0

Bild 6-2: Das Prinzip der Mutation
Im allgemeinen sieht ein GA folgendermal3en aus[ WHI 93][LIM 98]:

1. Initialisierung einer Population, eine Menge von Chromosomen.

2. Bewertung jedes Chromosoms in der Population mittels der Fitnessfunktion.

3. Erzeugung neuer Chromosome durch Paarung aktueller Chromosome; Verwendung
der Mutation und Kreuzung, wenn die Eltern (Chromosome) sich paaren.

4. Bewertung der neuen Chromosome.

5. Wenn die Stoppbedingungen erfiillt sind, wird der GA beendet und das beste Chromo-
som zuriickgegeben; ansonsten geht es bei Schritt 3 weiter.

6.3. Anwendung des GA zur Optimierung der Aktoren- und Sensorenposi-

tionierung

Im letzten Abschnitt wurde der genetische Algorithmus vorgestellt und das natiirliche Such-
verfahren im Detail behandelt. Das Suchverfahren ist unabhingig von der Anwendung. Eine
erfolgreiche Anwendung des GA hingt jedoch von der Kodierung des Problems auf den
Chromosomenbereich und der Auswahl der Fitnessfunktion ab. In diesem Abschnitt wird an-
hand eines Beispiels gezeigt, wie man das Problem der Optimierung der Aktoren- und Senso-
renpositionierung durch den genetischen Algorithmus I6sen kann.

6.3.1. Das zu simulierende Objekt

Das zu simulierende Objekt ist eine parabolische Platte mit dem Mal3 864,98 x 200 x 2 mm
(Bogenlédnge x Breite x Dicke). Der Mittelpunkt (in x-Richtung) der parabolischen Platte wird
befestigt. Das Grundmaterial ist ein Verbundwerkstoff. Die dquivalenten Materialkonstanten
eines 3D FEM-Modells sind in der Tabelle 6-1 aufgelistet. Die Piezopléttchen werden als
Aktoren benutzt. Es gibt zwei Grofen fiir die Piezoplittchen, eine ist 25 x 25 x 0,2 mm® (Lén-
ge x Breite x Dicke) und andere ist 20 x 25 x 0,2 mm’. Die Materialkonstanten fiir die

Piezoplattchen wurde in der Tabelle 3-1 aufgelistet. Bild 6-3 zeigt eine Skizze des Objekts.
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Tabelle 6-1: Die dquivalenten Materialkonstanten des Verbundwerkstoffs

E-Mod.(N/m?) Ei E» E3;
4,76x10" | 4,76x10* | 1,11x10"
G-Mod.(N/m?) G Gis G
1,88x10* | 3,56x10° | 3,56x10°
Querkontraktionszahl Uiz K13 a3
0,241 0,483 0,483
40 Y (mm)
g 0 / j 200
N
-400 300 200 100 / 7 100

0
100
200 0
300 400

X (mm)

Bild 6-3: Die Skizze des zu simulierenden Objekts
In ihrer Basisform hat die parabolische Platte eine Brennweite von 1150 mm. Das Ziel der
Regelung ist, die Brennweite der parabolischen Platte zwischen 1100 mm und 1200 mm zu
variieren. Um die Simulation zu vereinfachen, werden 25 mm Schritte benutzt. Wegen der
Symmetrie des Objekts wird nur die rechte Hélfte des Objekts bei der Simulation berticksich-
tigt.
6.3.2. Kodierung der Positionen der Aktoren und Sensoren
Um die Information tiber die Positionen von Aktoren und Sensoren auf den Chromosomenbe-
reich zu kodieren, werden zunéchst alle moglichen Positionen fiir Aktoren und Sensoren fest-
gelegt (s. Bild 6-4). In der Simulation werden Dehnungsmessstreifen als Sensoren verwendet.
Weil wir die Form der parabolischen Platte nur in der x-z Ebene dndern mochten, werden die
Piezoplittchen in derselben Spalte elektrisch verbunden und als ein Aktor betrachtet. Die
Dehnungsmessstreifen sind in der Mitte (y-Richtung) platziert (s. Bild 6-4). Dann werden die
Piezoplitten und die Dehnungsmessstreifen in derselben Spalte gleichzeitig ausgewéhlt. Bild
6-5 zeigt ein Beispiel fiir ein Chromosom und die entsprechende Platzierung der Aktoren und
Sensoren.

6.3.3. Auswahl der Ziel- und Fitnessfunktion
Die Oberfldche des simulierten Objekts kann mit z(x,y)=g(x,y) beschrieben werden. In
der Basisform ist g(x,y) parabolisch, d.h., g(x,y)=1/(4f)x’, wobei f = 1150 mm die

Brennweite ist. Das Regelziel ist die Brennweite (Line) der parabolischen Platte fiir vorgege-
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bene Werte zu dndern. Durch die Regelung wird die Form der Platte gedndert und die Ober-

fliche ist moglicherweise nicht mehr exakt parabolisch. Wir definieren den Schnittpunkt zwi-
schen z-Achse und einem Strahl, der vom Punkt (x;, z;) reflektiert wird, als ,,Brennpunkt p;* (s.
Bild 6-6). Dann ist die Brennweite des Punktes (x;, z;)

1-(g'(x.y;))
17y 6.3-1
2¢'(x,,y;) %) (©3-D

f(xi’yj’zi):(zi -

wobei g’ = dg/ox ist. Die Brennweite der Platte kann dann berechnet werden durch

n

— ] &
f‘%%i_l f(xi’yj’zi) (6-3'2)

wobei m und n die betrachtete Anzahl der Punkte in x- bzw. y-Richtung sind. Fiir jede ge-

wiinschte Sollform f* kann die Form der Platte durch Stellgroen gedndert werden. Der Ist-

wert der Brennweite der Platte kann mittels der Gleichungen (6.3-1) und (6.3-2) berechnet

werden.
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Bild 6-4: Alle moglichen Aktoren- und Sensorenpositionen,

a) grofere Piezoplattchen; b) kleinere Piezopléttchen
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. Aktor = Sensor

Chromosom: 1 1 1 0 1 1 0 01 O0 1

Bild 6-5: Ein Beispiel fiir die Kodierung der Position von Aktoren und Sensoren aufs Chromosom
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Bild 6-6: Die Skizze der Definition der Brennweite

Der absolute Fehler zwischen Soll- und
Ist-Brennweite und die Standardabwei-
chung der Ist-Brennweite kann durch
Gleichung (6.3-3) und (6.3-4) beschrie-
ben werden. Fiir eine gewiinschte Men-
ge der Sollformen f*, k = 1,...,r, kon-
nen der totale durchschnittliche Fehler
zwischen Soll- und Ist-Brennweite und
die totale Standardabweichung der Ist-
Brennweite durch die Gleichung (6.3-5)
und (6.3-6) dargestellt werden.

At =t = 1 (6.3-3)
a(f")=\/nm1_li ] (F*x.v,20-71) (6.3-4)
Af =£ZrlAf ‘ (6.3-5)

rnm— 1

O'(f)\/ ! (gnm(fk—%;fk]2+§(nm—l)a(_k)2} (6.3-6)

Die Gleichungen (6.3-3) und (6.3-5) stellen den Abstand zwischen dem Sollwert und dem

durchschnittlichen Istwert dar. Die Gleichungen (6.3-4) und (6.3-6) beschreiben die Glétte der

geregelten Platte. Beide sind voneinander unabhéngig (s. Bild 6-7). Je kleiner beide Werte

sind, desto genauer ist die Regelung. Damit ist es zweckmiBig, dass eine lineare Kombination

von der Gleichung(6.3-3) mit der Gleichung (6.3-4) bzw. der Gleichung (6.3-5) mit der Glei-
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chung (6.3-6) als Zielfunktion verwendet wird.
J=c, fit, +c,fit,
fit, = Gleichung (6.3 —3) oder (6.3 -5) (6.3-7)
fit, = Gleichung (6.3 —4) oder (6.3 — 6)

wobei ¢; + ¢; = I ist. Man sollte beachten, dass der GA nur fiir die Maximierung verwendet

werden kann. Fiir unser Minimierungsproblem wird

C3

= (6.3-8)
c, fit, +c, fit,

fit

als Fitnessfunktion benutzt.

8 ‘ 7 7 ‘ 80,
700 700
60
60/
500
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fity: grofier fit: Kleiner
10 20r
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Bild 6-7: Die Bedeutung von fit; und fit,

6.3.4. Berechnung der Stellgrofien

Nun nehmen wir an, dass wir einen Regler haben, der die Stabilitdt des abgeschlossenen Sys-

tems garantiert und die Form R( p )/ p hat. Fiir eine gewiinschte Sollform sollen die Stellgro-
Ben
U(p)=p  R(p)¥,,, ()~ Y (p)) (6.3-9)

sein. Setzt man die Gleichung (6.1-1) in die Gleichung (6.3-9) ein und ordnet man sie um,

erhdlt man

U(p) = (p+ R(PYC(s)G (@, p)) R(p) (., (P) ~ C()G, (a, p)d(p))
Fiir die Formkontrolle wird normalerweise die stationidre Genauigkeit zuerst betrachtet. Die
stationdren StellgroBen sind U = (C(S)E (a))f1 (Y., —C(s)G,(a)d). In dieser Arbeit wird die
Storung nicht beriicksichtigt und die StellgroBBen vereinfachen sich zu

U=(GW)'Y,, (6.3-10)
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6.3.5. Bewertung des Chromosoms mittels der Fitnessfunktion
Fiir jedes Chromosom wird zunédchst die Platzierung der Aktoren und Sensoren decodiert.
Dann werden C(s) und G (a) durch die FEM berechnet. Fiir die gewiinschte Sollform wer-

den die Stellgrofen mit der Gleichung (6.3-10) kalkuliert. Damit erhdlt man die Koordinaten
der Messpunkte durch die Gleichung (6.1-1) und die Basiskoordinaten der Platte. In dieser
Arbeit wird ein Gitter von 10x22 (y x x) Punkten an der Oberfldche der Platte als Messpunkt
verwendet. Die Brennweite wird durch die Gleichung (6.3-1) und (6.3-2) bestimmt und die
Fitness dieses Chromosoms wird durch die Gleichung (6.3-3) bis (6.3-8) berechnet. Man soll-
te beachten, dass dies ein sehr rechnenintensiver Vorgang ist.

6.3.6. Parameter des verwendeten genetischen Algorithmus

Die folgenden GA-Parameter werden verwendet:
1. ¢1 = 0.5, c; = 0.5 und ¢; = 100000
Reproduktion: deterministische Abtastung
Paarung: Zufall und keine Selbstpaarung

Kreuzung: zwei Punkte mit /00% Wahrscheinlichkeit.

2
3
4
5. Mutationswahrscheinlichkeit: /%

6 Populationsgrofie: 50

7 Anzahl der Generationen: n

8 Abbruch: Nach n Generationen

9. Ergebnis: das beste Chromosom in den n Generationen
Man sollte beachten, wenn die selben Ergebnisse in den konsekutiven 3 Generationen vor-
kommen, wird der Vorgang zufillig neu initialisiert.
6.4. Simulationsergebnisse
In der ersten Simulation wird der GA verwendet, um eine optimale Platzierung der Aktoren
und Sensoren fiir alle gewiinschten Sollformen zu finden. fi¢; und fit, in der Fitnessfunktion
werden durch die Gleichung (6.3-5) bzw. (6.3-6) berechnet. Zwei Arten von Aktoren, ein gro-
Berer (25 x 25 x 0,2 mm) und ein kleinerer (20 x 25 x 0,2 mm), werden verwendet. Fiir den
groBeren und den kleineren Aktor ist die Anzahl der Generationen n = 35 bzw. n = 60. Bild 6-
8 zeigt die optimale Platzierung der Aktoren und Sensoren fiir alle gewiinschten Sollformen
mit den groBeren (Bild 6-8 a) und den kleineren Aktoren (Bild 6-8 b). Die erreichbare
Genauigkeit ist in der Tabelle 6-2 und 6-3 fiir die groBBeren bzw. die kleineren Aktoren ange-

geben.
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Tabelle 6-2: Die erreichbare Genauigkeit der optimalen Platzierung mit groeren Aktoren
|Af](mm) for=1100 foor=1125 foor=1175 fooni=1200 Gesamt
Mittelwert 1.90 1.89 2.15 6.38 3.08
Streuung 17.67 13.38 9.90 19.93 15.79
Fitness 10219 13101 16595 7602 10598

Tabelle 6-3: Die erreichbare Genauigkeit der optimalen Platzierung mit kleineren Aktoren

|Af|(mm) fsollzl 100 fsollzl 125 fsollzl 175 fSDn:lZOO Gesamt
Mittelwert 0.82 5.89 1.39 1.44 2.38
Streuung 14.31 6.32 7.21 15.28 11.67
Fitness 13220 16387 23270 11960 14229
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Bild 6-8: Die optimale Platzierung der Aktoren und Sensoren fiir alle gewiinschten Sollformen

Ein Vergleich der Tabelle 6-2 mit der Tabelle 6-3 weist darauf hin, dass die kleineren (mehre-

re) Aktoren ein besseres Ergebnis (34%) als die groBBeren (wenige) Aktoren liefern. Die Simu-

lation hat auch gezeigt, dass die GroB3e der Aktoren die optimale Platzierung beeinflusst.

Die optimale Platzierung der Aktoren und Sensoren ist abhingig von der Basisform und der

Sollform. Es gibt unterschiedliche optimale Platzierungen fiir unterschiedliche Sollformen.

Deshalb ist das optimale in der Simulation 1 erreichte Ergebnis ein Kompromiss fiir die gege-

benen vier Sollformen. Damit wird auch die Simulation 1 als die Gruppenanpassung bezeich-

net. Auf der anderen Seite ist der Optimierungsvorgang in der Simulation 1 nicht fiir Massen-
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produktion geeignet.

In der Simulation 2 werden zunichst die Aktoren und die Sensoren an allen Kandidatenposi-
tionen platziert. Dann wird der GA verwendet, um eine optimale Benutzung der Sensoren und
Aktoren fiir jede gewiinschte Sollform zu finden. Dies wird auch als individuelle Anpassung
bezeichnet. In diesem Fall werden fit; und fit; in der Fitnessfunktion durch die Gleichung
(6.3-3) bzw. (6.3-4) berechnet und auch zwei Arten von Aktoren benutzt. Bild 6-9 zeigt die
Ergebnisse. Z. B. werden im Bild 6-9 b) die Aktoren und Sensoren, die sich in den mit 1 be-
zeichneten Spalten befinden, fiir alle Sollformen verwendet. Die mit 2 bis 7 bezeichneten Ak-
toren und Sensoren werden fiir unterschiedliche Sollformen unterschiedlich benutzt. Z. B.
werden die mit 2 bezeichneten Aktoren und Sensoren nur fiir die Sollform 1 und die mit 4
bezeichneten Aktoren und Sensoren fiir die Sollformen 2 bis 4 verwendet. Die erreichbare

Genauigkeit ist in Tabelle 6-4 und Tabelle 6-5 fiir die groBeren bzw. kleineren Aktoren aufge-

listet.
Tabelle 6-4: Die erreichbare Genauigkeit der optimalen Benutzung mit gro3eren Aktoren
|Af](mm) foon=1100 foon=1125 fo=1175 fooi=1200 Gesamt
Mittelwert 1.75 0.18 0.92 0.59 0.86
Streuung 16.83 13.83 10.07 17.28 14.77
Fitness 10766 14277 18205 11191 12795
Tabelle 6-5: Die erreichbare Genauigkeit der optimalen Benutzung mit kleineren Aktoren
|Af](mm) foon=1100 foon=1125 fo=1175 fooi=1200 Gesamt
Mittelwert 0.92 0.00 0.02 0.01 0.24
Streuung 12.77 7.54 7.28 14.67 11.04
Fitness 14608 26499 27383 13622 17737

Der Vergleich der Tabelle 6-4 mit der Tabelle 6-5 weist wieder darauf hin, dass mehrere Ak-
toren besser (38%) als wenige Aktoren sind. Und der Vergleich der Tabelle 6-4 und 6-5 mit
der Tabelle 6-2 und 6-3 ergibt, dass beide sich verbessert haben, und zwar 21% fiir die grofe-

ren und 25% fuir die kleineren Aktoren.
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Bild 6-9: Die optimale Benutzung der Aktoren und Sensoren
Die Stellgroflen in der Simulation 1 und 2 wurden durch die Gleichung (6.3-10) berechnet. Es
ist moglich, dass die durch die Gleichung (6.3-10) berechneten Werte gro3er sind als die, die
in der Praxis erlaubt sind. Deshalb wird eine harte Schwelle d.h.
u; | ul.| <lim

u, =<3 lim  u, >lim ,

| —lim u, <-Ilim
in der Simulation 3 benutzt, um der Situation in der Praxis zu entsprechen. In der Simulation
3 werden die kleineren Aktoren benutzt. Die anderen Bedingungen entsprechen denen in der
Simulation 1 und /im ist gleich 100 V. Bild 6-10 zeigt die optimale Platzierung der Aktoren
und Sensoren fiir alle gewiinschte Sollformen mit der Schwelle. Die erreichbare Genauigkeit
wird in der Tabelle 6-6 aufgelistet.

Tabelle 6-6: Die erreichbare Genauigkeit der optimalen Platzierung mit kleineren Aktoren
und der Schwelle

|Afl(mm) for=1100 | fig=1125 for=1175 | f=1200 | Gesamt
Mittelwert 1.87 3.9 1.34 1.29 2.12
Streuung 14.51 6.82 9.05 16.52 12.40

Fitness 12211 18492 19263 11224 13774

Beim Vergleich des Bildes 6-10 mit dem Bild 6-8 b) ergibt sich, dass die Beschrinkung der
StellgroBen die optimale Platzierung beeinflusst. Dieser Einfluss ist negativ. Die erreichbare
Genauigkeit bei der Beschrankung ist 3% schlechter als die ohne Beschrinkung (Vergleich
der Tabelle 6-6 mit der Tabelle 6-3).
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Bild 6-10: Die optimale Platzierung der Aktoren und Sensoren fiir alle gewiinschte

Sollformen mit der Schwelle

Die Simulationen zeigen, dass die optimale Platzierung der Aktoren und Sensoren ein sehr
komplexer Vorgang ist. Viele Faktoren, z. B. die Basisform, die Sollformen, die Grofe der
Aktoren, die erlaubten StellgroBen, die Zielfunktion, etc., beeinflussen die optimale Platzie-
rung. Die erreichbare Genauigkeit hingt sehr stark von der Position der Aktoren und Sensoren
ab. Deshalb ist die Optimierung notwendig.

Die Simulationen zeigen auch, dass die erreichbare Genauigkeit mit mehreren kleineren Akto-
ren besser als die mit wenigen groBBeren Aktoren ist. Die erreichbare Genauigkeit durch indi-
viduelle Anpassung ist viel besser als die durch Gruppenanpassung. Auferdem ist die indivi-
duelle Anpassung fiir ein Massenprodukt besser geeignet.

Die Simulationen zeigen weiterhin, dass der genetische Algorithmus fiir die Optimierung der
Platzierung von Aktoren und Sensoren gut geeignet ist. Der GA verlangt keine Vorausset-
zung, wie z. B. Stetigkeit, Differenzierbarkeit, etc., an die Zielfunktion der Optimierung. Da-
mit kann man die geeignete und komplexe Zielfunktion verwenden und die Optimierung

durchfiihren.
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7. Uberlegungen zum Regelungsentwurf

Bisher wurde die Datenreduktions- und Erweiterungstechnik fiir adaptive mechanische Sys-
teme und die Optimierung der Aktoren- und Sensorenplatzierung durch den genetischen Al-
gorithmus vorgestellt und untersucht. Durch den genetischen Algorithmus kdnnen wir fest-
stellen, wieviel oder welche Aktoren und Sensoren fiir das gegebene Problem notwendig sind.
Dies ist auch im Sinne der ersten Stufe der Datenreduktion. Durch die Karhunen-Loéve-
Entwicklung im Zustandsraum konnen wir die benétigte Datenmenge weiter reduzieren, falls
sie immer noch zu grof ist.

Es bleiben noch zwei Fragen unbeantwortet. Diese sind: Wie entwirft man im reduzierten
Raum einen stabilen Regler? Und wie kann der Regler implementiert werden? In diesem Ka-
pitel wird zundchst das Konzept der verteilten Implementierung des zentralen Reglers zum
Beantworten der Frage zwei untersucht. Obwohl die Antwort der Frage eins nicht Hauptauf-
gabe dieser Arbeit ist, werden einige Besonderheit {iber den Reglerentwurf im reduzierten
Raum erldutert und eine Methode zum Reglerentwurf im modalen Karhunen-Loéve-Raum
wird vorgeschlagen.

7.1. Die verteilte Implementierung eines zentralen Reglers

Fiir die Formkontrolle ist eine relativ groBe Anzahl von Aktoren und Sensoren notig. Obwohl
durch die Verwendung der KLE die Daten massiv reduziert werden kdnnen, kann auf die leis-
tungsfahigen Datenverbindungen zwischen Sensoren/Aktoren und dem Regler nicht verzich-
tet werden, wenn es um einen zentralen Regler geht. Dies ist genau die Schwierigkeit der
Implementierung eines zentralen Reglers fiir die Formkontrolle. Auf der anderen Seite ist der
Entwurf eines zentralen Reglers viel einfacher als der eines verteilten Reglers. Die Datenre-
duktions- und Erweiterungstechnik macht es moglich, einen zentralen Regler verteilt zu imp-
lementieren. In diesem Abschnitt soll dieses Konzept unter folgenden Annahmen untersucht
werden:

1. ein stabiler, diagonaler Regler Gr(s) (vxv) existiert.

2. die Reduktions- und Erweiterungsmatrix R bzw. T sind bekannt und sie werden ent-
weder durch die Gleichung (5.3-8a) oder die Gleichungen (3.1-10a,b) und (3.1-17a,b)
bestimmt.

3. m Sensoren und p Aktoren sind nétig.

Anhand dieser Annahmen gelten die Beziehungen:
y. =Ry
u=Tu, (7.1-1)
u, =Gy,
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wobei y, und u, die Messgréflen bzw. Stellgroflen im reduzierten Raum sind.

Nun teilen wir die m Messgréf3en und p Stellgrofen in & (= v) Gruppen. In jeder Gruppe gibt
k k

es my Sensoren mit m = Zmi und p; Aktoren mit p = Z p; - Entsprechend teilen wir die Re-
i=1 i=1

duktionsmatrix R und die Erweiterungsmatrix 7 auch in k& Teile, so dass jedes Teil von R my

Spalten und jedes Teil von T py; Zeilen hat, d.h.

R = [RJsta"'ka]

- =[T1T,T2T,---,Tkr] (7.1-2)
Dann wird die Gleichung (7.1-1) zu

Y. =Ry=Zk1‘,R,- Vi

u' = [uf,uf,---,u,{]:u,,TTT = urT[T]T,TZT,--‘,TkT] (7.1-3)

ur:GR yr

Dies bedeutet, dass die Datenreduktion R y und die Datenerweiterung Tu, in k Teile R;y; bzw.
Tw,, i=1,2, .., k, unterteilt werden. Jede Teilreduktion und —erweiterung kann als ein Sub-
system betrachtet werden.

Fall 1: Zentrale Regelung und verteilte Reduktion und Erweiterung (Bild 7-1)

Zentraler
Regler

Bild 7-1: Das Schema der zentralen Reglung und der verteilten Reduktion und Erweiterung (k = 6).

Das mechanische System ist im Bild nicht dargestellt.
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In diesem Fall werden v Regelalgorithmen zentral durchgefiihrt und die Reduktion und die
Erweiterung werden auf & Subsysteme verteilt. Im Subsystem i wird die Teilreduktion R; y;
durchgefiihrt, die Ergebnisse (v GroBen) werden zum zentralen Regler geschickt und v Stell-
grofBen werden vom zentralen Regler erwartet. Damit ist ein

2kv mal Datenaustausch (7.1-4)

zwischen dem zentralen Regler und dem Reduktions- und Erweiterungssubsystem nétig. Falls
der Datenaustausch als Telegramm stattfindet, konnen die v reduzierten Messgréf3en von je-
dem Subsystem zusammengepackt werden und die Ubertragung der v StellgroBen vom zentra-
len Regler zu den einzelnen Subsystemen kann iiber Broadcast (d.h. eins an alle) realisiert
werden. So geniigen

k+1 Telegramme (7.1-5)

Fall 2: Verteilte Regelung und verteilte Reduktion und Erweiterung (Bild 7-2)

Bild 7-2: Das Schema der verteilten Reglung und der verteilten Reduktion und Erweiterung (k= 6, v = 4).

Im Bild sind nur die Verbindungen mit dem Subsystem 3 angetragen. Das mechanische System ist nicht

im Bild dargestellt.

In diesem Fall werden v Regelalgorithmen in v von k& Subsystemen realisiert. Z. B. werden die

Regelalgorithmen /, 2, 3 und 4 im Bild 7-2 in den entsprechenden Subsystemen 2, 3, 5 bzw. 6
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implementiert. Im Subsystem 3 wird die Datenreduktion y,” = R; y; durchgefiihrt. y,” enthilt 4
Komponenten. Die eigene Komponente y,’(2) wird fiir eigenen Regelalgorithmus 2 verwen-
det. Die andere Komponenten y,’(1), y,°(3) und y,’(4) werden zu den entsprechenden Subsys-
temen 2, 5 und 6 gesendet. Bevor man den Regelalgorithmus 2 durchfiihrt, muss das Subsys-
tem 3 noch auf die fremden Reduktionsteile (y,/(2), y,°(2), y,/(2), y.(2) und y,°(2)) von den
anderen Subsystemen warten. Nach der Ausfiihrung des Regelalgorithmus 2 sendet das Sub-
system 3 die Stellgroe u,(2) zu den anderen Subsystemen und muss wiederum auf die frem-
den StellgréBe u, (1), u, (3) und u, (4) warten, um die Datenerweiterung durchzufiihren. Damit
ist ein 2(v+k-2) facher Datenaustausch notig. Falls der Datenaustausch durch das Telegramm
stattfinden soll, bendtigt man nur noch 2v+k-2 Telegramme, weil die Sendung der Stellgrofe
u,(2) mit einem Telegramm iiber Broadcast realisiert werden kann. Dies gilt auch fiir die an-
deren Subsysteme, die einem Regelalgorithmus enthalten.

Das Subsystem, das keinen Regelalgorithmus enthélt, z. B. Subsystem / im Bild 7-2, fiihrt die
Datenreduktion durch, sendet die reduzierten MessgroBen y,’ zum Subsystem 2, 3, 5 und 6
und wartet auf die zu erweiternden Stellgrolen von diesen Subsystemen. Damit braucht man
einen 2(v-1) facher Datenaustausch bzw. 2(v-1) Telegramme. Dies gilt auch fiir das Subsys-
tem 4.

Insgesamt bendtigt man einen

4vk-2k-2v fachen Datenaustausch (7.1-6)
und

(3v-2)k Telegramme (7.1-7)
fiir die verteilte Regelung und die verteilte Reduktion und Erweiterung. Ein numerisches Bei-
spiel wird in der Tabelle 7-1 aufgezeigt.

Tabelle 7-1: Der Vergleich der ausgetauschten Daten und der benétigten Telegramme zwi-
schen dem Fall 1 und dem Fall 2

Zentrale Regelung, verteilte Regelung,
k=6 verteilte Reduktion und Erweiterung verteilte Reduktion und Erweiterung
Anzahl der ausge- | Anzahl der bend- | Anzahl der ausge- | Anzahl der bend-
v tauchten Daten | tigten Telegramme | tauchten Daten | tigten Telegramme
1 12 7 10 6
2 24 7 32 24
3 36 7 54 42
4 48 7 76 60
5 60 7 98 78

Es ist offensichtlich, dass Fall 2 mehr Datenaustausch und mehr Telegramme als Fall 1

braucht. Fiir eine gegebene Abtastsrate ist die Ubertragungsrate im Fall 2 hoher als die im Fall
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1. Dies bedeutet, dass die zentrale Regelung mit verteilter Reduktion und Erweiterung im all-
gemeinen weniger Kosten im Kommunikationssystem verursacht oder besser anwendbar ist
als die verteilte Regelung mit verteilter Reduktion und Erweiterung. Fiir manche speziellen
Systeme, z. B. das schwach gekoppelte System oder das System, in dem der Dehnungsmess-
streifen als Sensor benutzt wird, ist die verteilte Regelung mit verteilter Reduktion und Erwei-
terung vielleicht giinstiger, da in solchen Systemen durch geeignete Gruppierung ein fast au-
tonomes verteiltes Regelungssystem konstruiert werden kann.

7.2. Der Reglerentwurf im modalen Karhunen-Loéve-Raum

Im Kapitel 3 haben wir erwéhnt, dass die Bewegung eines mechanischen Systems mit der

Differentialgleichung
Mx + Dx + Kx = Fu

3-1
)= Cx (3-1)
beschrieben werden kann. Im Kapitel 3 haben wir auch die modale Transformation
x =dq (3.1-3)
eingefiihrt, so dass die Gleichung (3-1) zu
O'MOGj+DP ' DOG+D KD g=d"F
1+ 7+ 1 “ (7.2-1)

y=Coq
wird. Die Wurzeln der Gleichung

det(t MA> + DA+ K )=0
sind die Pole der offenen Regelkreise nach Gleichung (3-1). Nach der Ahnlichkeitsinvari-
anz[BAR 94] sind die Pole der Gleichung (7.2-1) gleich den Polen der Gleichung (3-1).

det( (DTMdi/‘tf[ + ¢TD¢/1q +@ 'K )=

det( ®" (MA, + DA, + K )® ) =

2 2
det( @) det( MA, + DA, + K )=0= 1,6=1

Da® " M&d , d"Dd und @" Kb diagonal sind, und es sei
x=® q, mitv<n (7.2-2)

sind die Pole der Gleichung

& ' MD§j +® Db G +d Kb g =& Fu

(7.2-3)
y=Co, g¢q,

gleich den ersten v Polen der Gleichung (7.2-1).
Im Kapitel 5 haben wir die Karhunen-Loéve-Entwicklung im Zustandsraum eingefiihrt (s. die

Gleichungen (5.3-7) und (5.3-8a))
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X = st) 0y =T.,Qu (7.2-4)

wobei s < n ist und die Gleichung (3-1) zu

I‘xiiqu MTx—qu le + TxyiquDTx—k[q le + Txyiqu KTv—qu le = Txyik[q Fu

(7.2-5)
y= CTr—qu Oy
wird. Da T, ,, MT,_,, , T/, DT _, und T, KT, auch diagonal sind, stellt es sich nun die

Frage, ob die Pole der Gleichung (7.2-5) auch die ersten s Pole der Gleichung (7.2-1) sind.
Zunidchst schreibt man die Gleichungen (7.2-3) und (7.2-5) in der Zustandsdarstellung. Da

& 'Md =1,,& Db =2Z 2 und & Kb, =’ sind, wird die Gleichung (7.2-3) zu

q, 0 I, q, 0
= + u
g, -9 -27.9 ||4q, d'F
%r_/

A B, (7.2-6)
y-[co. o]m
T qv

v

Ebenfalls kann die Gleichung (7.2-5) zu

ka _ 0 I, 9y 0
ka _‘_Qlfl -2Z,92, le " TxT—kzqF !

A/cl B/d (72'7)
y = I:CTr—qu 0] |:Q'k1i|
— ka

kl

umstellen, wobei T ueMT,

=1, T’

x—klg

DT, =2Z,2, und T,

x—klq

KTqu = .Q,fl sind. Die
Eigenwerte von A4, und die Eigenwerte von 4y, sind die Pole der offenen Regelkreise der Glei-
chung (7.2-3) bzw. der Gleichung (7.2-5), und die Pole der Gleichung (7.2-3) sind gleich den
ersten v Polen der Gleichung (3-1).

Nun wird angenommen, dass Gleichheit in den Gleichungen (7.2-2) und (7.2-4) gilt. Setzt
man die beide Gleichungen zusammen, erhdlt man die Beziehung zwischen dem modalen

Raum und dem modalen Karhunen-Loéve-Raum (KLR).
D4, = Tx-quka =4, = ¢VTMTx-qule = Tq—qule (7.2-8)

Setzt man die Gleichung (7.2-8) in die Gleichung (7.2-6) ein, erhilt man die Gleichung

A, =T, qT—qu AT, q—klg
) Tsz 0 . . . . -1 -1
wobei T, =| "% ist. Weiterhinsei 4, =V, A, V, und 4, =V AV ~. Man

0

T, q—klg
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erhilt die Beziehung zwischen den Eigenwerten der Gleichung (7.2-7) und den Eigenwerten

der Gleichung (7.2-6) zu
A, =V,/'T  V.AV'T

q=klg” v* v" v q—klg

v, (7.2-9)

Es ist offensichtlich, dass die Eigenwerte der Gleichung (7.2-7) nicht gleich den ersten s Ei-
genwerten der Gleichung (7.2-6) sind, falls s < v ist. D.h. die Wurzeln im modalen KLR sind
nicht dieselben im Originalraum. Mit anderen Worten: die abgeschlossenen Regelkreise sind
definitiv nicht stabil, wenn man die Entwurfsmethode im modalen Raum, z. B. die Methode,
die in Anhang C.5 gegeben ist, direkt im modalen KLR verwendet.
Es ist notwendig, eine Methode zu entwickeln, mit der man die gewiinschten abgeschlossenen
Pole im Originalraum vorgeben und die Reglerparameter im modalen KLR berechen kann,
ansonsten ist die KLE im Zustandsraum nutzlos.
Man geht zundchst davon aus, dass der Regler im modalen KLR folgende Zustandsdarstel-
lung hat

x,=Ax, +B.u,

(7.2-10)
uqu = chc + Dcuc

wobei 4., B., C., und D, die Reglerparameter sind. u. ist die Reglereingabe und uy,, die Reg-
lerausgabe. Dann konstruiert man ein dquivalentes Regelungssystem, in dem sich die Zu-

standsvariable im modalen Raum und die Eingabe- und Ausgabevariable im modalen KLR

befinden:

{q} —A [q} + B Tu,,
g, q,

ka = RCV {qv}
q,

(7.2-11)

wobei R und T die Reduktions- bzw. Erweiterungsmatrix der modalen KLE ist (s. Abschnitt
5.3). Anhand des allgemeinen Regelprinzips und Beachtung der Gleichung (5.3-8a) wird die
Reglereingabe zu

B- qv
u. =P lamf —RCVL } (7.2-12)

wobel a,.; die Sollwerte im KLR sind. Setzt man die Gleichung (7.2-12) in die Gleichung
(7.2-10) und die Darstellung von uy, in der Gleichung (7.2-10) in die Gleichung (7.2-11) ein,

erhilt man

{ﬂ =[4, - BVTDCRCV][‘IV} +BTC,x, + B,TD,Pa,, (7.2-13a)
i, q, |
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% = _B,Rc{‘?V}ACxC +BPa, (7.2-13b)

y=C. {ﬂ (7.2-13¢)

Fasst man die Gleichungen (7.2-13a) und (7.2-13¢) zusammen, erhélt man die abgeschlossene

Ubertragungsfunktion
q, q,
qv = ACl qv + Bclaref
x‘C xC
(7.2-14)
q,
),::(jd qv
X,
i A 0 BT 0|\D, —-C,|RC, 0 BTD, | ,
wobei A4, = - ,B, = P~ und C,=[C,, 0]
0 0 0 I|B -4 0 I B,
A B K C
sind. Die charakteristische Funktion der Gleichung (7.2-14) ist
det(sI-A.;) = 0 (7.2-15)

Die Aufgabe des Reglerentwurfs ist nun, die Matrix K zu finden, so dass alle Wurzeln der
charakteristischen Funktion (7.2-15) links der j-Achse liegen. Diese Aufgabe kann durch fol-
gende Optimierungstechnik geldst werden[FOL 94].

mlgn{J} (7.2-16a)
] 2ux2s P* (é:) 2
J == w,|det(I + KG(&,)) ——— (7.2-16b)
2 i=1 PS (51 )
G(E)=C(ET-A)'B (7.2-16¢)
. 2v+2s
P(&)=T1&-2«,) (7.2-16d)
j=1
P(&)=det(E1~A) (7.2-16¢)
wobel Axj, j =1, 2, ..., 2v+2s, die vorgegebenen gewiinschten Eigenwerte von A, sind und &,

i=1,2, ..., 2vt2s, die sogenannte Stiitzstellen. Die vorgegebenen gewlinschten Eigenwerte
diirfen mehrfache sein, ebenso die Eigenwerte der Strecke (Gleichung (3-1)). Die Stiitzstellen
dagegen, miissen nur im Wert untereinander und von allen Eigenwerten der Strecke verschie-

den sein, aber sind im librigen beliebig. w; > 0 sind die frei wihlbaren Gewichtsfaktoren.
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Die Optimierung (7.2-16) ist nichtlinear, dadurch existiert keine formelmifBige Losung, aber
es existieren mehre numerische Losungen, z. B. mit dem Optimierungswerkzeug von [MAT-
LAB].

Im Anhang C wurde erwihnt, dass der PID-Regler der einfachste und robusteste Regler ist.
Im Kapitel 5 haben wir gezeigt, dass das zu regelnde System im modalen KLR diagonal und
von der Ordnung 2 ist. Deshalb geniigen s PID-Regler fiir s Karhunen-Loéve-Koordinaten.
Nun schreibt man die PID-Regler (Gleichung (c-6)) um zu

. 0 0 1

xci = xcl + uci
0 N, 1
R —

A, B, (7.2-17)
Uggi = [Ii _NizDi ]xci + [Pz + NiDi]uci
C. D

Fiir s PID-Regler sind die Reglerparameter in der Gleichung (7.2-10)
A.=diag(A.;), B. = diag(B.,), C. = diag(C,;) und D. = diag(D.;) (7.2-18)

Die Gleichung (7.2-19) zeigt ein Beispiel fiir s = 2.

0 0 0 0 10
0 N, 0 0 10
A, = , B, = ,
0 0 0 0 0 1
0 0 0 N, 0 1 (7.2-19)
c _[1, -NiD, 0 0 | qp —|BFND 0
“ o 0 I, —-N;D, ‘ 0 P,+N,D,

Nun werden die zu optimierenden Parameter von 9s” auf 4s reduziert und das Optimierungs-
problem (7.2-16) wird zu

min  {J} (7.2-20)
R’Ii’Di’Ni

N, 201,20
B

Darin ist das J dasselbe wie in Gleichung (7.2-16b). Die Optimierung (7.2-20) kann ebenfalls
durch das Optimierungswerkzeug von [MATLAB] erfolgen.

Die 2v+2s vorgegebenen gewiinschten Eigenwerte von A.; enthalten 2s Eigenwerte der s Reg-
ler. Diese Eigenwerte existieren im modalen KLR und die Vorgaben sollen auch im modalen
KLR giiltig sein. Die genaue Vorgabe der Eigenwerte im modalen KLR ist schwer, weil die

Beziehung zwischen dem abgeschlossenen modalen Raum und dem abgeschlossenen modalen
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KLR unbekannt ist. Jedoch garantieren die Nebenbedingungen der Optimierung (7.2-20) die
Stabilitdt des PID-Reglers. Damit braucht man die genaue Vorgabe der Eigenwerte des Reg-
lers nicht. Einige Ndhrungswerte mit kleineren Gewichtungsfaktoren w; gentigen.

Die 2v vorgegebenen gewlinschten Eigenwerte von 4. sind die Eigenwerte der Strecke und
diese sind im modalen Raum. Die genauere Vorgabe ist moglich. Wie grof3 v sein soll, hingt
von der dynamischen Anforderung der zu regelnden Regelkreise ab. Falls die Bandbreite des
abgeschlossenen Systems gleich @,; sein soll, genligt ein minimales v, so dass

W < 0(V) (7.2-21)

wobei o(v) die v-te Eigenfrequenz der offenen Regelkreise ist.

Da die Eigenwerte der Strecke in den vorgegebenen gewiinschten Eigenwerten von A.; auf-
tauchen diirfen, kann man die v-ten Eigenwerte der offenen Regelkreise als die vorgegebenen
gewlinschten Eigenwerte der geschlossenen Regelkreise angeben, so dass die Eigenwerte der
geschlossenen Regelkreise, die grofler als die v-ten Eigenwerte sind, gleich der Eigenwerten
(v+1,...,n) der offenen Regelkreise sind. Da die offenen Regelkreise stabil und die geschlosse-
ne Subregelkreise mit der Ordnung 2v+2s auch stabil sind, sind die originalen Regelkreise
stabil. D.h. durch die Optimierung (7.2-20) ist garantiert, dass der Regler, der im modalen
Karhunen-Loéve-Raum entworfen wurde, das System (3-1) stabilisiert.

Nun ist die Karhunen-Loéve-Entwicklung im Zustandsraum perfekt. Die KLE bietet uns ein
reduziertes System an, in dem die Freiheitsgrade von n auf v reduziert werden, sowie die Ein-
ginge von p auf v und die Ausgidnge von m auf v. Die stationdre Genauigkeit des Systems ist
gleich der Rekonstruktionsgenauigkeit der Zielformen. Wie stark die Reduzierung erfolgen
kann, hingt nur vom Interesse des Benutzers ab. Wenn man nur an wenigen Steuerzielen bzw.
einer geringen Variation der vorgegeben Form interessiert ist, kann die Reduzierung ziemlich
grof} sein. Das reduzierte System ist entkoppelt. Obwohl die Theorie keine Garantie gibt, dass
der im reduzierten Raum entworfene Regler das unreduzierte System stabilisiert, kann man
durch Verwendung der Optimierung (7.2-20) eine solche Garantie gewahrleisten.

Dennoch héngt ein guter Einsatz der KLE im Sinne des Reglerentwurfs von den Vorgaben
zweckmaBiger Eigenwerte ab. Wie gut die Vorgaben sind, kann man nicht mit einigen For-
meln bestimmen. Man braucht Gefiihl und Erfahrung wie bei den {ibrigen Reglerentwurfsme-

thoden.
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8. Experimentelle Untersuchungen und Ergebnisse

Bislang haben wir die Datenreduktions- und Erweiterungstechnik fiir adaptive mechanische
Systeme und den Reglerentwurf im reduzierten Raum vorgestellt und untersucht. Die KLE
bietet uns eine Methode an, das System in den Freiheitsgraden (n auf v) sowie im Eingang (p
auf v) und im Ausgang (m auf v) zu reduzieren. Die stationdre Genauigkeit des Systems ent-
spricht der Rekonstruktionsgenauigkeit der Zielformen. Wie stark die Reduzierung erfolgen
kann, hingt nur von den Zielvorgaben des Benutzers ab. Wenn man nur an wenigen Steuer-
zielen interessiert ist, konnte die Reduzierung ziemlich grof3 sein. Die im Abschnitt 7.2. vor-
gestellte Methode garantiert, dass der im reduzierten Raum entworfene Regler das unreduzier-
te System stabilisiert.

Bislang basieren diese Ergebnisse nur auf der Theorie und Simulation. In diesem Kapitel
werden experimentelle Untersuchungen zur Anwendung der beschriebenen Methoden vorge-
stellt. Die Ergebnisse bestétigen die Richtigkeit dieser Methode.

Aus technischen Griinden werden die Ergebnisse der optimalen Platzierung der Aktoren und
Sensoren nicht experimentell untersucht.

8.1. Beschreibung des Versuchsaufbaus

Das Versuchsobjekt ist eine eindimensionale parabelformige Platte mit dem Mal
800x100x1,5 mm (Bogenlidnge x Breite x Dicke). Das Grundmaterial besteht aus Messing.
Die parabelformige Platte wird am Mittelpunkt (in x-Richtung) befestigt (s. Bild 8-1).

Aus technischen Griinden wurde die Platzierung der Aktoren und Sensoren nicht durch den
genetischen Algorithmus optimiert, sondern sie wurden einfach gleichméBig verteilt. Die Pie-
zokeramikstdbe vom Typ P-810.10 von der Firma Physik Instrument wurden als Aktoren und
die Dehnungsmesssteifen als Sensoren benutzt. Da die Form der parabelformigen Platte nur in
x-Richtung gedndert werden soll, wurden die Aktoren in y-Richtung auch gleichmiBig verteilt
und gruppiert. D. h. die Aktoren mit der gleichen x-Koordinate werden in einer Gruppe, so-
wohl physikalisch als auch elektronisch zusammengefasst. Es gibt neun solche Gruppen. Jede
Gruppe wird als ein unabhidngiger Aktor bezeichnet. Der Abstand zwischen der Mitte der
zwei unabhéngigen Aktoren betrdgt 80 mm. Das Material der Vierkante besteht aus Alumini-
um. Die Dehnungsmessstreifen werden in der Mitte (y-Richtung) und unter den Aktoren posi-
tioniert.

Ein 3D-MeBsystem[CAL 01, ALB 98] mit zwei Kameras wird benutzt, um die Formverénde-
rung des Versuchsobjekts zu messen. Durch das 3D-MeBsystem werden je Messung 26 Posi-
tionen (die schwarzen Kreise im Bild 8-1c¢)) auf der Oberfliche vermessen[ALB 98]. Basie-

rend auf den gemessenen 3D-Koordinaten der 26 Punkte wird ein mathematisches 3D-Modell
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der Plattenoberfliche ermittelt. Anhand dieses 3D-Modells konnen beliebig feinere Gitter-
punkte erzeugt und dann gemal der Gleichung (6.3-2) die Brennweite berechnet werden.

Kamera 1 Kamera 2

X\ z

Y Vier ant

al a2 a3 a4 a a7 X
g
& s3 s4
(e}
i

» €
sl s2 800 mm 80 o s7 s8 S s10

a)

Aktoren: 9 unabhanglg PZS (P 810 10) Sensoren: 10 DMS

O O
/d% | 1: Alu-Vierkant (10 x 10)
1 ) 1 3 2: Piezostabaktor P 8§10.10
\ \ 3: M2-Justageschraube mit
| \ Feingewinde (0,25)
© = 4: Messingblech (1,5 mm)

5: Dehnmessstreifen (350 Q)

4 LL{ 6 : 5 UL{ 6 6: M3-Befestigungsschraube 0

Bild 8-1: Schema und Photo des Versuchsaufbaus; a) Schema; b) Sicht von oben; ¢) Frontansicht; d) Aktorbe-
festigung
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In der Basisform (alle unabhéngigen Aktoren mit 50 V) hat die parabelformige Platte gemal3
der Gleichung (6.3-2) etwa 2261 mm Brennweite. Das Ziel des Versuches ist es, die Brenn-
weite zwischen 2240 mm und 2300 mm zu variieren. Das Schema (a)), die Sicht von oben
(b)), die Frontansicht (c)) und die Aktorbefestigung (d)) sind im Bild 8-1 angegeben. Die Ma-

terialdaten vom Grundkdrper, Vierkant und P-810.10 sind in der Tabelle 8-1 aufgelistet.
Tabelle 8-1: Materialdaten

Dichte (g/cm?) Elastizitdtsmodul (N/mm?) | Poisson'sche Zahl
Messing 8.50 1.12x10° 0.333
Aluminium 2.72 0.75x10° 0.330
Dichtung (g/cm?®) | Elastizititsmodul (N/mm?) | Piezoelektr. Konst.
P-810.10 2.56 3.07x10° 4.61x10*(N/(Vm))

8.2. Hysteresekompensation an Piezokeramikstabaktoren
Piezokeramikstabaktoren haben eine mehrdeutige statische Kennlinie, eine in ihrer Breite und
Neigung aussteuerungsabhingige Hysterese. Um das lineare Finite-Element-Modell (FEM)

zu verwenden, ist es notig, die Hysterese zu kompensieren.

150 : : : : 110
100}
100 | 90l
Z  50( 807
£ 20
5 3
5 of % 60
& £ 50f
2 501 S 40 -
3 Z
a 30 &
-1 r
00 20l
-150 | 10r
0
200 ‘ ‘ ‘ 10 ‘ ‘ ‘
0 20 40 60 80 100 0 20 40 60 80 100
Aktoreingabe (V) Reglerausgabe (V)
a) Hysterese der Piezostabaktoren b) Inverse Hysterese der Piezostabaktoren

Bild 8-2: Hysterese und inverse Hysterese der Piezostabaktoren.
Es sei y = f{x) die Hysterese der Piezostabaktoren, wobei x die Aktoreingabe und y die Deh-
nung ist. Die Aufgabe der Kompensation ist es, eine Funktion x = g(u) zu finden, so dass die
Funktion f{g(u)) linear ist (die (rote) Strichlinie im Bild 8-2 a)), wobei u die Reglerausgabe
ist. Die Funktion x = g(u) kann aus Bild 8-2 a) prinzipiell bestimmt werden. Wenn die Akto-
reingabe z. B. von 0 V bis 60 V reicht, ist der Dehnungssignal etwa 10 mV. Falls die Akto-
reingabe von 100 V herunterfiahrt und der Dehnungssignal 10 mV bleiben mdchte, muss die
Aktoreingabe nicht 60 V, sondern etwa 50 V sein(s. Bild 8-2 b). Fiihrt man diesen Vorgang

fiir jeden Punkt auf der Hysteresekurve durch, erhélt man die inverse Hysterese(s. Bild 8-2

b)).
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In der Literatur [BER 01] und [DOS 97] wird folgendes Modell sowohl fiir die Hysterese als
auch fiir die inverse Hysterese vorgestellt:
y=f(x)+h(x-x,h,)

k k (82'1)
h(x—x,,h,)=he" = +k,sgn(x—x,)(1—e =l )

wobei f(x) eine zu bestimmende eindeutige, nichtlineare Funktion und die Funktion /4() der
verbleibende mehrdeutige Rest ist. x, ist der sogenannte Umkehrpunkt des Eingangssignals
und A, = h(x = x,) ist der Funktionswert des mehrdeutigen Rests am Umkehrpunkt. sgn() ist
die Vorzeichenfunktion. &; und k; sind die zu bestimmenden Konstanten.
Die Gleichung (8.2-1) zeigt, dass die Funktion A() symmetrisch und der Abstand zwischen
den Umkehrpunkten und der Funktion f{) gleich ist (siehe die (griine) durchgezogene Linie
mit ,,+“ im Bild 8-3c). Mit anderen Worten ist die durch die Gleichung (8.2-1) dargestellte
Hysterese eine um die nichtlineare Funktion f{) symmetrische Funktion.
Dies fiihrt zu einer Skizze, wie man die Funktion f{) bestimmen kann:
1. Berechnung der Mittelpunkte (die (magenta) ,,** Punkte im Bild 8-3 a))
2. Berechnung der Abstinde zwischen den Mittelpunkten und den Umkehrpunkten (die
(griinen) ,,+* Punkte im Bild 8-3 a)) und ihrem maximalen Wert.
3. Festlegung der Punkte (die (braunen) ,,0* Punkte im Bild 8-3 a)), die auf der Funktion
S0 liegen sollen, mit dem maximalen Abstand zu den Umkehrpunkten.
4. Finden der Funktion f{) durch die kleinste quadratische Spline-Approximation (der
3ten Ordnung).
Bild 8-3 b) zeigt das durch die oben genannte Methode aus der gemessenen Hysterese (Bild
8-3 a)) gewonnene Hysterese-Modell mit k; = 0.057 und k, = 17.151. Der Vergleich des Bilds
8-3 a) und b) zeigt, dass die durch die Gleichung (8.2-1) dargestellte Hysterese sehr nahe an
der gemessenen Hysterese liegt. Aber der Vergleich der h() Funktion zwischen der gemesse-
nen Hysterese — f() und der berechneten Hysterese — f{) weist darauf hin, dass das durch die
Gleichung (8.2-1) dargestellte Hysterese-Modell noch einen relativ gro3en Fehler enthailt.
Dieser Fehler ist fiir unsere Anwendung noch zu groB3, deshalb wird das Hysterese-Modell
(8.2-1) verbessert.
Der Hauptgrund des Fehlers ist, dass die gemessene Hysterese nicht um die Funktion f{)
symmetrisch ist. Deshalb werden im verbesserten Modell bei der steigenden und fallenden
Eingabe unterschiedliche Konstanten k; und k, verwendet. Auflerdem wird eine Funktion
Jfro(x,x,) fiir jeden Umkehrpunkt eingefiigt, um den Unterschied zwischen der gemessenen und

berechneten Hysterese zu korrigieren.
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y=f(x)+h(x=x,h,)

steigend . steigend .
he 1l pesteigend o K el ) | psteigend ¢ ) x> x (8.2-2)

k|| fallend k[ =, | ) L g fallend
he _kz (1—6 ' )+f}c2 (x’xu)’ X<X,

u

h(x—xu,hu):{
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Aktoreingabe (V)
a) Das Prinzip der Berechnung der Funktion f{)
200 \
150 1 7

100

50
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-100
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b) Das durch GI. (8.2-1) beschriebene Hysteresemodell
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= <
ol ol
z N
L L L L 20 L L L L
20 20 40 60 80 100 0 20 40 60 80 100
Aktoreingabe (V) Aktoreingabe (V)

c¢) Die gemessenen((blaue) durchgezogene Linie) und d) Die gemessenen ((blaue) durchgezogene linie) und
berechneten (griine) durchgezogene Linie mit ,,+) verbessert berechneten(griine) durchgezogene Linie
h() Funktionen mit ,,+°) A()Funk tionen

Bild 8-3: Das Prinzip der Hysterese-Modellbildung
Bild 8-3 d) zeigt die gemessenen und die durch das verbesserte Hysterese-Modell (8.2-2) be-
rechneten /() Funktionen. Bild 8-4 zeigt die gemessene Hysterese des Aktors a5 vor und nach
der durch das verbesserte Hysterese-Modell (8.2-2) durchgefiihrten Kompensation. Die Ta-

belle 8-2 listet die maximale Hysterese vor und nach der Kompensation auf.

200 200
150 / 150 /
100 “4 100
S S
O E 50
El e
% 0 % 0
& &
g . 5 .0
g S0 g /
] &
-100 / -100
15014 -150
2% -30 10 10 30 50 2% -30 -10 10 30 50
Aktoreingabe (V) Aktoreingabe (V)
a) vor der Hysteresekompensation b) Nach der Hysteresekompensation

Bild 8-4: Darstellung des Ergebnisses der Hysteresekompensation des Aktors 5

Tabelle 8-2: Die maximale Hysterese aller Aktoren vor und nach der Kompensation

Hysterese (mV) | al a2 a3 a4 as a6 a7 a8 a9
Vor Komp. 35 32 33 38 38 30 35 35 35
Nach Komp. 4 4 6 4 3 4 4 2 5

8.3. Modellbildung und —verifikation
Nach der Hysteresekompensation werden die 3D geometrischen Daten im ruhenden Zustand
(alle Aktoren mit 50 V) gemessen. Anhand dieser Daten werden zwei FE-Modelle mit 3D-

Elementen, eines fiir die linke Seite und ein zweites fiir die rechte Seite, konstruiert. Jedes
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Modell hat 2989 Freiheitsgrade. Das linke Modell hat 5 Ein- und Ausgénge und das rechte hat
4. Zur Verifizierung des statischen Verhaltens werden die einzelnen unabhéngigen Aktoren
aktiviert (0 V und 100 V), die durch die FE-Modelle berechneten Verformungen werden mit
den durch das 3D-Messsystem gemessenen Ergebnissen verglichen und die Parameter der FE-

Modelle werden aktualisiert. Tabelle 8-3 zeigt die Endergebnisse nach der Anpassung. Dabei

Messem

wird der Fehler € entsprechend & = \/ Z ( Modell-Messen )2 / n x 100% berechnet. Bild 8-5 zeigt die

berechnete und gemessene Verformung (Bild 8-5 a)) und die Abweichung (Bild 8-5 b)) bei
den Aktoren a5 und a6 mit 100 V Eingabe an.

Tabelle 8-3: Die Endergebnisse nach der Anpassung.

£(20) aktivierter
o
Aktor a5a6 ada7 a3al a2a9 al
Aktor
Spannung

+50 V (100V) 3.97 2.77 3.09 4.56 2.37
-50V (0V) 247 3.13 2.87 4.13 2.76

dZ (Modell-Messen) [mm]

100
400
Y [mm]
50 400 % X [mm)
a) Absolute Verformung b) Abweichung zwischen der gemessenen und der

berechneten Verformung
Bild 8-5: Modellberechnung und 3D Messung fiir a5a6 = 100V

Nach der Verifikation des statischen Verhaltens werden die durch das im Anhang B.3 vorge-
stellte Modell berechneten Dehnungssignale mit den gemessenen verglichen, weil die Mo-
dellparameter, z. B. der Verstarker, die Empfindlichkeit des Materials und die effektive Lénge
bzw. Breite des Dehnungsmessstreifens (s. Gleichung (b-11)), durch die Kalibrierung be-
stimmt werden miissen. Tabelle 8-4 listet den relativen Fehler der Dehnungssignale nach der
Kalibrierung auf. Der Fehler wird wie in Tabelle 8-3 berechnet.

Tabelle 8-4: Der relative Fehler der Dehnungssignale nach der Kalibrierung

sl s2 s3 s4 s5 s6 s7 s8 s9

€ (%) 2.41 2.85 1.26 0.5 2.05 1.79 0.69 1.55 1.65
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8.4. Durchfiihrung der KLE, Reglerentwurf und Sollwertberechnung

Nach der Modellverifikation erhilt man ein lineares Modell. Anhand dieses Modells wird die
KLE im Zustandsraum durchgefiihrt. Da die Konstruktion der Aktoren (s. Bild 8-1 a) und d))
die Verdrehung nicht iiberwinden kann und im Versuchsobjekt eine mechanische schwer
kompensierbare Verdrehung existiert®”, konnen die berechneten Sollformen nicht direkt als
die représentative Menge fiir die KLE verwendet werden. Deshalb werden die auf die beste-
hende Verdrehung bezogenen Deformationen, die durch aktive einzelne Aktoren mit der mi-
nimalen und maximalen Spannung erzeugt wurden, als die reprdsentative Menge fiir die Be-
rechnung der KLE benutzt. Anhand des Ergebnisses des Abschnitts 5.3.2 geniigt es, jeweils 5
und 4 orthogonale Funktionen zu berechnen. Tabelle 8-5 listet jeweils 10 entsprechenden
KLK auf.

Tabelle 8-5: Die KL-Koeffizienten des linken und rechten Modells

a; a, as ay as as az ag ag ajg

links 62.12 1.07 0.18 0.03 0.01 9x1077 | 9x10™ | 7x10" | 7x10°° | 7x107

rechts | 74.19 1.42 0.24 0.04 | 9x10™ | 9x10™" | 9x10™" | 8x10" | 8x107"° | 8x107

Die ersten zwei orthogonalen Funktionen der beiden Modelle werden benutzt, um das origina-
le Modell zu reduzieren. Damit ist der Rekonstruktionsfehler, auch der stationdre Fehler,

gleich 0.21 fiir das linke und 0.28 fiir das rechte Modell. Anhand der Gleichungen (5.3-1),

(5.3-2) und (5.3-8) werden die Transformationsmatrizen Ry;, T und P ermittelt:

Linkes Modell:

kil

[ 2.5057x107 2.0519x 107 7.2275x107° 5.3894x107° 1.1101x107°

8.4-1
—2.4274x107 2.0367x107° 2.1673x107° 2.6000x 10~ 4.9034x10‘3} (84D

77 7.2647x10°  6.8441x10° 6.1848x10" 1.002x10° 6.7670 (8.4-2)
4.5367x10° —3.8922x10° —1.3273x10° —3.99x10° —3.7665% 10’ '
~ [ =1136.2 99.199 ~ . | —88041 0.7688
P= , P'x10 = . (8.4-3)
—4.0488 1136 —3.1379% 1072 8.8057
Rechtes Modell:
| —2.8476x107 —2.8261x107 —8.2441x107 —3.3665x107" (8.4-4)
1 233118x107 1.2488x107  3.0590x 107 3.1291x10°° '
_ —5.9409x10° —6.9228x10° —4.0233x10  1.8097x10 (8.4-5)
4.0701x10° —=2.2985x10° —1.8531x10° —4.1383%x10° '

1. Der Grundkoper selber und Ungleichheit der Aktoren sind moglich Griinde.
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(8.4-6)

~ | —1136.3 —119.33 ~_, . —-8.7873 —0.92517
, P x10" =
—-0.12838  8.8096

“|-16.559 11334
Da nur je zwei KLK verwendet werden, geniigen je zwei PID-Regler im modalen KLLR. Auf-
grund des Ergebnisses vom Abschnitt 7.2 werden zwei gemischte Modelle aufgebaut:

Linkes Modell:

5.8987 1474.5 ~1435.7 —587.16
i+ 229.21 g+ 57302 q,=|-580.79 —50656 |y,
273.14 68286 ~2983 —1661.2

0 - —0.16397  0.26508 —5.0063x107"
474397 %107 017539 —9.2557x 10~ |1

Rechtes Modell:

5.8686 1467 ~1385.1 499.39
i, + 227.99 g, + 56997 q,=| 85584 52814 |u,,
268.16 67040 ~29546 1538.6

—0.15862 ~0.24303 6.9156 x107°
Cu = L 5.469%107 —0.18664 1.7184x 10-3}13
Die Zustandsvariablen dieses Modells befinden sich im modalen Raum und die Ein- und
Ausgangsvariablen befinden sich im modalen KLR. Die Regler sollen so entworfen werden,
dass die Eigenwerte der abgeschlossenen Regelkreise (ab dem dritten) moglichste gleich den
Eigenwerten der offenen Regelkreise (ab dem dritten) sind. Bei der Verwendung der im Ab-

schnitt 7.2 beschriebenen Optimierungsmethode ergeben sich folgende Reglerparameter

(PiD(s)=P+L s VDS
s s+N
Linkes Modell:
-16188 18871 018758
P= I = ,D = und
-0.57688 21667 0.02582
_ {8.6881 } (8.4-7)
23.368
Rechtes Modell:
-1 50 0.04
3 3 3 an=|"? (8.4-8)
= ) = 5 = un = 4-
P -1 1 50 D 0.04 50

Da die Konstruktion der Aktoren die theoretisch berechneten Sollformen nicht erreichen

kann, konnen die durch die Gleichung (5.3-3) (a,,, = WVTxmf ) berechneten Sollwerte im KLR

ref
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nicht verwendet werden. Deshalb konnen die Sollwerte im KLR nur durch die Simulation

berechnet werden (s. Bild 8-6).

Die 42 Punkte in der Mitte der parabelformigen Platte (y-Richtung) und die Gleichungen von
(6.3-1) bis (6.3-4) werden benutzt, um die Brennweite zu berechnen (das Element ,,Calfoc*
im Bild 8-6). Die berechnete Brennweite wird im ,,Anzeiger angezeigt (s. Bild 8-6). Um die
gewiinschten Sollwerte im KLR zu finden, wird der Goldene-Schnitt-Algorithmus verwendet

und die theoretische Sollbrennweite, die durch die Gleichung (5.3-3) berechnet wird, wird als

Anfangswert benutzt. Tabelle 8-6 zeigt die so berechneten Sollwerte im KLR.

Tabelle 8-6: Die durch die Simulation berechnete Sollwerte im KLR.

Brennweite (mm) Linke Seite (x <0) Rechte Seite (x > 0)

Etikett f o a; a a; a
2240 2240.1 131 2.3559 0.1731 -2.5065 0.1711
2250 2250.1 110 1.2486 0.0918 -1.3284 0.0907
2280 2280.0 188 -2.0008 -0.1471 2.1287 -0.1453
2300 2300.0 335 -4.1253 -0.3032 4.3890 -0.2996

8.5. Simulations- und Experimentalergebnisse

Bild 8-6 zeigt das Simulationsdiagramm vom Werkzeug SIMULINK [MATLAB]. In der Ta-
belle 8-7 werden Namen, Bedeutungen und die verwendeten Daten aller Elemente aufgelistet.

Die Bilder von ,,Graphic* im Bild 8-6 fiir die Brennweite 2300 werden im Bild 8-7 noch ein-

mal gezeigt.

Tabelle 8-7: Namen, Bedeutungen und die verwendeten Daten aller Elemente im Simulationsdiagramm

Namen des Elements

Verwirklichung

Verwendete Daten

Linkes Modell

Das volle Modell der linken parabelformigen Platte

Rechtes Modell

Das volle Modell der rechten parabelférmigen Platte

Rkl L

Die Transformationsmatrix Ry; des linken Modells und
Transformierung der Dehnungssignale zur KLK.

Die Werte in (8.4-1)

Rkl R

Die Transformationsmatrix Ry, des rechten Modells und
Transformierung der Dehnungssignale zur KLK.

Die Werte in (8.4-4)

inv(Pkl_L)

Abbildung der Werte vom KLR zum modalen KLR des
linken Modells

P7'x 107 in (8.4-3)

inv(Pkl R)

Abbildung der Werte vom KLR zum modalen KLR des
rechten Modells

P~ x10% in (8.4-6)

PID L1 und PID L2

PID-Algorithmus des linken Modells

PID-Parameter in (8.4-7)

PID R1 und PID R2

PID-Algorithmus des rechten Modells

PID-Parameter in (8.4-8)

Tkl L

Die Transformationsmatrix 7' des linken Modells und
Transformation der modalen KL-Stellgroen zu den rea-
len StellgroBen

Die Werte in (8.4-2)
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Tabelle 8-7: Namen, Bedeutungen und die verwendeten Daten aller Elemente im Simulationsdiagramm (Fortset-

zung)
Namen des Elements Verwirklichung Verwendete Daten
Tkl R Die Transformationsmatrix T des rechten Modells und Die Werte in (8.4-5)
Transformation der modalen KL-Stellgroen zu den rea-
len StellgroBen
Step L Sollwerte im KLR des linken Modells Werte in der Tabelle 8-6
Step R Sollwerte im KLR des rechten Modells Werte in der Tabelle 8-6
Calfoc Berechnung der Brennweite und Streuung mit 42 Punkte
Dehnung Anzeiger und Zeigen der Verldufe der Dehnungssignale
Solllst Anzeiger und Zeigen der Verlaufe der Soll- und Istwerte
Anzeiger und Zeigen der Verldufe der Differenz zwischen
Fehler
Soll- und Istwerte
U Anzeiger und Zeigen der Verldufe der Stellgrofien
Anzeiger Zeigen der Brennweite und Streuung
X-Y Graphic Darstellung der Verformung
W Dynamik Selector2
(ZZe] | 1J el e
131326+002 | [ 2 7 Xdyn  |= ecto
Calfoc 126 “Selector @
Anzeiger
EP| X(n+1) = A*X(n)+Bc*Uc(n)+BdUd( 12 8 Y
n+1) = A*X(n)+Bc*Uc(n)+ n} ecto -
Y1(n) = C1"X(n) 4 1_26!'%elect r 42 Graphie
—] Y2(n)=C2*X(n)
4 Selector1
Rechtes Modell
| X(n+1) = A*X(n}+Bc*Uc(n)+BdUd(n 22

Y1(n) = C1*X(n)
p— Y2(n)=C2*X(n)

Linkes Modell

4 5
Tk_R Q «\ TKI_L
- /K K - PID )
) I:{Pm L1 De

PID inv(Pkl_L)
PID L2
PID
_ZI:_JI:PID R1 De
PID inv(Pkl_R)
PID R2

Bild 8-6: Simulationsdiagramm auf der Basis von SIMULINK
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Bild 8-7: Simulationsergebnis fiir die Brennweite 2300
Die Simulation zeigt, dass die im reduzierten Raum und durch die Gleichung (7.2-20) entwor-
fenen Regler das System mit vollen Freiheitsgraden stabilisieren und die guten Ergebnisse
sowohl im dynamischen (s. Bild 8-7 b)) als auch im statischen Bereich (s. Bild 8-7 a)) errei-
chen konnen.
Das Mess- und Regelungssystem im Bild 8-6 wurde auf einem Rechner unter Windows NT

mit C implementiert und die parabelférmige Platte geregelt. Nach der Stabilisierung wird die
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geregelte Platte mit dem 3D Messsystem gemessen und die Brennweite wie in der Simulation
berechnet. Tabelle 8-8 listet den Vergleich zwischen der Simulation und der Messung auf.

Bild 8-8 zeigt den Vergleich der Dehnungsverldufe zwischen Simulation und Messung fiir die

Brennweite 2240 (mm).

Tabelle 8-8: Der Vergleich der Ergebnisse zwischen der Simulation und der Messung

Simulierte Brennweite (mm) | Gemessene Brennweite (mm)
Etikett f o, f oy
2240 2240.1 131 2239.0 108
2250 2250.1 110 2248.8 117
2280 2280 188 2283.1 145
2300 2300.0 335 2303.4 198

Simulierten Dehnungssignale (mV)

Zeit (s)

a) Simulierte Dehnungssignale

Gemessenen Dehnungssignale (mV)

801 )

60

401

PNIIAS e Jop Ty e Py

Zeit (s)

b) Gemessene Dehnungssignale

Bild 8-8: Der Vergleich der dynamischen Verlaufe zwischen der Simulation und der

Der Versuch zeigt, dass die im reduzierten Raum und durch die Gleichung (7.2-20) entworfe-
nen Regler auch ohne Modifizierung das reale System stabilisieren (s. Bild 8-8 b)). Aber das
Bild 8-8 und die Tabelle 8-8 zeigen, dass es Unterschiede zwischen der Simulation und der
Messung sowohl im dynamischen als auch im statischen Bereich gibt. Die Griinde dafiir sind
die Modellfehler, die iibrige Hysterese, etc.. Im unseren Fall ist das Modell etwas hérter als

das Versuchsobjekt. Diese Abweichung kann man durch die Modifizierung der Sollwerte

Messung fiir die Brennweite 2240 (mm)

ausgleichen. Tabelle 8-9 zeigt diese Ergebnisse.
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Tabelle 8-9: Die verbesserten Ergebnisse der Messung durch die Modifizierung der Sollwerte

Sollwerte | Gemessene Brennweite (mm)

Etikett f o,
90% von 2240 2240.2 117
90% von 2250 2250.0 125
90% von 2280 2279.9 132
90% von 2300 2300.1 144
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9. Zusammenfassung und Ausblick

In dieser Arbeit wird die ,,Datenreduktion* in das verteilte Regelungskonzept eingegliedert
und besonders fiir adaptive mechanische Systeme betrachtet. Anhand der Anforderungen bei
der Formkontrolle in adaptiven mechanischen Systemen wurden die bestehenden Modellre-
duktions- und Regelungstechniken analysiert. Die herkommlichen Modellreduktions- und
Regelungstechniken sind der Aufgabe der Formkontrolle wegen der relativ groBen Anzahl an
Aktoren und Sensoren nicht in allen Fillen gewachsen.

Die Datenreduktionstechnik wird bisher weitgehend in der Telekommunikation und Bildver-
arbeitung erfolgreich verwendet. Wegen der unterschiedlichen Randbedingungen zwischen
Bildverarbeitung und adaptiven mechanischen Systeme wurden die bekannten Datenreduk-
tionstechniken detailliert untersucht. Obwohl die meisten Datenreduktionstechniken die
Randbedingungen fiir das adaptive mechanische System nicht erfiillen konnen, kann das Prin-
zip von JPEG (einem etablierten Verfahren fiir Einzelbilder), die Verwendung der orthogona-
len Transformation, gut in adaptiven mechanischen Systemen verwendet werden.

Eine direkte Anwendung der orthogonalen Transformation ist die Modal-Entwicklung. Die
Modal-Entwicklung beschreibt die Eigenschaft der mechanischen Systeme. Die Modal-
Entwicklung ist unsensibel zur Art der Sensoren. Durch die Modal-Entwicklung wird das me-
chanische System entkoppelt. Die Eigenwerte des reduzierten Systems sind gleich denen des
originalen Systems. Die Verwendung der im Abschnitt 7.2 vorgestellten Methode kann garan-
tieren, dass die im reduzierten Raum entworfenen Regler das originale abgeschlossene Sys-
tem stabilisieren. Die Modal-Entwicklung ist sensibel zum Reduktions- und Erweiterungsfeh-
ler. Wegen solcher Fehler wird der stationédre Fehler des geschlossenen Systems nicht gleich
dem Rekonstruktionsfehler sein. Fiir die genauere Formkontrolle sind viele verdichtete Gro-
Ben (Modal-Koordinaten) notwendig und die Anzahl solcher verdichteten GroBen ist fiir die
Regelungstechnik hiufig unakzeptabel.

Um die verdichteten Grofen maximal zu reduzieren, ist die Anwendung der Karhunen-Loéve-
Entwicklung im Ein- und Ausgangsraum die einfachste Methode. Die Karhunen-Loéve-Ent-
wicklung im Ein- und Ausgangsraum ist die optimierte Reduktionstechnik im Sinne des
kleinsten quadratischen Fehlers. Die Karhunen-Loéve-Entwicklung im Ein- und Ausgangs-
raum ist unsensibel zum Reduktions- und Erweiterungsfehler und der stationire Fehler des
geschlossenen Systems ist gleich dem Rekonstruktionsfehler der Karhunen-Loéve-
Entwicklung der Sollformen. Die Karhunen-Loéve-Entwicklung im Ein- und Ausgangsraum
ist sensibel zur Art der Sensoren, d.h. zur Gewinnung der Abtastpunkte der Messgro3en. Das

durch die Karhunen-Loéve-Entwicklung im Ein- und Ausgangsraum reduzierte System ist
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gekoppelt. Die Freiheitsgrade des reduzierten Systems sind unverdndert. Ein solches System
ist trotzdem schwierig fiir den Reglerentwurf. Ubliche Modellreduktionstechniken kdnnen
nicht sicher gewihrleisten, aus dem System mit der sehr hohen Anzahl der Freiheitsgraden ein
fiir den Reglerentwurf geeignetes Modell im Sinne der niedrigeren Freiheitsgrade zu erhalten.
Um Vor- und Nachteile beider Methoden (Modal-Entwicklung und Karhunen-Loéve-
Entwicklung im Ein- und Ausgangsraum) miteinander zu erginzen, wird die Karhunen-
Loéve-Entwicklung im Zustandsraum entwickelt. Die Karhunen-Loéve-Entwicklung im Zu-
standsraum ist perfekt, sie bietet uns ein reduziertes System an, in dem die Freiheitsgrade (n
auf v) reduziert werden konnen. Dazu gehdrt im Eingang (p auf v) und im Ausgang (m auf v).
Das reduzierte System ist entkoppelt. Die stationdre Genauigkeit des Systems ist gleich der
Rekonstruktionsgenauigkeit der Zielformen. In welchem Umfang die Reduktion erfolgen
kann, hdngt von den Vorgaben des Benutzers ab. Wenn man nur an wenigen Steuerzielen
bzw. einer geringen Kurvenvariation interessiert ist, kann die Reduktion erheblich sein. Die
Verwendung der im Abschnitt 7.2 vorgestellten Methode kann garantieren, dass die im redu-
zierten Raum entworfenen Regler das originale geschlossene System stabilisieren. Die expe-

rimentellen Untersuchungen bestétigen diese Aussagen.

\Kamera 1 Kamera 2 &
Gemessene
Form

___> Mechanisches Sollform

System
p-Aktoren M
m-Sensoren
Erweiterung Reduktion F

Regler

v verdichtete GroBen v Sollgrofen

Bild 9-1: Das verbesserte Konzept der Formkontrolle
Die experimentellen Untersuchungen zeigen, dass der Modellfehler die Regelgenauigkeit be-
einflusst. Der Modellfehler ist in der Praxis nicht vermeidbar. Deshalb wird ein verbessertes

Konzept unter Nutzung der Informationsfusion in Bild 9-1 vorgestellt. Im Bild 9-1 wird der
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optisch gemessene Formparameter, z. B. die Brennweite, in die Regelungsschleife miteinbe-
zogen (Auch vereinfachte Messverfahren sind an dieser Stelle denkbar). Der Unterschied zwi-
schen dem Sollwert und dem gemessenen Wert wird durch die Funktion F in Sollwerte im
Karhunen-Loéve-Raum umgewandelt, so dass der Fehler durch der Modellungenauigkeiten
verringert werden kann, indem die vorgegebene ZielgroBBe wesentlich die Sollgréen gene-

riert.
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Anhang A: Grundlagen der Beschreibung mechanischer Systeme

Bei phinomenologischer Betrachtungsweise lassen sich mechanische Strukturen nach ihrer
mathematischen Beschreibungsform unterteilen in Strukturen mit verteilten Parametern und
Strukturen mit aggregierten Parametern [JUN 93]. Wihrend die erste Klasse durch partielle
Differentialgleichungen (PDE) in Raum und Zeit beschrieben wird, geniigen fiir die zweite
Klasse von Strukturen gewohnliche Differentialgleichungen (ODE). Diese zweite Beschrei-
bungsform ist eine Vereinfachung, die in vielen Féllen auf flexible oder starre Mehrkorpersys-
teme angewandt werden kann.

Die Herleitung der Bewegungsdifferentialgleichungen fiir verteilte Systeme erfolgt mit den
Methoden der klassischen Kinetik (Impulssatz, Schwerpunktsatz) oder der analytischen Me-
chanik (Prinzip der virtuellen Verriickungen, Prinzip von d’Alembert)[MAG 90]. Sie werden
auf infinitesimale Massenpunkte angewandt [GER 97][PIL 94], um ein dynamisches Krifte-
gleichgewicht aufzustellen. Weiterhin werden noch geometrische Zusammenhénge und Mate-
rialeigenschaften beriicksichtigt. Die so erhaltenen Gleichungen werden zu einem System

partieller Differentialgleichungen zusammengefal3t.

A.1 Bewegungsdifferentialgleichung der mechanischen Systeme im allge-
meinen

A.1.1 Die Kkinematische Gleichung—Die Beziehung zwischen Verzerrung und Ver-
schiebung

Es werden zwei Punkte 4 und B mit einer infinitesimalen Lange ds in einem 3-D Festkorper
betrachtet. Nach der Deformation bewegt sich der Punkt A nach A’ und der Punkt B nach B'.

Vor der Deformation gilt fiir die Koordinaten von A (x, y, z) und von B (x+dx, y+dy, z+dz).

Z A

Unverzerrter ds.B',
" B A dz" ) Verzerrter

Festkorper | d dz ﬁde’ Festkorper

v |ldx u W

>
Z y Z, , X
X Y

Bild a-1: Deformation eines 3-D Festkorpers
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Nach der Deformation werden die Koordinaten von A’ (x’, y', z) und von B’ (x'+dx’, y'+dy’,
z'+dz") sein, wie im Bild a-1 gezeigt wird. Die Lénge ds eines Linienelements, das 4 mit B im
unverzerrten Korper verbindet, ist durch die Gleichung

ds’ =dx’ +dy’ +dz’ (a-1)
gegeben. Wihrend der Deformation wird dieses Linienelement verldngert und gedreht. Das
neue Linienelement, das A' und B' im verzerrten Korper verbindet, hat die Lénge ds', mit

ds'"’ =dx'"? +dy"”’ +dz"’ (a-2)
Die Verschiebung von Punkt 4 nach 4" ist durch den Vektor

u(x,y,z,t)=[u(x,y,z,t) wx,y,zt) wxyzt) =[x-x y -y z'—z|" (a-3)

charakterisiert. Ahnlich ist die Verschiebung von Punkt B zu B’ durch u+du gegeben, wobei

du nach der Kettenregel des Differentials dargestellt wird durch

o au ou
du ox 0y 0z [[dx
du=|av|=| & & & dy (a-4)
ox Oy Oz
dw a_w @ a_w _dZ
| Ox Oy Oz |

Ersetzt man x', ', z' in Gleichung (a-2) durch Gleichung (a-3) und benutzt man die Gleichung
(a-1) ergibt sich die Gleichung
ds'’ —ds’ = 2(dudx + dvdy + dwdz )+ du’ + dv’ + dw’ (a-5)

Der Ersatz des totalen Differentials der Gleichung (a-4) in Gleichung (a-5) fiihrt zu

ds'? —ds® = 2¢,dx’ + 2¢ dy’ + 2¢,dz’ +2¢ dxdy + 2¢ dxdz + 2¢ dydz (a-6)
wobel
B 2 2 2]
 CRRO
ox 2 X X ox
o 1l(euY (v (ow)]
R CRCRD
o 2|\ i ) |
ow 1|(eu) Y ow)’
g, =—+—|—| +|=—| +|=— (a-7c¢)
oz 2|\ oz Oz oz
_Ov, 0u dudu vy owiw w70

g, = +
Y ox 0Oy oxody Oxody Ox Oy
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_Ow Ou Oudu Ovov Owodw

E. =—+—+—+——+— (a-7e)
Ox 0z Ox 0z OxOz Ox Oz

ow Ov Ouodu Ovov Owow

= 4+ —

.=t -+ - = (a-71)
¥ 0y 0z Oy0z Oyoz Oy Oz

Man sollte beachten, dass ds’’ —ds” null ist, wenn es keine relative Verschiebung zwischen

den Punkten 4 und B gibt, wihrend sie nach A" und B’ bewegt werden. Dies heifit Starrkor-
perverschiebung. Fiir ds'’ —ds’ ungleich Null dndert sich die Linge des Linienelements ds,

d.h. der Festkorper ist gespannt. Daher kann ds'’ —ds” als ein passendes MaB der Deforma-
tion des Festkorpers betrachtet werden.

Falls die Verzerrung klein ist, d.h. ou «<1, ov << ] und ow << 1, konnen die quadratischen

Ox oy oz

Terme in Gleichung (a-7) vernachléssigt werden. Dies fiihrt zu der sogenannten Verzerrungs-

Verschiebungs-Beziehung:

o 0 |
ox

- - 0

0
92
Oy

0 O

0z
o 90
0z Oy

0 9

ox
92
ox

i 1

& = D u
A.1.2 Die konstitutive Gleichung—Die Beziehung zwischen Spannung und Verzerrung
Die Spannungen ¢ in dem Festkorper sind mit den Verzerrungen iiber das sogenannte verall-
gemeinerte Hookesche Gesetz verbunden, namlich mit
o=|o, 0,0.0,0, O'W]T = C ¢ (a-9)

wobei C die Elastizitdtsmatrix des Materials vom Festkorper ist. Fiir ein isotropes Material, z.

B. Metall, ist

1-v v v
1% 1-v v 0
3 E 14 v I-v (a-10a)
C(1+v)(1-2v) 2v 9
0 0 =2 9
_ 00 3|
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wobei E das Elastizititsmodul oder Young’s Modul ist und v die Querkontraktionszahl. Fiir

ein monotropes Material, z.B. Mehrschichtverbundwerkstofte, konnte

¢y €p ¢y 0 0 ¢y
€y €y 0 0 ¢y

c;; 0 0 cy (a-10Db)

C:
c44 045 0
sy m css 0
Cos

sein.

A.1.3 Oberflichenkrifte und Randbedingungen

Die Spannungsbestandteile auf der Oberflache, d.h. der Grenze, eines Korpers miissen im
Gleichgewicht mit den Kriften sein, die an der Oberflache angreifen. Die Gleichgewichtszu-
stainde bekommt man durch die Betrachtung des Zustandes der Spannung an einem Punkt auf
der Oberflache. Nehmen wir an, dass ein kleines Element auf der Oberfliche eines Korpers
mit einem Einheitsnormalenvektor a (auBlen positiv) liegt. Es definiert seine Orientierung in
Bezug auf das Koordinatensystem. Der Richtungskosinus der Normalen ist @ = [ay,a,, az]T. Der
Vektor der Spannung (Kraft) auf der Oberfldche ist gegeben durch p = [p,, p,, p-]", der aus
den Spannungen im Element resultiert, kann in den Spannungen durch den Richtungskosinus

p,=0.a,+0,.a, +0 a, ausgedrickt werden. Diese Verhiltnisse gelten fiir jeden Punkt

auf der Oberfliche. Ahnliche Relationen gelten fiir die anderen Bestandteile von p.

In der Zusammenfassung sind

p. a, 0 0 0 a, a,
p,|={0 a, 0 a, 0 a, |6 (a-11a)
P, 0O 0 a a, a, 0
b - AT - (a-11b)

Bild a-2: Die Oberfliche S eines Kérpers wird in zwei Oberflichen S, und S, aufgeteilt. Das Symbol S, kenn-
zeichnet Regionen mit bekannten Verschiebungen, wihrend S, alles andere bezeichnet, einschlielich

jener Teile der Oberfldche, an denen angewandte Krafte auftreten.
Wenn die Oberflachenkréfte (pro Flacheneinheit) von auBlen aufgewendet werden, werden sie

als vorgeschriebene Oberflichenzugkrifte p bezeichnet. Nehmen wir an, dass die vollstindi-
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ge Oberfliche des Korpers S ist, und dass jene Teile der Oberfliche mit vorgeschriebenen
Zugkriften als S, bezeichnet werden. Der Rest der Oberflache, d.h. S-S, wird als S, bezeich-
net, um anzuzeigen, wo vorgeschriebene Verschiebungen u erscheinen (Bild a-2).

A.1.4 Das Prinzip der virtuellen Arbeit und das dynamische Gleichgewicht

Die Arbeit aufgrund der Verzerrung eines Korpers ist definiert durch

1

W, __Ejys cdV (a-12)

Die durch die (externen) vorgeschriebenen Kréfte getane Arbeit kann durch
1 r— 1 T —»
W, —E_[Spu pdS+EIVu podV (a-13)

dargestellt werden, wobei p,, die vorgeschriebene (angewandte) Kérperkraft ist.

Die virtuelle Arbeit eines verzerrbaren Korpers wird dann beschrieben durch die Gleichung
B 1 r— 1 T 1 r
SW =W, + W, _Ejspau pdS+5jV5u deV—EJ.V&s odV

Das Prinzip der virtuellen Arbeit gibt an, dass ein verzerrbarer Koérper im Gleichgewicht ist,
wenn die virtuelle totale Arbeit fiir jede unabhingige kinematische zuldssige virtuelle Ver-

schiebung gleich null ist, d.h.
oW =W, + oW, —Ejspé'u pdS+EJV5u deV—EJVé'a cdV =0

Nach dem Prinzip von d’Alembert wird ein dynamisches Problem in ein dquivalentes stati-
sches Gleichgewichtsproblem umgewandelt, indem die Trigheit als Korperkraft verwendet
wird.

Man erhilt so die Gleichung

a2
ot

_] T — ] T — 1 T u 1 T _
5W—Ejsp5u pdS+EIV5u deV—EIV5u p ZdV—EjV& cdV =0 (a-14)

wobei p,, die angewandten restlichen Korperkréfte sind.
Nun betrachten wir zunédchst das Integral Lé u’ pdS . Setzt man die Gleichung (a-11) ein,

berechnet sie und sortiert sie nach a,, a,, und a., erhalten wir

(5 uo, +6vo,, +0 waxz)ax
I §qudS=_[ +(5u0'xv+5v0'y+5w0'yz)ay ds (a-15)
g |+ Suc,, +ovo,+0 waz)az

ov,
Nach dem integralen Satz von GauB, J.S (anx +tv,a,+v.a, )dS = J’V(aa"x + 3 Lo+ 88\22 ] av,
x y 4
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wird die Gleichung (a-15) zu

3(5 uoc, +5vo, +35 W%)
X

J.Sé' u' pds= IV +%(§uaw tovo, +5w0'yz) dv

+a—i(5 uo,_ +ovo, +§w0'2)

oo, 0o, oo,
L o9

Ox oy oz

0 0 0
:IV[5M,5V,5W] % D0 Ty

oy ox 0z
oo, 0o, 0o,
+ -
oz ox oy

a—0x+6—0'y+8—0 6_+_ Gyz
[ 5] Y z =)y

(6u 8wj ou Ov
+|—+—|o.+| —+—|o,
0z Ox oy ox) ”

Beim Vergleich mit der Gleichung (a-8) erhalten wir

ou v ow [ﬁv ow
B +

IsﬁqudS = IV5uTDTadV+IV58TadV

Weil § = S, + S, ist, gilt
jVasTa dv =jsp5ufpd3+jsu5ufpdS—jV5uTDTa dv (a-16a)

oder

.[V (Du)TadV:.[S qudS+jSu qudS—jV u'D'edV (a-16b)

Setzen wir die Gleichung (a-16a) in Gleichung (a-14) ein und ordnen wir die Terme um, er-
halten wir

o’u
ot’

1 _ 1 _ 1
ow =EJSP(?uT(p—p)dS+EIV5uT[DTa+pV -p JdV—EJ‘Su§qudS =0

Zulassige virtuelle Verschiebungen miissen (kinematischen) Verschiebungsrandbedingungen
geniigen, d.h. die Verschiebung u auf dem Teil der Oberfldche S, muss gleich der vorge-
schriebenen Verschiebung u sein.

u=u auf S, (a-17)
So wird das Integral L Su’ pdS =0.Damit erhalten wir

o’u

I _ I _
5W:EJ‘SP5uT(p—p)dS+EJV5uT[DTO'+pV —patzjdV:O (a-18)
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Weil die virtuellen Verschiebungen ou im Volumen 7 und auf der Oberfléche S, in Gleichung
(a-18) beliebig sind, bekommen wir die Darstellung fiir das dynamische Gleichgewicht eines

Korpers im Volumen V und auf den Oberflachen S,,.
ou

or’
=7 af S, (a-19b)

D'c+p, = in v (a-19a)

Die Gleichung (a-19b) ist die mechanische oder statische (Kraft-, Spannungs-) Randbedin-
gung.

Setzen wir das dynamische Gleichgewicht (a-19a), die konstitutive Gleichung (a-9) und die
kinematische Gleichung (a-8) zusammen, erhalten wir die Bewegungsdifferentialgleichung

eines mechanischen Systems zu

o’u

ot’

D'6+Pv=D"Cec+Pv=D"CDu+Pv=p in ¥V (a-20a)

und die entsprechende statische Spannungsrandbedingung zu

p=A"6=A4A"Ce=A"CDu=p auf S, (a-20b)
A.1.5 Die allgemeine Losung der Bewegungsdifferentialgleichung mit freier Schwin-

gung—Die Eigenmodi des mechanischen Systems

Nun betrachten wir die allgemeinen Losungen dieser Gleichung. Zuerst wird der Fall bertick-
sichtigt, in dem keine externen Krifte angewandt werden, d.h. p, =0, p=0 und u =0. In
diesem Fall konnen wir eine harmonische Bewegung annehmen, d.h.

u(x, y,z,t) = u(x, ¥y, z)cos at
Die Bewegungsdifferentialgleichung und die Randbedingung werden zu

D'CDu+wo’pu=0 in V

a-21
A"CDu=0 auf S, ( )

Ahnlich wird die virtuelle Arbeit (durch die Benutzung der Gleichungen (a-18) und (a-16b))

zu

1
W = E5JV ((Du)T CDu + pa)zuTu)a’V =0 (a-22)

Das homogene System der Gleichung (a-21) und die dazugehorige virtuelle Arbeit (a-22) de-

finieren ein Eigenwertproblem. Seine Eigenwerte (unendlich viel) werden mit

0,,0,,9;5,
V<o, <w,<w; <
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bezeichnet. Die Eigenvektoren ¢,, i=1,2,---,00, sind die Eigenmoden des mechanischen

Systems (Gleichung (a-21)).

Es wird gezeigt, dass die Eigenvektoren ¢,, i=12,---,00, zu einander orthogonal sind. Die

Gleichung (a-20) wird fiir den i-ten Mode zu D"CDg, + ®,” p ¢, = 0. Multiplizieren mit ¢!

von links und Integrieren iiber das Volumen, ergibt die Gleichung

.[V(ofDTCDq)idV + o, .[V P edV =0
Nach der Gleichung (a-16b), unter Beachtung der Integrale J-Sp u' pdS =0 und J.Su u' pdS =0
und den jetzigen Bedingungen (ohne externe Kréfte), wird die Gleichung zu

[ (Dg,) cDpav -0} [ polpav=0 (a-23)
Ahnlich kénnen wir fiir den j-te Mode dasselbe machen

j (Dg,) Dy, dV -0’ j poledV=0 (a-24)
Ziehen wir die Gleichung (a-24) von der Gleichung (a-23) ab und beachten wir, dass das In-
tegral IV (D(oj )T CDgp dV = jV (Dg,)" CDgp dV ist, bekommen wir (a)j2 o )IV PO edV =0.
Falls o, # @, fur i #j, erhalten wir IVp gofgol.dV = () und so ist also J-V (quj )T CDgp,dV =0.
Fir 7 =/ definieren wir _[Vp ¢! 9,dV =m, und IV (qui )T CD¢.dV = k,, wobei m; als modale

Masse bzw. k; als modale Steifigkeit bezeichnet ist. Es kann also gezeigt werden, dass die
Eigenmoden mit einer mehrfachen Eigenfrequenz linear unabhéngig sind und folglich kénnen
sie so ausgewdhlt werden, dass sie orthogonal sind. Daher kdnnen wir die Orthogonalitét der

Eigenmodi zusammenfassen zu

P9, = ..

’ . = k

v m,; 10 jl;tj mit o, :_l, i,j:I,2,"',O() (3_24)
Do) CDgp.dV = i

-[V( ¢j) ¢1 {k, l:]

A.1.6 Die allgemeine Losung der Bewegungsdifferentialgleichung der erzwungenen

Schwingung
Nun betrachten wir den Fall, bei dem die externe Kréfte einwirken, d.h. p,,, p und w sind

nicht mehr gleich Null. Es ist zweckméBig, die Verschiebungen im quasi statischen und im
dynamischen Teil zu zerteilen, um die Antwort auf die rdumlichen Randbedingungen von der

Antwort auf die Korperbelastung zu trennen,
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o0

u(x,y,z,t)=u,(x,y,z,t)+u,, (x.y,z.)=u,(x.y,2.)+> q,),(x »,z2)

i=1
wobei ¢;(t) die zum Eigenmode ¢; zugehorige normale Koordinate ist. Die quasi statische
Verschiebung resultiert aus der Anwendung der nicht homogenen Randbedingungen
D'CDu, =0 in V
ATCDuqS =p auf S, (a-25a)
u,=u auf S,

qs
Waihrend sich die dynamische Verschiebung aus der Anwendung der homogenen Randbedin-
gungen

ATCDudyn =0 auf S,

(a-25b)
u,, =0 auf S,

ergibt. Die quasi statische Verschiebung kann auf die Eigenmoden projiziert werden und
durch eine lineare Kombination von den Eigenmoden und den Projektionen dargestellt wer-

den.
uqs(x,y,z,t)z iai(t)(oi(x,y,z) mit q, =—J. pq)l u, av
i=1
Nun wird die gesamte Verschiebung zu

u(x,y,z,t)z (x v,z t)+udyn X,¥, zt = (pl(x v, z) (a-26)

z=1
Durch Einsetzen der Gleichung (a-26) in der Bewegungsdifferentialgleichung (a-20a), und

Multiplizieren mit (of von links und Integrieren iiber das Volumen wird die Bewegungsdiffe-

rentialgleichung zu

_ » d’(a. .
.[V (ofDTCD(uqs +u,, )JV + .[V o) PvdV = ZJ.V pqofqoidV—(Zl; a,) (a-27)
i=1

Durch Verwendung der Gleichung (a-16b) am ersten Term der Gleichung (a-27) erhélt man

[ o A"cDlu, +u,, s+ | ol Pvav = ij pgafgo,.dr/%j“")

+zj .y e g,av(q, +a,)

Unter Berticksichtigung der Randbedingung (a-25), der Orthogonalitdt der Eigenmoden (a-24)
und $=S§,+S,, , erhalten wir

2
m d (qi+ai)

kg a)- jsp 0] pdS+[ ] A'CDudS + | o] PvV (a-28)

j = ]’2’...,00
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Die Gleichungen (a-28) sind unendlich viele und von einander unabhéngige ordentliche Dif-
ferentialgleichungen. Sie konnen einzeln geldst werden. Setzen wir dann die einzelne Losung
von ¢;(t)+a;(t) in der Gleichung (a-26) ein, haben wir die allgemeine Losung der erzwungenen
Schwingung des mechanischen Systems.

Man sollte beachten, dass die obige allgemeine Losung nur in der Theorie von Bedeutung ist,

weil die Eigenmode ¢, im allgemein nicht durch eine analytische Formel dargestellt werden

kann. Aber sie zeigt die Existenz der Eigenschaften der mechanischen Systeme und den Weg

zur Losung.
A.2 Ein Balken als Beispiel

Im Rahmen der Balkentheorie werden unter der Voraussetzung einer Biege- und Langskraft-
beanspruchung in der (x—z)-Ebene die folgenden kinematischen Hypothesen eingefiihrt: Ein
in seiner Ebene als starr betrachteter Querschnitt kann sich in Richtung der Balkenachse x und
der Achse z verschieben sowie um die y-Achse verdrehen. Er hat somit den kinematischen

Freiheitsgrad 3 (Bild a-3).

- Querschnittsverdrehung
0(x)
ow(x) | |a
Querschnittsneigung ox
X A" \
A' .
Z B' Y
A ( O'
wx) N
A N Y
B ®
_% - >
y 0 >
< u,(x) N
A 4
u(x)

Bild a-3: Verformungskinematik des Balkens in der (x—z)-Ebene
Von den kinematischen Hypothesen wird die Verschiebung in Richtung y nicht beriicksich-
tigt. Nach der Taylorentwicklung der Verschiebungen in Richtung x und z um die Mittelfla-
che (z = 0) folgen die Verschiebungsgleichungen

ou(x,0,t)
u(x,zt) =u(x,0,t)—za—=u,,(X,t)—Z6’0(X,t) (a-29)

X
w(x,z,t)=w(x,0,t)=w,(x,t)

uo(x,t) ist die Verschiebung der Punkte der Balkenachse in Richtung x. Man erkennt, dass

durch die Vereinfachung der wirklichen Verformungskinematik die GroBen uy(x,2), Gy(x,t) und
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wo(x,t) unabhingig von y und z sind. In Gleichung (a-29) entspricht der Ansatz fir u(x,z,¢)
einer linearen und fiir w(x,z,¢) einer konstanten Approximation der realen Verschiebungen.
Setzt man die Verschiebung (a-29) in der kinematischen Gleichung (a-8) ein, erhilt man
0 06
£ = uy(x) _,%% , )
ox ox (a-30a)

gxz = _0() + avg()(:) ’ gxy = 0) gyz = 0
X

Es ist somit nur eine Dehnung und eine Schubverzerrung von Null verschieden.
6. (x,2) = 80, (x)= 2K, (X), 6. (x) =0, (x)+ 0 (a-30b)
X

06,(x)

X

&ox(x) = &(x,0) ist die Dehnung der Balkenachse, x,(x) = thre Kriimmung. Die néhe-

rungsweise Berlicksichtigung der Schubverformung fiihrt somit zu einer Drehung des eben
bleibenden Querschnitts um die y-Achse.
Setzt man die Verzerrungen (a-30) in die konstitutive Gleichung (a-9) fiir das monotrope Ma-

terial ein, erhdlt man

O, ¢y ¢ ¢y 0 0 ¢yl e, Criéx
o, Cr Cy 0 ¢yl 0 Cppéy
o, cy; 0 0 cull 0 C;6,
0, Cu Cy5 0 0 Cys€,:
Oy sy m css 0 |le, Css56;
Oy L Cos L 0 | [cué, ]

Es ist offensichlich, dass o;, o:, ;- und oy, nicht mehr wie g, &, &. und &, gleich Null sind.
Aber es ist auch klar, dass o;, o:, 0;- und oy, nicht unabhéngige Variablen sind. Sie kénnen
durch o, bzw. o, dargestellt werden. Definiert man

Sy S Sy 0 0 s

Sy Sy 0 0 sy

g S 00 0 sy | c-» erhdlt man
Sy S5 0
sy m s55 0
L Se6
_gx 1 —511 Sp S 000 Sm_ O,
0 S, S, 0 0 s,|lo,
0 3 S5 0 0 sy || O
0 Sy S 0 ]]0,
€y sy o m Sss 0 || 0
L 0] L Se6 I |
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Damit kénnen o;, o:, 0;. und o, durch

-1

o, Sy Sy Sy S

-
O, |=7S3 S35 S3 Si3 (Ox» O =8y S450
O, Sy Sz Ses Sis

dargestellt werden. Es folgt

S S Sy Sz -1
€110,
& (s, =[5, s, Sillsy S5 8 s; o
x (8, 12 Sz Sl S Sz Sz 13 ¥ _ c c
4 + 585 )6
xz S S35 Ses Sis 2 xz

1 C4Css —Cys Css
(855 =S4 S45)0,,

Somit erhédlt man

c 0
o, | ! |l & | e 0] &, (a-31a)
sz - 0 (L + Ci] g,\'z - 0 555 gxz

2
CuCss —Cys Css

Ahnlich erhilt man fiir das isotrope Material

ot S
o,| (I+v)(1-2v)| 0 e,

Die Arbeit bei einer Verformung des Balkens wird nach der Definition in Gleichung (a-12) zu

XZ Xz

I g 1
VV,.——EIVa adV——EJ-V (¢.0, +e,0,)dV

~= L[] e (x)-] o st 3+ [ ot (o

wobei L die Balkenlédnge ist und A der Balkenquerschnitt. Definiert man weiter die Quer-

schnittkraft V, das Biegemoment M und die Schubkraft Q als

N(x)= J.AO'di = C”A% =c,,A¢g,,

0’0,
M(x) = .[A o.zdA = Cnléx—z =c, Ik, (a-32)
Q(X) = .[A O-xsz = ksEﬁA(_ 90 + 8;10 j = ksaﬁgxz

erhilt man die Verformungsarbeit zu
W, == JON 3 (0)+ MRy () + O3 (3K
== oo (508 (TN, 0C0. MY

]L
=——I8Tsdx
20
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mit &" =[g,,(x),&.(x),x,(x)] und s” =[N(x),0(x),M(x)].
Die Beziehung zwischen der neuen definierten Dehnung ¢ und der Querschnittkraft s ist die
reduzierte konstitutive Gleichung fiir den Balken:
¢, A4 0 0
s=| 0 kcyAd 0 |e=Ce (a-33a)
0 0 ¢, 1

2

wobei &, ein Schubkorrekturfaktor ist und 7 = _[ A22 dA = AIZ

das Tragheitsmoment iiber der

y-Achse. Hier ist h die Dicke des Balkens. Man sollte beachten, dass das Integral I = IAsz

gleich Null ist, wenn z von der Mittellinie des Balkens gemessen wird. Fiir das isotrope Mate-

rial wird die Gleichung (a-32a) zu

(1-v)A4 0 0
s = k, 22w 4 0 l|e=Ce (a-33b)
(1+v)(1-2v)
0 0  (1-v)I

Die Arbeit, die durch die Trégheit verursacht wird (3. Term in Gleichung (a-14)), wird fiir den

Balken zu

2
L
ot

W = _éJ'Vqu

17 o’u, 0°6, o’w,
== j [ (ua(x) =20, (x)p(— =22 )+ wi(x)p—rdd i
1% ou 0°0 o*w,
:_EI uo(x)LpdA 8t20 +90(x)jAp/dA 6t20 +w0(x)LpdA 6t20 '
0
L pd 0 0 2 2 20 1F
o’u, 0’w, 0°6
:_ij[uo(x),wo(x),eo(x)] 0 pa 0| %
2y 0 0 ol ot ot’ ot
1% o’u
=——|u'm—dx
297 ot
mit den neu definierten Matrizen
u,(x,t) pAd 0 0
u(x,t)=\wy(x,t)lund m=| 0 pA 0
0,(x,t) 0 0 pl

Beachtet man die Gleichung (a-30), erhélt man die reduzierte kinematische Gleichung fiir den

Balken
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2 9 0
Ox
e=| 0 9 . llu=D,u (a-34)
Ox
0 9
L Ox |

Der tiefgestellte Index u bedeutet, dass der Operator D auf u durchgefiihrt wird.
Auf eine dhnliche Art und Weise kann das Integral liber die Korperkraft p, (2. Term) in

Gleichung (a-14) als .[ ) ou' p,dv :j ou’ pdx geschrieben werden, wobei p’ =[p.,p..7|

ist. Hier sind p,_ und p, die Krifte pro Langeneinheit, und m ist die Momentintensitét d.h.
das Moment pro Léngeneinheit.

Das erste Integral in Gleichung (a-14) reprisentiert die durch die Oberflichenkrifte belastete
virtuelle Arbeit. Falls diese Oberflachenkridfte am Ende (0,L) des Balkens aufgewendet wer-

den, wirden sie konzentrierte Krdfte sein, und das Integral wiirde sich zu

L ou'pdsS = [5uT§]§ reduzieren, wobei 5’ = []V V.M ] die konzentrierten Krifte am Ende

sind.

In der Zusammenfassung wiirde der Ausdruck des Prinzips der virtuellen Arbeit fiir den Bal-

ken zu
:é[é‘u ] + Lé’u pdx — J.5u Zudx——j o&’sdx
s . , O'u
E[é‘u ]0 +—j ou' pdx—— xé‘u ma7dx—
_I (5 8;; %M)dx

Durch die partielle Integration, wie z.B. j& Wy N = j ONdu, = du,N, — Iﬁu,, z—Ndx, wird die
X X x
virtuelle Arbeit des Balkens zu

2
Wz?[éuT(Eg;)]ﬁ+18J.V5qu7dx—i.[ guTmZ—tl;der
—j (Suy — + 6w, —+ 50, V + 56, M, i
29 0 ax 8x ! x|

1 _ 1 _ o'u
=—ou'(s—s)|, +=| su' (D's+ p-—m—)dx
2 [ ( )]0 2 J.x ( K p a tZ )
=0
Weil die virtuellen Verschiebungen ou entlang die Richtung x und am Ende des Balkens be-
liebig sind, bekommen wir die Darstellung fiir das dynamische Gleichgewicht oder die Bewe-

gungsdifferentialgleichung eines Balkens entlang der Richtung x und am Ende zu,
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2
DsTs+ﬁ=DST(6Duu)+ﬁ:m6 L; entlang x (a-35a)
t
s=s oderu=u am Ende (x = 0,L) (a-35b)
_i 0_
ox D, uy(x,t) pd 0 0 N
mit p’ =| 0 62 0, p=|D. | u(xt)=|wy(xt)|, m=|0 p4d 0| s=|V | und
, zx 5 i 0,(x.t) 0 0 pl M
I ox

§ = []V V.M ]T , wobei der tiefgestellte Index s bedeutet, dass der Operator D auf s durchge-
fiihrt wird.

Man kann nun die Eigenmoden der Gleichungen (a-35) berechnen. Man nimmt an, dass im
allgemein die Verschiebung eines Balkens, in dem die Masse und der Querschnitt gleichmé-

Big verteilt werden, als

u,(x,t) Ul ,
u(x,t)=\wy(xt)|=|\W el cosmt
6,(x,t) ®

dargestellt werden kann. Setzt man dies in Gleichung (a-35) ein, erhilt man

e AE) +o’ pA 0 0 Ul
0 kS555A(%)2 +o’ pA —kSE55A(%) Wlet coswt=0 (a-36)
0 k5555A(%) 0111(%)2 —kCs; A+’ pl || ©

Es wird gezeigt, dass die Verschiebung uy(x,z) von den Verschiebungen wy(x,z) und 6Gy(x,¢)
unabhéngig ist. Damit kann uy(x,#) von wy(x,?) und 6)(x,t) getrennt berechnet werden. Die all-

gemeine Losung von uy(x) kann durch

A, Ay y) D ) D
u,(x)=B,e’ +Be’ mit L=+ |0 Z=-i o
L cy L c

dargestellt werden, wobei B; und B, konstant sind und von den Randbedingungen abhéngen.
In Tabelle a-1 werden einige Randbedingungen und entsprechende Eigenmoden und Fre-
quenzgleichungen angegeben. Man sollte beachten, dass die Konstanten B; und B, zu einem
U zusammengefasst werden kdnnen, weil fiir gegebene Randbedingungen jeweils eine Kon-
stante gleich Null ist.

Nun berechnet man die allgemeinen Losungen von wy(x) und &y(x). Aus der Gleichung (a-36)

erhilt man

A +Qn+a)l -Q+Q°na=0 (a-37)
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4
mit Q = o> £ Al} dem dimensionslosen Eigenwert
Cii
1 . .
o= e dem Parameter von der Rotationstragheit
¢!
n=——— dem Schubparameter
k,css AL

Tabelle a-1: Die Eigenmoden und die Frequenzgleichung der Achsverschiebung u, eines Balkens oder der Ver-
schiebung eines Stabes.

Randbedingungen Eigenmoden ¢; (x) Frequenzgleichung
x=0 x=L
Frei(%zm Frei(%zm U cos Z x ® = Cu i7 i=12,...
ox ox L L’ T
Yo,
Frei(%:()) Fest (u,=0) Ucoswx 0= i(zi_])”,iZI,Z...,
ox 2L p 2L
Fest (u, =0) | Frei (22— 0) U sin 21T o= | DR oy
Ox 2L p 2L
Fest (1, =0) |Fest(u,=0) U sin'Z x P T
L p L

Die Wurzeln dieser quadratischen Gleichung in A° sind

_ —Q(77+a)i\/Qz(77+a)2 —4Q(Q’na—1)
2

/12

Die Eigenwertgleichung hat eine positive und eine negative Wurzel unter der Bedingung

Qna <1

Nun kann vielleicht gefolgert werden, dass solange der Schub- und die Rotationstrigheit ge-
niigend klein bleiben, die Wurzeln in die Form +il,;, £, eingesetzt werden koénnen und die

allgemeine Losung von wy(x) nimmt die Form
iy iy % A
w,(x)=B,e* +Be * +Be!’ +Be -
an. Die Konstanten B; bis By sind von den Randbedingungen abhéngig. In Tabelle a-2 werden
einige Randbedingungen und entsprechende Eigenmoden und Frequenzgleichungen aufgelis-
tet. Wie im Fall der Losung von uy(x,¢) werden die Konstanten B; bis Bs zu einem W in der
Tabelle a-2 zusammengefalit, weil fiir die gegebenen Randbedingungen jeweils entweder eine
Konstante nicht gleich Null oder eine durch andere darstellbar ist. Weil die Verschiebungen

von wy(x) und 6)(x) gekoppelt sind, kann die allgemeine Losung von €(x) durch Gleichung
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(a-36) ermittelt werden.

Die Ergebnisse sind in Tabelle a-3 dargestellt.

Der Rechnungsvorgang von wy(x) sieht so aus: Zunichst wird A durch die Frequenzgleichung
berechnet. Dann wird das Ergebnis in die Eigenmoden eingesetzt und die Eigenfrequenz wird
durch die Gleichung (a-37) berechnet.

Faf3t man alles zusammen, erhilt man die Eigenmoden des Balkens zu

i gi i '
0.(x)=¢ 4! ¢} ] (a-38)
Die Konstante U und W in Tabelle a-1 bis a-3 werden entweder durch
[ paglgdx=1 (a-39a)
oder durch
[ #'pax=1 (a-39b)
bestimmt.

Tabelle a-2: Die Eigenmoden und die Frequenzgleichung der Verschiebung w, eines Balkens.

Randbedingungen Eigenmoden ¢! (x) Frequenzgleichung
x=0 x=L
o’w, 0 o'w, 0
g.g%( P ) |2-8%( P ) W sin yx A=irm,i=12,..,
w, =0 w, =0
ow, 0 o’w, W ((sin yx — sinh yx ) —
Fest (5 %) |2g*( 52 =) tanhA =tan
=0 2 C,q (cos yx - coshyx))
ow D520 | Wi sin)
b . A2 T sinyx — sinh yx ) —
Fest (T, =0y | Frei ( 883)‘64/ ) 1+coshAcosA =0
w, =0 8x30 =0 C,(cos yx — coshyx))
ow, ow, W ((sin yx — sinh yx ) —
Fest (50:0) Fest (EUZO) 1—coshAcosA =0
w, =0 w, =0 C.(cos px —coshyx))
62w0 0 a2W0 W ((si inhon)
. 2 - . 2 - sin yx + sinh yx ) —
Frei ( a@xw ) | Frei ( gxw ) 1—coshAcosA =0
6x30 =0 8x30 =0 C (cos yx + coshyx )

_ SinA+sinhA _ sinA—sinhA

. A
*gelenkig gelagert, y =2, C,, =C,=—————— und C,.=C, =————
5 & gelagett, v L & T cosA+coshA T cosA—coshi
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Tabelle a-3: Die Eigenmoden der Querschnittsverdrehung 6, eines Balkens.

Randbedi . :
andbedingungen Eigenmoden ¢, (x)
x=0 x=L
gg* |gg* (I=nA Wy cos i
Fest g.g* (I =AWy cosyx + (1 +nA’ )W;/(C%, (sin yx — sinhyx ) — cosh ]OC)
Fest Frei (I =2 Wy(cosyx +C o sinpx) — (1 + nA Wy(coshyx —C o Sinh yx)
Fest  |Fest (1= Wy(cos px+ C,, sinp) = (1 +nA’ Wy(coshyx — C,, sinh yx)
Frei Frei (I -2 YWy (cos px + C, sinp) +(1+ nA> Wy (cosh yx — C, sinhyx)
' 2 sinA+sinhA sinA—sinhA
*gelenkig gelagert, y =2, C,,=C,=———————ud C,,.=C =———
8 8ECRMEETL =T e TS T s A+ coshi T cosA—coshd

Damit ist gezeigt, dass die Eigenfrequenzen sehr stark von den Randbedingungen, den geo-
metrischen Daten (h/L) und den Materialdaten abhidngen. Dagegen sind die Eigenmoden
kaum von den Materialdaten abhéngig, wenn der Schubeffekt sehr klein ist. D.h. fiir einen
diinnen und langen Balken und in niedrigen Frequenzbereichen sind die Eigenmoden nur von
den Randbedingungen abhingig, falls die Konstanten in den Eigenmoden durch die Glei-

chung (a-39b) bestimmt werden.
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Anhang B: Grundlagen der Methode der Finiten Elemente

Wie in Anhang A erwihnt, lassen sich die Bewegungsdifferentialgleichungen der mechani-
schen Systeme in den meisten Féllen nicht oder nur mit grofem Aufwand analytisch 16sen
[FAR93, KEV 96, MOR 94, STR 73]. Sowohl in der Mechanik als auch in der Regelungs-
technik liegt daher der Schwerpunkt des Interesses bei numerischen Losungen|GASS87,
GIL73]. In der Mechanik haben sich im wesentlichen die Methode der Finiten Differenzen
[SMI93] und die Methode der Finiten Elemente (FEM) durchgesetzt [BAT 90, KNO 92].

Die Methode der Finiten Elemente ist ein Ansatz, partielle Differentialgleichungen néhe-
rungsweise zu 16sen. Ausgangspunkt ist das Prinzip der virtuellen Arbeit. Durch die Wahl
geeigneter Ansatzfunktionen oder Interpolationsfunktionen fiir die auftretenden, unabhéngi-
gen Verschiebungszustinde wird das System partieller Differentialgleichungen in ein System
gewohnlicher Differentialgleichungen umgewandelt. Im Folgenden soll das Prinzip der FEM

etwa ausfuhrlicher erldutert werden.
B.1 Das Prinzip der FEM

Der Ausgangspunkt der FEM ist das Prinzip der virtuellen Arbeit des mechanischen Systems,
also die Gleichung (a-14)

&u
ot’

5W=jsp§qudS+jV5uTﬁvdV—jV5qu dv-[ &(Du’ CDudy=0 (b-1)

Es macht Sinn, wenn im diskretisierten System die gleiche Arbeit wie im kontinuierlichen
System geleistet wird. D.h. oW, = oW, = 0. Es wird weiterhin angenommen, daf} die Ver-
schiebungen u an den n Punkten ,,gemessen* werden konnen. Diese ,,gemessenen* Verschie-
bungen an den n Punkten werden als x bezeichnet. In der FEM wird diese Grof3e als Knoten-
variable bezeichnet. Man sollte beachten, dass x nur eine Funktion der Zeit ist. Dann kénnen
die Verschiebungen u(x,y,zt) im Volumen V durch die Interpolation von den Verschiebungen

an den n ,,gemessenen Punkten x dargestellt werden.

u(x,y,z,t)=N(x,v,z)x(t) (b-2)
und damit
2 2
Ou(xy.2t) u(;’tf'z’t) = N(x,y,z)—ddxt(zt) =N(x,y,z)X (b-3)

wobei N(x,y,z) die Ansatzfunktionen oder Interpolationsfunktionen sind.
Setzt man die Gleichung (b-2) und die Gleichung (b-3) in die Gleichung (b-1) ein, erhélt man

die virtuelle Arbeit des diskretisierten Systems
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W, =5x"[ N'pdas+sx"| N'p,dv
_ Tp T ’x T T _
Sx jVN pN VX -5 x jV(DM C(DN)dV x=0
Definiert man

K= J-V (DN)" C(DN)dV als Steifigkeitsmatrix,
M = J.V N'pN dV als Massenmatrix,

F; =|_ N'"pdS als Oberflichenkrifte, und
P S,

F, = .[ ) N'"p, dV als Volumen- oder Kérperkrifte

wird die virtuelle Arbeit des diskretisierten Systems
0’ x

W, =5x"(F; +F, —Mat2

-Kx)=0

Weil die virtuellen Verschiebungen o x im Volumen V und auf der Oberfldche S, beliebig
sind, erhdlt man die Darstellung der gewohnlichen Differentialgleichung des diskretisierten

Systems zu

Mjc'+Kx:FSp + F, (b-4)

Man sollte beachten, dass die Massen- und Steifigkeitsmatrix nach der Definition symmet-
risch sind. Weiterhin kann ein komplexes Volumen in mehrere aber endlich viele einfache
und ordentliche Volumen (Elemente), z.B. Hexaeder, Tetraeder, usw. zerteilt werden. Dann

wird z.B. die Massenmatrix zu
M=Y[ N'p'Nav' =y m

Das hochgestellte i bedeutet, dass die Wirkung der Ansatzfunktion, der Materialdichte und
des Volumens auf das i-te Element bezogen wird. Ebenfalls konnen die Steifigkeitsmatrix,
Volumenkrifte und Oberfldchenkrifte also durch die Summe der entsprechenden einzelnen
Elemente dargestellt werden. Das ist ein Grund, warum diese Methode Finite Elemente Me-
thode heif3t.

Uberlicherweise wird die Dampfung in der Mechanik als Koeffizient der Geschwindigkeit

formuliert: D%—’t‘ . Dabei wird die Matrix D sehr oft als Linearkombination der Massen- und

Steifigkeitsmatrix angenommen: D = oM + K.
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B.2 Anwendung der Piezo-Elemente

Das piezoelektrische Element wird in dieser Arbeit als Aktor benutzt. Fiir das piezoelektrische
Element existiert eine elektro-mechanische Koppelung [BER 98]. Deshalb wird eine Variable
des elektrischen Potentials in die Verschiebung eingefiihrt. Die kinematische Gleichung (a-8)

und das Materialgesetz (Gleichung (a-9)) werden

0
| ax g 00
£, 0
0 5y 0 0
e, P
0 0 57 0
& z
’ 0 O 0 9 u
€, 0z Oy
e =12 o 2 9 Y b-5
X 0z 0x w (b-3)
& o2 0d 0
EW 0y Ox u,
; o 0 o0 -L
E, X
E. | 0 0 0 - ?
I 0 0 0o - o7 ]

und

R M .

Das tiefgestellte m und e bedeuten die mechanische bzw. elektrische Grofe, z.B. ist o, die
elektrische Verschiebung (C/m?). C ist die mechanische Elastizititskonstante des piezoelektri-
schen Materials, e piezoelektrische Konstante und x Dielektrizitdtskonstante. u, ist das elekt-
rische Potential (V) und E das elektrische Feld (V/m).
Ebenfalls wird eine elektrische Kraft in den Oberflachenkréften eingefiihrt.

» = 7]

wobei p, die elektrische Ladung ist. Nun wird die virtuelle Arbeit zu

_ T = = T— T a2um
5W-Lp (S upp, +oup)dS+| Suyp, dvV—| Su,p=zdv

5Dm 0\u,| ,C —e|(|D, 0 |lu, V=0
_IV(O Deue)eTx(O Deue)_

Interpoliert man das elektrische Potential wie die mechanische Verschiebung, erhélt man
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D,N) CD,N,) -(D,N,) eD,N K
:I D, ’”)T T( Vo) - (D, ’"3 eD.N.) dav= "™ "™ |als Steifigkeitsmatrix,
"(D,N,) e (D,N,) (DN, k(DN,) K

em ee

M = .fV NI pN dV als Massenmatrix,

N!Dp. Fms
F I ”| als Oberflachenkrifte,
Np, o

F, = jV N!p, dV als Volumen- oder Kérperkrifte und schlieBlich

M x+ [Kmm’ me |:l§ jl = FSI, + FV (b_7a)

K,x+K,u =0 (b-7b)

In den Gleichungen (b-7) ist x wie in normalen Elementen die mechanische Verschiebung,
und u, enthidlt die elektrischen Potentiale an den n ,,gemessenen Punkten. Weiterhin kann
man die n elektrische Potentiale in drei Gruppen unterteilen: 1. Potentiale auf den oberen E-

lektroden !, 2. Potentiale auf den untere Elektroden #. und 3. restliche Potentiale #. (Bild

b-1).

T ST 3T

Obere Elektrode
S
. Gemessene | _ ) ] Ue|
Punkte T
Untere Elektrode

Bild b-1: Das Piezo-Element als Aktor.
Entsprechend werden die Steifigkeitsmatrizen K., K.. und die Ladung Q verteilt.
KI] K]Z K13

K, =K,=[K, K, K. 0 =0 0 @ uwdK, =K. K. K

K31 K32 K33

Weil die Ladungen nur auf den Elektroden gesammelt werden, werden die Ladungen Q3 Null

[LEE 92]. Damit werden die Gleichungen (b-7) zu
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me’ me~"e

1
Mi+K, x—|K! K,f,e]{zez}—K3 u=F, +F, (b-8a)

K] KI[ K12 K13 u/ Q
em ee ee e 1
K, e+ K K K|l |=|Q, (b-8b)
K3 K31 K32 K33 u3 0
Lost man die dritte Gleichung von (b-8b) nach u: auf und setzt man das Ergebnis in die Glei-

chung (b-8a) und in die erste und zweite Gleichung von (b-8b) ein, erhilt man,

” ” ” 1
Mi+K,x=|K! K ;][ZZ} +F; +F, (b-9a)
1
) . [u'] TO
K,x+K,| =[ 1} (b-9b)
u, 0,
mit
KAﬂlﬂl = Kmm + Krieij_IK:m > KA}‘{'I@ = K}‘i’l@ - K’fleK:j_IK(fQ] und KA;@ = Krfte + K’fleK::_I Kj(:'z

Weil in dieser Arbeit die Piezo-Elemente als Aktoren benutzt werden, ist die Gleichung (b-
9b) ohne Bedeutung. Sei u! gleich +u, u. gleich —u und definiert man K, — K2, als F., wird
die Gleichung (b-9a)

Mjc'+Kx=FCu+FSp+FV (b-10)

wobei K = K ist und u die Differenz der elektrischen Potentiale zwischen den oberen und

unteren Elektroden.

B.3 Modellbildung fiir Dehnungsmefstreifen

In dieser Arbeit werden DehnungsmeBstreifen als Sensoren benutzt. Eine genaue Beschrei-
bung oder eine Modellbildung der DehnungsmeBstreifen (DMYS) ist fiir die genaue Modellbil-
dung und Simulation der adaptiven mechanischen Systeme notwendig. Das Extrahieren der
Dehnungsinformationen aus DehnungsmeBstreifen an unterschiedlichen Punkten des finite
Elemente-Modells fiir den Vergleich mit den Testergebnissen ist keine triviale Sache. Das
Extrahieren von Dehnungsinformationen an den nicht Knotenpunkten des finiten Elemente-
Modells stellt zusdtzliche Herausforderungen dar. Es entsteht noch eine andere Schwierigkeit
aus der Tatsache, dass DehnungsmefBstreifen eine durchschnittliche Dehnung {iber einem be-
grenzten Bereich messen. Nur wenige Arbeiten berichteten iiber diesen Effekt in der Literatur.
[NIC 98] gibt eine Methode an, in der angenommen wird, dass das Dehnungsfeld linear in-

nerhalb des Bereichs des DehnungsmeBstreifens ist. In diesem Abschnitt wird eine Methode
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aufgezeigt, in der die Annahme des Dehnungsfelds innerhalb des Bereichs des Dehnungs-

mefBstreifens von der Ansatzfunktion der FEM bestimmt wird.

4y g(xy) —»
b |
[
[
\
|
|
} \
| .
} i =
| 1 ¥ 5
\ ; A=
|
\ o~
| =
‘ = =
» =——
X
- >

a Isg b
Bild b-2: Das geometrische Modell eines DehnungsmefBstreifens
Das Bild b-2 zeigt einen DehnungsmeBstreifen. Der DehnungsmeBstreifen wird parallel zu
dem Dehnungsfeld &(x,y) gelegt. I, = x, — x, ist die effektive Lange des DehnungsmeBstrei-
fens. Es wird angenommen, daf3 die Breite des einzelnen Streifens vom DMS by, gleich ist. y;

yb_ya+bsg

T . . I by .
ist die Mitte des einzelnen Streifens in Richtung y, y, =y, -5 +ix——"7
sg

, 1=1,2,... ng

und y, — y, ist die effektive Breite vom DMS. ny, ist die Anzahl der einzelnen Streifen des

DMSs. Das Signal vom DMS wird von [KEI 95] zu

X, Vithgx0.5

k Leo ]
Eons = L, e(x,y )dxdy = kzﬁ j j e(x,y )dy dx (b-11)
or Y i=1 *sg¥sg x, y;—byx0.5

angegeben. Hier ist k£ eine Konstante, die von der Empfindlichkeit und vom Verstérker fiir den
DMS abhingt.

Nun betrachtet man zuerst, dass der DMS auf einer Ebene (z.B. x-y Ebene), innerhalb eines 3-
D finiten Elemente-Modells aufgelegt wird (Bild b-3). Weil der DMS innerhalb des Elements
ist, wird das Dehnungsfeld g(x,y,z¢9) durch die Ansatzfunktion N und Knotenvariable x des
Elements bestimmt (b-2).

ON(x.3.2,)

&(x,y,2y) = o

Das Signal vom DMS wird zu
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X, Vithggx0.5

& ] ON(x,y,z,)
8DMS:kZT j %dydxx:cx (b-12)

858 x, Yi—byx0.5

Die Gleichung (b-12) gibt das Prinzip der Simulation eines DMS als Sensor an.

4y e(x,yz)—>
Das finite Element n
b %:\
[
|
] :
| } | § -
‘ — ~
| SR g
| | \ #S
| ‘ -
- ——
’ ﬂ/—//:‘r;/i/&
xL
a lsg b

Bild b-3: Der DMS innerhalb einer x-y Ebene eines 3-D finiten Element-Modells
Wegen der technischen Griinde werden die Ansatzfunktionen nicht in einem globalen Koor-
dinatensystem x-y-z, sondern in einem lokalen Koordinatensystem &-7-¢ dargestellt. Der Ur-
sprung des Koordinatensystems liegt in der Mitte des Elements(Hexaeders). Jede Oberflédche
des Elements hat entweder den Wert 1 oder —1. Dann werden die Verschiebungen innerhalb

des Elements, zu
u(x,y,2)=Y N(EnS hu,v(x,9,2) =Y N(En.L v, w(x,y,2) =Y N(En.L)w,
i=1 i=1 i=1

wobei n die Anzahl der Knoten eines Elements ist. Weiterhin wird die globale Koordinate
(x,y,z) eines beliebigen Punkts innerhalb des Elements durch die Ansatzfunktionen und die

Koordinaten der Knotenkoordinaten (x;y;z;) des Elements dargestellt.
X(EE) =Y N(ENE )X, v(En8) =D Ni(En )y, 2(Eng) =D N(&ns )z (0-13)
i=1 i=1 i=1

Nun konnen die Dehnungen dargestellt werden durch
o - -
aé: JZI n J31 aé’
=17, & Tl T NG N (e T]
g, 1298 Y2y Jupz |V e w30V, (60T, 33 X
0
og

Q)|Q)

E 11

X

& ‘713 ‘7235_877 3338

<

T
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fv (5’ 77’ é/)
= f,(&.n¢)|x
f.(&n.¢)
wobel J die Jacobi Matrix ist. J wird durch
Y o]
o5 05 08
J= Ox a_y oz
on on on
o Y oz
| 0¢ 06 0g |

definiert und J ; 1st das algebraische Komplement des Elements i,j von J. Wie im Bild b-3

gezeigt, ist das Signal vom DMS (in Richtung x) nun

58

< 1 _
N = -14
o kz;agnm)b%Jéwﬂrﬂ(fﬂﬁéb}’ﬂdﬂdfx ¢ x (b-14)

wobel /() die Lange des Einzelstreifens eines DMS an der Koordinate y; ist. Die Si(&, ) ist
eine Abbildung der Fliche [y(y)xbs; im &1 Koordinatensystem. Obwohl die Flache
Lso(vi)xbsg in der x—y Ebene rechteckig ist, kann die Fliche S;(¢ 7) in der &~ Ebene wegen des

nicht rechteckigen finiten Elements nicht mehr rechteckig sein (Bild b-4).

8

. 0.1
L Finite Elemen A D
7
6 0.05
S
5 DMS ™~ oM
| / 0
1 S.
A / |
3 / -0.05
2 -
0.1
1 N B C

015

0 2 4 6 8 10 12 07 06 -05 -04 -03 02 -01 0
X g
a) b)

Bild b-4: Die Abbildung der Flache des DMSs von der x-y Ebene zu der &7 Ebene
a) Das finite Element und der DMS in der x-y Ebene; b) Die Abbildung der Fliche vom DMS in der &7 Ebene

Um das Integral
o) J(Em.C) T dndé (b-15)
i(&.1)
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berechnen zu konnen, muss man die Fliache S;(& 1) durch weitere Abbildungen zu einem
Rechteck umformen. Weil die b,, normalerweise sehr klein ist, konnen die Strecken 4B und
CD (Bild b-4, b)) in Richtung 7 als linear betrachtet werden und die linearen Ansatzfunk-
tionen benutzt werden. In Richtung £ muss jedoch die Ansatzfunktion, die im finiten Element

in der gleichen Richtung benutzt wird, eingesetzt werden. Setzt man
g(rfs):zﬁj(rrs)éja ﬂ(F,S)ZZﬁj(}”,S)ﬂj
Jj=1 j=1
ein, wird das Integral (b-15) zu

[[r.ccrs)mirs).g, )T (Ers)n(r.5).8,)

—1-1

J}”S

drds (b-16)

wobei m die Anzahl der benutzten Knoten auf der Fliche S;(& ) ist. (&, n7,) ist die Knotenko-
ordinate. J, ist die 2-D Jacobische Matrix und definiert durch

o5 on
_|or or
J=loz on
os Os

Tauscht man (& n, &) mit £,(& 1, &), erhilt man die Gleichung fiir die Berechnung der Deh-
nung in Richtung y.

1y e(yz) >

b FEM 2 FEM 3

—
Y

—

»lie
bsg

—

0 0 0
Yi)s

E(
%

v

Bild b-5: Der DMS beriihrt mehre 3-D finiten Element-Modelle

Falls der DMS sich nicht ganz innerhalb eines Elements befindet (Bild b-5), gilt die Glei-
chung (b-14) ebenfalls, wenn S;(& 7) als die Fliache und ny, als die Anzahl der Streifen des

DMS innerhalb des Elements betrachtet werden. In diesem Fall wird der DMS mehrere finite
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Elemente beriihren. Das Signal des DMSs wird durch die Summe der Teilsignale, die durch

die Beriihrung der einzelnen finiten Elemente erzeugt werden, berechnet.
Epms = ZSZMS = zci X; (b-17)

wobei &pys das Teilsignal ist, das durch die Beriihrung des finiten Elements i erzeugt wird,

und durch Gleichung (b-14) und (b-16) berechnet wird.



Anhang C: Relevante Grundlagen der Regelungstechnik 143

Anhang C: Relevante Grundlagen der Regelungstechnik

Dieser Anhang enthélt eine kurze Zusammenstellung der fiir diese Arbeit bedeutsamen
Grundlagen der Regelungstechnik. Die Leserin und der Leser, die nicht detailliert mit der Re-
gelungstechnik vertraut sind, konnen weitere umfangreiche Informationen iiber die Rege-

lungstechnik in [FOL 94], [FOL 00], [DOY 92], [GAW 96] und [SKO 96] finden.
C.1 Systemantwort iiber gegebene Eingangsgrofie

Es sei G(s) die Ubertragungsfunktion eines Systems und U(s) die Laplace-Transformation

einer gegebenen EingangsgroBe. Die Antwort des Systems /(7)) kann dann mit
h(t)=L"{G(s)U(s)}

beschrieben werden, wobei L™ die Inversion der Laplace-Transformation L bedeutet [FOL

94]. Im folgenden werden zwei einfache Beispiele eingefiihrt. In diesen Beispielen ist das

System eine Differentialgleichung 2-ter Ordnung mit folgender Ubertragungsfunktion
k

G(s)=
(s) s’+2los+ o’
kgﬁsm(mt (p)+®]i/% e sinfon1-Ct+) C<1
h(t)= kUB(Q KOBC=D) ot—o(c = 1))+ ](‘ZZY )((]jy2)+o)t)e“” C=1
KU o KUy (R G G
—sin(of—¢)+ C>1
o 20°4C (Y +(C—E-1)°) (Y +(CH+E - ))
= o 1 ) CY (c-1)
o (20 ) +(1-v )
‘= 4 ]2 22’¢=mnﬁ](2f;_c22)
280+2(Cy) +(1-v") 26—(1-vy")
k(if” of\k;]ﬁ e sin(an1-Ct+¢) <1
h(t)= k—lﬁ’—k—(i"(l—mt)e’“” =1
0] ® (c-2)
ka o (o V& -1)or 7(c+\/7 Dot
o 20 \/ (c—\/ 1) (c+yc- 7
S
=tan 1—=
O =tan ‘

Im ersten Beispiel wird die Sinusfunktion als Eingangsgrof3e benutzt. Sie wird hiufig bei der
Schwingungsunterdriickung verwendet. Im zweiten Beispiel wird die Sprungfunktion als Ein-
gangsgrofle benutzt. Sie findet hdufig bei der Formkontrolle Verwendung. Die Systemantwor-
ten der beiden Beispiele mit u(t) = Upsin(w,t) und u(t) = Uyl (t) werden in Gleichung (c-1)
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und (c-2) gegeben, wobei Uy die Amplitude der Eingangsgrofe ist [FOL 00].
C.2 Endwertsatz der Laplace-Transformation
Bei mancher Anwendung, z.B. der Formkontrolle, interessiert man sich zunichst nur fiir das
stationdre Verhalten des Systems. Deshalb ist eine vollstindige Losung des dynamischen Vor-
gangs, wie in (c-1) und (c-2) beschrieben wird, aufwendig und nur begrenzt notig. Man kann
den Endwertsatz der Laplace-Transformation verwenden, um die stationdren Werte eines
dynamischen Vorgangs zu berechnen.
Der Endwertsatz lautet [FOL 94]: Strebt f{t) fiir t — co einem endlichen Grenzwert zu, so gilt

i (1) = g F ()
Der stationdre Wert der Gleichung (c-2) kann als Beispiel wie folgt berechnet werden:

kU, kU,

limh(t)=1lims =
1> (1) >0 (P +22ws+o’)s @

C.3 Steuerung und Regelung [FOL 94]

Unter einer Regelung versteht man eine Anordnung, in der bei unvollstindig bekannter Stre-
cke, insbesondere bei unvollstindiger Kenntnis der Storgréfen, die Regelgrofe x, d.h. die
Ausgangsgrofle der Strecke, laufend gemessen und mit der Fithrungsgrofle w verglichen wird,
um mittels der so gebildeten Differenz die Regelgrofle an den Sollverlauf anzugleichen. Unter
einer Steuerung versteht man eine Anordnung, die Regelgrofle gezielt zu beeinflussen ohne
laufende Riickfiihrung der Regelgrée und dem Vergleich mit der Fithrungsgréfe. Im Bild c-
1 werden diese beiden Begriffe graphisch dargestellt.

w Regelein- System | X W_| Steuerein- System | X
richtung (Strecke) richtung (Strecke)

a b

Bild c-1: Der Begriff der a) Regelung und b) Steuerung
Die Steuerung kann nur verwendet werden, wenn die Strecke vollstédndig bekannt und die
Storung vernachléssigt werden kann oder direkt mef3bar ist.
C.4 Genauigkeit und Stabilitat eines Regelkreises
Eine vollstindig bekannte Strecke und direkt meBbare Storung sind in der Praxis selten. Des-
halb wird hiufig die Regelung benutzt. Durch die laufende Riickfiihrung der Regelgrofle er-
hebt sich vor allem eine wichtige Frage, ob das System stabil ist. Die zweite Frage, die un-
trennbar mit der Regelung verbunden ist, ist die stationdre Genauigkeit, d.h. wie klein ist die

Abweichung zwischen Fiihrungs- und RegelgrdBe, die nach dem Abklingen der durch Ander-



Anhang C: Relevante Grundlagen der Regelungstechnik 145

ungen der Fiihrungs- und Storgrofle verursachten Einschwingvorginge erreicht werden kann.

d — Gd(s)

GR(s) G(s) O

Bild ¢-2: Ein detaillierteres Blockschema der Regelung
Bild c-2 zeigt ein detaillierteres Blockschema der Regelung. Im Bild ist G(s) die Ubertra-
gungsfunktion vom Steuereingang zur RegelgroBe x, G4(s) die Ubertragungsfunktion von der
StorgroBe d zur RegelgroBe x und Gg(s) die Ubertragungsfunktion des Reglers. Die Abwei-

chung e, zwischen Fiihrungsgrofle w, und Regelgrofle x, kann wie folgt
E(s)=(1+G(s)G(s))" (W(s)=G,(s)D(s)) (c-3)

beschrieben werden [FOL 94]. Ist ein System stabil, geht die Abweichung e nach Abklingen
der Einschwingvorgidnge auf einen konstanten Wert iiber oder liegt innerhalb einer vorgege-
benen Schranke. Dies ist garantiert, wenn alle Wurzeln der Gleichung /+G(s)Gr(s) = 0 links

der imagindren Achse der komplexen Ebene liegen. Die Gleichung
(1+G(5)Gp(s))=0
wird als charakteristische Gleichung des Regelkreises bezeichnet.

Fiir ein stabiles System beschreibt der Endwert von E(s) die stationidre Genauigkeit des Sys-

tems [FOL 94].
e(0) = liml(1+G(s)Gy(s))” (sW(s)=5G,(s)D(s))]

Es ist klar, dass die stationdre Genauigkeit oder der stationire Fehler eines Regelkreises nicht
nur von der Struktur der Strecke bzw. des Reglers, sondern auch vom Verlauf der Fiihrungs-

und StérgroBe abhiingt. Sind G(s) und Gy(s) rationale Ubertragungsglieder

_ -1
s" +b, " ) s”+e, s+ teste,
= Gy(s)=

n n q q-1
S +an71S +"'+01S+a() S +Cq7]S +"'+C]S+C0

+--+b,;s+b

G(s)=

dann wird der stationire Fehler zu

e() = limi(a, +b,Gy(s)) " a,(sW(s)=c, e,sD(s))} (c-4)

Nun untersuchen wir zunichst den stationdiren Fehler, der durch Anderungen der Fiihrungs-

grofle verursacht wird. Wenn der Verlauf der Fiithrungsgrofle begrenzt ist (/imw(t) < kon-
stant), ist /im sW (s ) konstant und der Fehler e (o) = lim{( a, +b,Gp(s))” aok} héngt nur von
s—0 50

Regler- und Streckenstruktur ab.
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r r—1
s"+h s +--+hs+h .
rt ! 0 dann wird

Es sei Gg(s) aus rationalen Gliedern, also G.(s)=— —
S +gs Tt gstg

der Fehler zu

e (o)=(a,g, +byh, )" g,a,k.
Falls die Strecke oder der Regler ein Integrierglied enthélt (ay = 0 oder gy = 0), ist der durch
Anderungen der FiihrungsgroBe verursachte Fehler gleich null.
Fiir eine impulsartige Stérung (D(s) = konstant) ist der durch Anderungen der StérgroBe ver-
ursachte Fehler nach Gleichung (c-4) bereits gleich null. Fiir eine begrenzte Storung, z.B.
Spriinge oder Sinusfunktionen, hingt der Fehler e,, von Regler- und Streckenstruktur ab. Ins-
gesamt kann man folgendes zusammenfassen:

wenn der Regler oder die
Strecke ein Integrierglied
0 , enthélt und w(¢)und d(t)
e(0) = begrenzt sind oder d(?) ein (c-5)

Impuls ist, ansonsten gilt

) . -1
lim(sW(s)—c, e,sD(s))
a,8, +byhy 0 v

C.5 Reglerentwurf fiir einschleifige Eingroflenregelsysteme

Es gibt viele Reglersynthesen fiir einschleifige EingroBenregelsysteme. Der einfachste und
robusteste Regelalgorithmus ist der PID-Regler. Beim PID-Algorithmus wird die Ubertra-
gungsfunktion dargestellt mit

B 1 NDs :(P+ND)SZ+(NP+I)S+N[
U(S)_(P+S+S+N)E(S) s(s+N)

E(s) (c-6)

wobei E(s) die Abweichung zwischen Fithrungs- und Regelgrofie ist.

d—»{G,4(s)

> G(s) Gp(®) | G(s)

Bild c-3: Das Konzept des zwei dimensionalen Reglers
Wie in Gleichung (c-3) dargestellt, ist der Verlauf von Steuerung und Stérung unterschied-
lich. Durch einen PID-Regler kann man beide nicht zu der gewlinschten Form bringen. Des-
halb benutzt man sogenannte zwei dimensionale Regler [SKO 96] (Bild c-3). Im Bild c-3 ist
Gg(s) der PID-Regler. Er bewirkt, dass der Regelkreis stabil bleibt und den gewiinschten Ver-
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lauf der Stérungsunterdriickung realisiert. Gy(s) ist ein Vorfilter. Er bringt der Verlauf der
Steuerung die gewiinschte Form.

In mechanischen Systemen ist der Nenner von G(s) und von Gy(s) gleich (Bild c¢-3) und als
Beispiel wird die folgende Gleichung

LorExis)=Lovis)+L2u,0s) (e7)

— s+ —
m m m m

(s2+

als Regelstrecke benutzt.
Setzt man Gleichung (c-6) in die Gleichung (c-7) ein und beachtet man, dass E(s) = W(s) —
X(s) ist, bekommt man

f.((P+ND)s* +(NP+1)s+ NI )

X(s)= 7 i 7 Wi(s)
m(s’+—s+—)s(s+N)+2((P+ND)s’ +(NP+1)s+NI))
m m m (0-8)
+ y p fis(s+N) U,(s)
m((s’ +—s+—)s(s+N)+L((P+ND)s2 +(NP+1)s+ NI))
m m m

Nun stellt man die Parameter des PID-Reglers, P, I, D und N so ein, dal} der zweite Term in

Gleichung (c-8) in gewiinschter Form umgewandelt werden kann. Daraus folgt

(s’ +is+f)s(s+N)+£((P+ND)s2 +(NP+1)s+NI)
m m m (c-9)

=(s—a,)(s—a,)(s—a;)(s—a,)
wobei a;, a, a3 und a4 die gewiinschten Wurzeln sind. Natiirlich sollen diese Wurzeln garan-

tieren, dass der Regelkreis stabil bleibt, d.h. der reale Teil der Wurzel Re(a;) <0, i = 1,2,3,4.

Durch Vergleich der Koeffizienten beider Seiten kann man leicht feststellen, dass

d
N=—(a,+a,+a;+a,)——
m

72 2%,a5a,m
JN (c-10)
p- (a,a,(—a; —a,)+aa,(—a, —a,))m kT
fN f N
D= (a,a, +(—-a;—a,)(-a, —a,)+a;a,)m _ k __i_ﬁ
fN fN fo N
Setzt man die Gleichung (c-9) und (c-10) in die Gleichung (c-8) ein, wird die Gleichung (c-8)
zu
2
X(S)zfc((PJrND)s +(NP+1)S+NI)W(S)+ fis(s+N) U,(s)

m(s—a;)(s—a,)(s—a;)(s—a,) m(s—a;)(s—a,)(s—a;)(s—a,)

a,d,

(s—a,)(s—a,)

Nun kann man den Vorfilter bestimmen. Sei die gewiinschte Form des Ver-
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laufs der Steuerung, dann folgt

m(s—a;)(s—a,)a,a, (c-11)

Gf(s): 2
f.((P+ND)s” +(NP+1)s+NI)

Damit ist der Synthesevorgang noch nicht ganz abgeschlossen. Die Gleichungen (c-10) und
(c-11) beschreiben die Beziehungen fiir den Regler, den Vorfilter, die gewiinschten Wurzeln
und das geregelte System. Unser Ziel ist jedoch fiir ein gegebenes System den Regler und den
Vorfilter direkt zu berechnen. Sind die gewiinschte Wurzeln beliebig wihlbar? Die Antwort
ist klar nein, weil der PID-Regler eine beschriankte Form hat. Er kann die beliebigen Wiinsche
nicht erfiillen. Nun ist die Frage, wie kann man die gewiinschten Wurzeln festlegen?

Im allgemeinen soll der Regelkreis einen Schwingvorgang mit gegebener Dampfung ¢; erhal-
ten und die restlichen Wurzeln sollen weit entfernt links der imaginédren Achse liegen, so dass
dieser Einschwingvorgang eine Hauptrolle spielt, z.B. (s-a;)(s-a;) = s +2§;a)ss+a)sz , dz >
oy und ay > o, Weithin sollen der PID-Regler und das Vorfilter stabil sein. Damit hat

man folgende Beschrinkungen” zwischen den PID-Parametern und den gewiinschten Wurzeln
d
N=2 o, +(-a;-a,)——=20
m

_(a)sz(_a3_a4)+a3a4zé/sa)s)m _i [

P N T _WZO (c-12a)
D:(a)f+2§Sa)s(—a3—a4)+a3a4)m_ k _i_izo
f.N fN fo N

oder mit weniger einschrinkenden Bedingungen

N=2{ o, +(—a3—a4)—120
m

(a)f+2§Sws(—as—04)+"3“4)m—£—N—d>
I fo o
_(a)j(_aj_a4)+a3a424”5a)s)m_k_N>

J. Je

ND+ P =

0 (c-12b)

NP +1 0

Fall 1: Der Regler soll die Systemddmpfung ¢ erhdhen. D.h. s° +is +£:s2 +24ws+ o’
m m

und a, = ¢ 0, +0,\1-2i, a,=~C,0,—o\J1-¢li, a,=—al,o, und a, =B, o,
In diesem Fall wird man von der ersten Bedingung in den Gleichungen (c-12a) und (c-12b)
ausgehen, und @, wird dargestellt durch
2néw

0, =———— mitn>1 (c-13)
(2+a+p)g,

* Falls f; <0 ist, sollen I, P, D oder ND+P, NP+I, NI kleiner als oder gleich Null sein
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Setzt man Gleichung (c-13) in die restlichen zwei Bedingungen in Gleichungen (c-12a) und
(c-12b) ein, kann man zwei ungleiche Systeme (c-14a) und (c-14b) erhalten. Wenn man ein
minimales n oder einen Bereich von n finden kann, der fiir die beiden ungleichen Systeme
erfiillt wird, ist die Aufgabe fiir die Reglersynthese 16sbar und man kann durch Gleichung (c-
13) den Bereich von @, berechnen, ansonsten sind ¢, fund/oder {; neu zu wihlen. Wenn @ in
diesem Bereich liegt, wihlt man @, = @, ansonsten @y = Wy .

Fiir die Bedingung (c-12a) erhélt man

a’+af+pB°+2(a+f) 24 (a+ ) 23
4( (2+a+ﬂ)§f +2af )¢ n 4(—4}22 +2af ) n
~(2+a+B)n" +2(2+a+B)n—(2+a+3)’ >0
4+af+2(a+pB) ap(a+p) . , i
(vt p)l +2(a+ﬂ)+—(2+a+ﬂ))n (c-14a)

_ Ara+pB : 20f(l+a+pB)
(2+a+ﬂ)§f+4(a+'8)+(2+a+'8) + (2ratp) n

+(§L2+2(a+,6)+aﬂ+3(2+a+ﬁ)2)n2_3(2+a+ﬂ)2n+(2+a+ﬂ)z >0

s

und fiir die Bedingung (c-12b)

(9HB) aap)— T nirzo

g, (2+a+p)

; e (c-14b)
(é/—5+2(a+ﬂ)+aﬂ)mn —44 I’l—(]—4§ )20

Fall 2: Der Regler soll die Systempole nicht andern. D.h. s’ +%s +£ =(s—=A4,)(s—4,) und
a, =24, a,=4,
Fiir die Bedingung (c-12b) erhélt man
N=(-a;—-a,)20
a,a,m

ND+P="5"5

a;a,(=A — A, )m >0
e

Es ist klar, dass fiir ein beliebiges @; mit Re(a;) < 0, i = 3,4, die Bedingungen immer erfiillt

NP+1=

werden. So wihlt man
az =-a(A+A2)/2und ay = -f(A1+1,)/2. (c-14c)
Fiir die Bedingen (c-12a) erhdlt man

N=(-a;-a, )20
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P=((~hy = dy ) O
(_a3_a4) (_aj'_az/)fc
a,a,m
D:((—a3—a4)2—(—/11—12)(—613—a4)+/1122)3—4320
(_a3_a4) fc
Daraus folgt

(_a3_a4)2L

(_11_22)
(—a;—a,)2-4,
(—a;—a,)=—-4,

Somit erhélt man

a3 = -OAmax Und ay = - Llpgy Mit Aoy = max(Re(-1;), Re(-12), Re(A;A2(-41-12) )) (c-14-d)
Obwohl bei der PID-Reglersynthese die Systemunsicherheit nicht beriicksichtigt wird, ist der
PID-Regler robust. Dies wird im folgenden Beispiel gezeigt.

Ein typisches mechanisches System

k, k, k,
* + =G,(s)+G,(s)+G,(s) (c-15)
s? +2§1a)1s+a)12 s’ +2§2a)2s+a)22 s’ +2§3a)3s+a)32 1(s) 2(s) 5(s)

soll geregelt werden, wobei die Parameter in Tabelle c-1 gegeben werden. Weiterhin werden

Tabelle c-1: Die Parameter des zu regelnden Systems

i C © k

1 7.7782x1072 388.91 164.01
2 4.9606x107" 2480.3 2291.6
3 1.429 7145.0 3556.5

jeweils £50% Unsicherheit in ¢;, @; und k; beriicksichtigt. Daraus folgt
240 €[15.125,136.13], a)lze[3.7813><104, 3.4031><105] und k; €[82.005, 246.01]

Dies ist etwa +80% Unsicherheit fiir 2¢;@; und a)12 . Die Regelstrecke mit durchschnittlichen
Werten von k;, 2¢;w; und o)

164.01
s2+75.6255+1.8906 x10°

Gy(s)=

wird als nominales Modell in der PID-Reglersynthese verwendet. Die gewlinschte System-
ddmpfung ¢ soll 0.7 sein und die Bedingung (c-12a) soll benutzt werden. Nach Berechnung
der Gleichungen (c-14a) und (c-13) wird festgestellt, dass die nominale Frequenz o (@
=348.81) in dem erlaubten Bereich liegt. So kann man @, = @ nehmen. Damit erhilt man die

gewiinschten Systempole a,, =-304.37 £310.52i, a, =-1826.2 und a, =-2434.9, wobei a = 6

und S = § eingesetzt werden. Dann werden die Parameter von PID-Regler und Vorfilter durch

die Gleichungen (c-10) und (c-11) berechnet. Die Ergebnisse sind
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N=4.7943x10°,P=3.0913x10°,1 =1.0692x 10°, D =7.8481

1.1527x10° s> +4.9120x10°s + 5.1259% 10°

G.(s)=
f( / 4.0711x10%s? +1.5890x 10" s+ 5.1259% 10°

Nun wird die Robustheit dieser Regler getestet. Die Ergebnisse werden im Bild c-4 gezeigt.
Im Bild c-4 ist yO der Verlauf des nominalen Systems bei Sprungeingabe. yl1 ist der Verlauf
der Systemsantwort mit maximal k;, minimal 2;@; und . y2 ist der Verlauf der Systems-
antwort mit y1 plus Ga(s) (s. (c-15)). y3 ist der Verlauf des Systems mit y2 plus Gs(s) (s. (c-
15)). Es gibt kaum Unterschiede zwischen diesen Verldufen. Dies bedeutet, dass dieser PID-

Regler sehr robust ist.

— 0
- y1
2

1.2 | y2 U
A == Y3
1 N
0.8 y

0.6

| {
J
/

0 /

0.98 0.99 1 1.01 1.02 1.03 1.04
Zeit (s)

Bild c-4: Die Robustheit des PID-Reglers

Die grofite Schwiche des PID-Algorithmus ist, dass es bisher keine Entwurfsmethode fiir
MehrgréBensysteme gibt [FOL 94].

C.6 Darstellung des Regelkreises im Zustandsraum

Bislang wird der Regelkreis immer durch die komplexe Ubertragungsfunktion, die das Ver-
hiltnis zwischen Eingangs- und Ausgangsgrofle beschreibt, dargestellt. Es gibt auch eine so-
genannte Zustandsraum-Darstellung. Dies ist besonders fiir MehrgroBensysteme zweckmaBig.
Eine Zustandsvariable ist eine Variable zwischen Eingangs- und Ausgangsvariable und kann
durch ihren Anfangswert und die Eingangsvariablen eindeutig bestimmt werden. Eine typi-
sche Zustandsraum-Darstellung eines Regelkreises ist [FOL 94]:

x=Ax+Bu

-16
y=Cx+Du (c-16)

wobei x die Zustandsvariablen sind, # EingangsgroBen und y AusgangsgroBen. Die Ubertra-

gungsfunktion der Zustandsraum-Darstellung ist
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Y(s)
U(s)

G(s)= =C(sI-A)"B+D (c-17)

Die beiden Gleichungen, (c-16) und (c-17), konnen auch als (4, B, C, D) bezeichnet werden.
Es gibt auch die Transformation der Ubertragungsfunktion in die Zustandsraum-Darstellung,
aber diese Transformation ist nicht eindeutig. Sie hingt von den ausgewéhlten Zustandsvari-

ablen ab. Folglich sind einige Zustandsraum-Darstellungen der G,(s) in (c-15):

[0 1 0

A:__ﬁ‘)/2 _2416‘)1]32[1}C:[k1 0],D:[0] (c-18a)
0 -’ k

— 1 _| ™ _ _ _18b

4= —2;1601]3 {0},0 o 1], D=[0] (c-18b)
I, 1 0

A:__w12 _Zglwi]Bz[kl]CZ[l O]JDZ[O] (c-18¢)
[0 10} 0

A= : }:B{ﬁ],c—[l 0], D=10] (c-18d)
|~ @, —2{1601 o,

Die Darstellung (c-18a) ist die sogenannte Regelungsnormalform mit

1
2 2
s°+20,0,5+w;
s

X(s)=

s°+20,0,5+w;

Die Darstellung (c-18b) ist die sogenannte Beobachtungsnormalform mit.X :[x] In den
X
X
Darstellungen (c-18¢) und (c-18d) wird X = [x} bzw. x :[ X } als Zustandsvariable benutzt
i 2
o,

[GAW 96].
C.7 Die Steuerbarkeit und Beobachtbarkeit

Die Steuerbarkeits- und Beobachtbarkeitsgramian einer Regelstrecke (4, B, C, D) werden
definiert durch [GAW 96][DOY 92]

t t
W.(t)= jeA’BBTeATTdr, W, (t)= jeATTCCTeATdT

0 0

Eine stationdre Losung von W, (o) und W,() kann bestimmt werden aus den folgenden Lya-
punovschen Gleichungen [GAW 96][DOY 92]
AW (0)+ W (0)A" + BB" =0, AW, () + W, (0)4+C"C=0 (c-19)
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Falls W (o) > 0 (positiv definit) und vollen Rang hat (invertierbar), gilt fiir die Regelstrecke
(4, B, C, D): Zustand steuerbar. Falls W,(o«) > 0 (positiv definit) und vollen Rang hat (inver-
tierbar), gilt fiir die Regelstrecke (4, B, C, D): Zustand beobachtbar.
Falls W, (o) gleich W,(a) und beide diagonal sind, heiflt die Regelstrecke (4, B, C, D) eine
balancierte Realisierung.
Mit folgenden Schritten kann eine nicht balancierte Regelstrecke balanciert werden [GAW
96]:
1. Berechnung der Steuerbarkeits- und Beobachtbarkeitsgramian mittels der Gleichung (c-
19)
2. Zerlegen der Steuerbarkeits- und Beobachtbarkeitsgramian zu W.(o) = PP und W,(x)
-0'0
3. Konstruieren der Matrix H = QP und Zerlegen der Matrix H mit der singuldren Wert-
zerlegung, H = QP = VX*U’, wobei X = diag(c|, o3, ..., 6,) Hankel singulirer Wert der
Regelstrecke heifit.
4. Konstruieren der Transformationsmatrix R=PUX"" und R'=3"V'Q.
Dann heifit die Zustandsdarstellung (4;, By, Cy, Dy)=(R'AR, R'B, CR, D) cine balancierte
Realisierung der Zustandsdarstellung (4, B, C, D).
C.8 Modellreduktion in der Regelungstechnik
In Regelungstechnik gibt es grundsétzlich zwei Kategorien fiir die Modellreduktion. Eine ist
sogenannte abgeschnittene Reduktion (truncated reduction), die andere ist restteilberiick-
sichtigende Reduktion (residualized reduction). Obwohl die abgeschnittene Reduktion nicht
fiir die Formkontrolle geeignet ist, ist die Berechnung des reduzierten Systems viel leichter als
die restteilbertiicksichtigende Reduktion (Vergleich der Gleichung (1.2.1-2) mit der Gleichung
(1.2.1-3)). Gliicklichweise gibt es eine Methode, durch welche sich die Beschreibung des re-
duzierten Systems in die beiden Kategorien umwandeln ldsst [GRE 95].
Essei G(s)=D+C(sI—A)"Bund H(p)=G(l/p)=D+C(pl-4)"'B
mit
A=A4" B=A'B,C=-CA" und D=D-CA"'B (c-20)
dann sind die Steuerbarkeits- und Beobachtbarkeitsgramian, W, und W,, in beiden Systemen
gleich, d.h.
we=wund w,°=w," (c-21)
Weiterhin sei H,(p) eine abgeschnittene Reduktion von H(p) und G,.(s) eine restteilberiick-
sichtigende Reduktion von G(s), dann gilt
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Go(s) = H,(1/5) (c-22)

C.8.1 Die balancierte und die modale quadratische Norm Reduktion

In der balancierten und modalen quadratischen Norm Reduktion lassen sich die quadratische
Norm, auch euklidische Norm genannt, der Differenz der Messgroflen zwischen dem Origi-

nalsystem und dem reduzierten System, y bzw. y,, als ein Vergleichmal} angeben.

J=ly-v., (23
Man kann auch ein relatives Vergleichmal definieren als
s =2, (c-24)
|1,

Fiir eine optimale Reduktion soll der Vektor y—y, mit dem Vektor y, orthogonal sein,
d.h.y’y =y y. . Inder Konsequenz ergibt sich

2
Vol (c-25)

C=yTy+ Iy, -2y y=| -

J=|y-v,
Es ist bekannt[ GAW 96], dass || y||j = spur(C"CW, ), wobei C die konjugierte oder einfache

Transponierte ist, wenn die Matrix C komplex bzw. real ist und W, ist die Steuerbarkeitsgra-
mian.

In der balancierten quadratischen Norm Reduktion, geht man davon aus, dass das Originalsys-
tem balanciert ist, d.h. die Steuerbarkeits- und Beobachtbarkeitsgramian sind diagonal und

gleich. Sei C =[¢,,¢,,---,¢,] und W, = ¥ = diag(s,,5,,--,5, ), dann gilt

n n
2 *
b = eie, = Sov.
i=1 i=1

Damit kann v, als das Dominanzmal3 der Zustandsvariablen x; betrachtet werden. Sortiert

man y, und nimmt man den Teil von x mit groBerem v, als x;, so dass fiir vorgegeben J,

bl by = (S < oder
o,

gilt, erhdlt man das abgeschnittene reduzierte System anhand der Gleichung (1.2.1-2). Statt

oder S

ly—,

S 53011

der Matrix C und der Gleichung (1.2.1-2) erhélt man die restteilberiicksichtigende Reduktion

mit der Matrix C und der Gleichung (1.2.1-3).
Bei der modalen quadratischen Norm Reduktion, geht man davon aus, dass das Originalsys-

tem durch Modalkoordinaten dargestellt wird, d.h. die Matrix 4 ist diagonal, damit ist



Anhang C: Relevante Grundlagen der Regelungstechnik 155

y=y, +C,x, und J’ :||y—yr j :||C2x2||j = spur(C,C,W_, ) fir die abgeschnittene Re-

duktion, wobei die tiefgestellte 2 den abgeschnittenen Teil der Matrix C und W, bedeutet.

Nun ist die Matrix W, nicht mehr diagonal. Definiert man eine sogenannte Modalkostenmat-

rix ¥ =[y,] mit y, :spur(c:ch

cji

), dann gilt j? = ZZW i,j € abgeschnittene Modal-
[

koordinaten und ||’ = Zn:Zn:\yﬁ :

i1 =1
Es ist klar, fiir die abgeschnittene Reduktion von Ordnung n zu Ordnung r gibt es n!/(r!(n-r)!)
Moglichkeiten, damit werden n!//(r/(n-r)!) Berechnungen bendtigt, um eine optimale Losung
zu finden. Es ist kaum moglich dies zu realisieren, obwohl » und r relativ klein sind, z. B. fiir
n=100 und r=10 bendtigt man /,2x10"’ Berechnungen. Mit folgendem durch den Autor ent-
wickeltem Algorithmus kann man eine suboptimale Losung finden und bendtigt man nur
O(n’) Operation.

1. Suche eine minimale vy, und diese Modalkoordinate wird zur abgeschnittenen Menge
gehoren, damit der Reduktionsfehler J(n)’ =y,

2. J(n—k+1) =YYy, i, j € abgeschnittene Menge, ist der Reduktionsfehler fiir k
i

abgeschnittene Modalkoordinaten.

3. Suche eine Modalkoordinate pabgeschnittene Menge, so dass Z\ij +y,, minimiert
j

wird.
4. Dann wird p zur abgeschnittenen Menge gehdren. Der Reduktionsfehler mit k+/ abge-

schnittenen Modalkoordinaten wird J(n—k)’ =2> vy +vy, +J(n—k+1)?, fur k=1,
j

Nun kann J(k), k = 1,...,n, als das Dominanzmal} der Modalkoordinaten betrachtet werden.
Fiir vorgegebenes J,,; oder &, sucht man ein k, so dass J(k) < Jy,;; oder J(k)/J(1) < Oyon und
erhilt das abgeschnittene reduzierte System durch die J(k) entsprechenden Modalkoordinaten

und die Gleichung (1.2.1-2). Fiir die restteilberiicksichtigende Reduktion wird die Matrix C in

der Modalkostenmatrix durch C ersetzt und statt der Gleichung (1.2.1-2) wird die Gleichung
(1.2.1-3) bei der Berechnung des reduzierten Systems benutzt.

C.8.2 Die balancierte und die modale unendliche Norm Reduktion

Eine unendliche Norm einer Ubertragungsfunktion ist der maximale singulire Wert dieser

Funktion im ganzen Frequenzbereich.
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|G(jw)|, = max(o(G( jw)) (c-26)

Physikalisch bedeutet eine unendliche Norm die groBte Verstirkung der Ubertragungsfunk-
tion. Daher wird die Differenz der maximalen Verstirkung zwischen dem originalen und dem
reduzierten System, G bzw. G,, als ein Vergleichmal} in der balancierten und modalen unend-
lichen Norm Reduktion verwendet.
J=|6-G,|. (c-27)

Wie in der quadratischen Norm geht man in der balancierten unendlichen Norm Reduktion
davon aus, dass das Originalsystem balanciert ist und die gleiche und diagonale Steuerbar-
keits- und Beobachtbarkeitsgramian hat. Die Grof3e des Elementes in der Gramian entspricht
der Bedeutung der entsprechenden Zustandsvariablen x, dadurch kann die Gramian als das

Dominanzmal betrachtet werden. Sortiert man die Gramian 2 = diag(cs 1,05, --,cn) mit 6; 2

G, >,..., 2 o, und partitioniert man die Matrizen A, B und C entsprechend, wird

wSZici

i=r+l

J=|G-G,

wobei r die Ordnung des reduzierten Systems ist. Das reduzierte System G, erhdlt man unter
Nutzung der Gleichung (1.2.1-2) fiir die abgeschnittene und der Gleichung (1.2.1-3) fiir die
restteilberiicksichtigende Reduktion. Weil die Hankelsche Norm eines Systems gleich ¢; und
die Hankelsche Norm kleiner als und gleich der unendlichen Norm ist, kann man auch wie im
Fall der quadratischer Norm einen relativen Reduktionsfehler angeben.

e-6. 2

0 S 21’:r+1
&l J

In der Reduktion der modalen unendlichen Norm wird vorausgesetzt, dass das Originalsystem
mit den Modalkoordinaten, A=diag(A;, A>, ... , Ay), B = [b;T,bgT, vy bnT] und C = [¢y, ¢, ...,

c,], dargestellt wird. Die Differenz der Ubertragungsfunktion zwischen originalem und redu-

ziertem System kann durch G-G, = Zn: b reprasentiert werden, damit ist der

i=r1 S TN

Reduktionsfehler

< Zn:\Vi _ i 6(ch, )

i=r+l i=r+1 |Re(;\‘1 )|

wobei Re(a) realer Teil von a ist und G6(a) der maximale singuldre Wert von a. Da die Be-

J=|G-a,

rechnung der unendlichen Norm ||G||OC in Modalkoordinaten schwierig ist, gibt es keine relati-

ve Fehlerdarstellung in diesem Fall.
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C.8.3 Die balancierte Hankelsche Norm Reduktion

Gegeben sei ein stabiles System G(s). Ein Eingabesignal u(?) wird bis ¢ = 0 auf G(s) ange-
wendet und die Messgrofie y(¢) wird nach ¢ > 0 gemessen. Eine Hankelsche Norm eines Sys-

tems G(s) ist das maximale Verhéltnis der quadratischer Norm von zwei Signalen.

©

[lyce))sde
G5, = mar| A

u(t) 0

[llucz)];dz

—o0

Die Hankelsche Norm bemisst die Energiespeicherfdhigkeit eines Systems und wird durch

folgende Formel berechnet

”G(S)”H = p(WcWo ) =0,

wobei p(a) der maximale Eigenwert von a ist. Damit ist die Berechnung der Hankelschen
Norm eines Systems immer mit der Balancierung eines Systems verbunden. Bei der Reduk-
tion der Hankelschen Norm wird die Differenz zwischen dem originalen, G(s), und dem redu-
zierten, G,(s), System gebildet und die Hankelsche Norm darauf angewendet. Diese Hankel-
sche Norm wird als das Vergleichmal} benutzt.

J=|G-G,

(c-28)

H
Durch folgende Schritte kann man ein reduziertes System mit r-ter Ordnung und &,+; Reduk-
tionsfehler erreichen[SKO 96]:
1. Balancieren des gegebenen Systems durch die in C.7 gegebenen Schritte und Sortieren
der Hankelschen Singuldrwerte in absteigender Reihefolge.
2. Neu Ordnen der Hankelschen Singuldrwerte zu
2=diag(c},...,0/,0r+1+1s- - +s0nOrt 1. .,Orsr) = diag(2), 6,+11)) = diag(X), 25)
Man sollte beachten, dass in der Theorie G,+; bis 6, gleich sind. In der Praxis werden
G,+; bis 6,4+, so ausgewdhlt, dass ¢, - 6,4+, < €, wobeli € eine vorgegebene beliebig klei-
ne Zahl ist.
3. Partitionieren der balancierten Matrizen A, B, C nach der Anordnung der Hankelschen

Singulérwerte.A:{A“ A”} , B:[Bf} und c=[c, C,].
AZ[ AZZ B

2
4. Definieren (,:1, l;', é ﬁ) durch

A=E"(c,,A], +X,4,%,-c,,C'UB"), B=E~(2,B,+0,,CIU),

é ZCIEI +Gr+1C1TU’ ﬁ Z_GHIU, E :212 _Gfﬂln—z und U :_CVZ(BZT)+
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Damit hat die Matrix A 7 stabile Eigenwerte und alle librigen, n-r-t, sind unstabil.

5. Das reduzierte System G,(s) mit der Ordnung r ist das stabile Subsystem von

(A, B,C, D) und der Reduktionsfehler ist. = ||G -G,

H = Gr+1
Analog zur balancierten unendlichen Norm Reduktion kann hier auch ein relativer Reduk-
tionsfehler angegeben werden.

”G -G, ||H _ O

0,

C.8.4 Die Reduktionsmethode von Litz

Wie bei der Reduktion der modalen quadratischen und unendlichen Norm setzt das Litzsche

Reduktionsverfahren die modalen Koordinaten voraus.
A =diag(As, A2y ... s M), B=[bglund C=[c;]miti =1, ..,n;j=1,..myk=1,.,p

Die Differenz der Ubertragungsfunktion zwischen originalem und reduziertem System wird

n

durch G -G, = Z & reprasentiert, wobei ¢; die i-te Spalte von C ist und b; die i-te Zeile

i=r+1 S TN
von B. Statt des Dominanzmales v, = |;(?i>l:fj | in der Reduktion der modal unendlichen
e i
z Z |Cjib ik |
k

Norm wird in der Litzschen Reduktion v, = J als das Dominanzmal} definiert.

]
Anders als die restteilberiicksichtigende Reduktion wird bei der Litzschen Reduktion nicht

x, =0 vorausgesetzt, sondern x, = E x, angenommen. Die Matrix E ist durch
0 P ! )
J =, ()= E x,(t)],dt = min
0

bestimmt. Die genaue Formel von E findet man in [FOL 94].
C.9 Modellreduktion in Strukturdynamik
Die erste Reduktionstechnik in der Strukturdynamik wurde in den 60ziger Jahren des letzten
Jahrhunderts von Guyan und Irons [GUY 65][IRO 65] entwickelt. Die Guyansche und Iron-
sche Reduktionstechnik basiert auf der statischen Gleichung des Struktursystems:

Kx=F (c-29)
Dabei sind F die kompletten Krifte, die auf das System einwirken und alle Steuerungs- und
Storungskréfte enthalten. Die Gleichung (c-29) kann in die aktiven ,,a* und weggelassenen

,»d* Freiheitsgrade partitioniert werden.

i E
K, K,]| x, F,
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Durch das Ausweiten des oberen und unteren Teils der Gleichung (c-30) erhilt man die aktive

Reihe der Gleichungen K x, + K ,x, = F, und die weggelassene Reihe der Gleichungen

K, x,+K,x,=F,. Lost man die weggelassenen Gleichungen nach x,; auf und setzt man

da™"a

mit x, = x, zusammen, bekommt man

xa Ia 0 Ia -1
= -1 X, | o = -1 x, +K,'F (c-31)
X4 -K,K, K,F, -K,K,
) 0 0 |.
wobei K’ = , | st
0 K,

Weil die Matrix K symmetrisch ist und [I -K, K, ]K K ' gleich Null ist, wird T zu

1 1
TS :{ 7? }:{ , } (0-32)
- Kdd Kda -1

T, ist als die Projektionsmatrix in der Guyanschen und Ironschen Reduktion definiert. Die
reduzierten Massen- und Steifigkeitsmatrizen konnen dann durch die Gleichungen (1.2.2-2)
und (1.2.2-3) bestimmt werden.
Die dynamische Kondensation (Dynamic condensation), eine Erweiterung von Guyanschen
und Ironschen Reduktion, wurde in [MIL 80] entwickelt. Ein ungeddmpftes System kann mit
einer Ubertragungsfunktion dargestellt werden.

(M s*+K ) X(s) = F(s) (c-33)
Sei s = jw, wird die Gleichung (c-33) zu

(-M&'+K)X(0) = B(o)X(w) = F(o) (c-34)
Partitioniert man die Gleichung (c-34) wie die Gleichung (c-30), bekommt man

B(w), B(w),|| X(w),|_|F(a), (c-35)
B(w), B(w),| X(w),| |F(o),

Bei der Anwendung der Guyanschen und Ironschen Reduktion auf die Gleichung (c-35) fiir

eine gegebene @ erhilt man

Ia _ Ia _
Tt = L B(w)y! B(co)dj_ L t(w)j (¢36)

Diese Kondensationstechnik ist eine Funktion der Frequenz @. Das reduzierte Modell ent-
spricht dem urspriinglichen Modell nur, wenn @ gleich einer Eigenfrequenz des urspriingli-
chen Systems ist. Zusitzlich ist das reduzierte System nur fiir diese einzelne Eigenfrequenz
genau [AVI 89].

In den 90iger Jahren des letzten Jahrhunderts wurden zwei weitere Reduktionsverfahren,
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namlich das System Equivalent Reduction Expansion Process (SEREP) [OCA89-2][OCA 96]
und das Improved Reduced System (IRS) [OCA89-1] entwickelt. Im SEREP geht man vom
urspriinglichen FEM Modell aus, und alle Eigenmoden und Eigenfrequenzen werden berech-
net. So erhilt manx, = @ g, wobei @ die Modalmatrix ist und ¢ die Modalkoordinate. Parti-

tioniert man die Verschiebung x und die Modalmatrix in den aktiven ,,a* Teil und weggelas-

senen ,,d* Teil

][

erhilt man
X (/)]
{ a} :|: a}¢;xa = Tgpper X, (c-37)
X4 P,

wobei @ die allgemeine Inversion von @, bedeutet. Bei der Schwingungsunterdruckung
interessiert man sich nur fiir einige Eigenfrequenzen und die gesamten Verschiebungen koén-

nen nur mit entsprechenden Modalkoordinaten dargestellt werden, z. B.x, =®, ¢, , wobel

m < n ist. Falls m < a ist, wird @' =(®] & )'®!

am am am

oder, @' =@’ falls m = a ist. Die Mo-
dalmatrix und die Eigenfrequenzen des reduzierten Systems werden in beiden Féllen gleich
@  bzw. den entsprechenden Eigenfrequenzen des urspriinglichen Systems sein [AVI 89]

[OCA89-2] [OCA 96]. Wenn m = n ist, der haufigste Fall in der Formkontrolle, wird
&=/ (®!d )" Damit wird

1 1
T = a = “ c-38

Die reduzierte Massen- und Steifigkeitsmatrizen werden zu
M, = TopMT g = (@, ®,)" und
K, =T KTy = (0, 9,)' ,2°®, (D, P,)"
wobei 2 die Eigenfrequenzen des Originalsystems sind. Die Eigenfrequenzen des reduzier-

ten Systems bekommt man zu
Q' =YKy, =v (oo o Q¢ (0 D )Y,
wobei ¥, die Modalmatrix des reduzierten Systems ist. Waren die Eigenfrequenzen des re-

duzierten Systems gleich den entsprechenden Eigenfrequenzen des Originalsystems, miisste

Y (@!®,) &, =[I,0] sein. Aber dies ist in der Mathematik unméglich. Infolgedessen sind

die durch die reduzierte Massen- und Steifigkeitsmatrizen berechneten Eigenfrequenzen nie
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gleich den entsprechenden Eigenfrequenzen des Originalsystems im Fall der Formkontrolle.
Bei der Guyanschen und Ironschen Reduktion werden die Trigheitskrifte nicht in Betracht
gezogen, dagegen versucht IRS sie zu beriicksichtigen, um die Reduktion zu verbessern. We-

gen x, =T x, ist @ =T ¥, eine gute Niherung fiir die Modalvektoren des originalen

Systems. Anhand der Gleichung (c-28) und der Eigengleichung des kompletten Systems ist

weiterhin
K& =F =M® Q° (c-39)

eine gute Niherung fiir die Trigheitskrifte. Hier werden die Eigenfrequenzen 27 des redu-
zierten Systems als Néherungswert des kompletten Systems benutzt. Ein Ausdruck fiir die
Tragheitskréifte wie in Gleichung (c-39) erlaubt uns, die Anpassung an die Verschiebungsvek-

torformen als

K,'F, ~K,/MT¥ Q°=K,/MT.M]'K ¥,
zu entwickeln. Dan wird die verbesserte Modalmatrix @' des kompletten Systems

@ =TY +K,/MTM;KY¥Y, =T, +K,MTM,'K,)¥, =TY, (c-40)
wobei 1 fiir improved steht. Die Form der Gleichung (c-40) deutet an, dass die Transformation

vom kompletten System zum reduzierten System gegeben ist durch

x, =T, x, (c-41)

Benutzt man die Gleichung (c-31) kann die Gleichung (c-40) in die Partitionsform

Ia Ia
T, = K'K -1 -1 -1 = (c-42)
B da+Kdd[Mda-Mddedea]Ma Ka _ts+ti

umgeschrieben werden. Nun konnen die verbesserten reduzierten Massen- und Steifigkeits-

matrizen mit Gleichung (c-41), (1.2.2-2) und (1.2.2-3) folgendermallen dargestellt werden
M,=T'MT, (c-43)
K,=T'KT, (c-44)

Die weggelassenen Tréagheitseffekte sind in dieser Darstellung erfasst worden.

Aus der Sicht der Formkontrolle interessiert man sich nicht nur fiir die Gleichheit der Eigen-
frequenz zwischen komplettem und reduziertem System, sondern vor allem fiir die Gleichheit
der stationdren Verstirkung, die in der Reduktionstechnik der Strukturdynamik nicht bertick-
sichtigt wird. Die auf das System einwirkenden verteilten Krifte F konnen in vier Teile zer-
legt werden, nimlich den rdumlichen und zeitlichen Anteil sowie den Steuerungs- und Sto-

rungsanteil.
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F=Bu+B,u,

wobei B und u# den rdumlichen bzw. zeitlichen Anteil bezeichnen und die tiefgestellten ,,c*
und ,,d* auf dem Steuerungs- bzw. Stérungsanteil hinweisen. Das Element in B wird null sein,
wenn es keine direkte Verbindung mit Steuerungs- oder Storungskréften gibt. Weiterhin kon-
nen die rdumlichen Steuerungs- und Storungsanteile zum aktiven ,,a“ und weggelassenen ,,d*

partitioniert werden.

Fa Bca Ba’a
= u+ u,
Fd Bcd Ba’d
Nun kann die stationdre Verstiarkung des kompletten Systems wie folgend dargestellt werden
G,(w=0)+G,(0w=0)=CK'B, +CK'B,

wobei C die Messmatrix ist. Nach dem Ausfiihren der Inversion von K in partitionierter Form,

erhéilt man

s~ _psl.T B B
Gc + Gz/ = [Ca Cd] Ka -1 Ka ti] |: “ :| + |: e :| (C-453)
-t K~ K+t K 't |\[Bu] [Bu

wobei K das reduzierte System von der Guyanschen und Ironschen Reduktion ist. #_ ist in

Gleichung (c-32) definiert. C, und C; entsprechen den Messmatrizen des ,,aktiven* bzw.
,weggelassenen® Teils. Wenn die Verschiebungsvariable keine direkte Verbindung mit dem
Sensor gibt, wird das entsprechende Element in C Null sein. Man kann auch die Gleichung

(c-45a) in der Modalform darstellen:

Q7 0 B B

Gc + Gd = [Cma Cmd] ‘ 2 e + e (C-45b)
0 .Q‘; Bmcd Bmdd
wobei
Q 0 D! D! b, D

{ “ 2} =®' Ko = { w Cdlg|oe (c-45¢)

0 ‘Qd ¢ad ¢dd ¢da ¢dd
c.=Co +C,®, undC, ,=C®P, +C, D, (c-45d)
Bmxa = QLBxa + ¢;and und Bmxd = ¢§dea + ¢§ded (C_456)

Die stationdre Verstirkung des reduzierten Systems kann allgemein dargestellt werden als

] B B

G +G' =[c, C,|T.k7T" || |+ " (c-46)

ac ad a d x ta X B B
cd dd

wobei ,x* auf die verschiedenen Reduktionstechniken hinweist. Nun wird gepriift, ob die
Gleichung (c-46) gleich der Gleichung (c-45a) oder (c-45b) ist, oder unter welche Bedingun-

gen dies sein kann.
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Fiir die Guyansche und Ironsche Reduktion ist 7 in Gleichung (c-32) definiert und die Glei-
chung (c-46) bekommt die Form

-1 -1
k7 -k |([B.] [Ba
c, ¢] T, T { H } (c-47)
_tSKa tsKa ts Bcd de

Der Vergleich der Gleichung (c-47) mit der Gleichung (c-45a) deutet darauf hin, dass die sta-
tiondre Genauigkeit nur dann erfiillt wird, wenn B.; und B, gleich Null sind. D. h. nur die
Verschiebungsvariablen, die keine direkte Verbindung mit Steuerungs- und Storungskriften

haben, konnen weggelassen werden.

Fiir das verbesserte Reduktionssystem ist 7; in Gleichung (c-42) definiert und K kann durch

K =K’ +t| Kt dargestellt werden. Damit wird Gleichung (c-46) zu
c o] K KCged) MBM } N {Bda D (48)
(¢, +t)K'" (-t +t)K! (—tf +t[T) B, | |By,
Es ist klar, dass die stationdre Genauigkeit nur dann erfiillt wird, wenn
1. B.;=0,B;;=0und C;=0 istund
2. t] K ,t, im Vergleich mit K® ignoriert werden kann.
Die Definition von Tsgrgp wird bei SEREP fiir eine Variation der Gleichung (c-38),
Torir =P P, (D D,)”", benutzt. Dann wird die Gleichung (c-46) zu

[C’”“ Ca ]¢aT (¢01T¢a )-1 (TSQ“REPKTSEREP )-1 (¢HT¢H )_1 D, (|: - } + {

Durch einigen Umformungen erhdlt man

Q;Z (I + t)-l Qa_z (I + t)_] ¢a_a[ ¢a BﬂlCﬂ Bm a
[Cma Cmd ] T 5-T -2 N T 5-T ;-2 1 j + : (0_49)
o D QI+t &, Q (I+t)y'®, D, |\|B B, .

med

wobei t =® 'd Q. d & Q7 ist. Der Vergleich mit der Gleichung (c-45b) deutet darauf
hin, dass die stationdre Genauigkeit nur dann erfiillt wird, wenn

1. B,«w=0,B,:=0und C,,;=0 ist und

2. tim Vergleich mit I ignoriert werden kann.
Weiterhin wird durch den Vergleich mit der Gleichung (c-45d) und (c-45¢) gezeigt, dass die
Erflillung der Bedingung 1 kaum mdglich ist.
C.10 LQG-Reglerentwurf
Die Methode des LQG (H?)-Reglerentwurfs wurde am Ende 50iger und Anfang 60iger Jahren
des letzten Jahrhunderts entwickelt. LQG besteht aus optimaler Regelung [BEL 57][BER
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61][DRE 60] und optimaler Filterung [KAL 60] [KAL 61]. Urspriinglich ist die Aufgabe der
LQG wie folgt formuliert:
Gegeben ist ein lineares dynamisches System mit

xX=Ax+Bu+w

c-50a
y=Cx+Vv ( )
und ein quadratisches Giitekriterium
J=[(x"Qx+u"Ru)dr (c-50b)
0

Das System und die Messwerte sind durch das Gaul3sche Systemrauschen (w ) und Messrau-
schen (v ) beeinflusst. Die Kovarianzmatrizen des Systemrauschens und des Messrauschens
sind Wund V. Gesucht ist ein Regler K(s) mit,

u=K(s)y (c-50c)
so dass das Giitekriterium minimiert wird und die Zustandsvariablen den Wert Null erhalten.
Die Losung von K ist ein sehr bekanntes dynamisches System, das durch Zustandsraumdar-
stellung repriasentiert werden kann:

K:(A,B,C.)=(A-BK -K,C, K, —K,) (c-51a)

wobel

K,=R'B"P,und K, =P, C'V"' (c-51b)

P.und P, werden durch folgende Riccati-Gleichungen bestimmt

A"P.+PA-PBR'B'P.+Q=0 (c-51c)
AP, + P A" - P,C'VICP,+W =0 (c-51d)

Es ist deutlich, dass die Ordnung des Reglers gleich der Ordnung des zu regelnden Systems
ist. Die Losungsschwierigkeit hidngt von der Ordnung des zu regelnden Systems ab. Ein
Nachteil der Darstellung in den Gleichungen (c-51a bis c-51d) ist das Einbeziehen der
Rauschscharakteristiken. Genaues Wissen der Rauschenscharakteristiken ist nicht so einfach
in der Praxis und was soll man tun, wenn die Systemstdrung nicht stochastisch ist? Deshalb
hat man den LQG weiterentwickelt und in [GRE 95] wird eine allgemeine Darstellung von
LQG gegeben.
In der allgemeinen Darstellung von LQG sind folgende Systeme gegeben:
x=Ax+B,w+B,u
1=C, x+D,,w+D,,u (c-52a)
y=C,x+D,w+D,u

Gesucht ist ein Regler K(s) mit Gleichung (c-50c¢), so dass das Giitekriterium
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minimiert wird und nach wie vor die Zustandsvariablen auf Null gehalten werden. Dabei ist z

R..(s) = Tsz dt (c-52b)
0

das Objekt. R.,.(s) ist die Ubertragungsfunktion von w zu z. w ist die sogenannte exogene Ein-
gabe. Man kann, z. B., alle Systemstorungen, Messrauschen und Sollwerte in w zusammen-
fassen. Die Matrizen B;, D,; und D;; sind die entsprechenden Einflussmatrizen der Zustands-
variablen, Messwerte und des Regelobjekts. Die Matrizen C; und D;, entsprechen den Ge-
wichtsmatrizen bei Vergleich mit Gleichung (c-50b). Systemstorungen und Messrauschen
sind nicht nur auf das Gaullsche Rauschen beschrinkt. Wegen der Gleichung (c-52b) wird
diese allgemeine Darstellung als H,-Regler bezeichnet.
Eine wichtige Bedingung fiir die Losung des H*-Reglers ist D;; gleich Null, d.h. die exogene
Eingabe darf das Regelobjekt nicht beeinflussen. Die Losung von K ist, dhnlich wie in Glei-
chung (c-51a—c-51d), die folgende:

K:(A,B.C )=(A-B,K -K,C,+K,D,K,, K, -K_) (c-53a)
wobei

k. =(.p,) (p,c,+B!P.)uwd kK, = (B,D], + P,C! D, D])" (c-53b)

P, und P, werden nach wie vor durch die Riccati-Gleichungen bestimmt

A'P, +PA-PB,BIP, +C'C=0 (c-53c)
AP, +P, A" -PC/C,P,+BB" =0 (c-53d)
mit
4=4-B,(D.,D,)' DC,, BB = B,(D,D,,) BI,C"C=CT (1 -D,,(p.,D,,)" D}, )C, (c-53¢)

— -1 — = - —— -1
A=4-8,0%(p,n}) C,, CIC,=C!(D,D]) CZ,BBT:B,(I—DZT,(DZIDZT]) Dz,)Bf (c-53f)

Bei Vergleich der Gleichungen (c-53a)—(c-53f) mit den Gleichungen (c-51a)—(c-51d) ergibt
sich, dass die GroBe CT/(I-D;x(D” 2D ;5)' D" ;,)C; und die GroBe (D72D;2)" in der Gleichung
(c-53e) quasi der Gewichtsmatrix @ bzw. R in der Gleichung (c-51c) entsprechen. Die Grofle
BI(I-DT21(D21DT21)'1D21)BT1 und die Grofie (DZIDT”)'1 in der Gleichung (c-53f) entsprechen
der Kovarianzmatrix W bzw. V in der Gleichung (c-51d). Man sollte beachten, dass sowohl
die Gewichtmatrizen Q und R als auch die Kovarianzmatrix W und V voneinander unabhén-
gig sind. Dagegen sind die Grofie CT](I'D[ 2(DT1 D 2)'1DT1 2)C; und die Grofle (DT1 oD 2)'1 bzw.
die GroBe B,(I-D">/(D,;D"5))"'D,)B"; und die GroBe (D»D”5;)" nicht mehr voneinander
unabhéngig.
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—>»| x=Ax+B,w+B,u

—:O——) y=C, x+D,w+Dy,u

y

X | x=(4-K,C, )% + J

- @2'KfD22)”+Kfy <

Bild ¢-5: Die Skizze des LQG-Reglerkonzepts.

Das Bild c-5 zeigt die Skizze des LQG-Reglerkonzepts. Dieses Reglerkonzept kann nicht di-
rekt bei der Formkontrolle verwendet werden. Eine wichtige Funktion der Formkontrolle ist
die gezielte Formédnderung, d.h. die Sollwerte diirfen nicht stindig Null bleiben. In der Praxis
interessiert man sich nicht vor allem fiir die Zustandsvariablen x, sondern fiir dem Unter-
schied zwischen den Sollwerte r und den gemessenen Variablen y. Diese Differenz, (r - y),
soll zu Null werden. Anhand dieser Vorstellungen kann man die Zielvorgabe so aufstellen.

z=0(r-y)+Ru (c-54a)
Das zu regelnde System ist also wie folgt gegeben durch:

x=Ax+B +B

: =C i+ Diuthr D;; (c-54b)
wobei v das Messrauchen ist und u, die Systemstorungen. Setzt man v u, und r als eine
exogene Eingabe w’ = [u,’, ¥" , r'] zusammen, erhilt man

x=Ax+[B,00]lw+B, u
— ——

BI BZ
:=-0C x+[0-0D, 0w+ [R-0D,Ju (c-55)
——
C1 DII D12
e=[-Clx+[0-D, . I]lw+[-D, |u
¢, D, D,

wobei e=(r — y) die Differenz zwischen Sollwert und Istwert ist. Es ist klar, dass D;; in Glei-
chung (c-55) nicht mehr gleich Null ist. Die Losungen von Gleichungen (c-53a)—(c-53f)
konnen hier nicht verwendet werden.

Es seien u die Steuerkrifte, durch die die stationdren Zustandsgréfen x und die Messgrof3en y
X bzw. y =r erreichen konnen, und weiterhin unter Beriicksichtigung der Gleichung (c-54b)
unter der Annahme, dass keine Systemstdrung und kein Messrauchen einwirken, erhélt man
folgende Beziehungen zwischen X, w und r:

x=-A"B,(D,-C4A"'B,) r

(c-56)
D, —-CA'B.)r
( u C)

u
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Man sollte beachten, dass das hochgesetzte + eine allgemeine Inversion der Klammer bedeu-
tet, falls die Anzahl der Eingaben und der Ausgaben des Systems nicht gleich sind. Weiterhin
sel

X=x-Xx,u=u—-uundy=y-r (c-57)
bekommt man die Gleichung (c-54b) zu

X=AX+B,u, +Bi

y=CXx+D, u+D,v+r
Fiigt man die Integratoren fiir die Ausgabefehler ¢ = r — y als zusitzliche Zustandsvariablen
ein und beschreibt das Regelobjekt nach wie vor in der Formz = C, x + D, u, bekommt man

die allgemeine Darstellung von LQG fiir Formkontrolle:

i1 T4 o][x] [B, o o]"|[B].
= + v+ u
el |-c olle|| 0 -D, o D,
— V0 V| F =
X 4 X B, —~= B,

(c-58)

2=C,x+D,u

y=[C o]lx+[o D, I|lw+[D, ]u
\_7,_/ S ——
CZ Dz[ D22

Nun ist D;; gleich Null und die Lésungen der Gleichungen (c-53a)—(c-53f) konnen verwen-
det werden. Die optimalen Steuerkrifte fiir Gleichung (c-58) sind

u=-K x-K,e+K x+u=-K x-K,e+K,r (c-59a)
wobei

[k..k,])=(0.p,) (Dhc,+ BIP.) undK, =(I-K A"B,)(D,-CA”'B.)  (c-59b)
P, in der Gleichung (c-59b) wird durch die Riccati-Gleichung (c-53c) bestimmt und die Mat-

rizen B,B] und A in der Gleichung (c-53c) werden durch B,(p,D,,) B! und

A-B, (D1T2D12 )7] D),C, ersetzt. Die geschitzte Zustandsvariable x kann durch Gleichungen
(c-53b,53d,53f) berechnet werden. Weil die Integration aus dem Ausgabefehler bekannt ist,
geniigt die Berechnung der geschitzten Zustandsvariable x . Ersetzt man die entsprechenden

Matrizen in den Gleichungen (c-53b,53d,53f) durch die in der Gleichung (c-58) und teilt man

11 12

P,als P, = {P"H P"zz} auf, erhilt man
PI] P{J
i=(4-K,C)i+(B,-K,D,)u+K, y mit (c-59¢)
K,=P/'C'R"und 4P)' + P/'4" - P/'C'R"'CP' +B,B; =0 (c-59d)

wobei R = (I + Dng) ist. Das Bild c-6 zeigt dieses Konzept.
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> K u, v
—>»| x=Ax+B,u,+B.u
» y=Cx+D.v+D,u

x=(-K,C)% + J

x B.-K,D,)u+K,yle

¢ - u

X2

Bild c-6: Die Skizze des Konzepts LQG mit Integratoren

C.11 Der H*-Reglerentwurf und die p-Synthese

Es gibt zwei Kategorien der Darstellung der Unsicherheit (uncertainty) eines Modells: die
parametrische Unsicherheit und die konzentrierte Unsicherheit [SKO 96]. Die parametrische
Unsicherheit ist geeignet fiir das durch physikalische Prinzipien gebildete Modell. Ein solches
Modell ist immer durch differentiale oder partialdifferentiale Gleichungen dargestellt. Die
Koeffizienten oder Koeffizientenmatrizen sind unmittelbar mit der physikalischen Gréf3e oder
der Konstanten verbunden. Die Unsicherheit von solchen physikalischen Gréfen oder Kon-
stanten verursacht die Unsicherheit des gebildeten Modells.

Sei P (nxm) eine Koeffizientenmatrix eines Modells und von p physikalischen Grofen x;, x2,

..., X, abhingig. Jede x; , i = I,..., p, wird von x, bis X, variieren. Dann kann x; durch
x;, =x0,(1+r,0,) dargestellt werden, wobei x0, =(x,+Xx,)/2, r,=(X,—x,)/x0, und
0, €[-1,1]. x0; heil}t der nominale Wert von x;. r; ist die maximale Anderung von x; in Pro-

zent. Bei Verwendung der Taylorentwicklung um den nominalen Wert von x; wird P zu

P 2 OP(x0,,---,x0
P=P0+Za—P (x;,—x0,) =P, + (x0, xp)inrxié‘xi
i=I axi x]:xO[,..yxp:xOp i=1 axi
Definiert man R} = o (XOIG xo")in r.und E, = [1,.,....1,, ], erhilt man
. i -
X; v
P=P +|R} - Ry |diag(5,,1,---.5 I)E, =P, + R,A,E, (c-60)

Die Dimension von Rp, Ap und Ep ist nxmp, mpxmp bzw. mpxm.

Nun betracht man folgende Gleichungen

v,=M,r+M,,r, ; | |r
_ 1 M M 1
v,=M,r, +M,,r, M

V) 4_ Mzz Mzz <_I‘2

r,=Av,

Die Beziehung zwischen v, und r ist v, = (M22 + M ,AI-M,A) ' M, )rz. Der in Klammern
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stehende Term kann auch als Fy(M,A) geschrieben werden und heiflt oben geschlossene Li-
near Fractional Transformation (LFT) [BAL 01]. Bei Vergleich von Fy(M,A) mit Gleichung
(c-60) ist deutlich, dass M, = Py, M>; = Rp, M;; = 0,und M;; = Ep sind. Analog zum
Fu(M, A) kann man auch den Unterteil mit A schlieBen. Man bekommt die sogenannte unten

geschlossene lineare Bruchteiltransformation, £} (M ,A) =M, +M, ZA(] -M 2ZA)_IM ,; - Da-

mit kann man sowohl mit Fy(M,A) als auch mit Fi(M,A) die Unsicherheit einer Matrix dar-

stellen. (siehe Bild c-7)

2 }— <P R|e
AJ:P

0 E,

E,,0<_|
«|r P le - >}

Bild c-7: Die Darstellung der Ungenauigkeit einer Matrix durch LFT

DaP” =(P,+R,A,E,)" =P =P, 'R,A,(I+ E,P,'R,A,) E,P,’, erhilt man die Dar-

stellung der Unsicherheit von P’ zu

)E | ‘— PoJ 'PorlRP 4_
<J =P

-E,P,'R, E,P,]

EI‘I)OJ -EPPOIRP<_|
<_ 'PnrlRP PnJ <_ ’E*

Bild c-8: Die Darstellung der Ungenauigkeit P’ durch LET

Fiir ein mechanisches System

Mx+Dx+Kx=Fu_+F,u,

y=Cx
besteht die Unsicherheit aus der Unsicherheit von Massen-, Ddmpfen-, Steifigkeits-, Steue-
rungs-, Storungs- und Messmatrix. Die Unsicherheit der Dichte p ist die Hauptursache der
Unsicherheit der Massenmatrix. Anhand der Gleichung (c-60) und der Definition von M in
der FEM (siehe B.1) ergibt sich

M=M,+|Ry - Ry diag (5,15 ,I))E,, =M, + R,A,E,
wobei r die Anzahl der verschiedenen Materialien im System ist.
Die Unsicherheit der Steifigkeitsmatrix hiangt von den Materialien ab. Fiir homogene Materia-
lien, z. B. Metal, ist die Unsicherheit des Elastizititsmoduls E, und der Querkontraktionszahl
v, die Hauptursache. Es gibt 5 unabhingige Elastizitdts-, 3 Piezoelektrizitits- und 2 Dielektri-
zititsparameter fiir die Piezomaterialien, und 6 Elastizititsparameter fiir die Verbundenwerk-
stoffe, wenn ein 3D-Modell verwendet wird [BER 98] [ALT 96]. Gibt es s unabhidngige mate-

rielle Parameter im System, ergibt sich
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K=K,+[RS - RS |diag([5,,1,-.5 I)E, =K, + RA E,

Haufig wird die Dampfungsmatrix durch die lineare Kombination von Massen- und Steifig-
keitsmatrix dargestellt, D = aM+BK. Die Unsicherheit der Dampfungsmatrix ist damit auch
eine lineare Kombination aus der Unsicherheit der Massen- bzw. Steifigkeitsmatrix und der
Unsicherheit beider Koeffizienten.

D=, +|R, R,|diag(5,1,5 ,1)E,, +a,R,A,E, +pB,RAE;=D,+R,A,E,

wobei R, = aoMyr, und Rp = SoKj 1p.
Die Steuerungsmatrix beschreibt den Einfluss der Aktoren auf das System. Wenn der i-ten
Knoten eine Kraft oder ein Moment vom j-ten Aktor entgegennimmt, wird F(i,j) nicht gleich
Null. Die Grof3e dieses Werts hangt von der Art des Aktors ab. Die Unsicherheit dieses Werts
bestimmt die Unsicherheit der Steuerungsmatrix. Fiir Piezoaktoren bestimmen 3 piezoelektri-
sche und 2 dielektrische Konstanten die Unsicherheit, wenn man ein 3D Modell fiir Piezo-
elemente verwendet. Es ergibt sich

F.=F, +|R. - R} |diag(5,1,-.8,1)E, =F,, +R, A, E,
Wenn die Storungsmatrix nur den Einfluss der &uBeren Kréfte oder des duleren Momentes
beschreibt, gibt es keine Unsicherheit fiir F;. Aber wenn der Einfluss von Temperaturen auch
beriicksichtigt wird, wird die Unsicherheit der Temperaturkoeffizienten des Materials die Un-
sicherheit der Storungsmatrix beeinflussen.

F,=F, +|R - R; |diag([5,,1,--,5,1)E, =F, +R, A, E,
Die Unsicherheit der Messmatrix hdngt von der Art verwendeter Sensoren ab. Fiir den Deh-
nungsmessstreifen (DMS) ist die Unsicherheit von der Effektenlénge, der Breite des einzelnen
Streifens, der Empfindlichkeit und dem Verstirker des DMSs verantwortlich (siche B.3).
Damit ist

C=C,+|R: R. R |diag (5,1,5,1,5,1)E. =C,+R.A.E_

Ersetzt man alle Unsicherheitsmatrizen durch, z. B., die oben geschlossene LFT, betracht man
die Eingdnge und Ausginge jedes A als die neuen Ausginge bzw. Eingidnge der Matrix und
fasst alle Eingéinge und Ausgédnge zusammen, erhélt man das Modell, in das die Unsicherheit
eingebunden wird. Bild c-9 zeigt diesen Vorgang.

Im folgenden wird die Struktur in Bild 1.1 als Beispiel verwendet, um die Inhalte von 4, B, C
und D in Bild ¢-9 zu zeigen. Es wird vorausgesetzt, dass die DMS als Sensoren benutzt wer-

den und das Material der Hauptstruktur der Verbundenwerkstoff ist. Sei weithin X" =[x",x"],

Z, =[ZAT4,Z,§,Z;B,Z;Q,,Z;C,Z£] und W, =[WA§,W,?,WQZ,WFZ,WFTC,WCT], dann werden
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u, —»| F,
+ A x x X y
\ M | | > C >
u, —» F, A
D
K [«
a) Das originale Regelungssystem
W/L ZC

z, W,
K <
> A
)S'l
X X
A B, B, B, W
Z <«— "
' C,D,D,’ D, <« u,
v < G D;D;,’D;; |« u,

b) Beriicksichtigung der Systemunsicherheit

Bild c-9: Der Vorgang der Zusammenstellung von Matrizenunsicherheit zum Systemunsicherheit.
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__EMM(;IK{)_EMM(;IDO_ _EMM(;IFdO_ _EMM(;IFCO_
E, 0 0 0
0 E, : 0 0
C = g » D, » D,
0 0 E,, 0
0 0 0 E,
| E. 0 | i 0 | i 0 |

c,=o ¢c,,p,,=[0 0 0 0 0 R.],D,=0,D,,=0

0 I . 0 0
A= g L L.By=| O |.B,=| (c-61)
~M,'K, -M,'D, M,'F,, M,'F,

0

0

0

0 0
B, = . . .
! {— M, (I+0,)R, -M, (1+B, )R, —M,'R,, M,'R,, M,'R,, }

—_EMM(;IRM _EMM(;IRK _EMM(;IRaﬂ _EMM(;IRFd _EMM(;IRFC 0

0 0 0 0 0 0

D, - 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

I 0 0 0 0 0 0]

Wenn die Dimension von M, K und D nxn, F; nxq, F. nxp und C mxn sind, ist die Dimensi-
on von Ry nx2n, Rx nx16n, R,pg nx2n, Rrq nx2q, Rr. nx5p und Rc mx3n. Damit sind die zu-
sdtzlichen Aus- und Eingénge fiir die Unsicherheit Z, bzw. W, ein Vektor mit der Dimension
(23n+5p+2q)x1 und A eine (23n+5p+2q)x(23n+5p+2q) reale blockdiagonale Matrix.

Die parametrische Unsicherheit hat einen Vorteil: die Ordnung oder der Freiheitsgrad des mit
der Unsicherheit eingebundenen Modells sind gleich dem des nominalen Modells. Aber man
muss in Kauf nehmen, dass die Anzahl der Ein- und Ausgénge sich dramatisch zulegt und die
Modellreduktion kann die Ein- und Ausginge nicht reduzieren.

Die konzentrierte Unsicherheit ist geeignet fiir das durch Experimente gebildete Modell, z.B.,
durch » mal Experimente werden n verschiedene Modelle, G;(jw), G:(jw), ..., G.(jw), gebil-
det. Wenn der Mittelwert von G;(jw), G.(jw), ..., G,(jw) als Gy(jw) bezeichnet wird, kann das
mit der Unsicherheit eingebundene Modell durch

Gljo)=Gy(jo)(I+w(jo)A jo)) (c-62)

mit || A(jw) ||w <1 und HGO_I(ja))G(ja))—IH S” w(jo) ||w dargestellt werden. Definiert

man eine skalare Gewichtfunktion w(jw) mit || wi(j®) ||« < || w(j®) ||« fiir alle 7 und j, kann

Gleichung (c-62) und damit A(j @) auch als
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G(jo)=G,(jo)(I+w(jo)A(jo))

-63
A(jo) = diag(8,(j),+,8,( jo) (c-63)

dargestellt werden[STE 91]. Die skalare Gewichtfunktion w(jw) kann folgende Form anneh-
men, [SKO 96]

TS+71, )
W(S)—m (C64)

wobei 7y die relative Unsicherheit im stationdren Zustand ist. 1/t entspricht ungefahr der Fre-
quenz, wo die relative Unsicherheit 100% erreicht, und 7. ist die relative Unsicherheit bei
hohen Frequenzen. Es sei

G = (Ag, By, C,, Dg) und w = (A,, B, C,, D,,),

dann wird die Zustandsdarstellung des mit der Unsicherheit eingebundenen Modells G zu

X A 0 X B B
=l F + 2w+ % |u
xw 0 Aw xw 0 Bw

— —— —— — —

X A X B, B,
FRty] MuHL S o
= + W, + u
vyl o L o) " o] |2,
C, {Du} {DB}
C, D;, D,

Bild c-10 zeigt dieses Konzept.

wh{A " g
u § y — X X
- G b z A B, B, v
CI DII DIZ R
Y - C; D, D, [« u

Bild c-10: Die durch LFT dargestellte konzentrierte Unsicherheit.
In der konzentrierten Unsicherheit ist die Anzahl der Ein- und Ausginge des Modells nur ver-
doppelt. Aber die Ordnungen des Modells werden wegen der Gewichtung erhoht und diese
Erhohung hingt von den Ordnungen der einzelnen Gewichte und der Anzahl der Aktoren ab.
Die Erhéhung ist mindestens gleich der Anzahl der Aktoren. Fiir eine relativ gro3e Anzahl der
Aktoren kann die Erh6hung auch dramatisch sein, damit ist es unakzeptabel fiir den Regler-

entwurf.
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Analog zum LQG kann weiterhin ein Zielobjekt definiert werden, z. B. wie in der Gleichung

(c-54a), z =W, (r- y)+ W, u. Die Gewichtungen W und W, konnen auch frequenzabhéngig

sein. In diesem Fall konnte

W, =W,I :MI oder w, z(I—Ty,,)'II
s+wyA

sein, wobei o 5 die Bandbreite, M und A der erlaubte Fehler bei hohen bzw. niedrigen Fre-
quenzen ist. T), ist die gewiinschte Ubertragungsfunktion vom Sollwert » zum gemessen Wert
y. Die W, konnten die Form in der Gleichung (c-64) annehmen. Wenn die Gewichtungen Wp
und W, frequenzabhingig sind, miissen die Zustandsvariablen erweitert und die Ordnungen

der Gleichung erhoht werden. Fasst man Storungen, Messrauchen und Sollwerte zusammen

d" =[ug", ¥", r']), erhilt man die sogenannt allgemeine Regelstrecke (siche Bild c-11a) und

b)).

—> A —>| A
-1 Z,\ W/\
_ >[5 ] j_l P, (s) Pafsd P,. (s)|€—
~ A B] Bz B3 “ <_P21(S)PP23(S)4_ d
Z lep.p.p. |l v poo Pl -
S Cz D21 Dzz D23 <« d
—>» K
” C3 D31 D32 D33 e
P,(s)= C,(sI-A4 ‘IBJ.+D,.I.
K | (s) (sI-A)
a) Zustandsdarstellung b) Absorption von s™'7
—>| A > A
Z, W, Z, s
N (SAY 12 (5) [€ Ny (s)
¢ € NN, (5) [« d -
]Vij (S)= P ij (S) +P, i3 K; (S) (I'P 33 K(S)) -[P 3 (S)
¢) Absorption von K d) RS e) RL

Bild c-11: Das Schema der allgemeinen Regelstrecke und Regelung
Nun ist das Ziel des Reglerentwurfs, einen stabilen Regler K zu finden [SKO 96][ BAL 01],
1. der alle Teiliibertragungsfunktion /V;; i,j = 1,2 stabilisiert (Nominalstabilitét) (Bild c-11
¢)) und
2. mit dem die Nominalleistung ||/V2;|| <y erreicht wird und
3. der die geschlossene Regelstrecke 7., unter der Unsicherheit A stabilisiert (Robust-
heitsstabilitét) (Bild c-11d)) und



Anhang C: Relevante Grundlagen der Regelungstechnik 175

4. mit dem die Robustheitsleistungen || T.4|| <y erreicht werden (Bild c-11¢)).
Um einen solchen Regler zu finden benétigt man den Begriff des strukturierten singuldren
Werts L.
Es sei M € C"" und die drei nicht negativen Ganzenzahlen m,, m. und mc ; m = m, + m. + mc
< n. Die Blockstruktur K (m,, m. mc) ist ein m-Tupel der positiven Ganzzahl

K = (kl’. ’ .’km,. ’kmr+1’. ’ .’kmr-%—m(, ’km,.+mc.+1’. ’ ’km) (C_66)

wobei ZL k; = nist. Dies definiert nun die Menge der erlaubten Storung oder Unsicherheit,

namlich,

X, = {A = blockdiag(8;1, -5, T

myp km’_ 4

R | AC o AC ):

ckm,+m.’ me

6;Ikm

+1

B (c-67)
5 € 3 € C,AC € Clominms |

Man sollte beachten, dass X, € C"" ist und dass diese Blockstruktur hinreichend allgemein

ist, um die Darstellung der wiederholten realen Skalare, der wiederholten komplexen Skalare

und der vollen komplexen Blocke zu erlauben. Der rein komplexe Fall entspricht m, = 0.
Nun ist der strukturierte singuldre Wert, px(M), einer Matrix M € C"™ mit Bezug auf eine

Blockstruktur K (m,, m. mc) definiert als
-1
we(M)= [Am)i(n {G(A) : det(I-AM ) = 0}} (c-68)
XK

mit px(M) = 0, falls kein A e X, det(I — AM ) = 0 ausléscht [DOY 82][YOU 90].

Dann gelten fiir Robustheitsstabilitdit und Robustheitsleistung folgenden Sitze [SKO 96][
BAL 017]:
Sei y > 0 und A stabil, ist das System T.; = F,(N, A) stabil fiir alle A € X, mit [|A]| < 1/y, ge-

nau dann, wenn

IV in;gg{w (N, (jo)f<y (c-69)

und das System 7>, = F,(N, A) ist stabil fiir alleA € X, mit ||A]|« < 1/y und ||[F(V, A)|| < v,

genau dann, wenn

A
[V 4 =maxfu (NGopt<y (c-70)
- A 0 noxn. | . . . . .
wobel A = s A :AeX,A, eC¥ =} ist. n;und ny sind die Dimensionen des Zielob-
P

jekts z, bzw. der exogenen Eingabe d.

Mit anderen Worten, wenn man einen Regler K findet, der die Gleichung (c-69) erfiillt, dann
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ist das geschlossene System T.; mit der Storungsgrof3e, ||A|l« < 1/y, immer stabil. Weiterhin
gilt, wenn die Gleichung (c-70) erfiillt wird, dann ist zusitzlich garantiert, dass die Leistung
||F.(N, A)||« < y erreicht werden kann.

Wenn man die Ausgidnge Z, und z als einen Ausgang und die Eingiinge W, und d als einen

Eingang betrachtet, gilt N = F;(P,K), so kann man die Gleichung (c-70) als
A
||N||A:’ZZZ§C{HK(FL(P’K))}S Y (c-71)

umschreiben.
Nun ist die Frage, wie man p berechnen kann, weil die Elemente in A unbekannt sind und
durch die Definition p nicht berechnet werden kann. Sei Q, eine Menge mit
Qu={AeXc 8 el-Ll &8 =1, AN =1, |
und D, eine Menge mit
Dy = {blockdiag(eje‘Dl,---,eje‘“r D,.D, D, .df, . -.d,T, ): ©72)
0 c[-%,2}0<D, =D eC™ 0<d, R}

dann gilt fiir jede Matrix M € C"™ und kompatible Blockstruktur K [DOY 82] [YOU 90]
[YOU 91] [SKO 96]

§1 01 (@M} = i (M) < i [G(DMD™)] (c-73)

wobei pr(A) der maximal absolute reale Eigenwert von A ist.

. Z, /4
min | ol p BTN
y < U
L >l K

Bild c-12: Darstellung der Berechung von Robustleistung

Ersetzt man die pK( ) in der Gleichung (c-71) durch die obere Grenze in der Gleichung
(c-71), erhdlt man max{ min {E(DFL (P,K )D‘])}} <. Tauscht man die Reheinfolge von
weR | DeDg

max() und min() um, und benutzt man die Definition der unendlichen Norm, wird die Glei-
chung (c-71) zu

o Ipco)F, (P.K)D(0) | f<v (c-74)
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wobei D(w) eine reale rationale stabile Ubertragungsmatrix mit der minimalen Phase ist. Nun
ist es die Aufgabe des Reglerentwurfs, iiber alle stabile Regler K die Gleichung (c-74) zu mi-
nimieren ( Bild c-12). Daraus bekommt man den sogenannten D-K Iterationsalgorithmus[STE
91][BAL O17:

1. Festhalten von D(w)(Bild c-13a). In dieser Phase werden D und D™ in die Strecke P

absorbiert. Dann wird die Optimierung min {“F (P, K )||w }S y durchgefiihrt.

K estabil
Dies ist ein Problem der Optimierung des H*-Reglers. Es gibt eine suboptimale Losung
wie folgende: [GLO 88][GRE 95]
Sei die allgemeine Strecke Pp
x=Ax+B,w+B,u
2=C,x+D,,w+D,u (c-75a)
y=C,x+D,w+D,u
mit
(A1) (A, B,, C)) ist stabilisierbar und beobachtbar.
(A2) D;; und D;; haben vollen Rang.

[A-joI B, ,

(A3) hat vollen Spaltenrang fiir alle @.
L C] D]Z _
[A-jol B,] , _

(A4) hat vollen Zeilenrang fiir alle .
L C2 D21 a

(A5) D;; = 0 und D>, = 0 (Bemerkung: diese Bedingung dient nur fiir die Vereinfa-
chung der Darstellung. Es gibt einen Algorithmus [GRE 95], der D;; und D;; e-
liminiert, wenn D;; und D,; in der Gleichung (c-75a) nicht gleich NULL ist.)

, dann existiert ein stabiler Regler K mit ||F.(Pp, K)|| <y, genau dann, wenn
(1) X 2 0 eine Losung der algebraischen Riccati-Gleichungen
A"X,_ +X_A+X_(y’B,Bl -B,BI)X, +C"C=0 (c-75b)
ist, so dass alle Eigenwerte von A+ (yB,B! — B,BT)X  links der j-Achse lie-
gen, wobei A ,B,B"und C’C durch die Gleichung (c-53¢) bestimmt werden und

(i1) Y. > 0 eine Losung der algebraischen Riccati-Gleichungen

AY +Y A" +Y _(y°C/C,-C]C,)Y, +BB" =0 (c-75¢)
ist, so dass alle Eigenwerte von 4 + ¥, (y°C/C, —C)C,) links der j-Achse lie-

gen, wobei A4,BB " und C/C durch die Gleichung (c-52f) bestimmt werden und

(iii) p(XYx) <7’ ist.
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Alle solche Regler sind durch K = F(K.,U) bestimmt, wobei U ein kausales lineares

System ist mit ||U]|.. <, und

(4. |B., B.,] _
K. = Cc] 0 I | Zw:Yw(I_y_ZXwa)]
c,|1 o
A =A+y°(B,-B,D,)B'X, - B,F,-B,,C, (c-75d)

[B, B,)=|r+y’z,x,)B,D},+2.C’ B,+y’ZF’]

[gj = {_ c.- ;fl")"ﬂB{X@ } F,=(p,p,)"(D}C,+ B'X,)

Falls U(s) = 0 ist, bekommt der sogenannte zentrale Regler K:: (4., B.;, C./).
Bemerkung: Der Regler K. ist nicht immer existent fiir ein gegebenes y. Die Bedingun-
gen (i)--(i1i1)) werden nicht erfiillt, wenn y zu klein ist. Damit ist die Losung des
(sub)optimalen H*-Reglers ein iterativer Vorgang iiber y. Die Ordnungen von K sind
gleich der Ordnung der verallgemeinerten Strecke Pp. Wegen der Bedingungen (i) und

(i1) st der Integrator in K nicht zugelassen; somit ist die Regelung theoretisch fiir eine

Formkontrolle nicht mehr fehlerfrei.

FCTTTTTTAW Z, U
4 fm-—— g lem = w o
y < < < - - - < ] e
”}(ln”(- 'ED(s): ! P ' .ED(s)": <—|| len || - D(s) < P <_D(s) < ||
el P iicie Moo : ;
P <
y u T
Ve
K e (G
a) D festhalten und K Berechen b) K festhalten und D Berechen

Bild c-13: Darstellung der D-K Iteration

2. K festhalten (Bild c-13b). In dieser Phase werden die optimalen frequenzabhingigen
Gewichte D(w) in einem grof3en, aber endlichen Frequenzbereich durch die Berechnung
der oberen Grenze von p [YOU 91] gesucht, so dass die Gleichung (c-74) minimiert
wird. Die gefundenen optimalen frequenzabhingige Gewichte D(w) werden zu einer
stabilen realen, rationalen Ubertragungsmatrix mit minimaler Phase D(s) eingepasst
[BAL 01].

3. Falls die Gleichung (c-73) kleiner als 1 ist, wird der D-K Iterationsalgorithmus beendet,

ansonsten wird zum 1. Schritt iibergegangen und die Iteration fortgesetzt.
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