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Abstract

Biochemical reaction systems can be understood as complex reaction networks, which
facilitate various life essential processes, e.g. metabolism, signal transduction and cell
communication. Furthermore, they enable the synthesis of organic products wvia bio-
chemically active substances in bioreactors. Generally, biochemical reaction systems
are characterized by strong nonlinearities. These can lead to significant changes re-
garding the dynamical behaviour in presence of perturbations of system parameters.
The thereby originated variability and heterogeneity represent fundamental biological
properties, which can be observed in numerous experiments. Especially on the cellular
level the individual character turns out to be exceptionally dominant. Thus, single
cells within a population differ in all kinds of attributes including cell cycle state,
morphology and cellular compounds. Striking examples of this phenomenon are i.a.
the stochastic occurence of cell death, the asymmetric devision of a mother cell into
unequal daughter cells and the formation of inhomogeneous cancer tissue from tu-
mor stem cells. For real-world applications biological variability constitutes a major
challenge, since it goes along with the optimization of bioprocesses concerning a di-
verse spectrum of cells. In this context the term bioprocess is not limited to industrial
applications, but also comprises medicamentous treatments or natural biochemical oc-
currences in organisms and their surroundings. Concerning the optimal control and
design of bioprocesses stochastic effects must be considered in order to increase their
quality, yield and outcome. This applies to experimental measurements, data analysis

and mathematical modeling.

During the last decades immense progress regarding the measurements of single cells
was achieved, which enabled the detailed observation of biological variability. In con-
trast to bulk population measurements, single cell measurements allow to track a
cell population or single cells through time instead monitoring solely the population
mean. The advances in data curation go along with increasing data size and complexi-
ty leading to so called Big Data. The analysis and interpretation of Big Data unlocks
great potential to gain deep insight into biological processes. Furthermore, mathema-
tical modeling of single cells or cell populations enables the comparison of theoretical

and experimental studies, which is only partly possible by simulating the population
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mean.

This work focuses on the theoretical aspects of integrating biological variability into
mathematical modeling and data analysis. First, a novel algorithm to efficiently simula-
te the impact of different sources of noise is presented. The algorithm captures stocha-
sticity from intrinsic probabilistic chemical reactions with uncertain model parameters.
By combining the Sigma Point method with the Gillespie algorithm an approximate
solution of the chemical master equation is derived. This method is benchmarked on
several example systems and successfully used to calibrate a complex apoptosis model
utilizing western blot and imaging flow cytometry data. The apoptosis model gives
new insight regarding the ambivalent cellular decision between life and death, which
leads to a novel mechanism determining cell fate. Furthermore, an automated machine
learning workflow is established to distinguish cells with different phenotypes based
on label-free imaging flow cytometry data. In contrast, traditional approaches rely on
two-dimensional gating methods based on fluorescence staining. These approaches are
characterized by manual adjustment of borders to separate subpopulations belonging
to different phenotypes. Thereby valuable information that is hidden in the enormous
amount of data is ignored. The proposed method is benchmarked on an apoptosis sce-
nario and turns out to yield a similar accuracy while showing a number of advantages
compared to the traditional gating approach.



Zusammenfassung

Biochemische Reaktionssysteme konnen als komplexe Reaktionsnetzwerke verstanden
werden, die iiberlebenswichtige Prozesse biologischer Organismen, wie den Metabolis-
mus, die Signaltransduktion und die Zellkommunikation, ermoglichen. Dariiber hinaus
erlauben sie die Herstellung organischer Produkte aus biochemisch aktiven Substanzen
in Bioreaktoren. In der Regel sind biochemische Reaktionssysteme durch starke Nicht-
linearitdten gekennzeichnet, weshalb Storungen der Systemparameter oft signifikante
Verédnderungen der Dynamik hervorrufen koénnen. Die dadurch verursachte Variabili-
tdt und Heterogenitit stellen fundamentale Eigenschaften biologischer Systeme dar,
die in einer Vielzahl von Experimenten belegt worden sind. Von besonderer Dominanz
ist dieses Phanomen auf der Ebene einzelner Zellen. Diese unterscheiden sich in der
Gesamtheit ihrer Merkmale und demonstrieren damit, dass der individuelle Charak-
ter zelluldrer Systeme sehr ausgeprégt ist. Prominente Beispiele sind unter anderem
das zufallige Eintreten des Zelltodes, die asymmetrische Teilung einer Mutterzelle in
ungleiche Tochterzellen sowie die Bildung von inhomogenem Krebsgewebe aus Tu-
morstammzellen. Fir praktische Anwendungen stellt die biologische Variabilitédt ei-
ne groffe Hiirde dar, da sie im Allgemeinen mit der Optimierung von Bioprozessen
hinsichtlich eines Spektrums verschiedenartiger Zellen einhergeht. In diesem Zusam-
menhang soll der Begriftf des Bioprozesses nicht ausschliefSlich im Kontext industrieller
Anwendungen betrachtet werden, sondern er soll auch medikamentose Behandlungen
oder natiirliche biochemische Abldufe in Organismen sowie deren Umgebung einschlie-
Ben. Hinsichtlich der optimalen Steuerung und Auslegung realer Bioprozesse miissen
demnach stochastische Effekte berticksichtigt werden, um beispielsweise die Produkt-
qualitiat und -ausbeute zu erhohen oder die Wirksamkeit medizinischer Therapien zu
steigern. Dies gilt fiir experimentelle Messungen, die Analyse experimenteller Daten
und deren mathematische Modellierung.

Ein grofler technischer Fortschritt gelang mit der Entwicklung von Verfahren zur Ein-
zelzellmessung, die es ermoglichen, biologische Variabilitat zu beobachten. Einzelzell-
messungen erlauben es, die Dynamik von Zellpopulationen oder einzelner Zellen zu
verfolgen. Im Gegensatz dazu ist es mit Bulk-Populationsmessung lediglich moglich,
den Populationsmittelwert zu beobachten. Der Fortschritt der Datenerhebung geht
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einher mit einem Anstieg des Datenumfangs und der Datenkomplexitit, was letzt-
endlich zu ,Big Data“ fithrt. Die Analyse und Interpretation von Big Data ist ein
vielversprechender Ansatz, der das Potential besitzt, einen tieferen Einblick in biologi-
sche Prozesse zu gewinnen, um bisher unbekannte Muster und Strukturen zu erkennen.
Dariiber hinaus erlaubt die mathematische Modellierung einzelner Zellen oder Zellpo-
pulationen die Gegeniiberstellung theoretischer und experimenteller Ergebnisse, was

mittels der Simulation des Populationsmittelwertes nur teilweise realisierbar ist.

Diese Arbeit konzentriert sich auf theoretische Aspekte, die biologische Variabilitét
in die wissenschaftliche Forschung integrieren, namlich mathematische Modellierung
und Datenanalyse. Dazu wird zunéchst ein neuartiger Algorithmus vorgestellt, um
die Auswirkungen verschiedener Storungen effizient zu simulieren. Der Algorithmus
erfasst Stochastizitat von intrinsisch probabilistischen chemischen Reaktionen mit un-
sicheren Modellparametern. Durch die Kombination der Sigma-Punkt-Methode mit
dem Gillespie-Algorithmus wird eine approximative Losung der chemischen Master-
gleichung abgeleitet. Diese Methode wird an mehreren Beispielsystemen getestet und
erfolgreich zur Kalibrierung eines komplexen Apoptosemodells verwendet. Das Apop-
tosemodell gibt neue Einblicke in die ambivalente zellulare Entscheidung zwischen
Leben und Tod, woraus ein neuartiger Mechanismus abgeleitet wird, der das Schick-
sal der Zelle bestimmt. Dariiber hinaus wird ein automatisiertes Machine-Learning-
Verfahren vorgeschlagen, um Zellen unterschiedlicher Phénotypen zu unterscheiden.
Das Verfahren beruht auf markierungsfreien Eigenschaften, gemessen mit bildgeben-
der Flusszytometrie. Im Gegensatz dazu basieren traditionelle Methoden vorrangig
auf zweidimensionalen Gating-Verfahren, die mittels Fluoreszenzfarbstoffen gemessen
werden. Diese sind stark durch die héndische Anpassung von Grenzen gepragt, die
Zellen unterschiedlicher Phanotypen separieren. Dartiber hinaus ignorieren sie wert-
volle Informationen, die in den komplexen, hochdimensionalen Daten verborgen sind.
Die in dieser Arbeit vorgestellte Methode wird an einem Apoptoseszenario getestet.
Dabei stellt sich heraus, das eine mit der traditionellen Methode vergleichbare Ge-
nauigkeit erreicht wird. Zudem ergeben sich eine Reihe von Vorteilen gegeniiber dem

traditionellen, zweidimensionalen Gating-Ansatz.
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1 Einleitung

1.1 Ziel der Arbeit

Die Systembiologie ist ein junger Zweig der Naturwissenschaften, der in den letzten
Jahrzehnten mehr und mehr an Bedeutung dazugewann [Chuang et al., 2010]. Mit der
Absicht biologische Systeme als Gesamtheit zu begreifen, beschéaftigt sie sich mit der
Synergie von Prozessen verschiedenster Skalen: vom Genom und dem Proteom tiber
den Metabolismus bis hin zum Organismus. Daraus ergibt sich ein integriertes Bild, das
Aufschluss iiber fundamentale biologische GesetzméaBigkeiten sowie deren Wechselwir-
kung und Kopplung auf der Systemebene liefert [Kitano, 2004]. Biologische Systeme
sind in der Regel hochgradig komplex und aus einer Vielzahl von multifunktionalen
Elementen aufgebaut, die in einer komplizierten Weise nichtlinear und selektiv mit-
einander interagieren [Kitano, 2002; Wilkinson, 2009]. Aus diesem Grund ist es allein
mit experimentellen Mitteln nicht moéglich, die Funktionsweise der einzelnen Elemente
und deren Zusammenspiel zu verstehen. Erst durch die Kombination experimenteller
Methoden mit Computersimulationen kénnen biologische Modelle quantitativ an expe-
rimentelle Daten angepasst werden [Jagaman et al., 2006], neue Experimente geplant
werden, um konkurrierende Modelle abzuwégen [Fedorov, 2010] oder Vorhersagen in
Situationen getroffen werden, die experimentell nicht durchfithrbar sind [Klipp et al.,
2016].

Die Modellierung biologischer Systeme ist vielfaltig und kann mittels verschiedener
Ansatze erfolgen [Chuang et al., 2010], die in Abhéngigkeit davon gewéhlt werden,
welche Systemeigenschaften vorliegen und welche Fragestellung zu beantworten ist:

o gewoOhnliche Differentialgleichung — deterministische Systeme
o Boolesche Netzwerke — logische Systeme
 stochastische Differentialgleichung — probabilistische Systeme

Damit wird die Biologie zu einer quantitativen Wissenschaft, die stark durch Konzepte
der Physik, Chemie und Ingenieurwissenschaften gepragt ist [Klipp et al., 2016] und
es somit erlaubt, biologische Systeme auf einer fundamentalen Ebene zu erfassen, um
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Abbildung 1.1: Die Systembiologie als interdisziplindre Wissenschaft. Die Beantwortung biologi-
scher Fragestellungen treibt die Entwicklung der Messtechnik voran, die wiederum neue, effiziente
Algorithmen zur Simulation und Datenauswertung beno6tigt. Mittels Simulationen kénnen dann neue
biologische Hypothesen aufgestellt werden, die anschlieend validiert werden miissen.

tieferes Verstandnis zu erzeugen [Schrodinger, 1944; Lazebnik, 2002]. Der interdiszi-
plindre Exkurs fiithrt dazu, dass nicht nur die Biologie voranschreitet, sondern auch
technische Disziplinen, siehe Abb. 1.1. Neue biologische Erkenntnisse gehen deshalb
oft mit der Weiterentwicklung von Messmethodiken und experimenteller Apparaturen
einher. Diese generieren im Gegenzug groflere Mengen an Daten oder geben Aufschluss
iiber bisher nicht detektierbare Signale. Zur Auswertung dieser Messungen werden
wiederum neue Algorithmen benétigt, die grofleren Datenmengen effektiv verarbeiten
oder neue beobachtbare Phdnomene detailliert beschreiben. Ein eindrucksvolles Bei-
spiel dafiir stellt die rasche Entwicklung der Technologie zur Hochdurchsatzmessung
von Einzelzellen dar. Dieser technische Fortschritt ermoglichte nicht nur die Untersu-
chung der Variabilitdt und Heterogenitat von Zellpopulationen, sondern verhalf der
stochastischen Modellierung und automatisierten Datenanalyse zu grofler Populari-
tat.
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Die Zukunftsvision besteht darin mittels der Systembeschreibung die Biologie noch
weiter voranzutreiben, um beispielsweise robustere und ertragreichere Nutzpflanzen
zu entwerfen [Jogaiah et al., 2013], medizinische Behandlungen individuell auf jeden
Patienten abzustimmen [van der Greef et al., 2006] oder mikrobielle Stdmme fiir in-
dustrielle Anwendungen zu optimieren [Wang et al., 2016]. Diese Vorhaben sind teil-
weise schon umgesetzt und erzielen vielversprechende Ergebnisse. Im Gegensatz dazu
steckt die biotechnologische Nutzung synthetischer Organismen noch immer in den
Kinderschuhen [Rollié et al., 2012]. Die Ursache dafiir liegt in der schieren Komplexi-
tat und Variabilitdt biologischer Systeme, die Experimente, deren Auswertung sowie
Computersimulationen erschweren [Macklin et al., 2014]. Fokussiert auf die effiziente
Simulation stochastischer biologischer Systeme und die automatisierte Charakterisie-
rung heterogener Zellpopulationen, zielt diese Arbeit darauf ab, einige der genannten
rechentechnischen Hiirden zu tiberwinden. Um die Effektivitdat der im Rahmen die-
ser Arbeit entwickelten Methoden zu demonstrieren, werden diese zur Analyse und
Charakterisierung von Apoptose in HeLa-CD95 Zellen genutzt. Aufbauend auf den
neuen Methoden kénnen biologisch relevante Fragestellungen beantwortet werden, die
ein tieferes Verstandnis fundamentaler biologischer Prozesse ermdglichen. Damit be-
legt diese Arbeit den facettenreichen Charakter der Systembiologie und verdeutlicht
anschaulich das Potenzial interdisziplindrer Zusammenarbeit.

1.2 Inhalt und Gliederung der Arbeit

Diese Arbeit beschéftigt sich mit der Charakterisierung stochastischer biochemischer
Reaktionssysteme. Biologische Systeme sind von hoher Variabilitdt gepragt, die durch
verschiedene Storungseinfliisse verursacht wird. Besonders eindrucksvoll ist dies in he-
terogenen Differenzierungsprozessen zu erkennen, wie zum Beispiel der Apoptose, siehe
Abb. 1.2. Der Fokus wird in dieser Arbeit vor allem auf die Simulation stochastischer
Systeme sowie die Auswertung von Hochdurchsatzmessung einzelner Zellen gelegt.
Durch deren Kombination ist es moglich, hinsichtlich des dynamischen Prozesses der
Apoptose neue Hypothesen aufzustellen und biologisch relevante Fragestellungen zu
beantworten. Im Folgenden ist eine kurze Gliederung der Arbeit gegeben, die diese
Punkte aufgreift:

Kapitel 2 - Mathematische Modellierung biochemischer Systeme Zunéchst
wird ein Uberblick hinsichtlich der Modellierung stérungsfreier biochemischer Reak-
tionssysteme ohne rdumliche Konzentrationsgradienten gegeben. Dabei wird darauf
eingegangen, wann diese Modellierung adaquat ist und welche Starken bzw. Schwé-

chen sie besitzt. Anschliefend wird demonstriert, dass biochemische Systeme stark von
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Variabilitat und Heterogenitat gepragt sind. Zur Erweiterung auf stochastische bioche-
mische Reaktionssysteme werden extrinsische, intrinsische und externe Stérungen ein-
gefiihrt. Die Simulation stochastischer Reaktionssysteme ist sehr aufwendig, weshalb
fiir Optimierungszwecke oft approximative Methoden verwendet werden. Verschiede-
ne approximative Methoden zur Simulation dieser Stérungen werden vorgestellt. Es
zeigt sich dabei, dass die simultane Simulation verschiedener Stoérungseinfliisse in der
Literatur nur selten behandelt wird. Aus diesem Grund ist ein neuer Algorithmus ent-
wickelt worden, der effizient verschiedene Storungseinfliisse simuliert. Der Algorithmus
ist an verschiedenen Modellsystemen getestet worden und liefert exzellente Ergebnis-
se bei Parameteroptimierungsproblemen. Der Abschnitt iber den neuen Algorithmus
basiert auf zwei eigenen Publikationen [Pischel et al., 2016, 2017].

Kapitel 3 - Der stochastische Prozess der Apoptose Aufbauend auf dem vori-
gen Kapitel, wird der entwickelte Algorithmus genutzt, um ein komplexes Apoptosemo-
dell anhand von experimentellen Daten, gemessen mit Western Blots und bildgebender
Flusszytometrie, zu kalibrieren'. Das kalibrierte Modell wird anschlieBend zur Simu-
lation der Dynamik von Schliisselmolekiilen des pro- und antiapoptotischen Pfadwegs
genutzt. Basierend auf den Simulationsergebnissen wird ein neuartiger Mechanismus
postuliert, der die ambivalente Entscheidung einzelner Zellen zwischen Leben und Tod
bestimmt. Zur Uberpriifung des Mechanismus werden Experimente mit Inhibitionen
des pro- und antiapoptotischen Pfadweges getéatigt. Dabei zeigt sich eine qualitati-
ve Ubereinstimmung von Theorie und Experiment. Dieses Kapitel basiert auf einer
weiteren eigenen Publikation [Buchbinder et al., 2018].

Kapitel 4 - Zelldiskriminierung mittels Machine-Learning Die bildgebende
Flusszytometrie stellt eine Messmethodik dar, die den Hochdurchsatzcharakter des
Flusszytometers mit dem Auflosungsvermogen eines Mikroskops kombiniert. Aus den
Hochdurchsatzdaten (Big Data) lasst sich eine grofe Menge an Information extrahie-
ren. Manuelle Methoden stoflen bei der Interpretation dieser Daten schnell an ihre
Grenzen, weshalb automatisierte Machine-Learning-Algorithmen zur Datenverarbei-
tung stark an Popularitidt zugenommen haben. In diesem Kapitel wird eine einfache,
modulare Vorgehensweise entwickelt, die in der Lage ist, die groen Datenmengen ef-
fizient zu verarbeiten. Dazu wird die Selektion der Merkmale mittels Filterung in die
Modellwahl integriert. Als Anwendungsbeispiel wird die Vorgehensweise zur Diskri-
minierung lebendiger und apoptotischer Zellen anhand markierungsfreier morphologi-
scher Eigenschaften getestet. Es stellt sich dabei heraus, dass die entwickelte Vorge-
hensweise eine Reihe von Vorteilen gegentiber den traditionellen Methoden basierend

! Kapitel 3 kann somit als Anwendung der theoretischen Grundlagen verstanden werden, die in
Kapitel 2 erarbeitet worden sind.
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Abbildung 1.2: Uberblick der Dissertation. Mittels systematischer Auswertung von Einzelzellex-
perimenten und adidquater Modellierung stochastischer zellularer Prozesse werden in dieser Arbeit
neue biologische Hypothesen beziiglich der Apoptose von HeLa-Zellen aufgestellt und iiberpriift. Dazu
wird ein Algorithmus zur effizienten Simulation dynamischer System unter verschiedenen Storeinfliis-
sen und ein Machine-Learning- Ansatz zur automatisierten Detektion apoptotischer Zellen entwickelt.

auf Fluoreszenzfarbstoffen aufweist, wiahrend vergleichbare Ergebnisse erzielt werden.
Dariiber hinaus wird aufgezeigt, welche Fehler und Schwierigkeiten héufig bei der au-
tomatisierten Analyse mittels Machine-Learning auftreten. Dieses Kapitel basiert auf
einer vierten eigenen Publikation [Pischel et al., 2018].

Kapitel 5 - Zusammenfassung und Ausblick Abschlieend werden die wichtigs-
ten Ergebnisse dieser Arbeit zusammengefasst. Dabei wird darauf eingegangen, wel-
cher wissenschaftliche Mehrwert generiert worden ist. Es werden offene Probleme und
potenzielle Anwendungen der entwickelten Methoden und Hypothesen diskutiert.






2 Mathematische Modellierung
biochemischer Systeme

Biologische Systeme, wie Organismen, Zellen oder Zellorganellen, stellen hoch struk-
turierte Einheiten dar, die in der Lage sind, verschiedenste Funktionen zu erfiillen.
Bei der Beobachtung dieser Systeme werden haufig komplexe Prozesse identifiziert,
die nicht durch Grundprinzipien erklart werden kénnen oder deren Verlauf nicht in-
tuitiv vorhersagbar ist [Klipp et al., 2016]. Zum Verstandnis dieser Prozesse werden in
der Regel vereinfachte Modelle betrachtet, die eine addquate Beschreibung der Rea-
litdt erlauben. Dabei werden Modelle so gewéhlt, dass sie dem Prinzip der Sparsam-
keit (Ockhams Rasiermesser) folgen [Guyon et al., 2010]. Das bedeutet, dass einfa-
che Modelle mit wenigen Variablen oder Annahmen zu bevorzugen sind, wenn sie
in der Lage sind, die beobachteten Sachverhalte zu erkldren. Demnach richtet sich
die Komplexitit des Modells (i) nach der Detailliertheit der Beobachtung und (%)
nach dem Sachverhalt, der beschrieben werden soll. Die Detailliertheit der Beobach-
tung wird mafigeblich durch die Messmethodik bestimmt. Beispielsweise liefern Bulk-
Populationsmessungen, wie Western Blots, lediglich den Mittelwert des Proteingehalts
einer Zellpopulation. Sie geben keinen Aufschluss tiber die Streuung des biologischen
Prozesses und die Existenz von Subpopulationen. Da Bulk-Populationsmessungen nur
das Verhalten einer durchschnittlichen Zelle widerspiegeln, kénnen aus diesen Mes-
sungen keine Einzelzellmodelle abgeleitet werden [Altschuler et al., 2010]. Sie dienen
ausschlieBlich als Grundlage deterministischer Modelle, die den Mittelwert einer Zell-
population beschreiben. Im Gegensatz dazu ist es mittels Einzellzellmessungen, wie
zum Beispiel Konfokalmikroskopie, Fluss- oder Massenzytometrie, moglich Aufnahmen
einzelner Zellen durchzufiithren. Mithilfe dieser Messmethoden kénnen stochastische
Modelle aufgestellt werden, die es durch ihre detaillierte Betrachtungsweise erlauben,
tiefere Einblicke in biochemische Prozesse vorzunehmen und deren probabilistische Na-
tur zu verstehen [Spiller et al., 2010]. Dabei wird zwischen Methoden unterschieden,
die in der Lage sind, der zeitlichen Dynamik einzelner Zellen (Zeitrafferaufnahmen)
bzw. mittels Momentaufnahmen einzelner Zellen die zeitliche Dynamik der gesam-

ten Population zu verfolgen (Einzelzellaufnahmen). Einzelzellaufnahmen zeichnen sich
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Information

Bulk-Populationsmessung Einzelzellaufnahmen Zeitrafferaufnahmen

R
: : e :
Zeit Zeit
deterministisches Modell stochastisches Modell

Fluoreszenz

Fluoreszenz
Fluoreszenz

Durchsatz

Abbildung 2.1: Beobachtung der Bildung von Subpopulationen mittels verschiedener Messmethodi-
ken. Obwohl Bulk-Populationsmessungen im Gegensatz zu Einzelzellmessungen eine immense Anzahl
von Zellen verwenden, liefern sie einen geringeren Informationsgewinn. Zur Erstellung stochastischer
Modelle sind sie nicht geeignet, da sie lediglich den Mittelwert der Population charakterisieren und
keinen Aufschluss iiber die Verteilung der Population zulassen.

im Kontrast zu Zeitrafferaufnahmen durch einen hohen Durchsatz aus. Im Gegenzug
liefern Einzelzellaufnahmen jedoch keine Information iiber den zeitlichen Verlauf ein-
zelner Zellen, sondern beschreiben den zeitlichen Verlauf einer Zellpopulation. Dies
kann als Konflikt zwischen zeitlicher und statistischer Auflésung betrachten werden.
In Abb. 2.1 sind Bulk-Populationsmessung, Einzelzell- und Zeitrafferaufnahmen fiir
einen binaren Entscheidungsprozess illustriert. Gut zu erkennen ist, dass der Verlauf
der durchschnittlichen Zelle stark von der eigentlichen Verteilung der Population ab-
weicht. Im Gegensatz dazu sind die Einzelzellmessmethoden in der Lage die Verteilung
der Population akkurat wiederzugeben. Komplexe stochastische Modelle sind demnach
nur anwendbar, wenn die Messungen hinreichend Information tber die gesamte Po-
pulation beinhalten, wie dieses Beispiel eindeutig zeigt. In den folgenden Abschnitten
werden die Grundlagen deterministischer und stochastischer Modellierung besprochen
und in den Kontext biologischer Beobachtungen gesetzt. Dabei wird erlautert, wel-
che Annahmen den jeweiligen Modellierungsweisen zugrunde liegen und durch welche
Starken bzw. Schwéchen sie gekennzeichnet sind.

2.1 Deterministische Beschreibung - Modellierung der
durchschnittlichen Zelle

Die quantitative Beschreibung biologischer Prozesse beruht in der Regel auf ihrer In-

terpretation als biochemische Reaktionen R, die die Umwandlung chemischer Spezies
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S beschreiben [Klipp et al., 2016]
ng ng
Rj : Z V%Si — Z VZSZ (21)
i=1 i=1

In diesem Fall bezeichnen vj; und v;; die stochiometrischen Koeffizienten der chemi-
schen Spezies ¢ und Reaktion j der Edukte e und Produkte p. Sie geben an, wie
viele Molekiile einer chemischen Spezies bei einer Reaktion verbraucht bzw. erzeugt
werden. Im Folgenden wird angenommen, dass die biologischen Prozesse in einem ide-
al gemischten System stattfinden, in dem keine raumlichen Konzentrationsgradienten
existieren. Zudem muss das System hinreichend grofl sein, damit chemische Spezies
als Kontinuum betrachtet und Stérungen bzw. Fluktuationen vernachléssigt werden
konnen [Wilkinson, 2009; Grima, 2010]. In diesem Fall wird die Anderung des Sys-
temzustandes @(t), der durch die Abundanzen der chemischen Spezies charakterisiert

wird, durch die Ratengleichung bestimmt

de
yTie Nr(x). (2.2)

Dabei beschreibt die stochiometrische Matrix N die Anderung des Systemzustandes
durch die Reaktionen

p e p e
n—vin - Vip, = Vip,
N = : : (2.3)
p e P — e
V’I’le Vnsl Vnsnr Vnann

und die Reaktionsraten r(x) geben die Geschwindigkeiten der Reaktionen an. Die Ab-
undanzen der chemischen Spezies werden dabei in Teilchenzahlen ausgedriickt. Mittels

Division durch das Systemvolumen €2 ergeben sich die makroskopischen Konzentratio-

nen ¢(t)
Bt) =~ (2.4)

Abhéngig davon, welcher Reaktionsmechanismus zugrunde liegt, nehmen die effektiven
Reaktionsraten unterschiedliche Formen an. Ein einfacher kinetischer Ansatz ist die
Massenwirkungskinetik, die durch das Massenwirkungsprinzip der chemischen Ther-
modynamik inspiriert ist [Klipp et al., 2016]. Fiir eine Reaktion der Form

ng
Rj : ZV;SZ — ... (25)
i=1
ergeben sich damit die Raten zu

ng .
rj=k; [[ %" (2.6)
i=1
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mit der Ratenkonstante k; als Proportionalitatsfaktor. Basierend auf der Massen-

wirkungskinetik ist es moglich weitere Kinetiken herzuleiten, wie beispielsweise die
Michaelis-Menten- [Michaelis et al., 1913] oder Hill-Kinetik [Hill, 1913].

In der Regel stellt Gl. 2.2 eine nichtlineare Differenzialgleichung dar, deren Dynamik
komplexes Verhalten aufzeigen kann [Argyris et al., 2015]. Eine kleine Auswahl ist
in Abb. 2.2 exemplarisch illustriert. Durch einfache Reaktionsnetzwerke, wie beispiels-
weise eine Aktivierung bzw. Inhibition, ist es moglich, unbeschrankte bzw. beschriankte
Systeme zu schaffen. Systeme dieser Art werden unter anderem bei der Modellierung
des Wachstums von Bakterien verwendet [Novick, 1955]. Mittels geeigneter Kombi-
nation von Aktivierungen (doppeltes positives Feedback) und Inhibitionen (doppeltes
negatives Feedback) kénnen komplexere Strukturen, wie bistabile Systeme, erzeugt
werden [Ferrell Jr, 2002]. Diese konnen durch einen passenden Stimulus von einem
Zustand in den anderen tberfithrt werden und in diesem Zustand verharren, sogar
nach dem Verschwinden des Stimulus [Ferrell Jr, 2002; Strasser et al., 2012]. Ist der
Systemzustand periodischen Anderungen durch die nichtlineare Dynamik des Systems
unterworfen, liegt oszillatorisches Verhalten vor. Prominente Beispiele von Oszillatio-
nen in chemischen Reaktionssystemen sind unter anderem die Briggs-Rauscher- [Briggs
et al., 1973], Belousov-Zhabotinsky- [Field et al., 1974] oder Bray-Liebhafsky-Reaktion
[Bray, 1921]. Die oben genannten Effekte stellen nur einen kleinen Ausschnitt der in
biochemischen Systemen auftretenden nichtlinearen Phénomene dar [Wolf et al., 2003].
Obwohl bis jetzt ausschliefllich eine vereinfachte deterministische Betrachtungsweise
gewahlt worden ist, wird deutlich, dass sich durch die Synergie nichtlinearer Prozesse
komplexe Verhaltensmodule aufbauen lassen, deren Kompliziertheit mit der Anzahl
der Reaktionen und chemischen Spezies ansteigt. Dies gilt nicht ausschlieBlich fiir
die hier deterministisch betrachteten Systeme, sondern lésst sich auch auf die in den
folgenden Abschnitten behandelten, weitaus komplizierteren stochastischen Systeme

anwenden.

2.2 Unsicherheiten in biochemischen Systemen

Die deterministische Beschreibung biochemischer Systeme ist sehr erfolgreich gewesen
und hat schon frith grofle Erfolge gefeiert, wie die Erklarung der Ausbreitung des Ak-
tionspotentials in Nervenzellen [Hodgkin et al., 1952], die 1963 mit dem Nobelpreis
ausgezeichnet wurde. Mit der raschen technischen Entwicklung von Einzelzellmess-
methodiken, wie Mikroskopie [Amos, 2000] und Flusszytometrie [Herzenberg et al.,
2002], stellt sich jedoch heraus, dass eine rein deterministische Beschreibung oft nicht
in der Lage ist zufriedenstellende Resultate zu erzielen [Ori et al., 2018]. In Experi-
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Abbildung 2.2: Dynamik biochemischer Reaktionssysteme. Aktivierungen (A) und Inhibitionen
(B) sind in der Lage, unbeschrankte bzw. beschriankte Systeme zu erzeugen. Durch ihre Kombination
konnen bistabile Systeme konzipiert werden. In diesem Beispiel ist doppeltes positives Feedback (C)
fiir die gleichzeitige Aktivierung bzw. Inaktivierung von A und B verantwortlich. Im Gegensatz dazu
bewirkt doppeltes negatives Feedback (D) die Aktivierung von A und Inaktivierung von B bzw.
die Umkehrung davon [Ferrell Jr, 2002]. Die schwarze Linie trennt beide Zustdnde voneinander. Die
grauen Terme in den Ratengleichungen sind nicht in den Pfeilschemata eingezeichnet. Sie sind lediglich
zur besseren Darstellung des zeitlichen Verlaufs der Zustéinde eingefiigt. Das letzte Beispiel (E) zeigt
das oszillatorische Verhalten des Brusselators [Prigogine et al., 1968].

menten kann gezeigt werden, dass der individuelle Charakter biochemischer Systeme
sehr dominant ist, weshalb Variabilitat und Heterogenitat als fundamentale Eigen-
schaften dieser Systeme angesehen werden. Aus diesem Grund kann die Dynamik ei-
ner Zellpopulation in der Regel nicht durch die Dynamik der durchschnittlichen Zelle
abgebildet werden [Spiller et al., 2010]. Beispiele dieser Erscheinungen sind unter an-
derem die Bildung von inhomogenem Krebsgewebe aus Tumorstammzellen [Meacham
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et al., 2013], das zuféllige Eintreten des Zelltodes durch Apoptose [Xia et al., 2014]
und die Zusammensetzung mikrobieller Populationen bestehend aus Hefezellen [Bla-
ke et al., 2003], Bakterien [Lidstrom et al., 2010; Ackermann, 2015] oder Mikroalgen
[Fachet et al., 2016]. Die Ursache der Heterogenitat biochemischer Systeme und der
damit verbundenen phéanotypischen Vielfalt stellen Storungen der Dynamik durch sto-
chastische Einfliisse dar [Keern et al., 2005; Wilkinson, 2009; Delvigne et al., 2017].
Unterschiedliche Phanotypen werden dabei durch den Wechsel von einem stabilen Zu-
stand aufgrund von Stérungen in einen anderen hervorgerufen [Ferrell Jr, 2002]. Es ist
moglich, dass der neue Zustand im deterministischen Fall nicht existiert und lediglich
durch Stérungen induziert wird [Qian et al., 2009; Strasser et al., 2012; Biancalani
et al., 2014].

Der Einfluss von Stérungen auf biochemische Systeme wirft nicht nur biologisch inter-
essante Fragestellungen auf, wie zum Beispiel:

o Wie gelingt es Zellen, trotz interner und externer Fluktuationen ihre Funktion
aufrechtzuerhalten (Robustheit) [Stelling et al., 2004]7?

o Wie wéigen Zellen zwischen Robustheit und Effizienz ab [Kitano, 2004]?
sondern er ist auch fiir die Bioprozesstechnik von grofler Bedeutung:

o Wie setzt sich die Gesamtvariabilitidt eines Bioprozesses zusammen [Delvigne
et al., 2014a]?

o Ist es moglich die Gesamtvariabilitiat eines Bioprozesses extern zu steuern [Ger-
naey et al., 2010]7

o Wie optimiert man einen Bioprozess mit Unsicherheiten hinsichtlich Ausbeute,
Ertrag oder Produktqualitidt [Gernaey et al., 2010]7

Zur Mlustration sind in Abb. 2.3 zwei Beispiele gezeigt, die fiir die Optimierung von
Bioprozessen typische storungsinduzierte Probleme darstellen. Zum einen sind viele
Prozesse durch eine hohe Variabilitat gekennzeichnet, die die Qualitat des Produk-
tes mindert. Auflerdem wird die Ausbeute oft durch die Bildung von unproduktiven
Subpopulationen verringert [Delvigne et al., 2014b]. Die Hoffnung ist, dass ein tieferes
Verstéandnis der Variabilitat biochemischer Systeme genutzt werden kann, um Biopro-
zesse zu optimieren und durch externe Steuerung die storungsinduzierten Probleme zu

minimieren.

Zur detaillierteren Untersuchung des Einflusses von Stérungen in biochemischen Syste-
men wird im Folgenden zwischen intrinsischen Stérungen, gekennzeichnet durch pro-
babilistische Reaktionen, extrinsischen Storungen, gekennzeichnet durch Zellvariabi-
litdt, und externen Storungen, gekennzeichnet durch fluktuierende Umwelteinfliisse,
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Abbildung 2.3: Steuerung der Prozessvariabilitit. Prozessstreuung (A) und Ausbildung von Sub-
populationen (B) stellen grofie Hiirden in der Bioprozesstechnik dar. Fiir einige Anwendungen ist es
notig die Streuung eines Prozesses zu minimieren, um beispielsweise Produkte mit moglichst gleicher
Qualitdt zu erzielen, wohingegen andere Anwendungen die Eliminierung gewisser Subpopulationen
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zur Ertragssteigerung erfordern.

unterschieden [Patnaik, 2006; Pischel et al., 2017]. Intrinsische Stérungen sind beson-
ders dominant in kleinen Systemen mit geringen Abundanzen der chemischen Spezies
[Keern et al., 2005], wohingegen extrinsische und externe Stérungen mit der System-
grofle ansteigen [Bar-Even et al., 2006; Wilkinson, 2009; Delvigne et al., 2017]. Die
Uberlagerung dieser Storungen und deren Auswirkung auf die Systemdynamik ist
wegen experimenteller und rechentechnischer Hiirden jedoch kaum erforscht [Spiller
et al., 2010; Lencastre Fernandes et al., 2011; Delvigne et al., 2014b]. Zum einen ge-
staltet sich das Design von Experimenten mit definierten Umwelteinfliissen schwierig.
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Herkémmliche Bioreaktoren sind durch rdaumliche Inhomogenitaten und unzureichen-
de Durchmischung gekennzeichnet [Epstein, 1995; Hartman et al., 2011}, weshalb der
Einfluss externer Storungen nur ungeniigend abgeschétzt werden kann. Erst mit der
Entwicklung von mikrofluidischen Chips und deren Charakterisierung mittels Compu-
tersimulationen war es moglich, Einzelzellexperimente unter definierten Bedingungen
durchzufithren [Dusny et al., 2012; Westerwalbesloh et al., 2015]. Des Weiteren ist die
Simulation stochastischer Systeme sehr zeitaufwéandig und rechenintensiv, da der Sys-
temzustand x eine kontinuierliche Zufallsvariable darstellt. Konkrete Realisierungen
des Systemzustandes im Experiment sind deshalb nicht vorhersagbar. Lediglich Wahr-
scheinlichkeitsaussagen beziiglich des Eintretens von Realisierungen kénnen getroffen
werden. Die Zentrale Grofle zur Charakterisierung stochastischer Systeme ist die Wahr-
scheinlichkeitsdichte p, die die Berechnung statistisch relevanter Grolen erlaubt. Dazu

zahlen die Momente m-ter Ordnung

W, = /mmp(w) de, (2.7)

die zentralen Momente m-ter Ordnung

o = @ =)o) de, (2.8)

aber auch die Wahrscheinlichkeit des Auffindens des Systems innerhalb eines bestimm-
ten Intervalls [xz_, z]

Plx_-<x<xz,)= /erp(w) da. (2.9)
Ungliicklicher Weise lésst sich die Wahrscheinlichkeitsdichte nur unter grofem rechneri-
schen Aufwand ermitteln. Besonders in Optimierungsproblemen, wie der Bestimmung
unbekannter Parameter [Jaqaman et al., 2006], miissen zeitaufwéndige Modellsimula-
tionen oft wiederholt werden. Aus diesem Grund werden in der Regel ausschliellich
approximative Rechenansatze verwendet, die den Systemzustand durch statistische
Momente niedriger Ordnung charakterisieren [Wu et al., 2006; Gillespie et al., 2013].
Man beschrénkt sich dabei meist auf den Mittelwert E(x) = p; und die Varianz
Var(x) = )y, bzw. die Standardabweichung std(x) = |/ Var(x).

In den folgenden Abschnitten werden die wichtigsten Modellierungsansétze der oben
aufgefithrten Storungen besprochen. Anschlieend wird auf die Schwierigkeiten der si-
multanen Simulation verschiedener Storungen eingegangen und wie diese effektiv ap-
proximiert werden kénnen. Eine dafiir in dieser Arbeit entwickelte Methode wird dann
an verschiedenen Modellsystemen getestet und zur Schatzung unbekannter Parameter

verwendet.
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2.3 Simulation extrinsischer Storungen

Die Variabilitat isogener Zellpopulationen wird im Allgemeinen als extrinsische Sto-
rung bezeichnet. Hinter diesem Begriff verbergen sich nicht nur Unterschiede hinsicht-
lich des Phanotyps, sondern auch Abweichungen in den Proteinabundanzen oder der
Zellmorphologie. Da sich jede Zelle von den anderen Zellen einer Population unter-
scheidet, werden die Abundanzen der chemischen Spezies in der Regel nicht als ein-
fache reelle Zahlen betrachtet, wie beispielsweise in GIl. 2.2. Stattdessen werden die
Abundanzen durch Zufallsvariablen charakterisiert, deren Wahrscheinlichkeit fiir eine
bestimmte Realisierung durch die Wahrscheinlichkeitsverteilung gegeben ist. Am héu-
figsten anzutreffen sind unimodale Verteilungen, wie die Normalverteilung [Furusawa
et al., 2005] oder logarithmischen Normalverteilung [Limpert et al., 2001]. In Kom-
bination mit nichtlinearen Prozessen biochemischer Reaktionssysteme kénnen jedoch
Multistabilitdten eine Aufspaltung von unimodalen in bimodale Verteilungen bewirken
[Ferrell Jr, 2002].

Um diesen Sachverhalt genauer zu verstehen, wird im Folgenden ein einfaches Eingangs-
Ausgangs-Modell betrachtet. Dieses stellt eine nichtlineare Transformation dar, die
sich durch Integration der Ratengleichung ergibt. Sie kann als funktionale Abhén-
gigkeit des Systemzustandes zu einem bestimmten Zeitpunkt von gewissen Parame-
tern interpretiert werden. Zur Beschreibung einer isogenen Zellpopulation mit solch
einem Modell wird angenommen, dass sich die Topologie des biochemischen Reakti-
onsnetzwerkes zwischen den einzelnen Zellen nicht unterscheidet. Lediglich Parameter,
die das Reaktionsnetzwerk charakterisieren, variieren zwischen den Zellen und stellen
somit Zufallsvariablen dar. In dem in Abb. 2.4 betrachteten Fall ist die funktionale
Abhéangigkeit durch einen sigmoidalen Verlauf gekennzeichnet. Kleine Eingangssigna-
le induzieren stets ein kleines Ausgangssignal, wohingegen grofie Eingénge ein grofies
Ausgangssignal bewirken. Zudem gibt es eine schmale Ubergangszone zwischen beiden
Bereichen, die durch einen steilen Anstieg gekennzeichnet ist. Zur Untersuchung des
Einflusses externer Storungen werden normalverteilte Zufallsvariablen mit unterschied-
lichen Mittelwerten und Standardabweichungen als Systemeingang verwendet. Diese
werden abhangig davon, welche Form die Transformation im interessierenden Bereich
aufzeigt, unterschiedlich abgebildet. In Abb. 2.4A wird dazu der Einfluss konkaver
bzw. konvexer Transformationen eines normalverteilten Systemeingangs untersucht.
Konkave Funktionen zeichnen sich dadurch aus, dass sie stets unter der Verbindungs-
linie zweier Punkte der Funktion liegen. Im Gegensatz dazu liegen konvexe Funktionen
iiber der Verbindungslinie. Es stellt sich heraus, dass in konvexen Bereichen die sym-

metrische Verteilung in eine rechtsschiefe Verteilung transformiert wird, wohingegen
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Abbildung 2.4: Einfluss externer Stérungen auf biochemische Reaktionssysteme. (A) Das sigmoida-
le Eingangs-Ausgangs-Modell kann in einen konkaven und einen konvexen Bereich unterteilt werden.
Eine konkave Funktion transformiert eine Normalverteilung in eine linksschiefe Verteilung, wohin-
gegen eine konvexe Funktion eine Normalverteilung in eine rechtsschiefe Verteilung transformiert.
Dies wird fiir Normalverteilungen mit unterschiedlichen Mittelwerten E(-) und gleicher Standardab-
weichung std(-) illustriert. (B) Nichtlineare Funktionen kénnen unimodale Verteilungen in bimodale
Verteilungen transformieren. Schmale Verteilungen, die lediglich im linearen Ubergangsbereich exis-
tieren erzeugen unimodale Ausgangsverteilungen. Im Gegensatz dazu erzeugen breite Eingangsver-
teilungen, die iiber die Ubergangszone herausragen bimodale Ausgangsverteilungen. Dies wird fiir
Normalverteilungen mit gleichen Mittelwerten und unterschiedlicher Standardabweichung illustriert.

konkave Bereiche linksschiefe Verteilungen erzeugen [Kim et al., 2013]. Ausschlie-
lich im linearen Bereich dndert sich die Form durch die Transformation nicht, da
die Ausgangsverteilung lediglich eine Umskalierung der Eingangsverteilung darstellt.
Auflergewohnliche Ausgangsverteilungen ergeben sich, wenn die Transformation im
interessierenden Bereich konvexes und konkaves Verhalten gleichzeitig aufzeigt. Dazu
werden in Abb. 2.4B normalverteilte Zufallsvariablen mit konstantem Mittelwert und
unterschiedlicher Standardabweichung in das Zentrum des linearen Ubergangsberei-
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ches platziert. Es zeigt sich, dass breite Eingangsverteilungen nicht nur den linearen
Bereich abdecken, sondern auch konvexe und konkave Bereiche. Die resultierende Aus-
gangsverteilung ergibt sich demnach als Superposition von Verteilungen verschiedener
Formen. Je breiter die Eingangsverteilung ist, desto starker werden die konvexen und
konkaven Anteile gewichtet, was eine bimodale Ausgangsverteilung induziert. Im Ge-
gensatz dazu wichten schmale Verteilungen den normalverteilten Anteil starker.

Obwohl das hier betrachtete Beispiel sehr einfach ist, zeigt es eindrucksvoll, wie nicht-
lineare Transformationen symmetrische, unimodale Verteilungen verzerren und sogar
in bimodale Verteilungen aufspalten. In der Regel sind biochemische Reaktionssysteme
sehr komplex und bestehen aus einer Vielzahl von Reaktionen und chemischen Spe-
zies. Die Transformationen dieser Systeme sind weitaus komplizierter, weshalb noch
zusétzliche, hier nichtgezeigte, nichtlineare Phénomene auftreten konnen. Um diese
zu verstehen, muss von einer qualitativen Diskussion zu einer quantitativen Beschrei-
bung iibergegangen werden. Analog wie zuvor wird dazu der Systemausgang 7 als

nichtlineare Transformation g(¢) des Systemeingangs & betrachtet

n=g(&). (2.10)

Da der Systemeingang eine Zufallsvariable darstellt, ist auch der Systemausgang von
stochastischer Natur. Die Transformation g(&) ist jedoch ein deterministischer Prozess,
der keine zusétzliche Unsicherheit mit einbringt. Fiir monotone Transformationen kann
die Verteilung des Systemausgangs p, einfach aus der Eingangsverteilung p¢ analytisch
berechnet werden [Hines et al., 1990]

gl

o= )| | neta™ )| .11

Nicht monotone Funktionen werden in monotone Stiicke aufgeteilt, die separat trans-
formiert werden miissen. Fiir reale Systeme ist es unmoglich, eine analytische Form der
Transformation ¢(¢£) und damit der Ausgangsverteilung p, zu ermitteln. Zudem berei-
ten numerische Berechnungen Schwierigkeiten aufgrund ihres immensen Zeitaufwandes
und ihrer hohen Rechenintensitit. Zur Berechnung der Ausgangsverteilung oder ihrer
statistischen Momente werden deshalb oft approximative Ansétze verwendet, die Re-
chenaufwand gegen Prézision abwéigen. Im Folgenden wird ein Uberblick beziiglich der
wichtigsten Vertreter dieser Methoden sowie deren Stérken und Schwéchen gegeben.

2.3.1 Approximation mittels Taylor-Entwicklung

Die Tatsache, dass die nichtlineare Funktion g(¢) in den meisten Fallen nicht bere-

chenbar oder unbekannt ist, stellt Wissenschaftler vor grole Probleme. Eine beliebte
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Strategie, um dennoch die Ausgangsverteilung oder ihre statistischen Momente ab-
zuschétzen, besteht darin ¢g(§) durch eine Ersatzfunktion §(§) zu approximieren. Die
Taylor-Entwicklung stellt eine geeignete Ersatzfunktion dar, die mit beliebiger Giite
an die unbekannte Funktion g(¢) angendhert werden kann
N az o 7
X 9&)| (€ —¢&)
n=g(&) =g =) e T

=0

(2.12)

£=¢o

Sie ist einfach zu berechnen, da lediglich die Ableitungen von ¢(§) an der Stelle &
ermittelt werden miissen. In der Regel wird um den Mittelwert des Eingangssignals
& = E(&) entwickelt. Obwohl die Giite der Approximation mit zunehmender Anzahl
der aufsummierten Terme N ansteigt, wird in der Praxis meist N = 1 gewdhlt. Da-
durch wird die Funktion ¢(§) mittels einer linearen Funktion angenéhert

n =~ g(B(e)) + 298

ol e, 213)

£=E(¢)

was eine schnelle Berechnung der Ausgangsverteilung mithilfe von Gl. 2.11 ermoglicht.

Des Weiteren lassen sich die statistischen Momente, wie Mittelwert und Varianz, der
Ausgangsverteilung einfach ermitteln [Ku, 1966; Hines et al., 1990]

E(n) ~E(3(6) = 9(E)), (2.14)

99(8)
o6

£=E(¢)

Var(n) ~Var(§(§)) = ( ) Var(§). (2.15)

Wie bereits in Abb. 2.4 gezeigt, stellen lineare Transformationen von Wahrscheinlich-
keitsverteilungen lediglich Skalierungen dar. Dies ist zu erkennen in GIl. 2.11, wenn
die funktionale Abhéngigkeit durch einen linearen Zusammenhang ersetzt wird, aber
auch in Gl. 2.15, da die Varianz des Ausgangssignals proportional zur Varianz des Ein-
gangssignals ist. Es stellt sich heraus, dass dies nicht nur fiir normalverteilte Zufalls-
variablen, sondern auch fiir beliebige Verteilungen der Fall ist [Hines et al., 1990], wie
in Abb. 2.5A dargestellt. Trotz der Eleganz und Einfachheit der Linearisierung léasst
sich rasch erkennen, dass sie nur fiir wenige Spezialfille prazise Vorhersagen liefert,
ndmlich wenn ¢(§) in der unmittelbaren Umgebung der Eingangsverteilung akkurat
durch eine lineare Funktion angendhert werden kann. Das bedeutet, dass nichtlineare
Phénomene, wie die Entstehung von schiefen Verteilungen aus symmetrischen oder die
Aufspaltung von unimodalen Verteilungen in bimodale, nicht mittels der Linearisie-
rung beschrieben werden konnen. Um zu demonstrieren, dass lineare Transformationen
in biochemischen Reaktionssystemen nur selten vorkommen, sind in Abb. 2.5B-D die
zeitlichen Verldufe und die zugehorigen Transformationen beziiglich der Reaktionskon-

stanten fiir Reaktionen nullter, erster und zweiter Ordnung dargestellt. Ausschlieflich
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Abbildung 2.5: Approximation mittels Linearisierung. (A) Lineare Transformationen bewirken
lediglich eine Skalierung des Eingangssignals. Die Form des Signals &ndert sich dabei nicht. Fiir Re-
aktionen nullter (B), erster (C) und zweiter Ordnung (D) sind die Zeitverldufe fiir verschiedene
Reaktionskonstanten skizziert. Dabei bezeichnen rote Kurven grofie und blaue Kurven kleine Reakti-
onskonstanten. Fiir die mit einer roten, vertikal gestrichelten Linie markierten Zeitpunkte ist zusitz-
lich die Abhangigkeit des Systemzustandes x von den Reaktionskonstanten gezeigt. Fiir die Reaktion
nullter Ordnung ergibt sich eine lineare Transformation (rot, durchgezogen), die exakt durch eine
Linearisierung (blau, gestrichelt) abgebildet werden kann. Im Gegensatz dazu stellen die Transforma-
tionen der anderen Reaktionen nichtlineare Funktionen dar, die nicht exakt durch die Linearisierung
angenahert werden konnen.

die Reaktion nullter Ordnung lésst sich durch einen linearen Zusammenhang beschrei-
ben und somit akkurat durch die Linearisierung approximieren. Die {ibrigen Reaktio-
nen zeigen nichtlineare Abhéngigkeiten auf, deren Nichtlinearitdt mit zunehmender
Kompliziertheit des Reaktionsmechanismus ansteigt. Fiir diese Reaktionen stellt die



20 2 MATHEMATISCHE MODELLIERUNG BIOCHEMISCHER SYSTEME

Linearisierung nur eine Naherung dar, deren Fehler abhangig davon ist, wie stark
nichtlinear die Transformation in unmittelbarer Umgebung des Eingangssignals ist.

Obwohl in verschiedenen Anwendungen gezeigt worden ist, dass die Beriicksichtigung
von Termen hoherer Ordnung der Taylor-Entwicklung die Giite der Approximation
steigert und somit zuverlassigere Ergebnisse erzielt werden konnen, wird in der Praxis
selten eine Approximation zweiter oder hoherer Ordnung verwendet [Xue et al., 2012].
Grund dafiir ist der steigende Rechenaufwand, da Ableitungen hoherer Ordnung von
g(&) berechnet werden miissen [Julier et al., 2004; Xue et al., 2012]. Dartiber hinaus ist
g(&) oft keine analytische Funktion und kann verschiedene Unstetigkeitsstellen aufwei-
sen, weshalb womoglich keine Taylor-Entwicklung vorgenommen werden kann. Diese
Limitationen sorgten dafiir, dass Linearisierungen durch zuverlassigere Techniken zur
Propagation von Unsicherheiten in biochemischen Reaktionssystemen ersetzt worden
sind.

2.3.2 Approximation mittels GauBB-Quadratur

Besteht kein Interesse daran, die Wahrscheinlichkeitsdichte des Systemausgangs zu
rekonstruieren, sondern lediglich dessen statistische Momente zu ermitteln, ist es mog-
lich diese durch Integration zu berechnen. Fiir den Mittelwert und die Varianz ergeben
sich mit Gl. 2.7-2.8 folgende Ausdriicke

E(n) = [np, o, (2.16)
Var(n) = /(77 —E(n)*pydn = /772/%7 dn — E(n)*. (2.17)

Da der Systemausgang 7 abhidngig von Eingang ¢ ist, konnen die auftauchenden Inte-
grale der Momente erster und zweiter Ordnung umgeschrieben werden zu

111 =/npn dn Z/g(@psdf (2.18)
12 =/172pnd77=/9(£)20gd§~ (2.19)

Wie schon in den vorigen Abschnitten erlautert, ist der funktionale Zusammenhang
g(&) in der Regel unbekannt, weshalb die Integrale nicht direkt ausgewertet werden
konnen. Oft werden aus diesem Grund approximative Verfahren verwendet, die eine
numerische Integration ermoglichen. Die GauB-Quadratur stellt eines dieser Verfah-
ren dar. Sie beruht auf der Ersetzung des Integrals einer Funktion f(£) durch eine

gewichtete Summe von Funktionswerten

[ 1@~ wiste) (2.20)
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Abbildung 2.6: Approximation mittels GauB-Quadratur. (A) Die Nullstellen der Legendre-
Polynome ny-ter Ordnung werden zur approximativen Berechnung von Integralen benutzt. Dabei be-
zeichnen rote Kurven grofie und blaue Kurven kleine Ordnungen. (B) Zur Berechnung des Mittelwer-
tes und der Standardabweichung der Reaktion erster Ordnung werden die Nullstellen der Legendre-
Polynome benutzt. Mit steigender Ordnung néhern sich die Approximationen mittels Gaufl-Quadratur
an die analytisch berechneten Werte des Mittelwertes und der Standardabweichung an.

Die Stellen &;, an denen die Funktion ausgewertet wird, bezeichnen Nullstellen der
Legendre-Polynome L, (§) der Ordnung ny, siche Abb. 2.6A. Zudem lassen sich die
Gewichte w; der Funktionswerte f(¢;) mittels

2

dLn,
4 le=¢;

w; =

2.21
(1—&)? 221

berechnen [Press, 2002]. Der Vorteil bei der Berechnung der statistischen Momente
mittels numerischer Integration besteht darin, dass keine Ableitungen der nichtlinea-
ren Funktion f(&) bendtigt werden. Die Funktion wird lediglich an diskreten Punkten



22 2 MATHEMATISCHE MODELLIERUNG BIOCHEMISCHER SYSTEME

ausgewertet, weshalb auch statistische Momente nicht differenzierbarer Funktionen be-
rechnet werden kénnen. Die Gaufl-Quadratur liefert exakte Ergebnisse fiir Polynome
bis zum Grad 2n;, — 1 [Wu et al., 2006]. Fir Funktionen, die keine Polynome sind,
oder Polynome hoheren Grades stellt diese Methode demnach nur eine Nédherung dar,
die umso préziser ist, je besser sich f(£) durch ein Polynom annéhern lasst. Zur Il-
lustration der Gauf3-Quadratur wird das bereits in Abb. 2.5C betrachtete Beispiel der
Reaktion erster Ordnung untersucht. Dabei werden Mittelwert und Varianz unter Zu-
hilfenahme von GIl. 2.18-2.19 berechnet. Obwohl die Legendre-Polynome lediglich im
Intervall [—1, 1] definiert sind, lasst sich das in Gl. 2.20 gezeigte Integral fiir beliebige
Intervalle [_, &, ] erweitern

/§+f(§)d£z§+;§‘iwif <£+;£_£i+£_;_£+>. (2.22)

Zur Veranschaulichung dieser Methode wird die Reaktion erster Ordnung mit einer
normalverteilten Reaktionsgeschwindigkeitskonstante untersucht, siehe Abb. 2.6B. In
diesem Fall wird das Intervall zu [E(k) — bstd(k), E(k) + 5std(k)] gesetzt. Es stellt
sich heraus, dass sich Mittelwert und Standardabweichung mit zunehmender Ordnung
ny genauer an die analytisch berechneten Werte anndhern. Die Standardabweichung
konvergiert dabei langsamer als der Mittelwert, da fiir ihre Berechnung das Moment
zweiter Ordnung ermittelt werden muss. Dieses ist stark nichtlinear und kann darum
nur durch ein Polynom hohen Grades hinreichend genau approximiert werden.

Selbst fiir dieses einfache System miissen die Legendre-Polynome bis zur etwa zehnten
Ordnung ausgewertet werden, um die Momente prazise anzundhern. Mit zunehmender
Komplexitiat des Modells und damit der Funktion f(&) steigt die benétigte Ordnung
der Legende-Polynome weiter. Fiir bestimmte Funktionen des Typs f(£) = g(&)p(&)
ist es moglich, eine geeignetere Wahl der orthogonalen Polynome und deren Wichtung
zu treffen, die eine schnellere Konvergenz ermoglicht [Wu et al., 2006]. Zudem ska-
liert die Gau3-Quadratur exponentiell mit der Dimension des Systems, weshalb selten
Ordnungen hoher als fiinf verwendet werden [Wu et al., 2006]. Es gibt zwar Ansitze,
wie Sparse Sampling, die dem Fluch der Dimension entgegenwirken [Bungartz et al.,
2004]. Dennoch ist der Rechenaufwand fir die meisten realen Probleme zu hoch, um
diese Methode erfolgreich anzuwenden.

2.3.3 Approximation mittels Monte Carlo Simulationen

Monte Carlo (MC) Simulationen sind approximative Verfahren, die zur numerischen
Berechnung von Integralen benutzt werden. Sie sind nicht nur in der Lage statisti-

sche Momente zu berechnen, sondern kénnen auch zur Bestimmung von Wahrschein-
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lichkeitsdichten genutzt werden. Dazu wird, d&hnlich wie bei der Gaufl-Quadratur, ei-
ne diskrete Anzahl von Realisierungen (Samples) der Zufallsvariable ¢ transformiert
n; = g(&). Die Samples werden jedoch nicht deterministisch gewéhlt, sondern stel-
len zuféllige Realisierungen der Wahrscheinlichkeitsdichte pe dar [James, 1980]. Der
Mittelwert und die Varianz dieser Stichprobe ergeben sich zu

E(n) = nﬂlwnf i, (2.23)
Var(n) = —— >~ 0 — () (2:24)

Dabei bezeichnet ny;c die Anzahl der verwendeten Samples. Zuséatzlich lédsst sich die
Wahrscheinlichkeitsdichte der transformierten Samples mittels Kerndichteschiatzung
bestimmen. Diese wird dazu als Superposition einzelner Kerne K (Kerndichteschét-
zung) dargestellt

1 nypc

py R —— > K(n—mn), (2.25)

nMc

die ebenfalls als Wahrscheinlichkeitsdichten interpretiert werden kénnen [Pérez et al.,
2009]. Grundsétzlich lasst sich sagen, dass breite Kerne besonders glatte Verteilungen
ergeben, die lokale Eigenschaften der eigentlichen Dichte maskieren oder verschmieren
konnen. Mit steigender Anzahl der generierten Samples konnen jedoch immer schma-
lere Kerne gewahlt werden, die eine genauere Schiatzung der Dichte erlauben. Sowohl
die statistischen Momente, als auch die Wahrscheinlichkeitsdichte werden mittels MC
Simulationen asymptotisch exakt bestimmt.

Zur Veranschaulichung dieser Methode wird erneut die bereits gezeigte Reaktion erster
Ordnung mit einer normalverteilten Reaktionsgeschwindigkeitskonstante untersucht.
Es werden zufillige Realisierungen aus dieser Wahrscheinlichkeitsdichte generiert, die
anschliefend in die Ratengleichung eingesetzt werden, um den zeitlichen Verlauf des
Systemzustandes zu berechnen, siche Abb. 2.7A. Aus den einzelnen Trajektorien kén-
nen Mittelwert, Standardabweichung und die Wahrscheinlichkeitsdichte zu jedem Zeit-
punkt berechnet werden. Da MC Simulationen auf der Generierung von Zufallszahlen

beruhen, liefern wiederholte Simulationen stets unterschiedliche Ergebnisse. Die Unsi-
1

vVnMmc

mit zunehmender Anzahl der verwendeten Samples ab. Dies ist fiir wiederholte MC

und nimmt demnach

cherheit der ermittelten statistischen Grofien skaliert mit

Simulationen zur Bestimmung des Mittelwertes in Abb. 2.7A skizziert. Mit zunehmen-
der Anzahl der Samples gleichen sich die Ergebnisse der einzelnen MC Simulationen
an, weshalb die Standardabweichung und damit die Unsicherheit des Mittelwertes ab-
nimmt. Zur Beschleunigung der Konvergenz werden oft Quasi Monte Carlo Verfahren,

wie zum Beispiel Latin Hyper Cube Sampling, verwendet. Im Gegensatz zum MC
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Abbildung 2.7: Berechnung statistischer Gréflen mittels Monte Carlo Simulation. (A) Zur statis-
tischen Beschreibung der Reaktion erster Ordnung werden Zufallszahlen (Samples) der Wahrschein-
lichkeitsdichte gezogen. Fiir jedes Sample wird eine Trajektorie berechnet, aus denen der Mittelwert
E(x), die Standardabweichung std(x) und die Wahrscheinlichkeitsdichte p(x) zum Endzeitpunkt be-
stimmt wird. Je grofler die Anzahl der verwendeten Sample ist, desto kleiner wird die Unsicherheit der
statistischen Groen. Dies ist exemplarisch fiir den Mittelwert gezeigt worden (asymptotisch exakte
Konvergenz). (B) Eine Alternative zum Monte Carlo Sampling stellt Latin Hyper Cube Sampling dar,
welches sich durch eine schnellere Konvergenz auszeichnet. Fiir eine zweidimensionale gleichverteilte
Wahrscheinlichkeitsdichte sind beide Verfahren dargestellt. Wegen der geringen Anzahl von Samples
sind beim Monte Carlo Sampling grofie Bereiche nicht exploriert (rot), wohingegen andere Bereiche
sehr dicht besetzt sind. Im Gegensatz dazu stellt Latin Hyper Cube Sampling auch fiir eine geringe
Anzahl von Samples eine gute Niaherung der Gleichverteilung dar.

Sampling werden hier keine zufilligen Samples generiert, sondern Sequenzen benutzt,
die eine gleichméBige Verteilung der Samples bewirken [James, 1980]. Dies ist am

Beispiel einer zweidimensionalen Gleichverteilung in Abb. 2.7B verdeutlicht.

2.3.4 Approximation mittels der Sigma-Punkt-Methode

Die bisher priasentierten Methoden dienen ausschlieBlich dazu, einen Uberblick beziig-
lich der Modellierung extrinsischer Storungen zu vermitteln. Dabei sind lediglich die
fir diese Arbeit relevanten Verfahren vorgestellt worden. Auf andere populidre Me-
thoden, wie das Importance Sampling oder die Polynomial Chaos Expansion, wird in
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dieser Arbeit nicht eingegangen. Bislang sind der Einfachheit halber eindimensionale
Probleme betrachtet worden, da die verwendeten Methoden daran anschaulich disku-
tiert werden konnen und die mathematischen Ausdriicke eine besonders simple Form
annehmen. Bei der Sigma-Punkt-Methode, die bei dieser Arbeit im Fokus steht, bietet
es sich jedoch an, die Herleitung mittels einer n¢-dimensionalen Zufallsvariablen & zu
beginnen. Ahnlich wie die GauB-Quadratur und Monte Carlo Sampling transformiert
die Sigma-Punkt-Methode eine diskrete Anzahl von Samples zur approximativen Be-
rechnung von Integralen [Julier et al., 2000, 2004]. Dazu wird ein Satz von 2n¢ + 1
Sigma-Punkten &, gewihlt, dessen Mittelwert E(£) und Kovarianz Cov(§) mit denen

der zu transformierenden Verteilung tibereinstimmen

& = E() (226)
& = B(§) + (/ne+ 0)Cov(e) | (227)
€vne = B(E) — W(né n n)cov(g))i. (2.28)

Dabei bezeichnet k eine reelle Konstante und <\/ (ne + KJ)COV(E)), die i-te Spalte
der Quadratwurzel der skalierten Kovarianzmatrix. AnschlieSfend werden die Sigma-
Punkte mittels der nichtlinearen Funktion n, = g(§;) transformiert. Der Mittelwert

und die Kovarianz ergeben sich dann zu

2ng
E(n) =) wm, (2.29)
0
277,{
Cov(n) = > wi(n; — E(n)) - (n; — E(n))" (2.30)
0
mit den Wichtungen
K
= 2.31
o ng+ kK ( 3 )
1
R 2.32
i 2(ne + k) (2:32)
1
Witp, = = (2.33)
¢ 2ng+ k)

Dies ist fiir die Reaktion erster Ordnung, aber auch fiir ein zweidimensionales Beispiel
in Abb. 2.8A illustriert. Der freie Parameter x regelt den Abstand der Sigma-Punkte
vom Mittelwert der Verteilung und kann beliebig gewéahlt werden. Es zeigt sich, dass
fir k = 3 — ng der Fehler vierter Ordnung der Kovarianz fiir eine normalverteilte
Zufallsvariable minimiert wird [Julier et al., 2000]. Dieses Verfahren ist jedoch nicht

ausschlieBlich fiir normalverteilte Zufallsvariablen geeignet, sondern findet in leicht
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Abbildung 2.8: Approximation mittels Sigma-Punkt-Methode. (A) Die Sigma-Punkt-Methode
wihlt lediglich 2n¢ + 1 Samples, die mittels der nichtlinearen Abbildung transformiert werden. Dies
ist fiir die bereits gezeigte Reaktion erster Ordnung demonstriert, aber auch fiir ein zweidimensionales
Beispiel. Aus den transformierten Samples kénnen der Mittelwert und die Varianz geschétzt werden.
Fiir nichtlineare Transformationen stellen diese jedoch nur Ndherungen dar. (B) Zur Bestimmung
des Mittelwertes und der Standardabweichung der Reaktion erster Ordnung werden Linearisierung,
Gauf-Quadratur, Monte Carlo Simulation und Sigma-Punkt-Methode verglichen. Der Fehler des Mit-
telwertes Ag und der Standardabweichung A,y bezogen auf die asymptotisch exakte Monte Carlo
Simulation zeigen in diesem Fall, dass die Sigma-Punkt-Methode die beste Naherung darstellt.

abgewandelter Form auch fiir asymmetrische Verteilungen Anwendung [Tenne et al.,
2003; Flassig et al., 2012].

Die Sigma-Punkt-Methode grenzt sich klar von den bislang prasentierten Verfahren ab
[Wu et al., 2006]. Zum einen beruht sie nicht, wie die Linearisierung, auf der Berech-
nung von Ableitungen, um die Transformation durch ein Ersatzmodell anzunahern.
Aus diesem Grund bereiten unstetige Transformationen keine Probleme und kénnen
einfach gehandhabt werden. Dennoch ist die Sigma-Punkt-Methode eine Néherung,
die ausschlieBlich fiir Polynome dritten Grades oder niedriger exakte Ergebnisse liefert
[Adurthi et al., 2017]. Im Gegensatz dazu kénnen mittels Gaufi-Quadratur und Monte
Carlo Simulationen die statistischen Momente asymptotisch exakt bestimmt werden.
Der rechnerische Aufwand ist jedoch fiir beide Verfahren immens. Die Gau3-Quadratur
skaliert exponentiell mit der Dimension des Systems O(n;*), weshalb diese Metho-
de nur fiir kleine Systeme anwendbar ist. Monte Carlo Simulationen sind zwar nicht
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vom Fluch der Dimension betroffen, dennoch muss eine enorme Anzahl von Samples
transformiert werden, um den Approximationsfehler zu minimieren. Die Sigma-Punkt-
Methode stellt im Kontrast dazu einen exzellenten Kompromiss aus Aufwand und Préa-
zision dar, da sie lediglich mit O(2n¢ + 1) skaliert. Um dies zu verdeutlichen, wird in
Abb. 2.8B die zeitliche Entwicklung des Mittelwertes und der Standardabweichung der
bereits betrachteten Reaktion erster Ordnung untersucht. Die Monte Carlo Simulation
mit 10 Samples stellt eine zuverlissige Referenzlosung dar, die mit der Linearisierung,
der GauB-Quadratur (n;, = 3 und n;, = 6) und der Sigma-Punkt-Methode verglichen
wird. Aus diesem Grund wird die Abweichung des Mittelwertes Ag und der Standard-
abweichung Ay, von den Ergebnissen der Monte Carlo Simulation als Maf§ fiir die
Giite der Néherung angesehen. Hinsichtlich beider Grofien ist zu erkennen, dass die
Linearisierung und Gauf}-Quadratur der Ordnung n; = 3 stark von eigentlichen Kur-
venverlauf abweichen und deshalb grofie Fehler aufweisen. Die Sigma-Punkt-Methode
und GauB-Quadratur der Ordnung n;, = 6 stellen jedoch akzeptable Naherungen dar.
Dabei ist anzumerken, dass die Sigma-Punkt-Methode fiir fast alle Zeitpunkte ge-
nauere Ergebnisse liefert, obwohl die gewohnliche Differenzialgleichung lediglich drei-
mal ausgewertet wird. Im Gegensatz dazu bendtigt die GauB-Quadratur der Ordnung
ny = 6 sechs Auswertungen zur Berechnung der statistischen Momente. Damit sind
an einem eindimensionalen, simplen Beispiel die Vorziige der Sigma-Punkt-Methode
im Vergleich zu konventionellen Verfahren zur Propagation von Unsicherheiten gezeigt
worden.

Aufgrund der Einfachheit der Implementierung, ihrer numerischen Stabilitdat und der
Genauigkeit bei geringem Rechenaufwand findet die Sigma-Punkt-Methode vielféltige
Anwendung in der Biologie [Schenkendorf et al., 2009; Flassig et al., 2012], der Ver-
fahrenstechnik [Kaiser et al., 2016] und weiteren Disziplinen [Wu et al., 2006]. Zudem
gibt es zahlreiche Erweiterungen und verwandte Arten der hier besprochenen Form
der Sigma-Punkt-Methode [Wu et al., 2006; Menegaz et al., 2015; Afshari et al., 2017].
Im weiteren Verlauf dieser Arbeit wird gezeigt, wie zusitzliche Modifikationen hin-
sichtlich der Simulation von Systemen, die intrinsischen, extrinsischen und externen
Stérungen unterworfen sind, vorgenommen werden konnen [Pischel et al., 2016, 2017].
Diese Modifikationen stellen einen Kernpunkt der Arbeit dar, die in Abschnitt 2.6

genauer untersucht werden.

2.4 Simulation intrinsischer Storungen

Auf molekularer Ebene kénnen chemische Reaktionen als stochastische, ungeordnete

Kollisionen einzelner Teilchen betrachtet werden [Gillespie, 1977]. Damit eine Reaktion
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stattfindet, miissen die Zusammenstofle entlang der Verbindungslinie der Atomkerne
erfolgen und dabei eine gewisse Aktivierungsenergie iiberschreiten. In Systemen mit
einer grofen Anzahl von Teilchen stoflen diese sténdig zusammen und Reaktionen
finden ununterbrochen statt. Einzelne Sto8e, die den Systemzustand andern, kénnen
deshalb nicht beobachtet werden, weshalb die Abundanzen der chemischen Spezies
als Kontinuum betrachtet werden konnen. Wird die Systemgrofie bei gleichbleibender
Konzentration der chemischen Spezies verringert, sollte laut der Ratengleichung keine
Veranderung der Systemdynamik verzeichnet werden. Es zeigt sich jedoch, dass sehr
kleine Systeme mit geringen Abundanzen aufgrund intrinsischer Stérungen stark vom
Verlauf der Ratengleichung abweichen kénnen [Wilkinson, 2009], siehe Abb. 2.9A. Die-
se Systeme verzeichnen weniger Sto8e, die zu Reaktionen fithren, weshalb die stochas-
tische Komponente der ungeordneten Teilchenbewegung sehr dominant ist. Chemische
Reaktionen konnen deshalb als diskrete, zufallige Ereignisse identifiziert werden, die
einen Sprung des Systemzustandes in einen anderen Zustand induzieren. Die Anderung
des Systemzustandes wird dabei durch die Stochiometrie der stattfindenden Reakti-
on bestimmt. Da bei einer Reaktion ausschliellich ganzzahlige Mengen an Molekiilen
gebildet bzw. verbraucht werden, stellen die Abundanzen der chemischen Spezies eben-
falls diskrete Grofien dar x(t) € Ny* [Gillespie, 1977]. Intrinsische Stérungen sind be-
sonders ausgeprégt bei der Genexpression, da nur wenige Kopien eines Gens innerhalb
des Zellkerns existieren [Paulsson, 2005; Kaufmann et al., 2007; Eldar et al., 2010].
Durch ihren bindren Wechsel vom aktiven in den inaktiven Zustand und umgekehrt
sorgen sie fiir rasche Anderungen und Schwankungen der Abundanzen nachgeschalte-
ter Produkte, sieche Abb. 2.9B. Die stochastische Genexpression stellt die Grundlage
fundamentaler Prozesse dar, die in biologischer Variabilitat und Vielfalt resultieren.
Neben der Heterogenitét mikrobieller Populationen [Ackermann, 2015] lassen sich auch
Prozesse, wie Zelldifferenzierung [Eldar et al., 2010; Chubb, 2017] oder die Bildung von
Krebszellen [Capp, 2017], darauf zuriickfithren. Im Laufe dieser Arbeit wird gezeigt
werden, dass auch Apoptose von der intrinsischen Storung der Genexpression betroffen
ist [Buchbinder et al., 2018].

Mathematisch interpretiert stellen intrinsische Storungen lediglich zuféllige Spriinge
des Systemzustandes in einem diskreten Zustandsraum dar. Die Anderung des Zu-
standes wird ausschliefilich vom momentanen Zustand bestimmt und ist unabhéngig
von dessen Vorgeschichte, weshalb Systeme dieser Art adédquat mittels eines Markov-
Prozesses modelliert werden kénnen [Gillespie, 1977]. Der Systemzustand stellt dabet,
analog zur deterministischen Betrachtungsweise der Ratengleichung, einen Vektor mit
den Abundanzen der chemischen Spezies dar. Die Abundanzen sind jedoch nicht ein-
deutig bestimmt, sondern werden durch Zufallsvariablen beschrieben. Anderungen des

Zustandes geschehen nur durch das Eintreten von Reaktionen. Tritt die Reaktion J
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Abbildung 2.9: Intrinsische Storungen in biochemischen Reaktionssystemen. (A) Am Beispiel der

Reaktion erster Ordnung wird gezeigt, dass mit steigender Systemgrole @ (initialer Systemzustand)
intrinsische Stérungen abnehmen und sich asymptotisch der Ratengleichung anndhern. Dies ist gut
an der Streuung der einzelnen Trajektorien zuerkennen, aber auch am Variationskoeffizienten. Die
Simulationen sind mittels des Gillespie-Algorithmus durchgefiihrt worden. (B) Gene kénnen in einem
aktiven (an) oder inaktiven (aus) Zustand vorkommen. Aufgrund der geringen Anzahl der Kopien
einzelner Gene sind sie besonders von intrinsischen Stérungen betroffen. Der stochastische Prozess
der Aktivierung bzw. Inaktivierung verursacht grofie Schwankungen nachgeschalteter Produkte, wie
mRNA und Proteine. Die roten Kurven bezeichnen den Mittelwert, wohingegen in blau eine einzelne
Realisierung gekennzeichnet ist. Hellblaue Schatten markieren die Zeitpunkte, bei denen das Gen
aktiv ist und die rote Verteilung zeigt die Dichte der chemischen Spezies zum Endzeitpunkt.

ein, springt der Systemzustand in einen benachbarten geméfl der Reaktionsstochiome-

trie

x(t) < x(t) + N, (2.34)
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Tabelle 2.1: Propensitéiten verschiedener Reaktionen [Gillespie, 1976].

Reaktion h;(x) ¢
Si+S — ... S;S; &
SZ' + 281 — ... %SZSZ<SZ — 1) QQLQJ

wobei IN; die J-te Spalte der stochiometrischen Matrix bezeichnet. Der Index der
néachsten Reaktion J sowie der Zeitpunkt ihres Eintretens stellen Zufallsvariablen dar,
die von den stochastischen Ubergangsraten (Propensititen) a(x) abhingen. Die Pro-
pensitidten konnen analog zu den deterministischen Reaktionsraten aus den Reakti-
onsgleichungen abgeleitet werden. Ublicher Weise werden sie in Faktoren zerlegt, die
vom Reaktionsmechanismus h;(x) bzw. den Systemeigenschaften ¢; abhéngen

aj(x) = h;j(x)c;. (2.35)

Eine Zusammenfassung der wichtigsten Propensititen sowie deren Bezug zu den de-
terministischen Reaktionskonstanten k; und dem Systemvolumen €2 ist in Tab. 2.1
gegeben [Gillespie, 1992].

Da chemische Reaktion intrinsisch stochastisch sind, konnen lediglich Wahrscheinlich-
keitsaussagen beziiglich des Systemzustandes getroffen werden. Die zeitliche Entwick-
lung der Wahrscheinlichkeit P(x), das System in einem bestimmten Zustand anzu-

treffen, wird durch die chemische Master-Gleichung (CME, chemical master equation)

bestimmt
d};(tm) = zlilaj(a: — N;)P(x — N;) — aj(z)P(x). (2.36)

Diese Gleichung stellt eine Differenzial-Differenzengleichung dar (kontinuierliche Zeit,
aber diskrete Zustdnde), die zu einem System von gewohnlichen Differenzialgleichun-
gen umgeformt werden kann [Munsky et al., 2006]. Der zeitliche Verlauf der Wahr-
scheinlichkeit jedes moglichen Zustandes wird dabei durch eine Differenzialgleichung
beschrieben. Aufgrund der Tatsache, dass die meisten biochemischen Systeme eine sehr
grofle Anzahl von moglichen Zustdnden besitzen, erweist es sich als besonders schwierig
die CME zu lésen (Fluch der Dimension). Lediglich einfache Spezialfille, wie unimo-
lekulare Reaktionen, konnen analytisch gelost werden [Gillespie, 2007; Jahnke et al.,
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2007]. Infolgedessen steht die Entwicklung approximativer Verfahren zur Losung der
CME im Fokus der aktuellen Forschung [Gillespie, 2007; Gillespie et al., 2013]. Im
Weiteren werden die wichtigsten Vertreter dieser Methoden sowie deren Stérken und

Schwachen vorgestellt.

2.4.1 Gillespie-Algorithmus

Die Tatsache, dass die CME selbst fiir sehr einfache biochemische Reaktionsnetzwerke
nicht losbar ist, hat Wissenschaftler rasch auf die Idee gebracht, einen komplemen-
taren Weg einzuschlagen und stattdessen zufallige Trajektorien oder Realisierungen
des Systems zu berechnen, die konsistent mit der CME sind [Wilkinson, 2009]. Aus
den Realisierungen konnen anschliefend die statistischen Momente sowie die Wahr-
scheinlichkeit, das System in einem gewissen Zustand zu finden, bestimmt werden. Die
frithesten Anséitze dieser Art betrachteten lediglich sehr spezielle Systeme mit heuris-
tischen Ndherungen [Nakanishi, 1972; Bunker et al., 1974]. Erst mit der Entwicklung
des Gillespie-Algorithmus [Gillespie, 1977] wurde eine exakte Methode etabliert, die
allgemein anwendbar ist und auf soliden physikalischen Annahmen beruht [Gillespie
et al., 2013]. Zur Berechnung zufélliger Realisierungen der CME miissen zwei Fragen

beantwortet werden:

o Wie grof§ ist das Zeitintervall 7* bis zur nachsten Reaktion?

o Welche Reaktion J tritt ein?
Es kann gezeigt werden, dass die Wahrscheinlichkeit der gesuchten Groflen in Abhén-
gigkeit des momentanen Systemzustands gegeben ist durch

P(r*, jlz) = e~ o, (@) (2.37)

mit ag(x) = 375, a;(x) [Gillespie, 1976]. Mittels der Erzeugung zweier gleichverteilter
Zufallszahlen r; und 7 aus dem Intervall [0, 1] konnen daraus das Zeitintervall bis zur

o (1) (2.38)

(lo(al) T1

nachsten Reaktion

und dessen Index J

2_1 aj(x) < raag(x) < ;aj(m) (2.39)

bestimmt werden. Durch systematisches Aktualisieren des Systemzustandes und der
Zeit sowie sukzessive Wiederholung der gesamten Prozedur kénnen Realisierungen bis

zu einem gewiinschten Endzeitpunkt ¢,,4 berechnet werden. Ahnlich wie bei der Monte
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Carlo Simulation liefert die Berechnung unabhéngiger Realisierungen der Systemtra-
jektorien ein umfassendes Bild der Dynamik des Reaktionsnetzwerkes. Mit zuneh-
mender Anzahl der berechneten Realisierungen konvergiert die Losung asymptotisch
gegen die exakte Losung der CME. Eine knappe Veranschaulichung des Gillespie-
Algorithmus in Pseudocode ist in Alg. 2.1 dargestellt. Zudem sind die in Abb. 2.9
gezeigten Kurven mit dem Gillespie-Algorithmus berechnet worden.

Algorithmus 2.1: Gillespie-Algorithmus [Gillespie, 1977]
Ergebnis: Berechnung zufalliger Systemtrajektorien

Initialisierung: ¢t < tg, < x¢;
while ¢t < t.,4 do
Berechnung der Propensitéiten a(x) und deren Summe ag(x);
Berechnung zweier gleichverteilter Zufallszahlen r; 5 aus dem Intervall [0, 1];
Berechnung des Zeitintervalls bis zur nachsten Reaktion 7*;
if t+ 7 > t.,q then
Aktualisierung der Zeit t < tcpnq;
else
Berechnung des Index der néchsten Reaktion J;
Aktualisierung der Zeit t <— t + 7* und des Zustandes
x(t+7°) « x(t) + N;

end

end

Der Gillespie-Algorithmus ist eine sehr etablierte Methode, die einfach implementiert
werden kann. Es zeigt sich jedoch, dass mit zunehmenden Abundanzen der chemischen
Spezies die Anzahl der stattfindenden Reaktionen und damit auch der Rechenaufwand
stark ansteigen. Die mittlere Zeit zwischen zwei Reaktionen ﬁ ist irgendwann so
kurz, dass die Berechnung technisch unméglich ist [Gillespie et al., 2013]. Aus diesem
Grund sind verschiedenste Approximationen dieses Algorithmus entwickelt worden,
die auf unterschiedlichen Naherungen beruhen [Gillespie, 2007; Gillespie et al., 2013].
Ausgehend von der Tatsache, dass biochemische Reaktionen eines Netzwerkes oft in
langsame und schnelle Reaktionen eingeteilt werden konnen, bietet es sich an, eine
Zeitskalenseparation vorzunehmen [Haseltine et al., 2002, 2005; Cao et al., 2005]. Ei-
ne sehr effiziente Formulierung ist durch eine hybride deterministisch-stochastische
Beschreibung gegeben, die langsame Reaktionen als diskrete Ereignisse und schnelle
Reaktionen als kontinuierliche Prozesse simuliert [Haseltine et al., 2002, 2005]. Dazu
werden die schnellen Reaktionen mittels gewohnlicher Differenzialgleichungen so lange
integriert, bis eine langsame Reaktion stattfindet. Der Systemzustand und die Zeit

werden entsprechend aktualisiert und die ganze Prozedur wiederholt, bis der Endzeit-
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punkt erreicht ist. Ein kurzer Abriss des Algorithmus, wie in [Haseltine et al., 2002]
vorgeschlagen, ist in Alg. A.1 zu finden.

Komplementére Anséitze beruhen auf der Beobachtung, dass der Gillespie-Algorithmus
viel Zeit fiir die Berechnung der Propensitaten nach der Aktualisierung des Systemzu-
standes benotigt. Es stellt sich jedoch heraus, dass sich die Propensitaten bei hohen
Abundanzen der chemischen Spezies nach dem Eintreten einer einzelnen Reaktion nicht
signifikant dndern [Gillespie, 2001], weshalb sie fiir ein gewisses Zeitintervall 7 als kon-
stant angenommen werden konnen. Ansétze dieser Art werden deshalb als 7-Leaping-
Algorithmen bezeichnet. Das Zeitintervall 7 muss grof§ genug sein, damit moglichst
viele Reaktionen eintreten konnen, aber gleichzeitig klein genug, um zu gewahrleis-
ten, dass die Propensititen keinen groBen Anderungen unterworfen sind [Gillespie,
2001]. Diese Einschréankung wird als Leaping-Bedingung bezeichnet. Zur Bestimmung
eines angemessenen Zeitintervalls und der darin erfolgenden Zustandsanderung wird
ausgenutzt, dass die Haufigkeit des Eintretens einer Reaktion eine Poisson-verteilte
Zufallsvariable mit Mittelwert und Varianz a;(z7) darstellt [Cao et al., 2006]. Ab-
hangig vom Mittelwert und der Varianz der Anzahl der zu erwartenden Reaktionen
wird das Zeitintervall 7 so gewahlt, dass die Leaping-Bedingung stets gewéhrleistet ist.
Die Anderung des Systemzustandes kann anschlieBend durch die Berechnung Poisson-
verteilter Zufallszahlen fiir jede Reaktion bestimmt werden. Stellt sich heraus, dass
die Abundanzen einiger Spezies negativ werden oder dies durch kritische Reaktionen
moglicherweise verursacht werden kann, wird fiir eine gewisse Anzahl von Reaktionen
der Gillespie-Algorithmus verwendet oder das Zeitintervall 7 verkiirzt. Die gesamte
Prozedur wird wiederholt, bis der Endzeitpunkt erreicht ist. In Alg. A.2 ist eine Zu-
sammenfassung des Algorithmus in Pseudocode, wie in [Cao et al., 2006] vorgeschlagen,
dargestellt.

Neben den hervorgehobenen speziellen Formen der Zeitskalenseparation [Haseltine
et al., 2002] und des 7-Leaping-Algorithmus [Cao et al., 2006] gibt es noch weitere
Methoden, wie diese umgesetzt werden konnen [Gillespie, 2007; Gillespie et al., 2013].
Beide der hier vorgestellten Formen des approximativen Gillespie-Algorithmus werden
jedoch im spéateren Verlauf dieser Arbeit erneut auftauchen. Obwohl die Urspriinge der
stochastischen Modellierung biochemischer Reaktionssysteme weit in die Vergangen-
heit zurtickreichen [Gillespie, 1977], zeigt sich, dass dies auch heute noch ein aktueller
Forschungszweig ist. Besonders die Implementierung schneller und robuster Algorith-
men steht dabei im Vordergrund, um diese Methoden einer breiten Anwenderschaft
zuganglich zu machen [Sanft et al., 2011; Somogyi et al., 2015; Kazeroonian et al.,
2016; Drawert et al., 2016].
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2.4.2 Finite-State-Projection-Algorithmus

Wie bereits diskutiert, ist es moglich, die CME als System von gekoppelten Diffe-
renzialgleichungen zu interpretieren. Dabei wird die zeitliche Entwicklung der Wahr-
scheinlichkeit jedes Zustandes durch eine Differenzialgleichung beschrieben. Mittels
Kombination aller moglichen Reaktionen, die in einem gewissen Zustand beginnen

oder enden, ist es moglich, dessen zeitliche Entwicklung mithilfe von

—ym ae) | P()
dP(aj) Cll(.’D—N1> P(CC—Nl)
2 - ; . 5 (2.40)
Any(@ — Nopyp) P(x — N,,)

zu berechnen [Munsky et al., 2006]. Wird eine geeignete Auflistung der Menge aller
moglichen Zustdande X vorgenommen, lasst sich dessen zeitliche Entwicklung anhand

einer linearen Gleichung bestimmen

dP(X)

o =AP(X). (2.41)

In diesem Fall bezeichnet P einen Vektor, der jedem moglichen Zustand eine Wahr-
scheinlichkeit zuordnet. Die Koeffizienten der zeitunabhéngigen Matrix A ergeben sich

zu

— Y 0E ap(x;) ,wenni=j
Aij = ay(®;) Y jmit x; =2+ Ni o, (2:42)

0 , sonst

wobei X;, X ; und X, die i-te, j-te und k-te Realisierung beziiglich der Auflistung der
Menge aller moglichen Zusténde darstellen [Munsky et al., 2006]. Demnach kann die
Wahrscheinlichkeit, das System in einem bestimmten Zustand zu finden, durch Inte-
gration von Gl. 2.41 bestimmt werden. Da die Matrix A und die Menge aller moglichen
Zustande X in der Regel sehr grof§ sind, wird eine Reduktion des Zustandsraumes zu
X" yorgenommen, siche Abb. 2.10. Reaktionen, die aus dem reduzierten Zustands-
raum hinausfithren, werden dabei in einem einzigen Zustand gespeichert, der eine Sen-
ke darstellt. Je grofler der reduzierte Zustandsraum und je kleiner die Senke ist, desto
genauer ist der Finite-State-Projection-Algorithmus. Die Genauigkeit des Algorithmus
kann durch Summation der Wahrscheinlichkeit zu einem bestimmten Zeitpunkt t.,q
aller Zustéinde abgeschatzt werden, da diese im Idealfall eins ergibt

e=1— Y P(Xitma). (2.43)

XieXred
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Abbildung 2.10: Reduktion des Zustandsraumes beim Finite-State-Projection-Algorithmus. Aus-
schlielich relevante Zustdnde werden betrachtet, wodurch der in der Regel unendlich dimensionale
Zustandsraum (rot) in einen endlich dimensionalen (blau) iiberfiihrt wird. Reaktionen, die aus dem
reduzierten Zustandsraum hinausfiihren (roter Pfeil), miinden in einem einzigen Zustand, der eine
Senke darstellt.

Die durch die Naherung verursachte Abweichung e stellt die Wahrscheinlichkeit dar,
die durch die Senke absorbiert wird und kann als Mafl der Giite verstanden werden.
Durch die Vergrolerung des reduzierten Zustandsraumes kann die Giite der Naherung
erhoht werden, bis € kleiner als eine definierte Schranke ist [Munsky et al., 2006].

Der Finite-State-Projection-Algorithmus ist eine sehr elegante Methode zur Losung der
CME, die sich durch Integration eines Gleichungssystems ergibt. Es stellt sich jedoch
heraus, dass diese Methode nur fiir kleine Systeme geeignet ist, da reale Systeme nicht
hinreichend prazise durch den reduzierten Zustandsraum angenahert werden kénnen.
Weiterentwicklungen des Algorithmus zeigen eine breitere Anwendbarkeit [Peles et al.,
2006; Munsky et al., 2008; Waldherr et al., 2012], doch diese reichen bei weitem nicht
aus, um reale Modelle akkurat zu simulieren. Zudem fehlen geeignete Implementierun-
gen dieser Anséitze, weshalb sie selten verwendet werden.

2.4.3 Q-Entwicklung

Die Q-Entwicklung stellt eine Taylor-Entwicklung der CME dar [van Kampen, 2007,
die es erlaubt, die statistischen Momente des Systemzustandes ndherungsweise zu be-
stimmen. Dazu wird eine Variablentransformation des Systemzustandes vorgenom-
men

x(t)

== o)+ (2.44)

3l
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In diesem Fall bezeichnet €2 das Systemvolumen und ¢(t) die Konzentrationen der che-
mischen Spezies, die durch die Ratengleichung gegeben sind. Die statistischen Eigen-
schaften der kontinuierlichen Zufallsvariable € bestimmen die Abweichung der Losung
der CME von der Losung der Ratengleichung. Die CME kann dann durch Einsetzen
von Gl. 2.44 und anschliefende Entwicklung beziiglich 0z approximiert werden. In
der niedrigsten Ordnung ergibt sich fiir den Mittelwert des Systemzustandes die bereits
bekannte Ratengleichung Gl. 2.2. Die niedrigste Ordnung der Kovarianz fithrt auf die
Linear-Noise-Approximation [Elf et al., 2003; Paulsson, 2005; van Kampen, 2007]

d
ch;(:v) = JCov(x) + Cov(x)J + D (2.45)
Dabei bezeichnet J die Jacobi-Matrix
or
J=N— 2.46
5 (2.46)

und D die Diffusionsmatrix mit den Eintragen

nR
Dij =) NyNjri(z) (2.47)
k=1

mit ¢, = 1...ng. Unter Einbeziehung hoherer Ordnungen ergeben sich zusétzliche
Korrekturterme fiir den Mittelwert und die Kovarianz [Grima, 2010, 2011], wodurch
die Genauigkeit noch weiter gesteigert werden kann. Im Gegensatz zum Gillespie-
und Finite-State-Projection-Algorithmus ist es mit dieser Methode nicht moglich, die
Wahrscheinlichkeitsverteilung des Systemzustandes zu rekonstruieren. Es lassen sich
lediglich statistische Momente bestimmen, durch die die Losung der CME charakte-
risiert wird. Zudem ist eine absolute Fehlerabschétzung nicht moglich, weshalb zur
Priifung der Resultate der Q-Entwicklung asymptotisch exakte Verfahren, wie der
Gillespie-Algorithmus, verwendet werden miissen. Dennoch findet die hier beschriebene
Methode eine breite Anwendung, da sie es ermoglicht, die statistischen Momente mit-
tels einfacher Integration gewohnlicher Differenzialgleichungen zu berechnen. Zudem
ermoglichen schnelle Implementierungen, diese Methoden benutzerfreundlich anzuwen-
den [Kazeroonian et al., 2016]. Ahnlich wie andere Methoden, die die Losung der CME
mittels der statistischen Momente des Systemzustandes charakterisieren, ist auch die
Q-Entwicklung von numerischen Instabilitiaten gekennzeichnet [Lee et al., 2009; Azun-
re et al., 2011]. Dies kann zu unphysikalischem Verhalten fithren, wie beispielsweise
negative Abundanzen, negative Varianzen oder falsche Konvergenzeigenschaften der
chemischen Spezies. Je mehr Korrekturterme der Q-Entwicklung beriicksichtigt wer-
den, desto praziser werden ihre Vorhersagen. Da a priori nicht klar ist, wie viele Terme
zu beriicksichtigen sind, um ein zuverlassiges Ergebnis zu erhalten, ist die Genauigkeit

der Vorhersagen ungewiss.
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2.5 Simulation externer Storungen

In den bisherigen Abschnitten ist die mathematische Formulierung und Handhabung
stochastischer Effekte in biochemischen Systemen, wie Zellvariabilitat und probabilis-
tische Reaktionen, detailliert erliutert worden. Zellvariabilitdt kann als Unsicherheit
hinsichtlich gewisser Parameter in der Modellstruktur aufgefasst werden, wohingegen
probabilistische Reaktionen als inhérent stochastischer Prozess interpretiert werden
konnen. Um die Dynamik einzelner Zellen zur Beschreibung einer Population prézi-
se vorherzusagen, miissen jedoch neben intrinsischen und extrinsischen auch externe
Storungen betrachtet werden, die als Fluktuationen der Umgebung angesehen wer-
den kénnen [Pischel et al., 2017]. Diese sind von besonderer Wichtigkeit fiir die Bio-
prozesstechnik, da die Steuerung und Regelung industrieller Prozesse ausschlieBlich
iiber externe Einflussnahme geschieht. Neben natiirlichen Umwelteinfliissen, wie Son-
neneinstrahlung oder Niederschlag, sind auch experimentell einstellbare Grofen, wie
Reaktortemperatur, pH-Wert oder Zelldichte, von Schwankungen nicht ausgeschlos-
sen. Einzelne Zellen sind deshalb unterschiedlichen externen Einfliissen ausgesetzt und
weisen eine individuelle Entwicklung auf. Je grofler das betrachtete System ist, desto
ausgepragter sind externe Storungen [Bar-Even et al., 2006; Wilkinson, 2009; Delvigne
et al., 2017]. Aus diesem Grund stellt die Skalierung verfahrenstechnischer Prozesse
vom Labormafistab auf die industrielle Skala eine grofie Herausforderung dar.

Hinsichtlich der Modellierung lassen sich externe Storungen in Unsicherheiten der Mo-
dellparameter und stochastische Prozesse einteilen. Beispiele fiir unsichere Parameter,
die sich signifikant auf die zellulire Dynamik auswirken konnen, sind unter anderem
Inhomogenititen des Agarbodens in Petrischalenexperimenten [Croze et al., 2011] oder
lokale Unterschiede der Zelldichte [Weber et al., 2012]. Diese Effekte kénnen analog
zu extrinsischen Stérungen modelliert werden, was die mathematische Beschreibung
externer Storungen stark vereinfacht. Stellen externe Storungen jedoch stochastische
Prozesse dar, werden diese in der Regel mittels aufwendiger kinetischer Monte Car-
lo Simulationen, dhnlich wie der Gillespie-Algorithmus zur Beschreibung intrinsischer
Storungen, berechnet. So lassen sich beispielsweise stochastische Trajektorien einzelner
Zellen in inhomogenen Bioreaktoren [Lapin et al., 2004; Delafosse et al., 2015] simulie-
ren. Im Folgenden wird vereinfacht angenommen, dass externe Storungen stets durch
Unsicherheiten der Modellparameter ausdriicken werden kénnen. Somit lassen sich ex-
trinsische und externe Storungen nicht hinsichtlich ihrer mathematischen Handhabung
unterscheiden, weshalb zukiinftig der Einfachheit halber die Bezeichnung extrinsische

Storung synonym fiir extrinsische und externe Stérungen verwendet wird.
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2.6 Simultane Simulation extrinsischer und

intrinsischer Storungen

Biologische Zellen stellen stochastische Reaktionssysteme dar, die in einer inhomoge-
nen Umgebung agieren, weshalb intrinsische und extrinsische Stoérungen nie einzeln
auftreten, siche Abb. 2.11A. Experimentell ist gezeigt worden, dass diese Stérungen in
einer komplexen Weise miteinander wechselwirken und nicht unabhéngig voneinander
sind [Raser et al., 2004]. So werden intrinsische Stérungen durch extrinsische Stérun-
gen beeinflusst [Swain et al., 2002], aber auch umgekehrt [Elowitz et al., 2002]. Um
die Wechselwirkung beider Arten von Storungen zu illustrieren, ist in Abb. 2.11B-C
ihre Auswirkung auf einen Zerfallsprozess X — () dargestellt. Intrinsische Stérungen
beschreiben probabilistische Reaktionen, die mittels des Gillespie-Algorithmus berech-
net werden. Im Gegensatz dazu resultieren extrinsische Storungen in unterschiedlichen
Anfangsbedingungen einzelner Zellen, die mithilfe von Monte Carlo Simulationen in
Kombination mit der Integration der Ratengleichung ermittelt werden. Beide Arten
von Storungen fithren zu Unsicherheiten des Systemzustandes, die mittels der Wahr-
scheinlichkeitsdichte p, dem Mittelwert E(z) und der Standardabweichung std(x) cha-
rakterisiert werden konnen. Die Kombination beider Storungen bewirkt eine zusétzli-
che Streuung, die sich durch eine Verbreiterung der Verteilung bemerkbar macht, sieche
Abb. 2.11D.

Die simultane Modellierung unterschiedlicher Arten von Stérungen wird selten behan-
delt. In der Regel wird vereinfacht angenommen, dass intrinsische oder extrinsische
Storungen zu vernachlassigen sind. Dies lasst sich dann rechtfertigen, wenn alle che-

mischen Spezies zahlreich vorhanden sind oder externe Storungen nur sehr langsam

A B intrinsisch C extrinsisch Dintrinsisch + extrinsisch
80 zample 80 80
extrinsisch - 60 | = rauschfrei 60 60
x = x x =

extern - 40 40 40

intrinsisch - -

sisc 20 | E(x) =303 20 | E(x) =30.4 20| E() =304

std(x) = 3.3 std(x) = 6.0 std(x) =7.1
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Abbildung 2.11: Stoérungen in biochemischen Reaktionssystemen [Pischel et al., 2017]. (A) Un-
terschiedliche Arten von Storungen nehmen Einfluss auf die zelluldre Dynamik. Die Auswirkung
intrinsischer (B), extrinsischer (C) sowie die Kombination intrinsischer und extrinsischer Stérungen
auf einen Zerfallsprozess resultieren in Unterschieden hinsichtlich der Wahrscheinlichkeitsdichte p, des
Mittelwertes E(z) und der Standardabweichung std(x).
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im Vergleich zur Systemdynamik fluktuieren [Voliotis et al., 2016]. Mit der schnellen
technischen Entwicklung der Computerchips [Moore, 1998] folgte ein verstarktes In-
teresse an detaillierten Simulationen, um der Realitéit ein Stiick ndher zu riicken. Erste
Ansatze die CME zu erweitern, stellen die Beriicksichtigung von Diffusionsprozessen
dar [Gardiner, 1976; Andrews et al., 2004; Bernstein, 2005], die es erlauben stochas-
tische Transportprozesse und Reaktionen zu koppeln. Andere Methoden sind in der
Lage Fluktuationen der dynamischen Umgebung als zeitabhédngige Storungen einzu-
beziehen [Shahrezaei et al., 2008; Hilfinger et al., 2011; Zechner et al., 2014; Thanh
et al., 2015; Voliotis et al., 2016]. Dies kann beispielsweise mittels zeitabhingiger Ra-
tenkonstaten erfolgen. In dieser Arbeit werden extrinsische Storungen ausschliellich
als Unsicherheiten beziiglich der Modellparameter angesehen. Diese unterliegen einer
gewissen Verteilung, die jeder Zelle zuféllige Realisierungen dieser Parameter zuord-
net. Die einfachste Moglichkeit, Systeme dieser Art zu simulieren besteht darin, die
Anfangsbedingungen fiir jede Zelle mittels Monte Carlo Simulationen zu ermitteln und
anschliefend die zeitliche Entwicklung mithilfe des Gillespie-Algorithmus zu berechnen
[Wilkinson, 2009]. Die Kombination beider Methoden ist zwar asymptotisch exakt, je-
doch geht sie mit einem immensen Rechenaufwand einher. Approximative Ansétze zur
Reduzierung des Rechenaufwandes gibt es nur wenige. Probleme bei denen unsichere
Parameter lediglich die Anfangsbedingungen der chemischen Spezies betreffen, kénnen
mittels des Finite-State-Projection-Algorithmus oder der Q2-Entwicklung angegangen
werden. Beide Methoden weisen jedoch verschiedene Nachteile auf, die in den vori-
gen Abschnitten bereits benannt worden sind. Ein vielversprechendes Verfahren, das
nicht nur fir Unsicherheiten beziiglich der Anfangsbedingungen chemischer Spezies,
sondern auch fiir andere unsichere Parameter anwendbar ist, stellt die Erweiterung
der Q2-Entwicklung dar. Dies kann durch Kombination mit der Sigma-Punkt-Methode
[Toni et al., 2013] oder der GauB-Quadratur erfolgen [Bayati, 2017]. Dabei wird an-
genommen, dass sich die Gesamtvariabilitdt durch Superposition intrinsischer und ex-
trinsischer Komponenten zusammensetzt. Ahnlich wie die Q-Entwicklung sind auch
ihre Erweiterungen hinsichtlich extrinsischer Stérungen von numerischen Instabilita-
ten nicht befreit. Es ist deshalb nicht klar, wie zuverléssig die erzielten Ergebnisse sind.
Zudem wird der Systemzustand nur durch seine statistischen Momente charakterisiert
und nicht durch die zugrunde liegende Wahrscheinlichkeitsdichte. Um die Schwachen
der bestehenden Methoden zu tiberwinden, wird im Folgenden eine Methode entwi-
ckelt, die in der Lage ist, simultan extrinsische und intrinsische Storungen in effizienter

Weise zu simulieren.
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2.6.1 Kombination der Sigma-Punkt-Methode und des
Gillespie-Algorithmus

Wie bereits erlautert stellt die Kombination von Monte Carlo Simulationen und des
Gillespie-Algorithmus zur Beschreibung extrinsischer und intrinsischer Stérungen eine
addquate Methode dar, um die CME mit unsicheren Parametern zu lésen [Wilkinson,
2009]. Mit steigender Anzahl der berechneten Trajektorien nihert sich die Losung der
Monte Carlo Methode beliebig genau an die Losung der CME an. Der grofle Nach-
teil dieser Methode besteht in der schlechten Konvergenz, die zu einem immensen
Rechenaufwand und grofien Simulationszeiten fithrt. Besonders in Optimierungspro-
blemen, die Modellsimulationen fiir diverse Parameterkonfigurationen erfordern, stellt
der grofle Rechenaufwand eine uniiberwindbare Hiirde dar. Systeme mit Storungen
auf unterschiedlichen Skalen werden deshalb duflerst selten in theoretischen Studien
behandelt.

Die Kombination des Gillespie-Algorithmus mit Monte Carlo Simulationen kann als
Berechnung von Trajektorien einzelner Zellen verstanden werden, die sich in der kon-
kreten Realisierung ihrer unsicheren Parameter unterscheiden und deren zeitliche Ent-
wicklung durch stochastische Prozesse bestimmt wird. In Abb. 2.12A wird zur Illus-
tration das in Abb. 2.5 bereits gezeigte Beispiel der Reaktion erster Ordnung erneut
aufgegriffen. Zusatzlich zu den intrinsischen Storungen wird angenommen, dass die
Ratenkonstante ein unsicherer Parameter ist, der durch eine Normalverteilung be-
schrieben wird. Aus den einzelnen Trajektorien konnen statistische Momente und die
Wahrscheinlichkeitsdichte berechnet werden, die jedoch nur langsam konvergieren. Der
Ansatz, der in dieser Arbeit verfolgt wird, besteht darin, nicht die Zeitverlaufe einzelner
Zellen, sondern die stochastische Dynamik von Zellpopulationen zu berechnen, deren
Superposition als Naherung der Losung der CME betrachtet wird, siehe Abb. 2.12B.
Fir das hier betrachtete Beispiel zeigt sich, dass der Mittelwert und die Standard-
abweichung bestimmt mit beiden Methoden sehr gut iibereinstimmen, was darauf
hindeutet, dass der hier vorgeschlagene Ansatz eine akzeptable Néherung darstellt.
Dartiber hinaus werden weniger Funktionsauswertungen des zeitaufwandigen Gillespie-
Algorithmus benétigt, wodurch die Simulation erheblich beschleunigt wird.

Bisher wurde lediglich qualitativ das Konzept des neuen Ansatzes diskutiert, aber keine
Angaben dartiber gemacht, wie die stochastische Dynamik der Populationen berechnet
und deren Superposition erfolgen soll. In den vorigen Abschnitten sind verschiedene
Methoden zur Simulation extrinsischer und intrinsischer Storungen, sowie deren Vor-
und Nachteile, diskutiert worden. Hinsichtlich der Simulation extrinsischer Storungen

hat sich die Sigma-Punkt-Methode, die einen guten Kompromiss aus Rechenaufwand



2.6 SIMULTANE SIMULATION EXTRINSISCHER UND INTRINSISCHER STORUNGEN 41

A- B -

stochastische Einzelzelldynamik stochastische Populationsdynamik
40 E - 40 E . |
;st(é(()x)}berechnet aus Samples T st(é(()x)}berechnet aus Populationen
— Sample Populationen -7

0 5 10 0 5 10
Zeit [s] / \ Zeit [s]

|—> Ubergang von der stochastischen Dynamik einzelner Zellen
zur stochastischen Dynamik von Zellpopulationen

» schnellere Konvergenz durch Superposition der stochastischen
Dynamik von Zellpopulationen

Abbildung 2.12: Stochastische Einzelzelldynamik wvs. stochastische Populationsdynamik am Bei-
spiel der Reaktion erster Ordnung. (A) Die Simulation von stochastischen Trajektorien einzelner,
unterschiedlicher Zellen ergibt ein umfassendes Bild der Populationsdynamik. Der Nachteil dieser
Methode ist die sehr langsame Konvergenz. (B) Im Gegensatz dazu konvergiert die Superposition
der stochastischen Dynamik von Zellpopulationen schneller zu einer approximativen Losung. Die ap-
proximative Losung ist eine exzellente Naherung der exakten Losung, was am fast identischen Verlauf
des Mittelwertes E(x) und der Standardabweichung std(«) zu erkennen ist.

und Préazision darstellt, als vielversprechender Ansatz herausgestellt. Diese Methode
ermoglicht es, mithilfe einer geringen Anzahl von Samples (Sigma-Punkte) die statisti-
schen Momente einer nichtlinearen Funktion, die von unsicheren Parametern abhangt,
zu berechnen. Zur Erweiterung auf Systeme mit intrinsischen Stérungen bietet sich die
Kombination mit dem Gillespie-Algorithmus oder einer approximativen Version dieses
Algorithmus an [Pischel et al., 2016, 2017]. Die nichtlineare Funktion zur Transforma-
tion der Sigma-Punkte ist in diesem Fall durch einen stochastischen Prozess gegeben.
Auf diese Weise lésst sich eine intrinsisch stochastische Komponente zur Populations-
dynamik, die mittels der Sigma-Punkt-Methode berechnet wird, hinzufiigen. Die zu-
grunde liegende Wahrscheinlichkeitsverteilung, die den Systemzustand charakterisiert,
kann aus den statistischen Momenten unter Einbeziehung von Annahmen rekonstruiert
werden. Wiederholte Simulationen mittels der Kombination beider Methoden liefern
aufgrund des stochastischen Prozesses, der fiir die nichtlineare Transformation benutzt
wird, stets unterschiedliche Populationsdynamiken. Dies driickt sich in Abweichungen
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Algorithmus 2.2: Kombination der Sigma-Punkt-Methode und des Gillespie-
Algorithmus [Pischel et al., 2016, 2017]
Ergebnis: Berechnung der approximativen Losung der CME

Berechnung der Sigma-Punkte &;;
for j=1:ndo
Berechnung der transformierten Sigma-Punkte m; mittels
Gillespie-Algorithmus;
Berechnung des Mittelwertes E(n) und der Kovarianz Cov(n);
Berechnung der Wahrscheinlichkeitsdichte p; = N (E(n), Cov(n));
end

Superposition der Dichten p; = 377 | w;p; mit w; = %;

hinsichtlich der ermittelten statistischen Momente und der daraus berechneten Wahr-
scheinlichkeitsdichten aus. Durch Superposition einer hinreichend groffen Anzahl von
Dichten n ergibt sich dann die gesuchte Naherung der Losung der CME. Um dieses
hier im Wortlaut beschriebene Verfahren néher zu erldutern, wird in Alg. 2.2 eine Dar-
stellung in Pseudocode gegeben. Zudem wird im folgenden Abschnitt eine detaillierte
Analyse beziiglich der Konvergenz und Préazision der hier vorgestellten approximativen
Methode zur Losung der CME prasentiert.

Vergleich mit konventionellen Methoden

Fir das Beispiel der Reaktion erster Ordnung ist bereits gezeigt worden, dass die
in dieser Arbeit vorgestellte Methode in der Lage ist, biochemische Reaktionssyste-
me mit extrinsischen und intrinsischen Storungen akkurat zu simulieren. Dies ist an
der guten Ubereinstimmung des Mittelwertes und der Standardabweichung mit der
asymptotisch exakten Monte Carlo Methode zu erkennen. In vielen Anwendungen
stellt sich jedoch heraus, dass es nicht ausreichend ist, eine Verteilung mithilfe der
ersten beiden statistischen Momente zu charakterisieren. Besonders multimodale Ver-
teilungen, die stark von der Normalverteilung abweichen, werden am besten durch
ihre Wahrscheinlichkeitsdichte beschrieben. Aus diesem Grund wird im Folgenden die
Giite und Konvergenz der Wahrscheinlichkeitsdichte, ermittelt mit der in dieser Ar-
beit vorgestellten Methode, untersucht und mit konventionellen Methoden verglichen.
Konventionelle Methoden beruhen auf Monte Carlo Simulationen kombiniert mit dem
Gillespie-Algorithmus, die mittels Kerndichteschitzung oder Histogrammeinteilung in
der Lage sind, die Wahrscheinlichkeitsdichte zu ermitteln. Zur Veranschaulichung sind
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diese in Abb. 2.13A am Schlogl-Modell illustriert
k1
2X4+A 23X (2.48)
B =X, (2.49)

das trotz seiner Einfachheit interessante Effekte, wie bimodales Verhalten, aufzeigen
kann. Das betrachtete System ist neben intrinsischen auch von extrinsischen Stérun-
gen betroffen, die durch eine log-normalverteilte Initialmenge der chemischen Spezi-
es X gekennzeichnet sind. Im Gegensatz zu den Monte Carlo Ansitzen, die auf der
Berechnung zufalliger Realisierungen der Initialmenge von X basieren, zeichnet sich
der Sigma-Punkt-Ansatz dadurch aus, dass lediglich eine geringe Anzahl von Samples
deterministisch berechnet wird, sieche Abb. 2.13A. Diese werden wiederholt als Initi-
alzustand fiir den stochastischen Prozess benutzt. Die sich ergebende Approximation
der Wahrscheinlichkeitsdichte p aller Methoden wird mit einer Referenzlosung p ver-
glichen. Als Ahnlichkeitsmafl wird die euklidische Distanz [Cha, 2007]

A=\(p-py (2.50)

verwendet. Je kleiner die euklidische Distanz ist, desto &dhnlicher sind die Dichten.
Da alle hier verwendeten Methoden zur Berechnung der zeitlichen Entwicklung des
Systems auf stochastischen Prozesses beruhen, liefern wiederholte Berechnungen der
Wahrscheinlichkeitsdichte p stets unterschiedliche Ergebnisse. Um eine statistische
Aussage treffen zu konnen, werden deshalb wiederholte Berechnungen vorgenommen.
Der Mittelwert der euklidischen Distanz E(A) kann dabei als Maf fiir die Giite der Na-
herung und deren Standardabweichung std(A) als Maf fiir die Konvergenz betrachtet
werden. In Abb. 2.13B sind beide Groflen in Abhéngigkeit von den Funktionsauswer-
tungen der jeweils benutzten Form des Gillespie-Algorithmus dargestellt. Die Monte
Carlo Ansétze verwenden den Gillespie-Algorithmus, der konsistent mit der CME ist,
wohingegen der Sigma-Punkt-Ansatz den approximativen 7-Leaping-Algorithmus ver-
wendet, um die Berechnung der Trajektorien zusétzlich zu beschleunigen. Dabei ergibt
sich die Anzahl der Funktionsauswertungen der Monte Carlo Ansétze aus der Anzahl
der verwendeten Realisierungen ny,¢. Im Gegensatz dazu ist die Anzahl der Funktions-
auswertungen des Sigma-Punkt-Ansatzes durch die Anzahl der Sigma-Punkte (2ne+1)
multipliziert mit der Anzahl der aufsummierten Verteilungen n gegeben. Deutlich zu
erkennen ist, dass fiir bis zu etwa 300 Funktionsauswertungen der Sigma-Punkt-Ansatz
genauere Ergebnisse liefert als die Monte Carlo Ansétze. Zudem konvergiert der Sigma-
Punkt-Ansatz weitaus schneller, weshalb die resultierenden Verteilungen dieses Ansat-

zes robuster und stabiler sind.



44 2 MATHEMATISCHE MODELLIERUNG BIOCHEMISCHER SYSTEME

)

- Hilstogramml
-------- Kerndichteschatzung
= SP + 7-Leaping
Zeit [S] ' \ N'~.~.~._'._' """ : ............................
700 - :
Kerndichteschatzung s o R, S 0.02 : : : :
T S 0 100 200 300 400 500
X 350 s gRESTT .
e T S e Funktionsauswertungen
0.03
. g ooz [\,
A . T N,
= D et s Y @ 0.01 -Q«".".':"_-;-: ...........................
1 L —= O 1 1 1 1
0 0 100 200 300 400 500
\ Zeit [s] / K Funktionsauswertungen /

Abbildung 2.13: Approximation der Monte Carlo Methoden am Beispiel des Schlogl-Modells [Pi-
schel et al., 2017]. (A) Die Wahrscheinlichkeitsdichte der mittels Monte Carlo Simulation kombiniert
mit dem Gillespie-Algorithmus berechneten Samples kann mithilfe eines Histogrammansatzes oder
einer Kerndichteschétzung ermittelt werden. Im Gegensatz dazu verwendet der Sigma-Punkt-Ansatz
lediglich 2n¢ +1 Samples, die mehrmals mittels des 7-Leaping-Algorithmus transformiert werden. Auf
diese Weise werden extrinsische und intrinsische Stérungen effizient approximiert. Anschliefend kann
aus der Superposition der resultierenden Dichten die approximative Losung der CME &hnlich wie bei
der Kerndichteschdtzung berechnet werden. Fiir eine bessere visuelle Darstellung sind die gezeigten
Verteilungen skaliert. (B) Die Giite E(A) und Konvergenz std(A) in Abhéngigkeit der Funktionsaus-
wertungen des Gillespie-Algorithmus oder seiner approximativen Form zeigen die rechentechnischen
Vorteile des Sigma-Punkt-Ansatzes.

Um die rechentechnischen Vorteile weiter zu untermauern, wird eine umfassende Ana-
lyse an weiteren Modellen vorgenommen. Dazu wird als erstes ein einfaches Gen-Modell
betrachtet [Pischel et al., 2016, 2017]

k1
Genporr = Genpy (2.51)
ko
Genon Fy Genpy + A (2.52)
A+B B o (2.53)

Das Modell besteht aus einem einzelnen Gen, das zwischen einem aktiven Zustand
Genpy und einem inaktiven Zustand Genppr wechseln kann. Ausschliellich im akti-
ven Zustand wird Protein A gebildet, das von Protein B zerstort wird. Dieses System
ist von starken intrinsischen Storungen gepréagt, die durch die geringe Abundanz des
Gens verursacht werden. Zusatzlich werden extrinsische Storungen durch eine log-
normalverteilte Initialmenge des Proteins B hervorgerufen. Die Synergie beider Sto-
rungen verursacht bimodales Verhalten, das fiir Protein A in Abb. 2.14A dargestellt
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ist. Zusatzlich ist die mit dem approximativen Sigma-Punkt-Ansatz ermittelte Dich-
te, die sich durch Superposition einzelner Verteilungen zusammensetzt, illustriert. Es
stellt sich dabei heraus, dass der approximative Ansatz qualitativ in der Lage ist, das
Verhalten der scharfen bimodalen Verteilung widerzuspiegeln. Im Gegensatz zur vori-
gen Untersuchung wird diesmal der Fokus ausschliellich auf den Vergleich des Sigma-
Punkt-Ansatzes und der Kerndichteschéitzung gelegt. Die Kerndichteschétzung liefert
im Kontrast zum Histogramm glatte Verteilungen, die keine Unstetigkeiten beinhal-
ten. Da a priori nicht klar ist, welche Bandbreite der Kerne zu wéahlen ist, werden
verschiedene Bandbreiten systematisch getestet. In diesem Fall werden Normalvertei-
lungen als Kerne verwendet, deren Bandbreite durch ihre Standardabweichung gegeben
ist. Ahnlich wie auch im vorigen Beispiel werden der Mittelwert und die Standardab-
weichung der euklidischen Distanz als Maf fiir die Giite und Konvergenz der Verteilung
genutzt. Zum Vergleich der Giite wird die Differenz des Mittelwerts der euklidischen
Distanz beider Verfahren E(Age) — E(Agp) gebildet. Analog dazu wird fiir den Ver-
gleich der Konvergenz die Differenz der Standardabweichung std(Agern) — std(Agp)
ermittelt. Nehmen diese Grofien positive Werte an, erzielt die in dieser Arbeit vor-
gestellte Kombination aus Sigma-Punkt-Methode und einer approximativen Version
des Gillespie-Algorithmus genauere bzw. robustere Ergebnisse als die konventionelle
Kerndichteschétzung. In Abb. 2.14B-C ist der Vergleich der Giite und Konvergenz fiir
die Proteine A und B, sowie deren zeitliche Entwicklung dargestellt. Gut zu erkennen
ist fiir Protein A, dass fiir bis zu etwa 1500 Funktionsauswertungen der Sigma-Punkt-
Ansatz genauere Ergebnisse liefert. Fiir eine grofiere Anzahl von Funktionsauswertun-
gen ist die Kerndichteschatzung in einem gewissen Bereich der Bandbreite in der Lage
bessere Ergebnisse zu erzielen. Hinsichtlich der Konvergenz ist auffillig, dass die Kern-
dichteschatzung lediglich fiir sehr grofle Bandbreiten robustere Verteilungen ermittelt.
Diese Verteilungen stellen jedoch aufgrund ihrer Breite eine schlechte Naherung der
Losung der CME dar. Im Gegensatz zu Protein A wird Protein B durch eine unimodale
Verteilung beschrieben, die einfacher anzunéhern ist. Aus diesem Grund tbertrifft der
Sigma-Punkt-Ansatz fiir alle betrachteten Kombinationen der Bandbreite und Anzahl
der Funktionsauswertungen die Kerndichteschétzung hinsichtlich Giite und Konver-

genz.

Im Appendix dieser Arbeit sind die Analysen zuséatzlicher Modelle dokumentiert, sie-
he Abb. A.1-A.3. Es handelt sich dabei um das Schlogl-Modell [Schlogl, 1972], ein
Virus-Modell [Gupta et al., 2014] und die Michaelis-Menten-Kinetik [Michaelis et al.,
1913], deren konkrete Modellstruktur in Tab. 2.2 angegeben ist. Analog zum Gen-
Modell wird dabei die Giite und Konvergenz des Sigma-Punkt-Ansatzes mit der Kern-
dichteschétzung verglichen, siehe Abschnitt A.2. Es stellt sich heraus, dass fir eine

geringe Anzahl von Funktionsauswertungen der Sigma-Punkt-Ansatz stets genauere
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Abbildung 2.14: Benchmark der Sigma-Punkt-Methode kombiniert mit dem 7-Leaping-
Algorithmus am Beispiel eines Gen-Modells [Pischel et al., 2017]. (A) Die Superposition der p (grau,
gestrichelt) ergibt die approximative Losung der CME p (grau, durchgezogen). Die exakte Losung,
berechnet mit Monte Carlo Simulationen kombiniert mit dem Gillespie-Algorithmus, ist in Rot dar-
gestellt. Fiir eine bessere visuelle Darstellung sind die Verteilungen p skaliert. Zusétzlich sind fiir
Protein A (B) und Protein B (C) die Zeitverldufe der Wahrscheinlichkeitsdichten sowie der Ver-
gleich hinsichtlich Giite und Konvergenz des Sigma-Punkt-Ansatzes und der Kerndichteschétzung
dargestellt. Dabei bezeichnen rote Schattierungen Bereiche, in denen die Sigma-Punkt-Methode bes-
sere Ergebnisse erzielt, wohingegen in weiflen Bereichen die Kerndichteschédtzung bessere Ergebnisse
liefert.

Ergebnisse erzielt. Fiir einige Modelle konnten fiir eine groffe Anzahl von Funktions-
auswertungen jedoch auch Bereiche gefunden werden, in denen die Kerndichteschét-
zung prazisere Ergebnisse liefert. Hinsichtlich der Konvergenz zeigt sich, dass mit dem
Sigma-Punkt-Ansatz fiir alle Modelle robustere Verteilungen berechnet werden. Le-
diglich fir sehr breite Kerne, die keine akkurate Approximation der Losung der CME
zulassen, konvergiert die Kerndichteschatzung schneller. Damit ist gezeigt worden,
dass die Kombination aus Sigma-Punkt-Methode und 7-Leaping-Algorithmus ein effi-
zientes und prézises Verfahren darstellt, um biochemische Reaktionssysteme, gestort

durch extrinsische und intrinsische Faktoren, zu simulieren.

Anwendung der Methode zur Parameterschatzung

In biochemischen Systemen ist es in der Regel nicht moglich alle Parameter, die fiir
die mathematische Modellierung nétig sind, zu messen. Aus diesem Grund werden
die experimentell nicht bestimmbaren Parameter mittels Optimierungsmethoden ge-
schatzt. Die mathematischen Modelle miissen dafiir wiederholt mit unterschiedlichen
Parameterkonfigurationen simuliert werden. Um den immensen Rechenaufwand der
asymptotisch exakten Monte Carlo Methoden zu umgehen, ist es moglich, approxi-
mative Methoden zu verwenden, die eine schnellere Konvergenz aufweisen. In diesem
Abschnitt wird tiberprift, ob die in dieser Arbeit vorgestellte Methode zur Parame-
terschatzung geeignet ist. Dazu werden die in Tab. 2.2 beschriebenen Modellsysteme
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benutzt. Zuerst werden mit der asymptotisch exakten Monte Carlo Methode und den
in Tab. 2.2 angegebenen Ratenkonstanten k& Referenzdichten fiir sechs Zeitpunkte mit
konstantem zeitlichen Abstand berechnet. Dies wird fiir alle chemischen Spezies aufier
Genpy und Gengpp durchgefithrt. Anschliefend wird versucht, mittels eines geneti-
schen Algorithmus [McCall, 2005] die Ratenkonstanten k,,; zu bestimmen, die die
bestmogliche Annédherung der approximativen Dichten p zur Referenzlosung p ermog-
lichen. Die Zielfunktion, die dazu minimiert wird, setzt sich zusammen aus der Summe
der euklidischen Distanzen aller chemischen Spezies und Zeitpunkte. Zum Vergleich der
optimierten Parameter und der Referenzparameter sind diese in Tab. 2.2 aufgefiihrt.
Fiir alle Modelle kann eine sehr gute Ubereinstimmung festgestellt werden, wodurch
demonstriert wird, dass der in dieser Arbeit vorgestellte Sigma-Punkt-Ansatz fiir die
Parameterschatzung stochastischer biochemischer Reaktionsnetzwerke besonders gut

geeignetist.

2.7 Zusammenfassung

In diesem Kapitel ist die mathematische Modellierung der Dynamik biochemischer
Reaktionssysteme behandelt worden. Beginnend mit der Beschreibung storungsfrei-
er Reaktionssysteme ohne raumliche Konzentrationsgradienten wird verdeutlicht, wie
nichtlineare Effekte eine komplexe Systemdynamik verursachen konnen. Von besonde-
rem biologischen Interesse stellt sich dabei multistationéres und oszillatorisches Ver-
halten heraus. Im weiteren Verlauf wird gezeigt, dass die deterministische Modellie-
rung biologischer Systeme nicht in der Lage ist, deren Variabilitdt und Heterogenitat
zu beschreiben. Aus diesem Grund wird die deterministische Beschreibung auf sto-
chastische Systeme beeinflusst durch intrinsische, extrinsische und externe Storungen
erweitert. Intrinsische Storungen beziehen sich auf stochastische chemische Reaktio-
nen, extrinsische Storungen auf Zellvariabilitdt und externe Storungen auf fluktuie-
rende Umwelteinfliisse. Analog zu den storungsfreien Reaktionssystemen werden auch
in stochastischen Systeme komplexe Dynamiken durch nichtlineare Effekte erzeugt.
Zudem gibt es Erscheinungen, wie storungsinduzierte Bistabilitat, die ausschliefSlich in
stochastischen Systemen auftreten.

Die Simulation stochastischer Reaktionssysteme stellt sich als &uflerst zeit- und rechen-
aufwendig heraus. Fiir die Optimierung, die auf wiederholten Simulationen des Sys-
tems mit unterschiedlichen Parameterkonfigurationen beruhen, stellt dies eine grofle
Hiirde dar. Aus diesem Grund werden fur Optimierungszwecke in der Regel approxi-
mative Verfahren verwendet, die Prazision gegen Rechenaufwand abwéagen. In diesem

Kapitel wird ein Uberblick verschiedener Verfahren hinsichtlich der Anwendbarkeit
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sowie Vor- und Nachteilen gegeben. Die simultane Simulation intrinsischer und extrin-
sischer Storungen wird in der Literatur nur selten behandelt, da haufig vereinfachend
angenommen wird, dass nur eine Storungsart einen signifikanten Beitrag leistet. Das
in diesem Kapitel vorgestellte Verfahren zur simultanen Simulation intrinsischer und
extrinsischer Storungen stellt damit einen wichtigen Beitrag zur Systembiologie dar.
Das Verfahren kombiniert die Sigma-Punkt-Methode zur Approximation extrinsischer
Storungen mit dem 7-Leaping-Algorithmus zur Simulation intrinsischer Stérungen,
um effizient die CME mit unsicheren Parametern zu lésen. Zur Untersuchung der
Konvergenzeigenschaften wird ein Vergleich mit asymptotisch exakten Verfahren an
einfachen Modellsystemen vorgenommen. Dabei stellt sich heraus, dass das in dieser
Arbeit vorgestellte Verfahren schnell zu einer approximativen Losung konvergiert, die
eine gute Naherung der Losung der CME darstellt. Es zeigt sich, dass die Prézision
des Verfahrens nicht von der Modellgréfe bestimmt wird, sondern abhangig von der
Nichtlinearitéit des Systems ist. Dies ist daran erkennbar, dass einfache unimodale Ver-
teilungen besser approximiert werden konnen als bimodale Verteilungen. Zusatzlich ist
das Verfahren auf Parameteroptimierungsprobleme angewendet worden. Es stellt sich
heraus, dass die unbekannten Parameter mit hoher Genauigkeit identifiziert werden
konnen. Demnach eignet sich das vorgestellte Verfahren besonders, um biochemische
Reaktionssysteme mit extrinsischen und intrinsischen Stoérungen effizient zu optimie-

ren.






3 Der stochastische Prozess der
Apoptose

Der programmierte Zelltod, Apoptose, ist ein essenzieller Mechanismus multizellulérer
Organismen, der eine wichtige Rolle in biologischen Prozessen, wie der Gewebebil-
dung oder der Zellhomoostase, spielt [Krammer et al., 2007]. Wird das Gleichgewicht
zwischen neu gebildeten und sterbenden Zellen gestort, kann es zur Ausbildung von
Krankheiten kommen. Dazu zahlen AIDS, Krebs sowie verschiedene neurodegenerative
und Autoimmunkrankheiten [Thompson, 1995]. Obwohl in den letzten Jahren ein im-
menser Fortschritt hinsichtlich der Regulation und Steuerung apoptotischer Prozesse
erzielt worden ist, stellt sich der heutige Wissensstand noch weitgehend deskriptiv dar.
Das bedeutet, dass die komplexen Prozesse pro- und antiapoptotischer Signalkaskaden
zum Grofiteil unverstanden sind. Aus diesem Grund ist die erfolgreiche Implementie-
rung quantitativer biologischer Modelle gestiitzt durch Experimente unabdingbar, um
das Zusammenspiel dieser Prozesse aufzukliaren [Spencer et al., 2011]. Zukunftig soll
das tiefere Verstandnis genutzt werden, um Krankheiten effektiver zu kurieren. Eine
besondere Herausforderung der modernen Medizin stellt die medikamentdse Behand-
lung von Krebs dar, der als unkontrollierbare Gewebeneubildung verstanden werden
kann [Cotter, 2009]. Wird eine Zelle derart beschadigt, dass sie nicht in der Lage ist,
ihre Funktion zu erfiillen oder sich korrekt zu reproduzieren, dann stirbt sie durch
Apoptose. Dies gewahrleistet, dass lediglich funktionstiichtige Zellen existieren und
die Arbeitsweise einzelner Organe bzw. des gesamten Organismus nicht beeintrachtigt
wird. Im Gegensatz dazu sind Krebszellen dadurch gekennzeichnet, dass sie aufgrund
der sehr dominanten antiapoptotischen Prozesse sehr resistent hinsichtlich Apoptose
sind. Krebszellen kénnen darum leicht der Abtétung durch medikamentose Behand-
lungen widerstehen [Cotter, 2009]. Zudem zeigt sich, dass Krebszellen in der Regel
sehr heterogen sind und sich stark zwischen verschiedenen Individuen unterscheiden
kénnen [Meacham et al., 2013]. Dartiber hinaus sind antiapoptotische Prozesse eng mit
der Genexpression verkniipft, die einen inhdrent stochastischen Prozess darstellen [Tay
et al., 2010]. Damit ergibt sich die Frage, wie Krebszellen in Gegenwart verschiedener

Storungen besonders effizient und gezielt abzutoten sind.

51
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Um dieser Fragestellung auf den Grund zu gehen, wird in den folgenden Abschnitten
zunéchst ein kurzer Uberblick hinsichtlich der komplexen Biologie pro- und antia-
poptotischer Prozesse gegeben. AnschlieBend wird auf das verwendete mathematische
Modell eingegangen und wie extrinsische und intrinsische Storungen darin integriert
sind. Das Modell wird mit der im vorigen Kapitel vorgestellten Methode optimiert
und anschlieBend genutzt, um neue biologische Hypothesen aufzustellen. Dabei wird
ein einfacher Mechanismus abgeleitet, der Aufschluss dariiber gibt, wie graduelle mo-
lekulare Prozesse zu einem bindren Entscheidungsprozess zwischen Leben und Tod

fiihren.

3.1 Signaltransduktion der Apoptose

Apoptose kann iiber den extrinsischen und intrinsischen Pfadweg aktiviert werden. Der
extrinsische Pfadweg wird durch zellexterne Stimulation eines Todesrezeptors mittels
eines spezifischen Todesliganden ausgelost [Krammer, 2000]. In dieser Arbeit liegt der
Fokus auf CD95, der neben TNF-R1, TRAIL-R1, TRAIL-R2, DR3 und DR6 zu den
bedeutendsten Todesrezeptoren gehort. CD95 befindet sich in der Zellmembran und
besitzen eine zytosolische Region, die Todesdoméne genannt wird [Lavrik et al., 2009].
Nach der Stimulation von CD95 mittels des Todesliganden CD95L kommt es zur Kom-
plexbildung der Todesdoméne mit FADD. Anschliefend kénnen die Proteine c-FLIPy,,
c-FLIPRg und Caspase-8 an diesen Komplex binden. Dabei kommt es zur Ausbildung
kettenartiger Strukturen, deren Zusammensetzung von der Stimulationsstérke des To-
desliganden abhangt [Schleich et al., 2012]. Aus den Ketten kénnen sich Homodimere,
gebildet aus Caspase-8, sowie verschiedene Heterodimere gebildet aus Caspase-8 und
c-FLIPy, bzw. c-FLIPRg 16sen. Einige der Homo- und Heterodimere sind in der Lage
Caspase-3 zu aktivieren. Aktive Caspase-3 stellt ein besonders reaktives Molekiil dar,
das an der Spaltung zelleigener Proteine, wie Aktin und Lamin, beteidigt ist. Die da-
mit verbundene Zerstorung der Zellmembran und verschiedener Organellen fiithrt dann
zum Tod der Zelle durch Apoptose [Lavrik, 2010].

Neben dem proapoptotischen Pfadweg wird durch die Stimulation des Todesrezeptors
auch ein antiapoptotischer Pfadweg aktiviert. Das Protein ¢-FLIPy, ist dafiir bekannt,
dass seine Heterodimere nicht nur Caspase-3, sondern auch NF-xB aktivieren [Lavrik
et al., 2009]. NF-xB ist ein zytosolischer Transkriptionsfaktor, der an einen Inhibitor
IkBa gebunden ist. Durch Aktivierung der IxkB-Kinase (IKK) mittels des c-FLIPp-
Heterodimers p43-FLIP wird NF-xB von seinem Inhibitor getrennt und anschlieend
in den Zellkern transportiert [Golks et al., 2006; Neumann et al., 2010]. Dort beeinflusst
es die Genexpression und beschleunigt die Bildung verschiedener Proteine. Dadurch
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werden zum einen Proteine ersetzt, die durch Caspase-3 zerstort werden, aber auch
Regulatoren, die die Aktivierung von NF-xB steuern. Eine schematische Darstellung
dieser Prozesse ist in Abb. 3.1 gegeben.

Im Gegensatz zum extrinsischen Pfadweg wird der intrinsische Pfadweg durch die Per-
meabilisierung der &dufleren Mitochondrienmembran ausgelost, was kiinstlich mittels
UV- bzw. «-Strahlung oder genotoxischen Stress hervorgerufen werden kann. Durch
die permeabilisierte Membran gelangt Cytocrom-C in das Zytoplasma, wo es die Bil-
dung von Apoptosomen verursacht [Lavrik, 2010]. Apoptosome fithren iiber verschiede-
ner Reaktionskaskaden zur Aktivierung von Caspasen und spielen damit eine zentrale
Rolle in der Initiierung der Apoptose. In dieser Arbeit werden ausschlieSlich Experi-
mente mit extrinsischer Aktivierung des Todesrezeptors CD95 durch den Todesligan-
den CD95L analysiert. Aus diesem Grund wird der intrinsische Pfadweg der Apoptose
nicht weiter thematisiert.

3.2 Modellierung der Apoptose

In der Systembiologie werden mathematische Modelle mit experimentellen Daten kom-
biniert, um das komplexe Verhalten biologischer Systeme zu verstehen. Dies erméglicht
es sowohl pro- [Fussenegger et al., 2000; Fricker et al., 2010] als auch antiapoptotische
Pfadwege [Spencer et al., 2009; Tay et al., 2010; Pekalski et al., 2013] systematisch
zu untersuchen und neue modellgestiitzte Hypothesen aufzustellen. Dabei zeigt sich,
dass fiir den dynamischen Prozess der Apoptose das Zusammenspiel beider Pfadwege
von besonderer Bedeutung ist [Neumann et al., 2010; Buchbinder et al., 2018]. Um zu
untersuchen, wie pro- und antiapoptotische Pfadwege miteinander wechselwirken und
welchen Einfluss unterschiedliche Stérungen auf die Entscheidung zwischen Leben und
Tod haben, wird in dieser Arbeit das in Abb. 3.1 dargestellte Modell untersucht. Die-
ses Modell unterscheidet sich von seinen Vorgangern dahingehend, dass es essenzielle
Aspekte methodisch und biologisch relevanter, vorangegangener Arbeiten kombiniert,
die zuvor lediglich einzeln oder noch nicht betrachtet worden sind:

 extrinsische Storungen der kettenartigen Strukturen
e intrinsische Storungen der Genexpression [Tay et al., 2010; Pekalski et al., 2013]

« Kalibrierung stochastischer biologischer Einzelzellmodelle [Poovathingal et al.,
2010; Lillacci et al., 2013; Pischel et al., 2017]

o Abhéangigkeit der Zusammensetzung der kettenartigen Strukturen von der Sti-
mulationsstarke [Schleich et al., 2012]
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Abbildung 3.1: Modelltopologie des Apoptosenetzwerks [Buchbinder et al., 2018]. Das CD95-
Netzwerk ist ein Multikompartmentmodell, das das Zytosol (blau), die Zellmembran und den Zellkern
(orange) beinhaltet. An den Komplex aus dem aktivierten Todesrezeptor und FADD binden ketten-
artige Strukturen, die aus Caspase-8, c-FLIPy, und c-FLIPRrg bestehen. Sie stellen die Quellen der
extrinsischen Storung dar (griin). Intrinsische Stérungen sind durch die stochastische Genexpression
gegeben (gelbe Pfeile). Die mit Western Blot gemessenen Proteinabundanzen sind durch einen dicken
Rahmen markiert (¢-FLIPy,, Caspase-8 und deren Dimere). Messungen mit bildgebender Flusszyto-
metrie sind rot markiert (Caspase-3, NF-xB). Inhibitionen sind durch rote Linien und Aktivierungen
durch griine Pfeile gekennzeichnet.

o Integration CD95-induzierter pro- und antiapoptotischer Pfadwege [Neumann
et al., 2010]

Das Modell integriert somit die Starken vorangegangener Arbeiten und ermoéglicht
eine sehr detaillierte Beschreibung des dynamischen Prozesses der Apoptose!'. Eine
Ubersicht der chemischen Spezies sowie der chemischen Reaktionen ist in Tab. A.1-A.2
zu finden. In den folgenden Abschnitten wird darauf eingegangen, wie diese Aspekte
in die mathematische Modellierung integriert worden sind.

'Das Modell ist strukturell besonders durch [Fricker et al., 2010] und [Pekalski et al., 2013] inspiriert.
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3.2.1 Storungen apoptotischer und antiapoptotischer Pfadwege

Werden Zellen einer Population mittels eines Todesliganden stimuliert, ergibt sich in
der Regel eine sehr heterogenes Antwortverhalten [Albeck et al., 2008; Spencer et al.,
2009; Roux et al., 2015]. Apoptotische und antiapoptotische Pfadwege werden unter-
schiedlich stark aktiviert, wodurch einige Zellen durch Apoptose sterben und andere
nicht. Die Quellen der Variabilitat beinhalten genetische Variationen, Zellzykluseffekte
und stochastische Effekte der Genexpression [Spencer et al., 2009; Xia et al., 2014].
Diese konnen, wie im vorigen Kapitel erlautert, in extrinsische und intrinsische Sto-

rungen eingeteilt und akkurat durch die CME beschrieben werden.

Hinsichtlich der Abundanzen chemischer Spezies des Zelltyps HeLa-CD95 sind lediglich
die Unsicherheiten der Proteine Caspase-8, c-FLIP, und c¢-FLIPRg aus vorangegange-
nen Arbeiten bekannt [Fricker et al., 2010]. Im Folgenden wird angenommen, dass
die Abundanzen dieser chemischen Spezies zum initialen Zeitpunkt log-normal ver-
teilt sind [Limpert et al., 2001]. Zudem wird davon ausgegangen, dass Mittelwert und
Standardabweichung zueinander proportional sind. Der dosisunabhéngige Proportio-
nalitatsfaktor ist aus [Fricker et al., 2010] entnommen worden. Aufgrund des Mangels
an Wissen iiber die Unsicherheit der iibrigen chemischen Spezies wird angenommen,
dass diese nicht von extrinsischen Storungen betroffen sind.

Neben extrinsischen spielen auch intrinsische Stérungen im betrachteten Modellsystem
eine wichtige Rolle. Besonders dominant ist dieser Effekt bei Reaktionen, die chemische
Spezies mit einer geringen Abundanz involvieren. In diesem Fall betrifft das Reaktio-
nen der Genexpression [Eldar et al., 2010], da angenommen wird, dass lediglich zwei
Kopien jedes Gens vorhanden sind. Die tibrigen chemischen Spezies kommen relativ
dazu sehr haufig vor, weshalb eine hybride deterministisch-stochastische Approximati-
on des Gillespie-Algorithmus verwendet wird [Haseltine et al., 2002]. Dabei werden die
Wechsel der Gene zwischen aktiven und inaktiven Zustanden durch stochastische Pro-
zesse beschrieben. Fiir die iibrigen Reaktionen werden im Gegensatz dazu gewohnliche
Differenzialgleichungen zur Simulation benutzt.

Zur Modellkalibrierung wird fiir die simultane Simulation beider Storungen die im vori-
gen Kapitel vorgestellte Methode verwendet [Pischel et al., 2016, 2017]. Durch die Kom-
bination der Sigma-Punkt-Methode mit dem approximativen Gillespie-Algorithmus
ist es moglich, die CME mit unsicheren Parametern numerisch effizient zu lésen. Die
folgenden Simulationen des Modells mit den bereits optimierten Parametern werden
dann mittels Monte Carlo Simulationen in Kombination mit dem hybriden Gillespie-

Algorithmus durchgefiihrt.
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3.2.2 Modellannahmen und -kalibrierung

Zur Erstellung eines zuverlassigen Modells muss dieses qualitativ mit biologischen Be-
obachtungen tibereinstimmen und anhand experimenteller Daten kalibriert werden.
Aus vorangegangenen Arbeiten ist bekannt, dass sich die Proteine c-FLIPy,, c-FLIPgg
und Caspase-8 zytosolisch an den Komplex aus dem aktivierten Todesrezeptor und
FADD anlagern. Dabei kommt es zur Bildung kettenartiger Strukturen, deren Zusam-
mensetzung von der Stimulationsdosis abhéngt [Schleich et al., 2012]. Obwohl dies
fiir Zellen des Typs SKW6.4 gezeigt worden ist, wird angenommen, dass die gleiche
Zusammensetzung gegeben als Verhéltnis zu FADD auch bei den hier verwendeten
Zellen des Typs HeLa-CD95 vorherrscht. Die Daten werden deshalb extrapoliert und
fiir die Simulationen dieser Arbeit verwendet, siehe Abb. 3.2A. Zudem wird davon
ausgegangen, dass das am Todesrezeptor gebundene FADD proportional zur Stimu-
lationsdosis ist. Der Proportionalitatsfaktor wird mit den tibrigen freien Parametern
wahrend der Modellkalibrierung optimiert. Fiir das Protein c-FLIPRrg ist das Verhéltnis
zu FADD beziiglich verschiedener Stimulationsdosen unbekannt. Aus diesem Grund
wird angenommen, dass c-FLIPp, und c-FLIPRg proportional zueinander sind, wobei
der Proportionalitdtsfaktor aus [Fricker et al., 2010] entnommen worden ist.

Um das Modell zu kalibrieren, wird es an Bulk-Populations- (Western Blot) und Ein-
zelzellmessungen (bildgebende Flusszytometrie) angepasst. Fiir die Western Blot Da-
ten wird ein multiplikatives Storungsmodell zur Proteinquantifizierung angenommen
[Kreutz et al., 2007]

Myp = MYy 5 + awpInws. (3.1)

Dabei bezeichnet My p den gemessenen Grauwert, M, einen konstanten Offset,
awp einen Proportionalitatsfaktor,  den simulierten Mittelwert und ny g eine log-
normalverteilte Storung. Der Offset My}, wird aus Gl 3.1 zum initialen Zeitpunkt
entnommen, wohingegen ap g mit den tibrigen freien Parametern wahrend der Mo-
dellkalibrierung optimiert wird. In dieser Arbeit sind Western Blots fiir die in Abb. 3.1
fett umrahmten Proteine zur Modellkalibrierung verwendet worden.

Fiir die Daten, aufgenommen mittels bildgebender Flusszytometrie, wird folgendes
Modell zur Proteinquantifizierung angenommen

MFZ :M?;Z—i-()épz.’ﬁ(l—'—ﬁpz). (32)

In diesem Fall bezeichnet My die gemessene Intensititsverteilung, MY, eine konstan-
te Offset-Verteilung, ary einen Proportionalitatsfaktor, & die simulierte Verteilung und
Nrz eine normlverteilte Storung. Analog zu den Western Blot Daten wird die Offset-

Verteilung aus Gl. 3.2 zum initialen Zeitpunkt entnommen und apz mit den tibrigen
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Abbildung 3.2: Modellkalibrierung [Buchbinder et al., 2018]. (A) Die Zusammensetzung der Ket-
ten ist abhéngig von der Stimulationsdosis. (B) Vergleich des simulierten Populationsmittelwertes mit

Western Blot Experimenten. Die Balken zeigen die Standardabweichung ermittelt aus drei Replikati-
onssexperimenten. (C) Vergleich der simulierten Populationsverteilung mit Experimenten, gemessen
mit bildgebender Flusszytometrie.

freien Parametern wahrend der Modellkalibrierung optimiert. In dieser Arbeit werden
Einzellzellmessungen, gemessen mit bildgebender Flusszytometrie, aktiver Caspase-
3 und nuklearem NF-xB verwendet. Diese Proteine sind in Abb. 3.1 rot dargestellt.
Fir Caspase-3 wird die Fluoreszenzintensitat als Messsignal verwendet, wohingegen
fiir NF-xB der Similarity-Wert genutzt wird, der es erlaubt zu quantifizieren, welche
Menge an NF-xB sich im Zellkern befindet [Buchbinder et al., 2018].

Die Bestimmung der unbekannten Parameter wird mittels der Methode der kleinsten
Fehlerquadrate vorgenommen. Dazu wird die Zielfunktion

M'eﬂ?P _ sim 2
I — Z ( 4,5,k 5 z,j,k) (33)

ik Ti gk
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mittels eines genetischen Algorithmus minimiert. Die Indizes exp und sim kennzeich-
nen dabei experimentelle bzw. simulierte Daten. Die Summe lauft iiber alle Proteine
1, Zeitpunkte 7 und Stimulationsdosen k. o bezeichnet in diesem Fall die Standard-
abweichung von Replikationsexperimenten. Fiir Western Blot Daten stellen M und
M die gemessenen bzw. simulierten Grauwerte auf logarithmischer Skala dar. Fiir
Daten gemessen mit bildgebender Flusszytometrie wird die Differenz M€ — M= als
euklidische Distanz der gemessenen und simulierten Verteilungen interpretiert [Cha,

2007]. Die Vorhersagen des kalibrierten Modells mit den zugehorigen experimentellen
Daten sind in Abb. 3.2B,C und A.4-A.5 dargestellt.

3.3 Modellvorhersagen

Nachdem das Modell kalibriert worden ist, wird es genutzt, um eine Analyse der zen-
tralen Knotenpunkte durchzufiihren. Die Knotenpunkte beinhalten aktive Caspase-3,
die durch die Spaltung verschiedener Proteine zur Apoptose fithrt, p43-FLIP, das den
pro- und antiapoptotischen Pfadweg miteinander verkniipft und nukleares NF-xB, das
die Genexpression aktiviert. Dabei zeigt sich, dass die Aktivierung von Caspase-3 stark
von der Stimulationsdosis abhangig ist. Mit steigender Stimulationsdosis wird ein ex-
ponentieller Anstieg des Mittelwertes und der Standardabweichung von Caspase-3 ver-
zeichnet, siche Abb. 3.3A. Dies stimmt mit Beobachtungen vorangegangener Arbeiten
tiberein [Neumann et al., 2010; Spencer et al., 2011]. Die Variabilitdt wird dabei aus-
schliellich durch extrinsische Storungen der Proteine c-FLIPy, c-FLIPRg und Caspase-
8 hervorgerufen. Intrinsische Stérungen haben keinen Einfluss auf die Aktivierung von
Caspase-3, da es kein Feedback des antiapoptotischen Pfades auf den apoptotischen
gibt, sieche Abb. 3.1.

Hinsichtlich p34-FLIP, dem Bindeglied zwischen dem apoptotischen und antiapoptoti-
schen Pfadweg, stellt sich heraus, dass Mittelwert und Standardabweichung ebenfalls
mit steigender Stimulationsdosis zunehmen. Dariiber hinaus zeigt sich, dass durch
Uberexpression des Proteins ¢-FLIP;, ein Anstieg von p43-FLIP zu verzeichnen ist,
sieche Abb. 3.3B und A.6A. c-FLIPy, ist dafiir bekannt, dass es neben dem apoptoti-
schen auch antiapoptotische Pfadwege aktiviert [Lavrik et al., 2009; Neumann et al.,
2010]. Der Anstieg von p43-FLIP induziert durch eine Uberexpression von c-FLIPy,
ist somit plausibel und lasst sich biologisch belegen. Im Gegensatz zu Caspase-3 wird
p43-FLIP durch extrinsische und intrinsische Storungen beeinflusst, siehe Abb. 3.1. In
Abb. 3.3B und Abb. A.6A werden jedoch nur die Auswirkungen der intrinsischen St6-
rungen dargestellt. Das Zusammenspiel intrinsischer und extrinsischer Stérungen ist in

Abb. A.6B zu finden. Die zusétzlichen Storungen bewirken lediglich eine Verbreiterung
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Abbildung 3.3: Modellvorhersagen beziiglich der Aktivierung von (A) Caspase-3 und (B) p43-
FLIP in Abhingigkeit von der Stimulationsstéirke und der c-FLIP-Uberexpression [Buchbinder et al.,
2018]. Die Abundanzen der chemischen Spezies werden in Teilchenanzahlen angegeben.

der Verteilung, jedoch keine signifikante Anderung der Dynamik.

Die Aktivierung von p43-FLIP bewirkt die Translokation von zytosolischem NF-xB
in den Zellkern. Es zeigt sich, dass fiir eine breite Menge an Stimulationsdosen sehr
dhnliche Verlaufe von nuklearem NF-xB beobachtet werden konnen, sieche Abb. 3.4A.
Eine systematische Analyse der Abhangigkeit der Dynamik von nuklearem NF-xB
lasst verschiedene Bereiche gekennzeichnet durch qualitativ unterschiedliches Verhal-
ten erkennen. Zwischen 0.5 und 5 ng/ml CD95L findet eine schwache Aktivierung von
nuklearem NF-xB im betrachteten Zeitintervall statt, die von grofler Variabilitat ge-
prégt ist. Fiir Stimulationsstarken tiber 5 ng/ml zeigt sich eine starke Aktivierung, die
robust gegen intrinsische Storungen ist. Dies ist an stabilen zeitlichen Verldufen des
Mittelwertes und der Standardabweichung zu erkennen, siche Abb. 3.4B. Auch fiir Va-
riationen des initialen Verhaltnisses R; von nuklearem und zytosolischem NF-«B kann
das gleiche Verhalten beobachtet werden, siehe Abb. 3.4C und A.6C. Experimentell
registrierbare Variabilitaten der initialen Menge an nuklearem NF-xB [Lee et al., 2014]
haben somit keine Auswirkungen auf die Modellvorhersagen. Beziiglich der Uberex-
pression von c-FLIPy, zeigt sich, dass auch unter der endogenen Menge an c-FLIPy, eine
Aktivierung von NF-xB stattfindet. Diese ist jedoch stark durch intrinsische Stérun-
gen gepragt. Fiir hohere Expressionen sind stabile Verldufe des Mittelwertes und der
Standardabweichung erkennbar, siche Abb. 3.4B. In Abb. 3.4 ist lediglich der Einfluss
intrinsischer Storungen dargestellt. Es zeigt sich jedoch, dass zusatzliche extrinsische
Storungen keinen Einfluss auf die Dynamik haben, sieche Abb. A.6D.

Damit stellt sich heraus, dass pro- (Caspase-3) und antiapoptotische Pfadwege (NF-
kB) fundamental unterschiedliche Dynamiken in Abhéngigkeit der Stimulationsdosis
aufzeigen. Caspase-3 und dessen Variabilitdt steigen mit zunehmender Stimulations-
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Abbildung 3.4: Modellvorhersagen beziiglich der Aktivierung von nuklearem NF-xB [Buchbinder
et al., 2018]. (A) Der typische Verlauf einzelner nuklearer NF-xB-Trajektorien zeigt im betrachteten
Zeitraum ein Maximum, dessen Hohe und Zeitpunkt nur leicht variiert. (B) Die Dynamik von nu-
klearem NF-xB ist abhiingig von der Stimulationsstirke und der c-FLIPy-Uberexpression. (C) Die
Variation des Verhiltnisses von nuklearem und zytosolischem NF-xB R; bewirkt keine Anderung der
Systemdynamik. Die Abundanzen der chemischen Spezies werden in Teilchenanzahlen angegeben.

dosis exponentiell an. NF-xB und dessen Variabilitit nehmen jedoch nur bis etwa
5 ng/ml CD95L mit steigender Stimulationsdosis zu. Dariiber hinaus wird ein ro-
bustes Verhalten beobachtet, das nur gering durch intrinsische Storungen beeinflusst
wird. Demnach werden Heterogenitiaten des dynamischen Prozesses der Apoptose iiber
5 ng/ml CD95L durch extrinsische Storungen dominiert. Im Folgenden wird diese Hy-
pothese weiter untersucht und dabei ein Parameter definiert, der die Entscheidung
zwischen Leben und Tod bestimmt.

3.4 Entscheidung zwischen Leben und Tod

In Abwesenheit der Aktivierung des antiapoptotischen Pfadweges stirbt eine Zelle
durch Apoptose, kurz nachdem sie eine kritische Konzentration an Caspase-3 iiber-
schritten hat, die als ,Point of no Return“ bezeichnet wird [Spencer et al., 2011;
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Roux et al., 2015]. Zur Bestimmung der kritischen Konzentration an Caspase-3 wird
die Fluoreszenz aktiver Caspase-3 lebendiger und apoptotischer Zellen mittels einer
quadratischen Diskriminanzanalyse untersucht?. Dabei wird eine kritische Intensitét
identifiziert, die lebendige und apoptotische Zellen separiert. Mittels Gl. 3.2 kann die
Umrechnung der kritischen Intensitédt in die kritische Menge an Caspase- vorgenom-
men werden, um den Point of no Return zu bestimmen. Der Zeitpunkt, wann der
Point of no Return erreicht wird, ist stark abhingig von der Stimulationsdosis, sie-
he Abb. 3.5A. Wird der antiapoptotische Pfadweg aktiviert, ist es moglich, dass der
Zelltod tiber den Point of no Return hinaus verzogert oder sogar aufgehalten wird.
Nukleares NF-xB regt die Genexpression an und sorgt dafiir, dass antiapoptotische
Proteine gebildet werden. Zur Charakterisierung der Synergie beider Pfadwege wer-
den zwei Parameter eingefiihrt, die deren zeitlichen Zusammenhang beschreiben. TOD
(Time of Decision) stellt die Zeitspanne von der Stimulation bis zum Erreichen des
Point of no Return dar, wohingegen TOS (Time of Survival) als zeitlicher Abstand
der maximalen Aktivierung nuklearem NF-xBs zum Point of no Return definiert ist.
Tritt die maximale Aktivierung von nuklearem NF-xB vor dem Point of no Return
ein ist TOS positiv, andernfalls negativ. Sowohl TOD als auch TOS sind abhingig
von der Stimulationsdosis, da die Dynamik von Caspase-3 dosisabhéngig ist. Es wird
die Hypothese aufgestellt, dass Zellen mit einem hohen Verhéltnis von TOS/TOD
dazu tendieren, die apoptotische Stimulation zu iiberleben, da sie mehr Zeit haben,
um der Aktivierung des apoptotischen Pfadweges entgegenzuwirken. Im Gegensatz
dazu scheitern Zellen mit einem niedrigen Verhéaltnis von TOS/TOD die Apoptose

abzuwehren.

Um das Verhéltnis TOS/TOD des Modells zu experimentellen Daten in Verbindung zu
setzen, wird ein kritische Verhéltnis r.,.; ermittelt, welches die Entscheidung zwischen
Leben und Tod bestimmt. Zellen mit einem Verhéltnis TOS/TOD > r..; tiberleben
die apoptotische Stimulation, wohingegen Zellen mit TOS/TOD < r..; durch Apop-
tose sterben. Mittels des Prinzips der kleinsten Fehlerquadrate wird durch Anpassung
von 7. die simulierte Dosis-Response-Kurve an den experimentellen Verlauf ange-
passt, siche Abb. 3.5B. Es sind dazu die Daten aus Abb. 3.5C ohne Inhibition genutzt
worden. Die Ergebnisse der Simulation stimmen qualitativ mit den experimentellen
Daten tiberein. Dabei stellt sich heraus, dass der sigmoidale Verlauf der Simulatio-
nen viel steiler als der experimentell beobachtbare ist. Es wird vermutet, dass die
Diskrepanz durch extrinsische Storungen verursacht wird, die bislang nicht im Mo-
dell integriert sind. Lediglich die Variabilitdten der Proteine c-FLIPy, c-FLIPrg und

2 Eine detaillierte Diskussion der quadratischen Diskriminanzanalyse ist im folgenden Kapitel zu
finden.
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Abbildung 3.5: TOS/TOD-Mechanismus und dessen Validierung [Buchbinder et al., 2018]. (A)
Dynamik von nuklearem NF-xB und Caspase-3 fiir verschiedene Stimulationsdosen. Der Point of no
Return markiert die kritische Caspase-3 Konzentration, die eine Zelle in Abwesenheit der Aktivie-
rung von NF-xB durch Apoptose totet. Der Zeitpunkt, an dem der Point of no Return erreicht wird
(TOD, Time of Decision) sowie dessen Abstand zur maximalen Aktivierung von NF-xB (TOS, Time
of Survival), sind wichtige Parameter, die Aufschluss tiber die Entscheidung zwischen Leben und Tod
geben. Zellen mit einem kleinen Verhiltnis TOS/TOD tendieren dazu durch Apoptose zu sterben,
wohingegen Zellen mit einem groferen Verhéltnis iiberleben. (B) Das Verhaltnis TOS/TOD kann in
Abhéngigkeit von der Stimulatiosstarke berechnet werden. Das kritische Verhéltnis wird mittels An-
passung der simulierten Daten an eine experimentell ermittelte Dosis-Response-Kurve aufgenommen.
Wird angenommen, dass das kritische Verhéltnis ein verteilter Parameter ist, ldsst sich die Qualitéat
der Anpassung erheblich verbessern. (C) Zur qualitativen Uberpriifung der vorgestellten Theorie sind
Experimente mit unterschiedlichen Inhibitionen durchgefithrt worden.

Caspase-8 sind beriicksichtigt worden, da fiir die restlichen Proteine keine Angaben
beziiglich der extrinsischen Stérung vorgelegen haben. Wird nun angenommen, dass
diese nicht beachteten Storungen eine Variabilitat des kritischen Verhéltnisses verur-
sachen, konnen die Simulationen sehr genau an die experimentellen Daten angepasst
werden. Das kritische Verhaltnis entspricht einer Normalverteilung mit E(r..;) = 0.97
und einer Standardabweichung von 1.5% des Mittelwertes. Somit lassen sich die schwa-
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che apoptotische Response fiir 1 ng/ml CD95L, die ambivalente Response fiir 5 bis 10
ng/ml CD95L und die starke apoptotische Response fiir 50 ng/ml CD95L erklaren. Die
Heterogenitat der ambivalenten Response fiir moderate Stimulationsdosen wird vor al-
lem durch extrinsische Storungen verursacht, die die Aktivitdt von Caspase-3, damit
auch TOD und TOS, signifikant beeinflussen. Die Dynamik von NF-£B ist jedoch nicht
sensitiv beztiglich extrinsischer Storungen und zeigt nur eine geringe Variabilitit, wes-
halb intrinsisch stochastische Effekte der Genexpression nur eine untergeordnete Rolle

spielen.

Zur Validierung des TOS/TOD-Mechanismus wird untersucht, ob durch experimen-
telle Manipulation der pro- und antiapoptotischen Pfadwege das Verhéltnis lebendiger
und apoptotischer Zellen beeinflusst werden kann. Dazu werden Experimente mit Sti-
mulationen von bis zu 50 ng/ml CD95L fir eine Zeitspanne von 15 h durchgefiihrt.
Fir jede Stimulationsdosis sind drei Messungen getétigt worden. Davon ist eine Mes-
sung durch die Inhibition des apoptotischen Pfadwegs (Caspase-3) und eine Messung
durch die Inhibition des antiapoptotischen Pfadwegs (IKK) gekennzeichnet. Die tib-
rige Messung ist ohne Inhibition durchgefiihrt worden, siche Abb. 3.5C. Das Modell
sagt vorher, dass durch Inhibition von Caspase-3 die Zeitspanne zwischen Stimulation
und dem Erreichen des Point of no Return stark vergroflert wird. Das Maximum der
Aktivierung von NF-£B bleibt unverdndert, weshalb TOD und TOS anndhernd gleich
grof sind. Das Verhéltnis von TOS/TOD ist damit etwa eins und grofler als rp,.;.
Fast alle Zellen sind deshalb lebendig, wie im Experiment beobachtet. Die Inhibition
von IKK geht einher mit der Inhibition von NF-xB. Caspase-3 wird durch den IKK-
Inhibitor nicht beeinflusst. Die Zeitspanne zwischen Stimulation und dem Erreichen
des Point of no Return bleibt deshalb unverdndert. Das Maximum der Aktivierung von
nuklearem NF-xB wird jedoch verzogert, wodurch TOS verkleinert wird. Das Verhalt-
nis TOS/TOD wird damit verringert, was eine Zunahme apoptotischer Zellen bewirkt,
wie im Experiment beobachtet.

3.5 Zusammenfassung

Verschiedene Modelle zur Beschreibung von Apoptose auf der Ebene einzelner Zel-
len sind in der Vergangenheit vorgestellt worden [Spencer et al., 2009; Xia et al.,
2014; Roux et al., 2015]. Die Analyse des Zusammenspiels pro- und antiapoptotischer
CD95-Pfadwege, die in dieser Arbeit unternommen worden ist, war bisher jedoch nicht
existent. Nur durch das Verstandnis der Synergie beider Pfadwege hinsichtlich des sto-
chastischen Prozesses der Apoptose ist es moglich, die Entscheidung zwischen Leben

und Tod einzelner Zellen vorherzusagen. Dies spielt eine wichtige Rolle im Design
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und der Anwendung der medikamentosen Behandlung von Krebserkrankungen, die
auf der effizienten und zuverlédssigen Abtotung von Krebszellen durch Apoptose beru-
hen. Dabei stellt die Heterogenitédt und Variabilitat der apoptotischen Response auf
die Stimulation mittels eines Todesliganden eine grofie Hiirde dar.

Zur Beschreibung dieser stochastischen Effekte ist in dieser Arbeit ein Modell genutzt
worden, das sowohl extrinsische Storungen der Abundanzen verschiedener Proteine als
auch intrinsische Storungen der Genexpression beinhaltet. Stochastische Simulationen
sind duflerst rechenintensiv und erschweren damit die Anpassung des Modells an die
experimentellen Daten. Mittels der in dieser Arbeit vorgestellten Kombination der Sig-
ma Punkt Methode mit einem approximativen Gillespie-Algorithmus ist es gelungen,
die unbekannten Parameter dieses komplexen Modells effizient zu identifizieren. Zur
Kalibrierung des Modells sind Bulk-Populationsmessungen (Western Blot) und Einzel-
zellmessungen (bildgebende Flusszytometrie) genutzt worden. Das kalibrierte Modell
wird dann verwendet, um Schliisselmolekiile des pro- und antiapoptotischen Pfadwegs
zu analysieren. Dabei zeigt sich, dass pro- und antiapoptotische Pfadwege durch qua-
litativ unterschiedliche Dynamiken charakterisiert werden. Die Aktivierung und Va-
riabilitat von Caspase-3 nimmt stetig mit steigender Stimulationsdosis zu, wohingegen
NF-xB fiur Stimulationen von iiber 5 ng/ml CD95L eine robuste, dosisunabhéngige
Dynamik aufweist und lediglich fiir geringere Dosen von hoher Variabilitat gepragt
ist. Um das mathematische Modell mit experimentellen Daten zu verkniipfen, sind die
Parameter TOD und TOS sowie deren Verhéltnis eingefiihrt worden. Sie erlauben es,
den apoptotischen Response-Mechanismus und die dosisabhéngige Variabilitiat zu er-
klaren. Dariiber hinaus erméglichen sie die Verkniipfung der kontinuierlichen Dynamik
chemischer Spezies mit kategorischen Phéanotypen (lebendig wvs. apoptotisch). Zellen
mit einem TOS/TOD Verhéltnis, das einen bestimmten Schwellwert r,.;; iibersteigt,
tiberleben die apoptotische Stimulation, wohingegen Zellen mit einem TOS/TOD Ver-
héltnis kleiner als rg,.;; durch Apoptose sterben. Damit ist es moglich die schwache
apoptotische Response fiir niedrige Stimulationsdosen, die ambivalente Response fiir
moderate Stimulationsdosen und die starke apoptotische Response fiir hohe Stimu-
lationsdosen zu erklaren. Zudem stellt sich heraus, dass extrinsische Storungen die
Hauptursache der Heterogenitéat beziiglich der Entscheidung zwischen Leben und Tod
sind.

Die Bestimmung der optimalen Stimulationsstérke ist ein wichtiger Schritt der Krebs-
therapie zur Abtotung krankhafter Zellen. Die Dynamik des stochastischen Prozesses
der Apoptose wird dabei oft auler acht gelassen, obwohl sie essenziell fiir die Entschei-
dung zwischen Leben und Tod ist. In dieser Arbeit sind fir alle Experimente krebs-

dhnliche Zellen des Typs HeLa-CD95L verwendet und analysiert worden. Zukiinftige
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Studien miissen sich damit auseinandersetzen, wie sich die Dynamik gesunder Zellen
davon unterscheidet. Nur so kann sichergestellt werden, dass man Krebszellen so ef-
fizient wie moglich abtotet, ohne dabei gesundes Gewebe zu zerstoren. Dies sollte,
wie in dieser Arbeit demonstriert, mittels Einzelzellmessungen in Kombination mit
mathematischer Modellierung geschehen.






4 Zelldiskriminierung mittels
Machine-Learning

Wie bereits in den vorigen Kapiteln ausgiebig diskutiert, stellen Zellpopulationen hete-
rogene Gruppierungen einzelner Zellen dar, die stark durch Variabilitidt gekennzeichnet
sind. Oft bilden sich innerhalb einer Population Subpopulationen aus, die hinsichtlich
ihrer Phénotypen mittels Einzelzellmessgerédten, wie dem Flusszytometer, unterschie-
den werden konnen. Bei der Flusszytometrie flieen einzelne Zellen in kurzen Zeitab-
standen an einem Laser vorbei und erzeugen abhangig von ihrer Form, Textur oder
Farbung verschiedene Effekte, die mittels eines Detektors aufgezeichnet werden. Ge-
messen werden dabei zwei Eigenschaften bzw. Merkmale pro Farbkanal, die Intensitéat
des in Laserrichtung und des senkrecht dazu gestreuten Lichtes, woraus anschlieend
auf den Phénotyp einzelner Zellen geschlossen wird. Das in Laserrichtung gestreute
Licht korreliert mit der ZellgroSe, wohingegen das senkrecht dazu gestreute Licht Auf-
schluss iiber die Textur gibt [Pedreira et al., 2008]. Die Flusszytometrie stellt einen
Meilenstein in der biomedizinischen Forschung dar [Herzenberg et al., 2002] und erwies
sich als auflerst niitzlich hinsichtlich der Erforschung verschiedener biologischer Phéano-
mene [Jaye et al., 2012]. Sie zeichnet sich durch ihren hohen Zelldurchsatz aus, liefert
jedoch nur eine geringe Anzahl gemessener Merkmale. Aus diesem Grund werden die
Phénotypen der Zellen traditionell mittels zweidimensionaler Gating-Methoden, oft
unter Verwendung von Fluoreszenzfarbstoffen, bestimmt. Dazu werden manuell Gren-
zen in einem zweidimensionalen Merkmalsraum gezogen, die Subpopulationen mit un-
terschiedlichen Phéanotypen separieren. Die Festlegung der Grenzen sowie die Auswahl
der verwendeten Merkmale beruhen auf dem subjektiven Urteil des Wissenschaftlers
und sind deshalb nicht eindeutig reproduzierbar [O’Neill et al., 2013; Saeys et al.,
2016].

Mit der fortschreitenden technologischen Entwicklung sind Flusszytometer weiter op-
timiert worden, was sich beispielsweise in der steigenden Anzahl der zur Verfiigung
stehender Farbkanéle zeigt [Perfetto et al., 2004]. Messungen mittels Flusszytome-
trie lieferten immer groflere und komplexere Datensétze, wodurch deren Analyse und

Interpretation erschwert worden ist. Dabei stellt sich heraus, dass manuelle Gating-

67
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Methoden sehr ineffizient sind, da sie nur eine eingeschrénkte Sicht mittels der zwei-
dimensionalen Betrachtungsweise erlauben. Zudem sind manuelle Methoden sehr zeit-
aufwendig, da fiir Messungen an unterschiedlichen Tagen oder mit unterschiedlichen
Patienten bzw. Proben stets kleine Anpassungen der Grenzen héndisch vorgenom-
men werden miissen [O’Neill et al., 2013; Saeys et al., 2016]. Ein gewaltiger Sprung
ist mit der Entwicklung der bildgebenden Flusszytometrie verzeichnet worden. Diese
stellt eine technische Weiterentwicklung der gewohnlichen Flusszytometrie dar, die Mi-
kroskopie und Flusszytometrie miteinander kombiniert [Basiji et al., 2007]. Sie liefert
Hochdurchsatzdaten in Form einzelner Bilder mit mikroskopischer Auflosung jeder Zel-
le, aus denen Hunderte von Merkmalen extrahiert werden konnen [Saeys et al., 2016].
Traditionelle Gating-Methoden stoflen bei der Analyse derartiger Daten schnell an
ihre Grenzen, weshalb neue, speziell auf Big Data Probleme zugeschnittene Ansatze

etabliert werden miissen [Fan et al., 2014].

Machine-Learning stellt einen vielversprechenden Ansatz dar, der Objekte oder Samp-
les basierend auf ihren Merkmalen kategorischen Klassen zuordnet. Im Kontext dieser
Arbeit wird darunter die Klassifizierung einzelner Zellen hinsichtlich ihres Phénotyps
verstanden. Die Zuordnung beruht auf algorithmischen Regeln, die ein objektives Vor-
gehen erlauben und dabei subjektive Einfliilsse durch das Vorwissen und die Erfahrung
des Wissenschaftlers minimieren. Das Ziel ist es, die Klasse bzw. den Phanotyp einer
Zelle anhand ihrer mit bildgebender Flusszytometrie gemessenen Merkmalen korrekt
zu bestimmen. Da die bildgebende Flusszytometrie ein recht junges Verfahren zur
Einzelzellmessung ist, hat sich noch kein einheitliches Vorgehen zur Analyse und In-
terpretation der dabei anfallenden Daten herausgebildet. Aus diesem Grund wird in
dieser Arbeit eine einfache Methode présentiert, die es erlaubt, effizient die signifikan-
te Information aus dem hochdimensionalen Merkmalsraum zu extrahieren und diese
fiir eine prazise Klassifizierung zu nutzen. Dazu wird in den folgenden Abschnitten
ein Uberblick hinsichtlich etablierter Machine-Learning-Methoden gegeben und de-
monstriert, wie diese in der in dieser Arbeit vorgestellten Methode integriert werden
konnen. Die Niitzlichkeit der Methode wird anschlieend am Beispiel der Detektion
des Zelltodes demonstriert. Dabei wird versucht, apoptotische und lebendige Zellen
einer heterogenen Population zu diskriminieren, siehe Abb. 4.1.

4.1 Von der Messung zur Klassifizierung

Die bildgebende Flusszytometrie ermoglicht es, Hochdruchsatzmessungen mittels der
Aufnahme von Bildern einzelner Zellen in verschiedenen Farbkanélen durchzufiihren,
siche Abb. 4.2A. Die Einzellzellbilder beinhalten Stérungen und Artefakte, wie bei-
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Abbildung 4.1: Zelldiskriminierung mittels bildgebender Flusszytometrie [Pischel et al., 2018].

spielsweise tiberlappende Zellen oder Luftblasen, die durch angemessene Vorverarbei-
tung entfernt werden konnen. Aus den artefaktfreien Bildern kann anschliefend Infor-
mation extrahiert werden, die jede Zelle durch numerische Merkmale charakterisiert.
Die Merkmale stellen physikalisch messbare Groflen dar und kénnen in vier Gruppen
eingeteilt werden [Pischel et al., 2018]:

o morphologische Merkmale

o spektrale Merkmale

« morpho-spektrale Merkmale
o abstrakte Merkmale

Morphologische Merkmale geben Aufschluss iiber die Form, die Textur sowie die Be-
schaffenheit der Zellen und werden vor allem aus dem Hellfeldkanal abgeleitet. Im
Gegensatz dazu basieren spektrale Merkmale auf der Fluoreszenz von Farbstoffen mit
deren Hilfe die Abundanz gewisser Proteine, das Membranpotenzial oder die Membran-
permeabilitat abgeschétzt werden konnen. Durch Kombination morphologischer und
spektraler Merkmale (morpho-spektral) ist es moglich, die Translokation von Farbstof-
fen in bestimmte Kompartimente zu beobachten und damit gezielt die Dynamik von
Zellorganellen zu analysieren. Die bisher aufgezdhlten Merkmale beruhen auf Trans-
missionsmessungen und lassen durch den Aufbau des Messgerétes keine Kontamination
durch Streulicht zu. Komplementar dazu ist es mittels des Dunkelfeldkanals moglich,
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Abbildung 4.2: Bildgebende Flusszytometrie: Messergebnisse und schematisches Vorgehen zur Da-
tenanalyse [Pischel et al., 2018]. (A) Zwei apoptotische und lebendige Zellen wurden mit bildgebender
Flusszytometrie in verschiedenen Farbkanélen vermessen. Aus diesen Bildern kénnen Hunderte von
Merkmalen extrahiert werden. (B) Vorgehen zur Analyse von experimentellen Daten gemessen mit
bildgebender Flusszytometrie.

das Streulicht unter Ausschluss des transmittierten Lichtes zu messen. Merkmale aus
dem Dunkelfeldkanal sind sehr abstrakt und ihre Interpretation ist oft nicht trivial.
Dennoch enthalten sie wertvolle Information, die zur Klassifizierung genutzt werden
kann und nicht verworfen werden sollte [Blasi et al., 2016; Hennig et al., 2017].

Aufgrund der hohen Dimension des Merkmalsraumes sind viele Merkmale korreliert,
redundant und unterscheiden sich stark im Informationsgehalt. Folglich ergibt sich
die Frage, welche Merkmale fiir die Klassifizierung zu verwenden sind und wie diese
ausgewahlt werden sollen, um eine optimale Diskriminierung zu gewahrleisten. Dies ist
keine triviale Aufgabe, da die Anzahl aller moglichen Kombinationen von Merkmalen
exponentiell mit der Anzahl der Merkmale wéchst. Zur Auswahl oder Selektion der
Merkmale haben sich verschiedene Ansétze etabliert, die grob in drei Klassen gegliedert
werden konnen [Saeys et al., 2007]:

o Filter
o Wrapper
o cingebettete Methoden

Filter sind unabhangig vom Machine-Learning-Algorithmus, der fiir die Klassifizierung
genutzt wird und wahlen Merkmale ausschlielich anhand ihrer intrinsischen Charak-
teristiken aus. Im Gegensatz dazu verwenden Wrapper die Genauigkeit des Machine-
Learning-Algorithmus, um Merkmale zu wahlen. Eingebettete Methoden stellen wie-
derum einen Machine-Learning-Algorithmus mit integrieter Selektion der Merkmale

dar. Da Wrapper und eingebettete Methoden sehr rechenintensiv sind und zur Uber-
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anpassung der Daten neigen, fokussiert diese Arbeit auf Filter, die sich durch Effizi-
enz und Einfachheit auszeichnen [Bolén-Canedo et al., 2013]. Besonders der geringe
Rechenaufwand und die Skalierbarkeit zu groflen Datensétzen mit einer enormen An-
zahl von gemessenen Merkmalen und Samples machen Filter zu idealen Kandidaten
hinsichtlich der Analyse von Experimenten, durchgefiihrt mit bildgebender Flusszyto-

metrie.

Um die vermessenen Zellen hinsichtlich ihrer Phanotypen zu unterscheiden, wird ein
algorithmisches Verfahren zur Klassifizierung verwendet. Zunachst wird der Klassifi-
zierungsalgorithmus auf Daten mit bekanntem Phéanotyp trainiert. Der Algorithmus
erkennt dabei Muster und Strukturen innerhalb der Daten anhand derer neue, bisher
ungesehene Zellen mit unbekannten Phanotypen klassifiziert werden. In der Regel sind
Machine-Learning-Algorithmen abhingig von Hyperparametern, die die Genauigkeit
der Klassifizierung signifikant beeinflussen. Demnach steht eine Schar von Modellen
zur Verfligung, aus der das beste Modell mittels Optimierung identifiziert werden kann.
Um das Modell, das die verschiedenen Klassen bestmoglich unterscheidet, zu wahlen,
werden Genauigkeit, Robustheit gegen Storungen der Daten und Generalisierung zu
unbekannten Daten als Kriterien in Betracht gezogen.

Das hier beschriebene modulare Vorgehen von der Messung bis hin zur erfolgreichen
Klassifizierung heterogener Zellpopulationen ist in Abb. 4.2B schematisch dargestellt.
Das experimentelle Vorgehen beschrankt sich dabei vor allem auf die Praparation des
zu beobachtenden biologischen Systems, der Messung und der Vorverarbeitung der ge-
wonnenen Daten zur Bereinigung von Artefakten. Die Extraktion der Merkmale kann
direkt mittels der Software des Messgeréates [Basiji et al., 2007] oder nachtréglich unter
Zuhilfenahme externer Software [Eliceiri et al., 2012] erfolgen. Im Gegensatz dazu stel-
len die Auswahl der Merkmale sowie das anschlieBende Training des Machine-Learning-
Algorithmus und dessen Anwendung auf neue Daten hauptsichlich rechentechnische

Verfahren dar, die im folgenden naher beschrieben werden.

4.2 Selektion der Merkmale mittels Filterung

Die bildgebende Flusszytometrie ermoglicht es, jede Zelle mittels einer enormen An-
zahl von Merkmalen zu charakterisieren. Dies erlaubt es im hochdimensionalen Merk-
malsraum nach Mustern und Strukturen zu suchen, die zur Klassifizierung der Zellen
genutzt werden konnen (Segen der Dimension). Parallel nimmt jedoch das Volumen
des Merkmalsraumes mit zunehmender Anzahl der Merkmale zu, wodurch es vorkom-

men kann, dass die Daten diinn besetzt sind (Fluch der Dimension). Da Machine-
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Learning-Methoden auf statistischer Signifikanz beruhen, stellt sich die Analyse von
Datensatzen mit einer groffen Anzahl von Merkmalen und einer relativ dazu geringen
Anzahl von Samples als problematisch dar [Saeys et al., 2007]. Aus diesem Grund
wird versucht, die Dimension des Problems zu reduzieren und in einem Unterraum des
Merkmalsraumes vorzunehmen. Neben Projektionsmethoden, wie der Hauptkompo-
nentenanalyse, der multidimensionalen Skalierung oder der Unabhéangigkeitsanalyse,
hat sich die Selektion der Merkmale als effiziente Methode zur Dimensionsredukti-
on etabliert [Sommer et al., 2013]. Das Ziel der Selektion besteht darin, eine Menge
von Merkmalen auszuwéhlen, die eine optimale Klassifizierung erlaubt. Die Selektion
der Merkmale kann als Abbildung h vom n-dimensionalen Merkmalsraum in einen

nprg-dimensionalen Unterraum verstanden werden
h: R" — R""S mit R"Fs C R". (4.1)

Dabei bezeichnet ngg die Anzahl der ausgewédhlten Merkmale. Um die Merkmale ent-
sprechend ihres Informationsgehaltes anzuordnen, wird eine Sortierung mittels eines
Filters vorgenommen. Nur die npg Merkmale mit dem grofiten Informationsgehalt

werden fiir die Klassifizierung verwendet.

Filter konnen hinsichtlich des verwendeten Informationsmafles in uni- und multivariate
Verfahren unterteilt werden [Saeys et al., 2007; Bolén-Canedo et al., 2013]. Univariate
Verfahren ordnen die Merkmale ausschliellich anhand ihrer Korrelation den verschie-
denen Klassen zu. Die Interaktion zwischen verschiedenen Merkmalen wird dabei aufler
Acht gelassen. Dies erlaubt es, die Relevanz eines Merkmals zu beurteilen, jedoch nicht
die Redundanz zu anderen Merkmalen. Im Gegensatz dazu beziehen multivariate Ver-
fahren Relevanz und Redundanz in den Informationsgehalt der Merkmale ein, was in
einem hoheren Rechenaufwand resultiert.

Im Folgenden wird angenommen, dass die Daten in Matrixform M € R"™*™ gegeben
sind, wobei m die Anzahl der beobachteten Samples und n die Anzahl der Merkmale
darstellen. Des Weiteren werden die Zufallsvariblen  und y; eingefithrt. Dabei bezeich-
net x einen Vektor, der die Realisierungen aller Merkmale eines bestimmte Samples
beinhaltet, wohingegen y; das i-te Merkmal darstellt. Zusétzlich ordnet der Vektor y

bestimmten Samples eine der n. verschiedenen Klassen ¢ = {c,...,c,.} zu.

4.2.1 Transinformation

Die Transinformation oder auch gegenseitige Information I ist ein Mafl aus der Infor-
mationstheorie, das angibt, wie grof der Informationszuwachs hinsichtlich einer Zu-

fallsvariablen ist, wenn eine andere Zufallsvariable bekannt ist. Sie kann dazu genutzt
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werden, um die Korrelation zwischen Merkmalen und Klassen zu bestimmen

I(xi e Z 2 Plxig, log (M) . (4.2)

Diese Darstellung ist giiltig fiir diskretisierte Merkmale x; ; € x;, wobei P die Wahr-
scheinlichkeit, 7 den Diskretisierungsindex und k den Klassenindex bezeichnet. Die
Merkmale werden anschlieBend anhand ihrer Transinformation geordnet [Lewis, 1992;
Brown et al., 2012]. Dabei signalisieren Merkmale mit einer hohen Transinformation
beziiglich der Klassen ein grofles Diskriminierungspotenzial und folglich einen hohen
Informationsgehalt. Da ausschliellich intrinsische Eigenschaften der Merkmale und
keine Interaktionen untereinander in Betracht gezogen werden, stellt dieses Verfahren
einen univariaten Ansatz zur Selektion dar. Zur Veranschaulichung sind in Abb. 4.3A
drei eindimensionale Zweiklassenprobleme dargestellt. Mittels der Transinformation
kann das hohe Diskriminierungspotenzial der nicht tiberlappenden, separablen Ver-
teilungen und der geringe Informationsgehalt der stark iiberlappenden Verteilungen
erkannt werden. Ein weiterer Vorteil der Transinformation im Vergleich zu anderen
Korrelationsmaflen, wie dem Korrelationskoeffizienten, ist, dass mittels Transinforma-

tion auch nichtlineare Zusammenhénge erkannt werden, siche Abb. 4.3B.

4.2.2 Minimale Redundanz und maximale Relevanz

Das Prinzip der minimalen Redundanz und maximalen Relevanz (MRMR) [Peng et al.,
2005; Brown et al., 2012] ist ein multivariates, informationstheoretisches Verfahren zur
Selektion von Merkmalen, das sowohl den Informationsgehalt als auch Abhédngigkeiten
zu anderen Merkmalen einbezieht. Der Selektionsprozess ist ein iteratives Verfahren,
das ein Merkmal nach dem anderen zu der Menge der ausgewahlten Merkmale S hin-
zufiigt. Das erste Merkmal wird anhand der Transinformation gewahlt. AnschlieSend
wird das Merkmal zu S hinzugefiigt, das den grofiten MRMR-Wert © aufweist

@<X27 ) [ X'LJ |S| Z[ XS7X’L (43)

sCS

Dabei bezeichnet der erste Term die Korrelation zwischen einem Merkmal und den
Klassen (Relevanz), wohingegen der zweite Term die Korrelation zwischen einem Merk-
mal und den bereits gewéhlten Merkmale misst (Redundanz). Nachdem S aktualisiert
worden ist, wird das Schema wiederholt, bis die gewtlinschte Anzahl an Merkmalen

erreicht ist.
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Abbildung 4.3: Selektion der Merkmale [Pischel et al., 2018]. (A) Die Transinformation (TI) und
der Fisher-Wert sind univariate Verfahren zur Schatzung des Informationsgehaltes eines Merkmals, die
auf zwei separable und ein nicht separables Zweiklassenproblem (rot und griin) angewendet werden.
(B) Im Vergleich zu anderen Verfahren, wie dem Korrelationskoeffizienten, ist die Transinformation
in der Lage, nichtlineare Relationen zu erkennen.

4.2.3 Fisher-Wert

Der Fisher-Wert beruht auf der Annahme, dass Merkmale mit einem groflen Informa-
tionsgehalt Samples einer Klasse dhnliche Werte zuordnen, die sich stark von denen
anderer Klassen unterscheiden. Solche Merkmale besitzen Klassenmittelwerte, die re-
lativ zu ihrer Standardabweichung weit auseinander liegen. Mathematisch formuliert
lasst sich dies folgendermafien ausdriicken

e my (g — pa)?

Y(xi, €) = > mio?s (4.4)

Dabei bezeichnen p; und o; den Mittelwert und die Standardabweichung des i-ten
Merkmals. Wie zuvor gibt m die Anzahl der Samples an. Ist zusétzlich der Klassenin-
dex k angegeben, beziehen sich die Mittelwerte p; 5, Standardabweichungen o, ; und
Anzahl der Samples m; j, ausschliefllich auf die k-te Klasse. Die Selektion der Merkma-
le mittels des Fisher-Wertes ist ein univariates Verfahren, das keine Abhéngigkeiten
der Merkmale erfasst. In Abb. 4.3A ist der Fisher-Wert fiir drei eindimensionale Zwei-
klassenprobleme illustriert. Er ist in der Lage, den hohen Informationsgehalt der nicht
iiberlappenden, linear separablen Verteilungen und den niedrigen Informationsgehalt
der iiberlappenden Verteilungen zu erkennen. Er ist jedoch nicht in der Lage, das hohe
Diskriminierungspotenzial der linear nicht separablen, nicht iiberlappenden Verteilun-
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gen auszumachen.

4.3 Klassifizierung mittels Machine-Learning

Machine-Lerning bietet die Moglichkeit, heterogene Zellpopulationen hinsichtlich ihrer
Phénotypen auf eine effiziente Art und Weise zu klassifizieren. Die Klassifizierung stellt
ein algorithmisches Verfahren dar, das die Klassenzugehorigkeit einzelner Samples aus-
schliellich anhand ihrer Merkmale bestimmt. Dies kann als Abbildung f verstanden
werden, die aus dem n-dimensionalen Merkmalsraum auf eine der méglichen n, Klassen

abbildet
f(x):R" = {c1,...,cn. }- (4.5)

Der zufriedenstellendste Ansatz der Klassifizierung besteht darin, Samples der Klasse
zuzuordnen, die beziiglich der Realisierung der Merkmale & am wahrscheinlichsten ist.
Ungliicklicherweise ist es in der Regel nicht moglich, die zugrunde liegende Wahrschein-
lichkeitsverteilung zu rekonstruieren [Jain et al., 2000], weshalb Annahmen beziiglich
der Verteilung oder heuristische Algorithmen zur Klassifikation angewendet werden.
Im Folgenden werden vier populidre Machine-Learning-Algorithmen vorgestellt, die im
weiteren Verlauf dieser Arbeit genutzt werden.

4.3.1 Diskriminanzanalyse

Die lineare und quadratische Diskriminanzanalyse (LDA und QDA) ordnen unbe-
kannte Samples derjenigen Klasse zu, die die a posteori-Wahrscheinlichkeit P(cy|x)
maximiert. Diese kann mittels des Satz von Bayes wie folgt ausgedriickt werden

P(z|e)P(c)

Plefe) = =505

(4.6)
Wird angenommen, dass die Wahrscheinlichkeit des Auftretens der verschiedenen Klas-
sen gleichverteilt ist, zum Beispiel weil kein Vorwissen beziiglich der Verteilung der
Klassen vorhanden ist, lasst sich die Klassifizierung als Optimierungsproblem formu-
lieren

f(x) = arg Ig;%i(P(CL"Ck) (4.7)

Die bedingte Wahrscheinlichkeit P(x|c,) wird als multivariate Normalverteilung an-
genommen mit verschiedenen Mittelwerten fiir jede Klasse. Wird zusétzlich von einer
gemeinsamen Kovarianzmatrix aller Klassen ausgegangen, ergibt sich eine lineare Se-

parationsgrenze (LDA), die zur Trennung der Klassen genutzt wird. Im Gegensatz dazu
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Abbildung 4.4: Klassizizierung mittels Machine-Learning [Pischel et al., 2018]. Die Klassifizierung
eines Zweiklassenproblems (rot und griin) mittels Machine-Learning-Algorithmen unterschiedlicher
Komplexitét zeigt Variationen hinsichtlich der Separationsgrenze. Dies ist fiir (A) die lineare (LDA)
bzw. quadratische Diskriminanznalyse (QDA), (B) die Nichste-Nachbarn-Klassifizierung (NNK) und
(C) den Support-Vector-Machine-Algorithmus (SVM) dargestellt.

fithrt die Annahme von klassenabhéngigen Kovarianzen zu einer nichtlinearen Separa-
tionsgrenze (QDA). Beide Machine-Learning-Algorithmen sind duflerst robust gegen
Storungen und einfach zu implementieren, da sie unabhéngig von algorithmenspezifi-
schen Hyperparametern sind [Jain et al., 2000]. In Abb. 4.4A sind die Anwendungen
beider Algorithmen auf ein nicht separables Zweiklassenproblem illustriert. Es stellt
sich heraus, dass die QDA mittels der nichtlinearen Separationsgrenze in der Lage ist,
die Klassen besser zu trennen als die LDA.

4.3.2 Nachste-Nachbarn-Klassifizierung

Die Néchste-Nachbarn-Klassifizierung (NNK) ist ein Machine-Learning-Alorithmus,
dessen Klassenzuordnung auf der Mehrheitsentscheidung der k néchsten Nachbarn be-
ruht. Dabei wird einem unbekannten Sample die am haufigsten auftretende Klasse der
néchsten Nachbarn zugeordnet [Hastie et al., 2003]. Zur Berechnung der Distanzen zwi-
schen den einzelnen Samples konnen verschiedene Metriken verwendet werden [France
et al., 2012]. In dieser Arbeit wird jedoch ausschlieBlich die euklidische Metrik benutzt.
In Fig. 4.4B ist die NNK am Beispiel eines nicht separablen Zweiklassenproblems dar-
gestellt. Die NNK ist in der Lage, die Nichtlinearitdt mittels einer rauen Separations-
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grenze abzubilden. Je mehr néchste Nachbarn fiir die Klassifizierung eines unbekannten
Samples (schwarzes Kreuz) genutzt werden, desto groffer wird der Einfluss entfernter
Punkte und desto glatter erscheint die Separationsgrenze, siehe Fig. 4.4B. Die NNK
ist ein einfacher Klassifizierungsalgorithmus, der nicht auf Annahmen beziiglich der
zugrunde liegenden Wahrscheinlichkeitsverteilung der Merkmale beruht. Aus diesem
Grund ist die NNK einfach zu implementieren und anzuwenden. Der Nachteil des Al-
gorithmus besteht im immensen Rechenaufwand, besonders fiir grofe Datenmengen,

da die Distanzen zu allen Trainingsdaten berechnet werden miissen.

4.3.3 Support-Vector-Machine

Um Samples verschiedener Klassen zu unterscheiden, bildet eine Support-Vector-Machine
(SVM) den Merkmalsraum mittels einer nichtlinearen Transformation ®(x) in einen
hoherdimensionalen Raum ab. Dort werden unbekannte Samples mittels eines Modells
folgender Form klassifiziert [Tarca et al., 2007; Ben-Hur et al., 2008]

f(x) =sgn(w' - ®(x) +b). (4.8)

Dabei bezeichnet w einen Wichtungsvektor und b eine additive Konstante. Die nichtli-
neare Transformation kann effizient mittels des Kernel-Tricks, mit beispielsweise gauf-
schen oder polinomialen Kerneln x, berechnet werden. Das Modell ldsst sich damit wie
folgt formulieren [Cortes et al., 1995]

flx) = iyiozm(a:i,w)w (4.9)
Kz, ) = ®(x;) (). (4.10)

Die Faktoren «; bezeichnen in diesem Fall Lagrange-Multiplikatoren. Zur Veranschau-
lichung ist in Fig. 4.4C die Anwendung der SVM mit einem gaufischen Kernel auf das
linear nicht separable Zweiklassenproblem gezeigt. Die Separationsgrenze ist so fest-
gelegt, dass sie den Rand zwischen beiden Klassen maximiert. Der Rand ist dabei als
kiirzeste Distanz zwischen der Separationsgrenze und den Samples der Trainingsdaten
definiert. Zudem werden die Samples, die sich auf dem Rand befinden (eingekreiste
Punkte), als Support Vectors bezeichnet, siehe Fig. 4.4C. Sollten die zugrunde liegen-
den Verteilungen der Merkmale verschiedener Klassen stark iiberlappen, fithrt eine
exakte Separation in der Regel zu einer schlechten Generalisierung hinsichtlich neuer
Daten. Deshalb wird die Komplexitidt des Machine-Learning-Algorithmus durch Re-
gularisierung gemindert. Damit werden Missklassifikationen erlaubt und entsprechend

bestraft, wodurch sich eine glatte Separationsgrenze ergibt. Die SVM ist ein sehr kom-
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plexer Machine-Learning-Algorithmus, der wegen seines immensen Speicherbedarfs be-
sonders fiir grofie Datensétze schnell an seine Grenzen st6ft. Aus diesem Grund wird in
dieser Arbeit die Low Rank Linearization SVM verwendet [Zhang et al., 2012; Djuric
et al., 2013], die eine approximative Version der SVM darstellt.

4.4 Modellwahl

Machine-Learning stellt ein effizientes Verfahren zur automatisierten Klassifizierung
grofler Datenmengen dar. Um eine préazise Klassifizierung zu gewahrleisten, miissen
verschiedene Groflen an den jeweiligen Datensatz angepasst werden. Dazu zéhlen
die Hyperparameter der Machine-Learning-Algorithmen, wie die Anzahl der nachsten
Nachbarn k, aber auch die Zusammensetzung und Anzahl der verwendeten Merkmale.
Jeder Machine-Learning-Algorithmus mit einer bestimmten Einstellung dieser Grofien
repréasentiert ein Modell, das trainiert werden kann, um es anschlieend zur Klassifizie-
rung unbekannter Objekte zu verwenden. Das Ziel der Modellwahl ist es aus der Schar
aller moglichen Modelle das optimale Modell zu identifizieren, das die verschiedenen
Klassen bestmoglich unterscheidet. Um die Genauigkeit eines Modells zu ermitteln,
wird haufig die 0-1-Gewinnfunktion I' verwendet

1 ,wenny; = f(x;)

r%ﬂ@ﬁ{ | (@11)

0 ,sonst
die eine eins zuordnet, wenn ein Sample korrekt klassifiziert wurde und eine 0, wenn
nicht. Durch Mittelung iiber alle Samples ergibt sich die Genauigkeit A
1 m
A=Y Ty f(), (4.12)

i=1
die als Maf fiir die Giite der Klassifizierung verstanden werden kann.

Zur Identifizierung des optimalen Modells wird zunéchst der Trainingsdatensatz D in
zwei Teile Dy C D und Doy = D\ Dy geteilt, siehe Abb. 4.5A. Dabei wird die
Strategie verfolgt verschiedene, konkurrierende Modelle auf D,y zu trainieren und
deren Genauigkeit grob abzuschétzen (Modellwahl). Im Gegensatz dazu wird der zwei-
te Teil Dy, zur zuverlassigen Ermittlung der Modellgenauigkeit verwendet. Mittels
Kreuzvalidierung (KV) wird Dy weiter in kgy Teilmengen Dy, ..., Dywikge,
gleicher Grofle und Klassenkomposition gegliedert. Jedes Modell wird kg -mal auf
krxy — 1 Teilmengen trainiert und anschliefend auf der ausgelassenen Teilmenge va-
lidiert. Das optimale Modell maximiert die iiber alle Iterationen der KV gemittel-

te Genauigkeit und zeichnet sich damit durch seine Robustheit gegen Storungen der
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Abbildung 4.5: Modellwahl [Pischel et al., 2018]. (A) Der Trainingsdatensatz wird in zwei Teile ge-
gliedert. Ein Teil (67% der Daten) wird zur Modellwahl genutzt, wohingegen der zweite Teil (33% der
Daten) zum Testen der Genauigkeit verwendet wird. Um das Modell hinsichtlich Robustheit gegen
Storungen der Trainingsdaten zu untersuchen, wird eine Kreuzvalidierung in der Modellwahl inte-
griert. (B) Zur Identifizierung des optimalen Modells (blauer Pfeil) wird die Summe der Verzerrung
(rot, gestrichelt) und der Varianz (rot, durchgezogen) minimiert.

Trainingsdaten, Generalisierung zu unbekannten Daten und Prézision aus. Da die er-
mittelte Genauigkeit des optimalen Modells basierend auf Daten ermittelt worden ist,
die bereits fiir die Kalibrierung genutzt worden sind, ist die Genauigkeit nicht zuver-
lassig und moglicherweise tiberoptimistisch [Lemm et al., 2011]. Aus diesem Grund
wird das Modell auf D, erneut trainiert und auf den bisher unangertihrten Teil des
Trainingsdatensatzes Dy getestet. Anschliefend wird das Modell auf dem gesamten
Datensatz trainiert und kann fiir die Klassifizierung neuer, bisher unbekannter Daten
verwendet werden. Auf diese Weise ist es moglich das optimale Modell mit einer zu-
verldssigen Fehlerabschétzung zu erstellen, das auf den vollstédndigen Trainingsdaten
kalibriert wird.

Die Genauigkeit eines Modells wird stark von den FEigenschaften der verwendeten
Attribute beeinflusst. Besonders ausgeprégt ist die Einflussnahme von Merkmalen, die
sich um mehrere GroBlenordnungen unterscheiden, da Merkmale auf groflien Skalen
leicht die Klassifizierung dominieren kénnen. Um dies zu verhindern und eine gerechte
Wichtung zu erzwingen, sollten Merkmale vor der Klassifizierung transformiert werden.
Die am haufigsten verwendeten Transformationen stellen die Standardisierung und die
Normalisierung dar. Bei der Standardisierung werden die Daten so transformiert, dass
ihr Mittelwert und ihre Varianz festgelegte Werte annehmen. Fir den Fall, dass der
Mittelwert auf null und die Standardabweichung auf eins gesetzt werden, ergeben sich

die standardisierten Merkmale X; stanq mittels

Xi — E(x4)
std(xi)

Als Alternative dazu lassen sich die Merkmale mittels Normalisierung auf ein bestimme-

Xi,stand = (413)

tes Intervalls beschranken. Wird das Intervall zu [0, 1] gewahlt, konnen die normali-
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sierten Merkmale X porm mittels

Xi — min(Xi)
i,norm — . 4.14
X max(y;) — min(y;) ( )

berechnet werden. Die Skalierung der Merkmale ist kein Bestandteil der Vorverarbei-
tung, sondern ein integraler Teil der Modellwahl [Lemm et al., 2011]. Sowohl Trainings-
als auch Validierungsdaten sollten durch die gleiche Transformation skaliert werden.
Idealer Weise basiert die Skalierung ausschliefllich auf den Eigenschaften der Trai-
ningsdaten. Das bedeutet, dass keine Information der zu klassifizierenden Daten fiir
die Berechnung der Groflen E(y;), std(x;), min(x;) oder max(y;) verwendet wird.
Analog sollte auch bei der Selektion der Merkmale vorgegangen werden, sodass die-
se ausschlieBlich auf den Trainingsdaten beruht. Dies wiirde jedoch darin resultieren,
dass sich in jeder Iteration der KV eine andere Reihenfolge der hinsichtlich ihres In-
formationsgehaltes geordneten Merkmale ergibt. Aus diesem Grund wird die Selektion
der Merkmale auf dem gesamten Datensatz D)y durchgefithrt. Wéhrend der KV
wird deswegen zwar Information der zu validierenden Daten fiir das Training genutzt,
was zu einer Uberanpassung fithren kann. Jedoch ist Dy, immer noch unabhéngig,
weshalb die damit ermittelte Genauigkeit der Klassifizierung stets zuverléssig ist.

Die Suche nach dem geeignetsten Modell stellt ein Optimierungsproblem im Raum
der Hyperparameter dar, bei dem die Klassifizierungsgenauigkeit der KV als Zielfunk-
tion maximiert wird [Bergstra et al., 2011]. Die Hyperparameter variieren abhéngig
davon, welcher Machine-Learning-Algorithmus genutzt wird. Die LDA und QDA sind
einfache Algorithmen, bei denen keine Optimierung der Hyperparameter notig ist. Im
Gegensatz dazu erfordern die NNK und die SVM eine angemessene Wahl der Anzahl
der néchsten Nachbarn k£ bzw. der Regularisierungskonstante C' und der Bandbreite
des Kernels . Zudem miissen die Merkmale festgelegt werden, die fiir die Klassifizie-
rung genutzt werden sollen. Die Menge aller moglichen Kombinationen von Merkmalen
betrigt 2" und ist damit immens, weshalb es rechentechnisch nicht moglich ist, alle
Kombinationen zu testen. Aus diesem Grund bietet es sich an die Anzahl der ausge-
wahlten Merkmale npg als zusitzlichen Hyperparameter zu nutzen. Da alle Merkmale
bereits hinsichtlich ihres Informationsgehaltes geordnet sind, kann die Selektion der
Merkmale effizient mittels eines einzigen Hyperparameters, der lediglich m — 1 Werte
annehmen kann, durchgefithrt werden. Hinsichtlich der Optimierung der Hyperpara-
meter haben sich verschiedene Strategien etabliert. Probleme mit wenigen Hyperpa-
rametern werden oft mittels Grid Search optimiert [Bergstra et al., 2012], wohingegen
fir hochdimensionale Probleme héaufig Partikelschwarmalgorithmen [Escalante et al.,
2009], genetische Algorithmen [Coroiu, 2016] oder gradientenbasierte Verfahren [Ben-
gio, 2000] genutzt werden. In dieser Arbeit wird ausschlielich die Optimierung mittels
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Grid Search durchgefithrt. Zum einen werden lediglich Probleme mit drei oder weniger
Hyperparameter betrachtet. Dariiber hinaus erlaubt Grid Search eine einfache Illus-
tration der Zielfunktion in Abhéngigkeit der Hyperparameter.

Die Maximierung der Klassifizierungsgenauigkeit geht einher mit der Minimierung der
Summe zweier Fehlerquellen (Verzerrung-Varianz-Dilemma) [Dietterich et al., 1995],
sieche Abb. 4.5B. Die Verzerrung stellt einen systematischen Fehler dar, der durch
falsche Annahmen des Machine-Learning-Algorithmus hinsichtlich des funktionalen
Zusammenhangs zwischen Merkmalen und Klassen verursacht wird. Zusatzlich wird
die Genauigkeit durch Storungen der Trainingdaten, Messrauschen und stochastischen
Eigenschaften der Machine-Learning-Algorithmen beeintrachtigt, was als Varianz be-
zeichnet wird. Um das optimale Modell zu identifizieren, muss ein Kompromiss aus
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