Know How

Programm zur wechselseitigen Transformation von RC-Partial- und RC-Kettenbruchschaltungen

Thermische Ersatzschaltbilder

Dipl.-Ing. Jiirgen Schwarz

Die angegebenen Subrouti-
nen-Programme in struktu-
riertem HP-Basic ermogli-
chen die Umrechnung zwi-
schen dem praktisch verwen-
deten und dem physikalisch
sinnvollen thermischen Er-
satzschaltbild z. B. von elek-
tronischen Bauelementen.

Partialbriiche in

Kettenbriiche

Das thermische Verhalten
von Halbleiterbauelementen
und auch von anderen Ein-
richtungen kann durch Er-
satzschaltbilder aus einer
Vielzahl von thermischen
Widerstinden und thermi-

schen Kapazititen in einer
Kettenbruchschaltung nach
Bild 1 beschrieben werden
/1/. Mit diesem physikalisch
sinnvollen Modell kann man
nur schlecht arbeiten, so dal
die Umrechnung in ein dqui-
valentes Ersatzschaltbild in
Partialbruchschaltung nach
Bild 2 zweckmiBig ist. Eine
solche Umrechnung ist im-
mer moglich, und beide Er-
satzschaltbilder sind kano-
nisch, d.h., sie weisen beide
eine minimale Zahl von
Bauelementen auf /2/. Ein
Algorithmus zur Umrech-
nung wurde in /3/ abgelei-
tet, allerdings ohne die An-
gabe eines Programms. Dies
soll hier nachgeholt werden.

Analyse der Partialbruchschaltung

Die Impedanz einer RC-Partialbruchschaltung setzt sich aus
der Summe der Impedanzen der einzelnen Glieder (Partial-

briiche)
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Bild 1: Thermisches Ersatzschaltbild in Kettenbruchschaltung nach /1/
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Zeitkonstanten der einzelnen RC-Glieder zusammengefal3t
werden. Die Gl. (1) 146t sich unter der Voraussetzung, dafl
alle Zeitkonstanten unterschiedlich sind, durch Erweitern in

n n

Z | Reoe IT (14+p-m0)
2p) = a— @
IT d+p-tw)

umwandeln. Dies entspricht
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Bild 2: Thermisches Ersatzschaltbild in Partialbruchschaltung
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einem Ausdruck, der ausmultipliziert die Form
Z(p) = A(p) _ a+apta p’+...+a,_, p~!
B(p) be+bp+byp*+...+b,_,p"-'+b,p"

@

hat. Ist die oben genannte Voraussetzung ungleicher Zeitkon-
stanten nicht erfiillt, dann ist die Partialbruchschaltung nicht
kanonisch und die Glieder mit gleichen Zeitkonstanten kon-
nen zusammengefalit werden.

Um die Koeffizienten der Gl. (4) zu berechnen, wird folgende
Methode verwendet:
Gegeben sei ein Polynom

Clp)=co+¢ p+c pP+...+¢, pY, (%)

das mit (1+ p-t) multipliziert werden soll. Dann ergibt sich
das Produkt zu

(QI+p1):-Cp)=co+(ci+¢c1) p+(c+¢1) pPP+...
et (Ca+ CrayoT) PP HCoToprtL (6)
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Die Koeffizienten kinnen also durch zyklische Anwendung
der Zuordnung

(M

Ci=g+C_ T

berechnet werden.

Synthese der Kettenbruchschaltung

Fiir die Impedanz der gesuchten Kettenbruchschaltung nach
Bild I gilt
P-Cint+ 1
R1|::I:I'|' i
p-Cun+

(8)

1
p-Cym +

N S
Rym

Dieser Kettenbruch gibt der Schaltung auch ihren Namen.
Ausgehend von der Impedanz der Partialbruchschaltung nach

Gl. (4) ergeben sich die Grolflen der einzelnen Elemente der Ket-
tenbruchschaltung durch abwechselnde Division und Inversion:

Z(p) = -
b, Bomt = 52 - Baa) P 4+ by
n=|
dy_y dp P'“_1+ dp-2 P"':+...+a|p+ao
Cuny
- : ©
i i-pi4+bi,-pr-2+...+bE-p i
p:Cypy +—— = =
Pt A, Pttt APt .
Hieraus a6t sich direkt Ry, ermitteln, indem invertiert wird:
1
2(p) = 1 (10)
P-Cun+

a1 (Bn-2— Ryyba_2)p"=24.. 48— Ry by
20 bE . -p-'4 ..+ bfp4bi
Riy

Dieses Verfahren wird bis zur Berechnung des letzten Wider-
standes Ry, konsequent durchgefiihrt.

Machdem wie bisher ein Programm zur Transformation der Par-
tialbruch- in eine Kettenbruchschaltung hergeleitet haben, soll
jetzt der umgekehrte Weg beschritten werden.

Analyse der Kettenbruchschaltung

Hier mull umgekehrt wie im Abschnitt | Synthese der Ketten-
bruchschaltung” vorgegangen werden. Ausgehend von dem
n-ten RC-Glied erfolgt die Bildung der Impedanz

Umsetzung in ein
Rechenprogramm
uﬂing | ZEEg‘L ein subp[‘t}- Elensnt s und FParamster der Partialbruchschaltung:
gl'ﬂl'!'.l.m m Stl'll![tlll'.l.ﬁl'tﬂn HP- Epcal) = 180, 888 mk-H Cpt@l} = S0.080 mJAE cpt@l> = T 000,008 ps
Basic, das die gewilnschte |ppcpz) - 280, 888wl CRi@2r = 250,900 ni-¥ cpiEr = 58,609 s
Umrechnung durchfithrt. In Rpi@ar = 200,800 mi-M CpfB2r = 1 906.000 wmlq¥ cpi@3y = 200,000 ns
den Zeilen 240 und 250 wer- | Rp¢B4) = 180, BEE mkH Cpi@4) = 2 980,080 ml-K tpi@dr = 208, G88 ns
Rpi@sy = 300, BOE mioH CRIES) = & S66.667 ml-K TR@5) = 2 009.900 me
den alle Elemente der Felder
Rk(*) und Ck(*)} nullgesetzt,
und in Zeile 260 erhalten die Koeffizienten der Impedanz nach G 43
= o i = I i a LFRI
Felder die gewiinschte GriBe. u
In Zeile 270 werden die sich Zahler: aC6B) = +3,080 QOBE-D1 K-W Hermer: B(OBY = +1,0800 QABE+0Q
der al@lr = +2.019 0AOE+Q0 K- les bi@Ll) = +%.855 AABE+DH =

m‘ﬁprﬁchf-‘ﬂfﬁﬂ Elﬁmﬁ:tﬂ s RLBZr = #].13F SSGE-DQ KAWss*Z2 bi@2) = +2,325 250E+08 22
F:eIder Rp(*) u'}d_{;P(} mit- 2(B3r = +1.316 TOBE-B1 K-lssr3 BLB2Y = +4.395 SABE-A1 =~3
einander multipliziert (der 8(B4) = +2.022 QODE-0F K- Wes d bi04) = +1.814 QOOE-02 -4
Stern ist fiir die Matrizenmul- b(BS) = +&.000 QOOE-H5 2%
tiplikation reserviert), und in
den folgenden Zeilen wird
gl‘.‘pl‘ﬁf[, ob die g&gebene Par- Elemsnts wund Paramster der aguivalenten Kettenbiruchachal tung!
tialbruchschaltung kanonisch | ¢, .5, - 156. 374 mk-M Chi@iy = 39,5965 mIoK theBly = 6 196,920 ps
ist. Danach erfolgt die Berech- FEcBZy = 279,724 mkoH Chki@zy = 184,857 wl-¥ cheB2y = S1.789 ms
nung mit dem oben beschrie- | F*793» = 2080.438 wmioH Cki@3Y = 1 B6T.126 mik ThiBE» = 212.912 ms

g Verfah Rk (@43 = 216,279 mk-H Ck{B4> = 4 457.855 ml-K Th(@dd = 954,148 ms
bgﬂ.fd'ﬂr_; = &_rerlli e L 47. 167 mKH k(oS = 25,706 IK TH@S) = | 212,483 mz

I zeigt em Rechenbeism

mit einer fiinfgliedrigen RC-
Kette. Dabei wird die Einheit
des thermischen Widerstandes

in Millikelvin je Watt ausge-

Bild 3: Berechnung einer zu einer kanonischen RC-Partialbruchschaltung dguivalenten RC-Kettenbruch-
schaltung [ Rechenbeispiel)

druckt (2 K/kW).
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l =b0

iiber. Da p; eine Wurzel von B(p) ist, wird mit p —» p; die Funk-
tion B(p)— B(p;) =0, und der Grenziibergang Gl. (15) ergibt
einen unbestimmten Ausdruck. Nach der Regel von I'Hospital

Ry
Iik{n) - bkt ) _ %
0 0
l L
+p Ck(n! = 1+p Rk(n] CR{n} _ b0+p bl
iRk(n} Rk{n} ag
Ryn_n + Riny (Rymy+ Rin— 1) + PRy Rt - 1)Crm)
14p Ry Ciny 1+p Rym) Ciimy
_atap
bﬂ + b] p
ki by+b, p+b, p?
AR e BBy = AR AR 5
aQ+ap 2%0+a, p

Diese Verfahrensweise wird bis zum Ergebnis nach Gl. (4) fort-
gesetzt.

Synthese der Partialbruchschaltung

Zur Berechnung der Elemente der Partialbruchschaltung nach
Bild 2ist der rationale Bruch nach Gl. (4) in Partialbriiche zu zer-

legen:
20 A0 A A A
Bp) p-p p—p: P—Pa
. g (12)
i=1 P—P
Dabei sind die p, bis p, die Wurzeln des Nennerpolynoms
B(p) = 0. (13)

Wie in /2/ bewiesen wurde, liegen diese fiir die hier vorliegen-
den Schaltungen simtlich auf der negativen reellen Achse und
sind auch alle voneinander verschieden (keine mehrfachen Null-
stellen).

Um in Gl (12) eine Konstante A; zu bestimmen, multipliziert
man die Gleichung mit p — p;:

Al =A% — D —p

—(pl(p—pi)z i PN i Oy PRR o .

B(p) P—Pi P—P2 P—DPn
n A

= A+(-p): X — (14)

1#1

Wenn man nun den Grenzwert fiir p - p; untersucht, dann geht
Gl (14) in

A =
pop  EO)

(15)

ergibt sich durch Bildung der ersten Ableitung

d
d—p[(P —p) - AQP)]

lim
A. =
' P—Pi d_
4p B®)
_A®)
B'(p)

AP)+@—p)-A'(p)
B'(p)

lim
P—+Di

(16)

ein Ausdruck fiir die einzelnen Koeffizienten. Die erste Ablei-

tung von B(p) ist bekanntlich

n

B(p)= X i-bp-L

i=

(an

Vergleicht man Gl. (12) mit Gl. (1), kann fiir die einzelnen Ele-
mente der RC-Partialbruchschaltung

A(p)

Ryy=— ———

e pi-B'(p)
_ By
Coo Alpy

(18)

(19)

angegeben werden. Die Herleitung entspricht dem Satz von der

Aufspaltung.

Umsetzung in ein Rechenprogramm

Listing 3 zeigt ein Subpro-
gramm zur Durchfiithrung
der Transformation und List-
ing 2 ein dazu notwendiges
Nullstellenberechnungspro-
gramm, welches in Zeile 410
des ersten Programms aufge-
rufen wird. Das Subpro-
gramm Rc_tr_kp enthilt
keine Besonderheiten und
arbeitet streng nach den
oben abgeleiteten Algorith-
men.

Zur Nullstellenbestimmung
wurde ein nach dem New-
tonverfahren arbeitendes
Programm verwendet /4/.
Dies ist hier mdglich, da kei-
ne konjugiert komplexen
und auch keine mehrfachen
Nullstellen auftreten kénnen.
Die Berechnung der Zah-
lenwerte erfolgt hier mit dem
vollstindigen Hornerschema.
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1a EUE Rc_tr_pk<INTEGER H,Kanonisch,REAL Rpt®),Cpl®i Ek(%),Cki#)}

=0 1

e ] I SUE-Frogramm Rc_tr _pk zur Transformation siner aus Widerstanden und
48 | Kondensatoren bestehenden kanonischen Fartialbruchschaltung in eines
=1 I aus gleichartigen Bauelementen bestehendes aquivalente, kanonizche

(=4t I Kettenbruchschaltung

ra !

28 I Eingabesdaten: n .. Anzahl der BC-Glisder

28 ! Rpilind iss Hiderstinde der Partialbruchszchaltung
18a I Cpolind ces Kapazrititen der Partialbruchschaltung
114 I Ergebniz: kanamizch ... 1 fOr 2ine kanonizche Partialbruchschaltung,
124 I gonst @ Cund ohne Losung?

138 I Rk<lind sss HWiderztinde der Kettenbruchschaltung

148 | Ckilind +++ Kapazitaten der Kettenbruchschaltung

158 |

168 ! Frogrammierer: Jurgen Schwarz

17a ! Frogramm—Hamne : RCTRpk

188 ! Datum~Yariante! 14.682.85 ~ @2

194 I Speichermedium: Kaszetrten 3753

Zaa !

21a IMTEGER I,J,K

228 REAL A<CBIN=13,A sternc@iH=13,BCBIN), TaupC(liNY; Taup_sterndCliHy

238 1

242 MAT FEk=ZER

258 HMAT Ck=ZER

258 REDIM RpCliN2,,CpCliN ,RECIIND CkClIN2

27e MAT Taup=Rp.Cp I Zeitkonstanten der einzelnen RC=G1ieder
28 MAT Taup _stern=Taup

298 MAT SO0RT Taup_stern I Sartierung nach aufzteigender LGréke
e sl Fanorizch=1

3la FOR I=2 TO H

F2a Kanonizch=Kanonisch ANMD (Taup sternil=13{ Taup_sterncl}?

338 HERT I

348 IF HOT kKanonisch THEH

356 PEIHNT "Die worgegebene FPartialbruchzchaltung izt nicht kamnonisch!”
358 SUBEXIT

s} EHMD IF

380 I

398 BiBi=1

428 FOR I=1 TO H

418 FOR J=1 T0O 1 STEF -1

420 BeJr=RBCI»+B(I=-12%#Taupsl» ! Parameter desz Hennerpolynoms der Impedanz
430 HEKT I

448 HEXT I

450 !

4806 MAT Taup_stern=Taup

478 FOR I=H TO 1 STEP -1

426 IF I<H THEHM Taup sternil)=Taup{I+l)

49 MAT A_stern=ZER

Saa A_sterni@l=]

518 FOR J=1 TO H-1

528 FOR kK=J TO 1 STEF -1

528 A_stern{K)=A_stern(K)+A_sterniK-132Taup_sterni]l

S48 HEXT kK

238 HEXT J

S58 MAT A_stern=(RpCIli+A_stern

576 MAT A=A+A_stern I Parameter dez ZAhlerpolvnomz der Impedanz
528 HEXT 1

598 !

588 FOR I=1 TO H

&l6 CkiIrsBoH+1=-I) ACH=12 I Element der Kettenbruchzchaltung
&2 FORE J=1 TO H+1-1

538 BCJI=BCI»—-CkCID#ACT-12

&40 HEXT J

50 EkCI»=R(H-I2~B{H-1I2 I Element der Kettenbruchschaltung
&58 FOR J=8 TO H-=I

= ACII=ALT)=RkCI>2B(T)

538 HEART J

538 HEXT I

Faa SUBEND

Listing I : Transformation einer Partialbruchschaltung in eine Kettenbruchschaliung
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z2re
2ga
294
a8
318
3za
33a
248
358
36@
ara
288
398
48
418
420
438
448
456
468
47a
42a
438
284
218
528
538
540
554
568
57@
386
3904
s@a
el@

SUE Hewton mod(INTEGER H_polwynom,REAL R _koeffi=), R wurzel (#),Epsilond

i
i
|
|
|
|
i
|
i
1
1
i
1
!
I
!
i

SUB-Programnm zur Berechnurg der Hullztellen (Hurzeln) €ines Polwnoms
fix) vom Grad n mit reellen Koeffizientean und nur regllen Hullstellen
tmodifiziert, hier nur fir Hullstellen auf der negatiwven rellen Achse?

Eingabsdaten:

n_polenon ves Grad dez Polunoms

r_koeffiBin_polynonl ... Keoeffizienten des Folynomns

zpsilon ve. Gerauigkeitszchranke fir die Hullstellen
Ergebnis:

r wurzeldlin polvnom) ... Hullstellen CHurzeln) des Folynoms

Programmierer: Jirgen Schwarz

Frogramm=Hams : Hewt _m

Datum-Yariante: 14.82,.85 ~ B2
Speichermedium: Kassetten 5738

INTEGER J,K,H

REAL Delta x, M

REAL ACB:IH_polvnom»,BEC@IH polunomd ,CCLlIN_polynomd
1

I Datenzicherung

i

H=H_polvnom

REDIM R_koeff<@iH_polynom?
MAT A=R_koeff

MAT R_wurzel=ZER

REDIM R_wurzeldl:iN_polynom)
i

I Beginn der Lézung

i

%=@

HHILE H*>1
CiHI=Bc(H>=R<CH
FOR K=8 TO 2 I zweinalige Hachiteration
REFERT
FOR J=H=-1 TO 1 STEF -1
BLIy=sRACTI+REBLI+1D
CCII)=BCJO+R%FCCT+12
HEXT I
BEfBi=ACBI+X=EB{12
IF CClarRACHY <=8 THEH
FRINT "Fehler im SUE-Programm Mewton _mod!"
PREINT "Ergebniz konwveragisrt nicht!i"
FAUSE
EHD IF
Delta x==B{@l CC(1
Asr+Delta_x
DISP "H ="jH;" Delta_x =";Delta_x;" Epsilon =" Epsilon
UHTIL AES<Delta_ xi<Epsilon
HEXT K
RB_wurzel (H2=x I Losung gefunden
FOR J=8 TO H-1
ACTI=BCT+1) I Reduktion der RAusgangsgleichung
HEXT I
H=H-=1
EHD WHILE
H==R{BX AC1) I Lézung fir den letzien Schritt bzuw. n = 1

E_wurzel(li=g

SZUEEND

Listing 2: Nullstellenberechnung eines Polynoms fix)

A0 Flektronik dournal 7/85

Leserservice 347 b



Know How

228
e <]
24p
256
258
278
288
299
389
21
220
230
340
256
260
370
286
290
480
410
420
430
448
456
460
470
480
43
500
510
520

=]
L
!
i
!
!
1
i
i
|
1
1
|
i
|
|
|
|

UB Re_tr kpCINTEGER M,REAL Rk(#),Ck(#>,Rp(#)>,Cpls))

SUBE-Fraogramm Ro_tr_kp zur Transformation einer aus Hiderstanden und
Kondeénsatoren bestehenden C(kanonizchen? Kettenbruchschaltung in #ine
aus gleichartigen Bauelementen beztehends Aguivalente, kanoniszche
Fartialbruchschaltung

Eingabedaten: n .+« Anzahl der RC-Glieder
RE(lin? ... Widerstinde der Kettenbruchschaltung
Ckilind ... Kapazitaten der Kettenbruchschaltung
Ergebnis: Rpilind ... Widerstande der Partialbruchschaltung
Cpilin? ... Kapazitaten der Partialbruchschaltung
Frogrammisrer: Jirgen Schwarz
Frogramm—Hamne FCTREpR

Datum-Yariante: 14.82.83 ~ B2
Speichermedium: Kassetien 3798

INTEGER I,J
REAL E_8,R_zaehler,R_nenner
REAL AC@BzN=13,BCBIN),B_BC1IH2
|
MAT Rp=ZER
MAT Cp=ZER
REDIM RkC1:N»,CkCl:H},RpCliH},CpCliHy
I
| Berechnung der Koeffizienten der Impedanz
1
Ei@r=1
FOR I=H TO 1 STEP -1
FOR J=8 TO H-I

ACTI=ACJI+RK (I I#B(TD | Paramneter des Zahlerpolunoms
HEKXKT J
FOR J=1 TO H+i-1
BCIo=B I +Ck(Ix*#ACT-12 | Parameter dez Hernnerpolynoms
HEXT J
HEXT 1

1
! Hullstellenbestimmung und Zerlegung mit dem "Satz wvon der Aufspaltung"
]
CALL HMewton modiM,E(#),E_BC%d, 1E-92
FOR I=1 TO H
B _@=F BCI)
R_nenner=R_zaehler=8
FOR J=N-1 TO 8 STEP -1
R_zagshler=AcJ>+B_B@*R_zaehler
R_nenner={J+132B(J+1)+B_B#R_nenner

HEXT J
Rp¢l)=-R_zaehler~(B_0O#Rk_nenner) ! Element der Partialbruchschaltung
Cpilr=R_nenner-R_zashler | Element der FPartialbruchschaltung
MEXT I
SUBEHD

Listing 3: Transformation einer Kettenbruchschaliung in eine Partialbruchschaltung
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