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Abstract

Die vorliegende Dissertation klassifiziert einfache, nicht-abelsche und transitive Per-
mutationsgruppen G von Fixität 4, in denen es eine Involution mit genau vier Fix-
pukten gibt. Die Fixität einer Gruppe G bei der Wirkung auf einer Menge Ω ist
dabei die Maximalanzahl der Fixpunkte von nichttrivialen Elementen von G in Ω.
Des Weiteren werden Wirkungen von einfachen und nicht-abelschen Gruppen auf
kompakten Riemannschen Flächen X vom Geschlecht mindestens 2 in Fixität maxi-
mal 4 unter einer Vermutung über transitive Permutationsgruppen klassifiziert, für
die jedes nichttriviale Gruppenelement höchstens vier Punkte festlässt und für die
die Punktstabilisatoren zyklisch sind. Dabei werden allgemeine gruppen- und charak-
tertheoretische Methoden sowie die lokale Struktur der Gruppen durch Zentralisato-
ren von Involutionen, Normalisatoren von Untergruppen und maximale Untergrup-
pen verwendet. Diese Arbeit gliedert sich in ein Projekt von Barabara Baumeister,
Kay Magaard und Rebecca Waldecker ein und untersucht dabei zwei unterschiedliche
Teilaspekte des Projekts.
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1Einführung
Riemannsche Flächen — benannt nach Bernhard Riemann — sind mathematische
Objekte, die in einer Vielzahl von mathematischen Gebieten auftauchen. Das Kon-
zept einer Riemannschen Fläche entstand im 19. Jahrhundert durch das Studium
algebraischer Kurven. Aber Riemannsche Flächen sind nicht nur algebraische Kur-
ven sondern auch Mannigfaltigkeiten mit einer komplexen Struktur. Seit ihrer Ent-
deckung wurden Riemannsche Flächen analytisch, topologisch, geometrisch und al-
gebraisch weiter ergründet, unter anderem durch Untersuchungen von Weierstraß-
punkten und Automorphismen einer Fläche.

Ein Weierstraßpunkt einer kompakten Riemannschen Fläche X vom Geschlecht
g ≥ 2 ist ein Punkt so, dass eine meromorphe Funktion von X existiert, die an
diesem Punkt einen Pol der Ordnung höchstens g hat und an allen anderen Punk-
ten holomorph ist. Weierstraßpunkte sind jedoch nicht nur analytisch interessant.
Ihr Einfluss auf die Automorphismengruppe Aut(X) einer kompakten Riemannschen
Fläche X vom Geschlecht mindestens 2 wurde durch Hermann A. Schwarz deutlich,
der die Operation von Aut(X) auf der Menge W(X) der Weierstraßpunkte unter-
suchte und damit die Endlichkeit der Automorphismengruppe nachwies (vgl. V.1.2
in [FaKr]). Adolf Hurwitz zeigte in [Hur], dass die Ordnung der Automorphismen-
gruppe einer kompakten Riemannschen Fläche X vom Geschlecht g≥ 2 sogar durch
84 · (g− 1) beschränkt ist. Dadurch entstanden verschiedene Forschungszweige, die
die endliche Gruppentheorie mit der Theorie kompakter Riemannscher Flächen vom
Geschlecht mindestens zwei verbanden. Unter anderem wurden Hurwitz-Gruppen,
symmetrische Geschlechte von Gruppen sowie Gruppenoperationen auf Flächen von
kleinem Geschlecht untersucht, um nur einige Zweige zu nennen.

Hurwitz-Gruppen sind Automorphismengruppen von kompakten Riemannschen
Flächen vom Geschlecht g≥ 2, die die Ordnung 84(g−1) haben. Beispiele dafür sind
die projektiven speziellen linearen Gruppen PSL2(7) und PSL2(8), welche isomorph
zur Automorphismengruppe der Kleinschen Kurve bzw. der MacBeath-Kurve sind
(vgl. [Mac1, Mac2]). In [Con1, Con2] fasst Marston Conder die bis dato bekann-
ten Hurwitz-Gruppen zusammen und solche, die keine Hurwitz-Gruppen sind. Bei-
spielsweise sind zwölf der 26 sporadischen Gruppen Hurwitz-Gruppen, die anderen
14 nicht. Die Alternierenden Gruppen An sind für alle n ≥ 168 und für gewisse n
im Bereich 3≤ n≤ 167 Hurwitz-Gruppen. Viele weitere Gruppen wurden auf diese
Eigenschaft untersucht.

Das symmetrische Geschlecht g einer Gruppe G ist die kleinste natürliche Zahl
größer oder gleich 2 so, dass es eine kompakte Riemannsche Fläche vom Geschlecht g
gibt, auf der G als Gruppe von Automorphismen wirkt. Den Begriff definierte Tho-
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mas Tucker in [Tuc] und er zeigte, dass die symmetrischen Geschlechte der Symme-
trischen und Alternierenden Gruppen Sn und An, wobei n≥ 168 gilt, n!

168 + 1 sind.
Marston Conder, Robert Wilson und Andrew Woldar fassten in [CWW] die bis dato
bekannten symmetrischen Geschlechte der sporadischen Gruppen zusammen. Nach
[Con1] wurden auch die symmetrischen Geschlechte von Diedergruppen, abelschen
Gruppen und p-Gruppen untersucht.

In [Bro] klassifizierte Allen Broughton Gruppenoperationen auf kompakten Rie-
mannschen Flächen vom Geschlecht 2 und 3, bis auf topologische Äquivalenz. Des
Weiteren gibt er einen Überblick über weitere Forschungszweige im Zusammenhang
mit Gruppenwirkungen auf Riemannschen Flächen.

Einen Zusammenhang zwischen der Anzahl der Fixpunkte eines Automorphis-
mus einer kompakten Riemannschen Fläche X vom Geschlecht mindestens zwei und
den Weierstraßpunkten der Fläche entdeckte Bruno Schoeneberg in [Sch]. Er zeigte,
dass die Fixpunkte eines Automorphismus h ∈ Aut(X) in X Weierstraßpunkte sind,
wenn h mindestens fünf Punkte in X fixiert, wobei h , 1Aut(X) gilt. Kay Magaard und
Helmut Völklein nutzten diese Eigenschaft und zeigten in [MaVö], dass die einzigen
Hurwitz-Gruppen, die transitiv auf der Menge der Weierstraßpunkte operieren, die
Automorphismengruppen der Kleinschen Kurve und MacBeath-Kurve sind (PSL2(7)
bzw. PSL2(8)) und eventuell die Automorphismengruppe der Hurwitz-Kurven vom
Geschlecht 14 (PSL2(13)). Sie unterschieden bei der Klassifizierung der kompakten
Riemannschen Flächen X mit transitiver Gruppenoperation auf der MengeW(X) der
Weierstraßpunkte zwei Fälle; nicht-reguläre und reguläre Gruppenoperationen. Der
Fall der regulären Gruppenoperationen auf W(X) motiviert die Klassifizierung der
Paare (X,Aut(X)) von kompakten Riemannschen Flächen X vom Geschlecht minde-
stens zwei und deren Automorphismengruppen, für die die Menge F (X) aller Fix-
punkte von nichttrivialen Automorphismen von X keine Teilmenge von W(X) ist.

Die Klassifizierung dieser Paare ist das Ziel des Projekts von Barabara Baumei-
ster, Kay Magaard und Rebecca Waldecker (nachfolgend „BMW-Projekt“ genannt),
zu dem auch die vorliegende Dissertationsschrift gehört. Sie nutzten das eben be-
schriebene Resultat von Bruno Schoeneberg, um den Fokus auf solche Gruppen von
Automorphismen einer kompakten Riemannschen Fläche zu legen, in denen es Au-
tomorphismen gibt, die höchstens vier Punkte der Fläche festlassen, und wählten
zunächst einen rein gruppentheoretischen Ansatz. Da eine Riemannschen Fläche X
unter der Operation einer Gruppe G in Bahnen zerfällt und jeder Automorphismus
h ∈ G, h , 1G, der höchstens vier Fixpunkte in X hat, auch nur höchstens vier
Fixpunkte auf allen G-Bahnen von X besitzt, konzentrierte sich das BMW-Projekt
bisher auf die Klassifizierung transitiver Permutationsgruppen von Fixität 4. Dabei
ist die Fixität einer Gruppe bei der Wirkung auf einer Menge wie folgt definiert:

Definition 1.1 (Fixität)
Seien G eine Gruppe, die auf einer Menge Ω operiert, sowie k ∈ N0. Wir sagen,
dass G mit Fixität k auf Ω operiert bzw. dass G Fixität k auf Ω hat genau dann,
wenn jedes nichttriviale Element in G höchstens k Punkte in Ω fest lässt und es ein
Element g ∈G# gibt, das genau k Punkte in Ω fixiert.
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Der Start des BMW-Projekts im Sommer 2012 mündete 2015 in [MaW1, MaW2]
in Klassifikationen von einfachen und fast-einfachen, nicht-regulären und transiti-
ven Permutationsgruppen sowie Strukturaussagen für allgemeine, nicht-reguläre und
transitive Permutationsgruppen von Fixität 2 oder 3. Im Jahr 2019 veröffentlichten
Baumeister, Magaard und Waldecker in [BMW] erste Strukturaussagen für Fixität
4. Eine Klassifizierung der einfachen und transitiven Permutationsgruppen, in de-
nen jedes nichttriviale Gruppenelement höchstens vier Punkte der zugehörigen Bahn
fixiert, ist noch in Arbeit.

Neben den Riemannschen Flächen und ihren Automorphismen, die die Haupt-
quelle der Motivation des BMW-Projekts ausmachen, ist die Untersuchung von
transitiven Permutationsgruppen mit einer Maximalanzahl an Fixpunkten auch aus
gruppentheoretischer Perspektive ein interessantes Forschungsgebiet, wie zahlreiche
Veröffentlichungen in den 1960er und 1970er Jahren zeigen. Nagayoshi Iwahori unter-
suchte 1964 in [Iwa] sogenannte (0,2)-Gruppen. Eine (0,k)-Gruppe ist eine transitive
Permutationsgruppe auf einer Menge Ω, in der jedes nichttriviale Element genau 0
oder k ∈ N Fixpunkte in Ω hat. Beispielsweise sind Frobeniusgruppen genau die
(0,1)-Gruppen.

In [PrS1] klassifizierten Oliver Pretzel und Adolf Schleiermacher 1975 einfache
(0,2)-Gruppen mit Punktstabilisatoren von gerader Ordnung und gaben Strukturbe-
schreibungen für allgemeine (0,2)-Gruppen. Für Primzahlen p > 2 bewiesen sie unter
gewissen Voraussetzungen zudem weitere Strukturresultate von (0,p)-Gruppen. In
[PrS2] beschäftigten Pretzel und Schleiermacher sich 1975 genauer mit (0,3)-Grup-
pen und konnten zeigen, dass in solchen Gruppen G entweder die Punktstabilisa-
toren sogenannte „t.i.“ Untergruppen (von „trivial intersection“) sind oder G einen
regulären Normalteiler von Ordnung 9 oder 27 hat. Eine t.i. Untergruppe H einer
Gruppe G ist eine Gruppe, die mit ihren von H verschiedenen G-Konjugierten nur
trivialen Schnitt hat. Unter Verwendung der Resultate von Iwahori in [Iwa] konnten
Pretzel und Schleiermacher die Gruppen vollständig beschreiben, die den letzten
Fall erfüllen. Mit [PrS2] ergänzten Oliver Pretzel und Adolf Schleiermacher 1977
die Klassifikation von (0,2)-Gruppen im Fall von Punktstabilisatoren von ungerader
Ordnung. Im Zusammenhang mit t.i. Untergruppen untersuchte Mark Hale Jr. 1971
in [Hal], wann in (0, b)-Gruppen für b≥ 1 die Punktstabilisatoren t.i. sind.

Eine weitere und für die Gruppentheorie sehr bedeutsame Arbeit im Zusammen-
hang mit Fixpunktanzahlen veröffentlichte Helmut Bender 1971, in der er transitive
Gruppen untersuchte, in denen Involutionen genau einen Punkt der zugehörigen
Bahn fixieren (siehe [Be2]). Seine Resultate trugen zur Klassifikation der endlichen
einfachen Gruppen bei. Francis Buekenhout und Peter Rowlinson untersuchten zwi-
schen 1974 und 1976 in [Ro1, BuR1, BuR2] transitive Permutationsgruppen, bei
denen 4 das Maximum der Fixpunktanzahl von Involutionen ist und sie klassifi-
zieren unter anderem einfache, nicht-abelsche und transitive Permutationsgruppen
mit dieser Eigenschaft. Mit transitiven Permutationsgruppen, in denen Involutio-
nen eine vorgegebene Maximalanzahl an Punkten fixieren, befassten sich Mathema-
tiker*innen wie Helmut Bender ([Be1, Be2]) 1968 und 1971, Francis Buekenhout
([Bu1, Bu2]) 1972, Christoph Hering ([Her]) 1968, Yutaka Hiramine ([Hir]) 1978
und Peter Rowlinson ([Ro2, Ro3, Ro4]) zwischen 1972 und 1976. Christian Ronse
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untersuchte 1982 in [Ron] transitive Permutationsgruppen, in denen 15 die Maxi-
malanzahl von Fixpunkten von Involutionen ist, und fasste einige Ergebnisse von
Bender, Buekenhout, Hering, Hiramine und Rowlinson zusammen.

Dieses Forschungsgebiet ist nicht nur durch den Zusammenhang mit Riemann-
schen Flächen heute wieder aktuell. Auch nach 2010 befassten sich Mathematiker*in-
nen mit Teilaspekten dieses Forschungsfeldes. Martin Liebeck und Aner Shalev zeig-
ten 2015 in [LiSh], dass viele primitive Permutationsgruppen vom Grad n Involu-
tionen besitzten, die mindestens n1/6 Punkte in der zugehörigen Bahn festlassen.
Timothy Burness und Adam Thomas konnten 2018 diese Zahl für fast-einfache ex-
zeptionelle Gruppen, die keine Suzuki-Gruppen sind, in [BuT] auf n1/3 erhöhen.

Durch neue Erkenntnisse in der Gruppentheorie seit 1970 und durch die Klas-
sifikation der endlichen einfachen Gruppen (siehe z.B. [KuSt, S. 328f] oder [Wil,
S. 3]) können schärfere und weitergehende Resultate in dem Forschungsgebiet der
transitiven Permutationsgruppen mit einer Maximalanzahl an Fixpunkten generiert
werden. Viele der eben vorgestellten Arbeiten und deren Resultate sowie die Klas-
sifikation der endlichen einfachen Gruppen sind Grundlage für das BMW-Projekt.
Die vorliegende Dissertationsschrift gliedert sich in jenes ein und nutzt deren bishe-
rige Ergebnisse. Diese Arbeit befindet sich an der Schnittstelle zwischen endlicher
Gruppentheorie und der Theorie kompakter Riemannscher Flächen und sie unter-
sucht verschiedene Teilaspekte des BMW-Projekts, die wie folgt formuliert werden
können:

Frage 1: Welche sind die einfachen, nicht-abelschen und transitiven Permutati-
onsgruppen von Fixität 4, die eine Involution in einem Vierpunktstabi-
lisator enthalten?

Frage 2: Welche einfachen und nicht-abelschen Gruppen G wirken mit Fixität ma-
ximal 4 auf kompakten Riemannschen Flächen X vom Geschlecht min-
destens 2 als Gruppen von Automorphismen und wie viele Fixpunkte
besitzen nichttriviale Elemente von G auf X?

Mit der ersten Fragestellung führt diese Arbeit die bisherige Strategie des BMW-
Projekts fort, um transitive Permutationsgruppen zu klassifizieren, bei denen jedes
nichttriviale Element höchstens vier Punkte der zugehörigen Bahn festlässt. In ei-
ner transitiven und treuen Fixität-4-Operation einer Gruppe können Involutionen,
also Gruppenelemente der Ordnung 2, welche nach dem Odd-Order-Theorem (siehe
[FeTh]) in einfachen und nicht-abelschen Gruppen stets vorhanden sind, insgesamt
bis zu vier Punkte der zugehörigen Bahn festlassen. Aufgrund des Umfangs des
BMW-Projekts fokussiert diese Arbeit dabei den Spezialfall, dass eine Involution
genau vier Fixpunkte hat. Dadurch weist die zugehörige einfache und nicht-abelsche
Gruppe spezielle Struktureigenschaften auf, die ausgenutzt werden, um mit einem
bedeutsamen Klassifikationsresultat von Daniel Gorenstein und Koichiro Harada in
[GoHa] den Untersuchungsradius einzugrenzen.
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Mit den bereits erwähnten Arbeiten [Ro1, BuR1, BuR2] von Francis Buekenhout
und Peter Rowlinson kann der Untersuchungsradius für die Frage 1 dieser Disserta-
tionsschrift noch stärker eingegrenzt werden, als durch [GoHa]. In diesen Veröffent-
lichungen zitieren Buekenhout und Rowlinson ebenfalls [GoHa] und einige weitere
Arbeiten; darunter ist eine zu der Zeit des Erscheinens von [Ro1, BuR1, BuR2] nicht
publizierte Arbeit von Paul Fong, die nach meiner Recherche auch bisher nicht ver-
öffentlicht wurde. Des Weiteren stellen sie ihre Berechnungen zur Klassifizierung der
einfachen, nicht-abelschen und transitiven Permutationsgruppen, bei denen 4 das
Maximum der Fixpunktanzahl von Involutionen ist, nicht dar. Außerdem fehlt in
der Klassifikation von Buekenhout und Rowlinson das Beispiel PSL2(9) mit Punkt-
stabilisatoren isomorph zu S3, das ein Beispiel für eine transitive Gruppenoperation
von Fixität 4 ist, bei der eine Involution genau vier Fixpunkte in der zugehörigen
Menge hat (vgl. Satz 2.41 (ii.5 )). Aus diesen Gründen habe ich mich gegen die Ver-
wendung jener Klassifizierung in dieser Arbeit entschieden. Diese Dissertation bietet
eine andere Herangehensweise als Buekenhout und Rowlinson in [Ro1, BuR1, BuR2],
verwendet dabei ebenfalls die Ergebnisse von [GoHa] und führt die Rechnungen aus.

Nach der Eingrenzung des Untersuchungsradius durch das Main Theorem in
[GoHa] wird die lokale Struktur der jeweiligen einfachen Gruppe studiert, um die
Existenz oder Nichtexistenz einer transitiven und treuen Fixität-4-Operation mit
einer Involution mit vier Fixpunkten nachzuweisen. Dabei benutzen wir Zentralisa-
toren von Involutionen, Normalisatoren von Untergruppen der Ordnung 3, maximale
Untergruppen und viele weitere Informationen über die lokale Struktur der jeweili-
gen einfachen Gruppe und Zählargumente für Fixpunkte gewisser Elemente, um die
Punktstabilisatoren in der jeweiligen Operation zu bestimmen. Diese Dissertation
zeigt, dass die einzigen einfachen und nicht-abelschen Gruppen, die die Frage 1 posi-
tiv beantworten, die Mathieu-Gruppen M11 und M12, die unitäre Gruppe PSU3(3)
sowie lineare Gruppen PSL2(q) für gewisse Primzahlpotenzen q ≥ 7 sind. Diese Ant-
wort auf Frage 1 ist im Satz 2.41 auf Seite 63 formuliert.

Mit der zweiten Frage untersucht diese Dissertation konkrete Gruppenwirkungen
auf kompakten Riemannschen Flächen und erweitert damit das bisherige Vorgehen
des BMW-Projekts. Sie konzentriert sich dabei weiterhin auf einfache und nicht-
abelsche Gruppen von Automorphismen und verwendet rein gruppen- und charak-
tertheoretische Methoden. Dennoch wird auch eine Familie von fast-einfachen Grup-
pen und ihre Wirkung auf Riemannsche Flächen untersucht. Im Zusammenhang mit
der zweiten Fragestellung dieser Arbeit wurden von Rebecca Waldecker und mir be-
reits erste Ergebnisse in [SaWa] veröffentlicht. Die Dissertation umfasst jene Inhalte
und enthält zahlreiche weitere Ergebnisse.

Unter einer treuen Operation einer GruppeG auf einer kompakten Riemannschen
Fläche X zerfällt X in G-Bahnen, deren Punktstabilisatoren zyklische Untergruppen
von G sind (vgl. Proposition 3.1 in [Mir]). Wenn G auf X mit Fixität höchstens 4
operiert, so wirkt G auch nur mit Fixität höchstens 4 auf den G-Bahnen von X,
wodurch die bisherigen Ergebnisse des BMW-Projekts angewendet werden können.
Weil die einfachen, nicht-abelschen und transitiven Permutationsgruppen von Fi-
xität 4 bisher nicht klassifiziert sind, erarbeitet diese Dissertation eine Vielzahl an
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Beispielen mit zyklischen Punktstabilisatoren und stellt eine Vermutung über deren
Vollständigkeit auf.

Um den Fokus auf die Wirkung einer Gruppe auf einer kompakten Riemannschen
Fläche zu legen, modelliert diese Arbeit zunächst Mengen, die aus der Sicht von
Gruppenoperationen dieselben Eigenschaften wie kompakte Riemannsche Flächen
aufweisen. Anschließend werden die Ergebnisse des BMW-Projekts und die aufge-
stellte Vermutung über einfache und transitive Permutationsgruppen von Fixität 4
verwendet, um Operationen auf den modellierten Mengen mit Bahnenfixität höch-
stens 4 und gewisse Einschränkungen an die Anzahl der Bahnen zu klassifizieren.
Diese werden mit gruppen- und charaktertheoretischen Methoden auf unterschiedli-
che Eigenschaften untersucht, die in der Interpretation der modellierten Mengen als
kompakte Riemannsche Flächen zur Existenz dieser Flächen und zur Klassifikation
von Fixität-4-Operationen auf diesen führt.

Diese Dissertation wird aufzeigen, dass nur die Alternierenden Gruppen vom
Grad n ∈ {5,6,7,8}, die sporadischen Gruppen M11, M22 und J1 sowie die
Lie-Typ-Gruppen PSp4(q), PΩ−8 (q), Sz(q), 2G2(q), 3D4(q), PSLn(q) und PSUn(q)
für n ∈ {2,3,4} und gewisse Primzahlpotenzen q mit Fixität maximal 4 auf kom-
pakten Riemannschen Flächen vom Geschlecht mindestens 2 treu operieren. Diese
Antwort auf die zweite Frage ist in den Sätzen 7.5 und 7.6 ab Seite 177 formuliert.
Die Ergebnisse und weitere Details sind tabellarisch auf den Seiten 175 und 176
dargestellt.

Dieses Kapitel endet mit der Vorstellung der Notation dieser Arbeit und einigen
grundlegenden Resultaten zu Gruppenwirkungen. Im zweiten Kapitel steht die Be-
antwortung von Frage 1 im Fokus unserer Untersuchungen. Dazu analysieren wir zu
Beginn die mathematische Situation und legen mit dem Main Theorem in [GoHa]
den Untersuchungsradius fest. Anschließend werden die Gruppen aus diesem Resul-
tat auf die Existenz einer transitiven und treuen Fixität-4-Operation überprüft, in
der es eine Involution mit genau vier Fixpunkten auf der zugehörigen Bahn gibt.
Das Kapitel endet mit dem Satz 2.41, der die Ergebnisse dieses Teils zusammenfasst
und die Frage 1 beantwortet.

Mit Beginn von Kapitel 3 fokussiert sich diese Arbeit auf die Beantwortung der
zweiten Frage. Aufgrund der Eigenschaften von Gruppenoperationen auf kompak-
ten Riemannschen Flächen werden zur Vorbereitung für die nachfolgenden Kapitel
zunächst transitive, treue, einfache und nicht-abelsche Permutationsgruppen von
Fixität höchstens 4 mit zyklischen Punktstabilisatoren untersucht, einige wichtige
Eigenschaften dieser bewiesen und eine Vermutung aufgestellt.

Das Kapitel 4 beginnt mit einer detaillierten Beschreibung von allgemeinen Grup-
penoperationen auf kompakten Riemannschen Flächen vom Geschlecht mindestens 2
und motiviert das weitere Vorgehen dieser Dissertation, zuerst Gruppenoperationen
und später die Existenz einer zugehörigen Fläche zu untersuchen. Anschließend wer-
den RF-Mengen definiert, die aus der Sicht der Gruppenwirkungen ähnliche Eigen-
schaften wie kompakte Riemannsche Flächen vom Geschlecht mindestens 2 haben.
Das Studium von Gruppenwirkungen auf RF-Mengen steht im Vordergrund des vier-
ten Kapitels. Dieses endet mit einer Klassifikation von Operationen einfacher und
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nicht-abelscher Gruppen auf RF-Mengen mit Bahnenfixität höchstens 4 und weite-
ren Eigenschaften, die die Anzahl der Bahnen beschränkt, wobei die Vermutung und
einige andere Resultate aus dem Kapitel 3 eingehen.

Im Kapitel 5 steht die Untersuchung der zuvor klassifizierten Wirkungen auf ge-
wisse Eigenschaften der wirkenden Gruppe im Fokus. Diese Eigenschaften, welche
vom Riemannschen Existenzsatz abgeleitet sind, sichern die Existenz einer zu der
Wirkung gehörigen kompakten Riemannschen Fläche vom Geschlecht mindestens 2,
was zu Beginn des Kapitels formuliert wird. Anschließend werden reguläre Opera-
tionen untersucht und verschiedene Werkzeuge vorgestellt, die für den Nachweis der
Eigenschaften nützlich sind. In vier Abschnitten werden dann die im Kapitel 4 klas-
sifizierten Wirkungen, nach der wirkenden Gruppe sortiert, auf diese Eigenschaften
überprüft. Das fünfte Kapitel endet mit einer Zusammenfassung der Ergebnisse, die
mit der Klassifikation aus dem vierten Kapitel kombiniert werden.

Das sechste Kapitel untersucht die Gesamtfixität der zum Ende von Kapitel 5
zusammengefassten Wirkungen. Dazu definieren und motivieren wir zunächst zwei
Begriffe und geben Beispiele an. Anschließend beweisen wir ein Kriterium, welches
auf einen Großteil der zusammengefassten Wirkungen aus dem vorigen Kapitel an-
wendbar ist und eine Gesamtfixität von höchstens 4 liefert. Für die verbleibenden
Wirkungen weisen wir eine Gesamtfixität von mindestens 5 nach und fassen schlus-
sendlich die Ergebnisse von Kapitel 6 zusammen.

In Kapitel 7 vereinen wir die Ergebnisse der Kapitel 3 bis 6 mit Gruppenwir-
kungen auf kompakten Riemannschen Flächen vom Geschlecht mindestens 2 und
erreichen mit den zwei Sätzen 7.5 und 7.6 eine Antwort auf Frage 2 dieser Arbeit
unter der Vermutung von Kapitel 3. Dabei fassen wir die Details zu den klassifizier-
ten Fixität-4-Operationen auf kompakten Riemannschen Flächen in der Tabelle 7.1
zusammen und geben anschließend eine Leseanleitung der Tabelle sowie Anwen-
dungsbeispiele der Sätze an. Diese Dissertation endet mit einer Zusammenfassung
und einem Ausblick.

1.1 Notation

Die vorliegende Dissertationsschrift befindet sich an einer Schnittstelle aus Gruppen-
theorie, Topologie und komplexer Analysis, wobei der Fokus dieser Arbeit auf endli-
chen Gruppen liegt. Diese Ausführungen gründen auf Grundkonzepten der Gruppen-
und Permutationsgruppentheorie (Kapitel 1 bis 5 in [KuSt] sowie Kapitel I.1 bis I.3,
I.5 bis I.7 und III.1 bis III.3 in [Hup1]). Wir arbeiten mit Symmetrischen Gruppen,
Matrixgruppen sowie einfachen Gruppen (siehe Kapitel 4.3 und Anhang in [KuSt]
sowie Kapitel II.5 und II.6 in [Hup1]). Die Klassifikation der endlichen einfachen
Gruppen werden wir nicht direkt zitieren. Einige Resultate, die wir verwenden, be-
nutzen jedoch die Klassifikation. Des Weiteren sind kompakte Riemannsche Flächen
ein Teil dieser Arbeit. Daher empfehlen wir Grundkenntnisse über solche Flächen
(siehe Kapitel I.1 in [Mir], Kapitel I.1 und I.2 in [FaKr]). Wir verwenden zu großen
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Teilen die Notation und Bezeichnungen in [KuSt]. Nachfolgend werden wir eigene
Notation vorstellen, die nicht oder anders in [KuSt] vorkommt.

Im Bereich der Gruppentheorie bezeichnen wir Gruppen, Untergruppen und Nor-
malteiler mit Großbuchstaben (beispielsweise G, U und N) sowie Elemente von
Gruppen mit Kleinbuchstaben (beispielsweise g, h, x und y). Die Verknüpfung einer
Gruppe ist die Multiplikation „·“, das neutrale Element der Gruppe G bezeichnen
wir mit 1G, die triviale Gruppe {1G} ist 1. Allgemein schreiben wir für das Nullele-
ment einer mathematischen Struktur M das Symbol 0M und für das Einselement
1M , falls vorhanden. Das zu x ∈ G inverse Element in einer Gruppe G bezeichnen
wir mit x−1. Konjugation von x ∈ G mit y ∈ G in einer Gruppe G notieren wir
als xy = y−1xy. Ferner bezeichnen wir den Kommutator von x ∈ G und y ∈ G mit
[x,y] = x−1y−1xy und G# sei die Menge aller Elemente von G, die verschieden von
1G sind.

Die Automorphismengruppe einer mathematischen Struktur M bezeichnen wir
mit Aut(M). Die Elemente von Aut(M) schreiben wir in Kleinbuchstaben. Operiert
eine Gruppe G auf einer Menge, so notieren wir diese Menge mit einem großen grie-
chischen Buchstaben sowie deren Elemente mit griechischen Kleinbuchstaben. Rie-
mannsche Flächen werden mit Großbuchstaben im Frakturstil (X) sowie Elemente
und das Geschlecht einer (kompakten) Riemannschen Fläche werden mit Kleinbuch-
staben im Frakturstil (x und g) geschrieben. Ist Ω eine Menge, auf der eine Gruppe
G operiert, so bezeichnen wir für alle α ∈Ω mit Gα den Punktstabilisator von α in
G, mit αG die G-Bahn von α und mit fixΩ(x) für alle x ∈G die Menge der Fixpunkte
von x in Ω unter der Wirkung von G.

Seien G eine endliche Gruppe und U eine Untergruppe von G. Wir schreiben
dann U G und setzen G/U := {U · g | g ∈G} als die Menge der Nebenklassen von
U in G. Gilt U ,G, so schreiben wir auch U G. Sind G und H isomorphe Gruppen,
so schreiben wir G �H. IstH eine Gruppe und gibt es eine Untergruppe V vonH so,
dass U � V gilt, so schreiben wir U ∼ H bzw. U ist isomorph zu einer Untergruppe
von H. Ist N ein Normalteiler von G, so schreiben wir N G und bezeichnen mit
G/N die Faktorgruppe G modulo N . Genauso schreiben wir N G, falls N ein
echter Normalteiler von G ist.

Die Notation für Isomorphietypen einfacher, nicht-abelscher Gruppen sowie für
Produkte von Gruppen ist an [Wil] angelehnt. Mit Cn, Dn, Qn und SDn bezeichnen
wir die Isomorphietyp von zyklischen Gruppen, Diedergruppen, Quaterniongruppen
und Semidiedergruppen der Ordnung n ∈ N. Sind p eine Primzahl und k ∈ N, so
schreiben wir den Isomorphietyp einer elementarabelschen p-Gruppe der Ordnung
q := pk als Eq oder Ckp . Wir bezeichnen mit idn das neutrale Element von Sn. Ist
M eine Menge, so scheiben wir idM : M → M für diejenige Abbildung, die jedes
Element aus M fest lässt.

Die Menge N der natürlichen Zahlen beginnt bei 1 und wir setzen N0 :=N∪{0}.
Das Symbol F verwenden wir für einen allgemeinen Körper und F# bezeichne die
Menge F \ {0F }. Für alle n ∈ N und jeden Körper F schreiben wir In für die Ein-
heitsmatrix der Größe n× n mit Einträgen aus F. Desweiteren bezeichnet ∗ die
Matrixmultiplikation sowie die Hintereinanderausführung von Abbildungen.
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Falls nicht anders behauptet, seien ab sofort alle Gruppen endlich. In der gesam-
ten Arbeit werden wir Charaktertafeln und Elementkonjugiertenklassen von Grup-
pen sowie Potenzabbildungen bzw. p-power maps nutzen (siehe u.a. [Atl]). Vor allem
bei der Verwendung von p-power maps von Konjugiertenklassen endlicher, einfacher
Gruppen im Kapitel 2 dieser Arbeit wird die Wahl der Konjugiertenklasse wich-
tig sein, weswegen wir die Notation der Elementkonjugiertenklassen von [Atl] in
jenem Kapitel übernehmen. So bezeichnet beispielsweise die Konjugiertenklasse 3A
in G=A5 die Menge

(
(123)

)G. Später in dieser Arbeit wird das Rechnen mit Cha-
rakteren und Konjugiertenklassen im Vordergrund stehen. Dafür werden wir Ele-
mentkonjugiertenklassen einer Gruppe G für beliebige x ∈ G als Mengen K = xG

schreiben sowie mit K−1 die Menge (x−1)G bezeichnen.

1.2 Grundlagen
In dieser Arbeit untersuchen wir Gruppenwirkungen von endlichen Gruppen G auf
einer Menge Ω, in der jedes nichttriviale Element g ∈G# höchstens vier Punkte in
Ω fixiert. Dazu sammeln wir zunächst einige grundlegende Resultate zu Gruppen-
wirkungen. Wir halten fest, dass die transitive Operation einer Gruppe H auf einer
Menge ∆ ,∅ mit 4.1.1 in [KuSt] äquivalent zur Operation von H auf der Menge der
Rechtsnebenklassen von Hα für alle α ∈ ∆ ist. �

Lemma 1.2
Seien G eine Gruppe und U G eine nichttriviale Untergruppe von G. G operiere
auf Ω :=G/U und es sei x ∈G#. Gilt xG ∩U =∅, so ist |fixΩ(x)|= 0.

Andernfalls sei ohne Beschränkung der Allgemeinheit x ∈ U . Dann gilt

|fixΩ(x)|=
n∑
i=1
|NG(〈xi〉) :NU (〈xi〉)| ,

wobei n ∈ N, x1, . . . ,xn ∈ xG und g1, . . . ,gn ∈ G derart sind, dass x1 = x, g1 = 1G
und xgii = x für alle i ∈ {2, . . . ,n} sowie 〈x〉G ∩ U = 〈x1〉U ∪̇ . . . ∪̇ 〈xn〉U gilt.

Beweis
Gilt xG ∩ U = ∅, dann gibt es kein α ∈ Ω so, dass x ∈ Gα ist. Demnach folgt
|fixΩ(x)|= 0. Sei also xG ∩U ,∅. Dann können wir o.B.d.A. x ∈ U wählen, da die
Operation von G auf der Menge der Rechtsnebenklassen von U äquivalent ist zur
Operation von G auf der Menge der Rechtsnebenklassen von Ug für alle g ∈G.

Der Beweis unterteilt sich in zwei Schritte. Im ersten Schritt zeigen wir, dass x
mindestens ∑n

i=1 |NG(〈xi〉) : NU (〈xi〉)| Punkte in Ω fixiert. Im zweiten Schritt be-
weisen wir, dass x maximal ∑n

i=1 |NG(〈xi〉) : NU (〈xi〉)| viele Punkte in Ω fest lässt.
Wir formulieren zunächst einige nötige Teilaussagen.

Wie in der Voraussetzung seien n ∈N, x= x1 und x2, . . . ,xn ∈ xG sowie g1 = 1G
und g2, . . . ,gn ∈ G derart, dass 〈x〉G ∩U = 〈x1〉U ∪̇ . . . ∪̇〈xn〉U sowie xgii = x für alle
i ∈ {2, . . . ,n} gilt. Sei i ∈ {1, . . . ,n} beliebig.
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(i) Sei g ∈NG(〈xi〉). Dann ist Ug ∈ fixΩ(xi):

Da g ∈ NG(〈xi〉) beliebig ist, gilt xig
−1 ∈ 〈xi〉 und insbesondere xig

−1 ∈ U .
Dann folgt U = Uxi

g−1
i = Ugxig

−1 bzw. Ug = Ugxi. �

(ii) Sei g ∈NG(〈xi〉). Für alle j ∈ {1, . . . ,n} \ {i} ist dann Uggig−1
j ∈ fixΩ(xj):

Wegen (i) gilt Ugxi = Ug. Ferner ist xi = xg
−1
i = (xjgj )g

−1
i . Nun folgt

Ug = Ugxi = Uggig
−1
j xjgjg

−1
i und damit auch Uggig−1

j = Uggig
−1
j xj . �

(iii) Seien j ∈ {1, . . . ,n} beliebig und g,h ∈NG(〈xi〉). Dann ist Uggig−1
j = Uhgig

−1
j

genau dann, wenn NU (〈xi〉)g =NU (〈xi〉)h gilt:

Sei zuerst NU (〈xi〉)g =NU (〈xi〉)h. Dann ist g ∈NU (〈xi〉)h und es existiert ein
u ∈NU (〈xi〉) U so, dass g = u ·h gilt. Nun folgt

Uggig
−1
j = Uuhgig

−1
j = Uhgig

−1
j ,

da u ∈NU (〈xi〉) U war.
Sei umgekehrt Uggig−1

j = Uhgig
−1
j . Dann gibt es ein u ∈ U derart, dass

uggig
−1
j = hgig

−1
j gilt. Nun ist ug = h und genauer u = hg−1 ∈NG(〈xi〉)∩U .

Damit folgt NU (〈xi〉)g =NU (〈xi〉)h. �

(iv) Seien j ∈ {1, . . . ,n} und j , i sowie g ∈NG(〈xi〉) und h ∈NG(〈xj〉). Dann gilt
Uggig

−1
j , Uh:

Angenommen das ist falsch. Dann gilt g · gi · g−1
j ·h−1 ∈ U und ferner auch

〈xi〉g·gi·g
−1
j ·h−1

= 〈xi〉gi·g
−1
j ·h−1

, da g ∈NG(〈xi〉),

= 〈xj〉h
−1
, da (xigi)g

−1
j = xg

−1
j = xj ,

= 〈xj〉, da h ∈NG(〈xj〉).

Damit sind 〈xi〉 und 〈xj〉 durch ggig
−1
j h−1 ∈ U konjugiert in U . Nun folgt

insgesamt 〈xi〉U = 〈xj〉U , im Widerspruch zur Wahl von i , j und zur Voraus-
setzung. �

Schritt 1: Aufzählung der Elemente in fixΩ(x):
Mit (i) ist für alle i ∈ {1, . . . ,n} und g ∈ NG(〈xi〉) schon Ug ∈ fixΩ(xi). Wegen

(iii) (für i = j) gilt für beliebige i ∈ {1, . . . ,n} und verschiedene h1,h2 ∈ NG(〈xi〉)
genau Uh1 = Uh2, wenn NU (〈xi〉)h1 =NU (〈xi〉)h2 ist.

Sind also m ∈ N und h1, . . . ,hm ∈ G so, dass |NG(〈x〉) :NU (〈x〉)| = m und
NG(〈x〉)/NU (〈x〉) = {NU (〈x〉)h1, . . . ,NU (〈x〉)hm} gilt, so sind Uh1, . . . ,Uhm paar-
weise verschiedene Elemente von fixΩ(x). Das ist analog für x2, . . . ,xn anstelle von
x.

Gilt NU (〈xi〉)·h ∈NG(〈xi〉)/NU (〈xi〉) für beliebiges i ∈ {2, . . . ,n} so ist Uhgi mit
(ii) ein Fixpunkt von x in Ω und mit (iii) verschieden von Uggi, wenn
NU (〈xi〉) · g ∈NG(〈xi〉)/NU (〈xi〉) und NU (〈xi〉) · g ,NU (〈xi〉) ·h gilt.
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Dabei sichert (iv), dass alle diese aufgezählten Fixpunkte Ug und Uhgi von x mit
NU (〈x〉)g ∈ NG(〈x〉)/NU (〈x〉) und NU (〈xi〉) · h ∈ NG(〈xi〉)/NU (〈xi〉) für beliebiges
i ∈ {2, . . . ,n} paarweise verschieden sind. Somit gilt nun

n∑
i=1
|NG(〈xi〉) : NU (〈xi〉)| ≥ |fixΩ(x)| .

�

Schritt 2: Das Element x fixiert höchstens ∑n
i=1 |NG(〈xi〉) : NU (〈xi〉)| viele Punkte

in Ω:

Seien Ug ∈ fixΩ(x) beliebig und y := xg
−1 . Dann gilt Ugx= Ug und damit auch

y ∈ U . Nun können wir wegen 〈x〉G ∩ U = 〈x1〉U ∪̇ . . . ∪̇ 〈xn〉U genau drei Fälle
unterscheiden:

Fall 1: Es gilt y ∈ 〈x〉.
Dann ist g,g−1 ∈ NG(〈x〉) und NU (〈x〉)g ∈ NG(〈x〉)/NU (〈x〉). Ferner gilt für
alle h ∈NU (〈x〉)g mit (iii) schon Uh= Ug.

Fall 2: Es ist y < 〈x〉 und 〈y〉U = 〈x〉U .
Dann gibt es ein u ∈ U so, dass 〈x〉u = 〈y〉 gilt. Sei weiter k ∈N so, dass xu = yk

ist. Zunächst sind x und y in G konjugiert, weil y = xg
−1 war. Wegen xu = yk

sind auch y und yk in G zueinander konjugiert. Sei also h ∈NG(〈y〉) so, dass
yh = yk ist. Nun gilt xug = (yk)g = (yg)k = xk und damit folgt ug ∈NG(〈x〉).
Da u ∈ U gilt, ist Uug = Ug ∈ fixΩ(x) ein Fixpunkt.

Fall 3: Es gilt y < 〈x〉 und 〈y〉U , 〈x〉U .
Dann gibt es wegen der Definition von Mx ein i ∈ {2, . . . ,n} so, dass
〈y〉U = 〈xi〉U ist. Ferner existieren ein u ∈ U und ein k ∈N so, dass yu = xi

k

gilt. Da xi, x und y in G sowie y und xik in U zueinander konjugiert sind, gibt
es ein h ∈NG(〈xi〉) so, dass xhi = xki ist.

Nun folgt xg−1uh−1 = yuh
−1 = (xik)h−1 = xi. Da xg−1

i = xi war, können wir
g−1
i = g−1uh−1 wählen. Mit (ii) folgt Uh−1gi ∈ fixΩ(x). Da u ∈ U war, gilt
nun

Uh−1gi = Uh−1(g−1uh−1)−1 = Uh−1hu−1g = Ug.

Mit diesen drei Fällen haben wir folgendes gezeigt:
Gilt Ug ∈ fixΩ(x), so gibt es ein i ∈ {1, . . .n} derart, dass NU (〈xi〉) · gg−1

i in
NG(〈xi〉)/NU (〈xi〉) enthalten ist (mit g1 = 1G). Damit folgt, dass Ug einer der in
Schritt 1 aufgezählten Fixpunkte ist. Deswegen gilt

n∑
i=1
|NG(〈xi〉) : NU (〈xi〉)| ≤ |fixΩ(x)| ,

wodurch die Behauptung bewiesen ist.

19



Lemma 1.3
Seien G eine transitive Permutationsgruppe auf einer Menge Ω und α ∈Ω beliebig.
Ferner wirke G mit Fixität 4 auf Ω. Dann gilt:

(i) Ist p ≥ 5 eine Primzahl, die |Gα| teilt, dann enthält Gα eine Sylow p-Unter-
gruppe von G.

(ii) Sei H Gα ein nichttrivialer Vierpunktstabilisator. Für alle g ∈ G gilt dann
Hg ∩H ∈ {1,H} (H ist t.i.). Falls |H| von 3 geteilt wird, so enthält H eine
Sylow 3-Untergruppe von G oder NG(H) besitzt eine Untergruppe, die A4 auf
fixΩ(H) induziert.
Falls NG(H) nicht transitiv auf fixΩ(H) operiert, dann ist NG(H)/H eine
elementarabelsche Gruppe der Ordnung 4 und |NGα(H)/H|= 2.

(iii) Sei 1 ,X Gα. Falls X genau einen oder zwei Punkte in Ω fixiert, dann ist
|NG(X) :NGα(X)| ∈ {1,2}. Falls X genau vier Punkte in Ω fest lässt, dann
gilt NG(X) NG(H) und |NG(H) :NGα(H)| ∈ {2,4}, wobei H wie in (ii) ist.
Falls in diesem Fall |NG(X)| von 3 geteilt wird, dann auch |Gα|. Wenn X
genau drei Punkte in Ω fixiert, so ist |NG(X) :NGα(X)| ≤ 3.

Beweis
Teil (i) ist die Aussage von Lemma 4 in [BMW]. Teil (ii) und alle bis auf die letzte
Aussage in (iii) wurden in Lemma 6 in [BMW] bewiesen.

Für die verbliebene Aussage sei {α,β,γ} = ∆ ⊆ Ω so, dass ∆ = fixΩ(X) gilt.
Ist NG(X)/X = 1, so sind wir fertig. Sei also NG(X)/X nichttrivial. Die Elemente
von NG(X)/X bewirken Symmetrien der Menge ∆. Das bedeutet, dass NG(X)/X
eine Untergruppe isomorph zu einer Untergruppe von S3 und gegebenenfalls wei-
tere Elemente enthält, die ∆ punktweise fixieren. Die Untergruppe NGα(X)/X von
NG(X)/X besitzt alle Elemente von NG(X)/X, die ∆ punktweise fixieren oder eine
Transposition auf {β,γ} bewirken. Damit folgt die Behauptung.

Der Begriff der Markentafel einer Gruppe, wurde von William Burnside in [Bur,
S. 236f] eingeführt. Die Markentafel einer Gruppe G ist eine quadratische Matrix
M , wobei die Größe vonM genau die Anzahl m ∈N der G-Konjugiertenklassen von
Untergruppen K1, . . . ,Km ist. Die Zeilen und Spalten dieser Matrix sind mit jenen
Konjugiertenklassen beschriftet. Sind A,B G und i, j ∈ {1, . . . ,m} so, dass A ∈Ki

und B ∈Kj gilt, so ist der Eintrag in Zeile i und Spalte j der Matrix M die Anzahl
der Fixpunkte von B in der transitiven Operation von G auf G/A.

Weil mit 4.1.1 in [KuSt] jede transitive Operation einer Gruppe G auf einer Men-
ge Ω äquivalent zur Operation von G auf G/Gα für ein α ∈Ω ist, können wir mit
Hilfe der Markentafel von G überprüfen, ob G transitive Fixität-4-Operationen auf-
weist und welche das sind. Im Computer-Algebra-System GAP (siehe [GAP]) kann
die Markentafel einer Gruppe berechnet werden. Das GAP-Paket [TOM] ist eine
Bibliothek mit Markentafeln von einigen einfachen Gruppen und ihren Erweiterun-
gen. Wir werden nachfolgend zwei GAP-Algorithmen vorstellen, die diese Markenta-
feln und das Paket [TOM] verwenden. Der erste Algorithmus berechnet die Anzahl
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der Fixpunkte von nichttrivialen Elementen von G in einer transitiven Operation
auf einer Menge. Der zweite Algorithmus überprüft mit Hilfe der Markentafel einer
Gruppe G, ob G eine Fixität-4-Operation aufweist. Beide Algorithmen finden ihre
Anwendung in dieser Arbeit.

Bemerkung 1.4
Seien G eine Gruppe und U G. Weiter seien Ω eine Menge, auf der G transitiv
operiert, und α ∈Ω so, dass Gα = U gilt. Die nachfolgende GAP-Funktion [GAP]
berechnet die Anzahl der Fixpunkte |fixΩ(g)| von beliebigen g ∈ G# in Ω mittels
der Markentafel von G.

Input: Die Markentafel tom von G und eine natürliche Zahl num so, dass die von
RepresentativeTom( tom, num ) in GAP ausgegebene Gruppe isomorph zu U ist.
Output: Eine Liste, deren Elemente selbst Listen sind. Diese Teillisten haben die
Länge 3 und sind in der Form [ o(g), |CG(g)|, |fixΩ(g)| ].

FixedPointsTom:=function(tom, num)
local G, indC, mat, CN, l;
if not IsTableOfMarks(tom) then
ErrorNoReturn("the first given parameter is not a table of

marks!");
fi;
if not num in [1..Length(MarksTom(tom))] then

ErrorNoReturn("the second given parameter is not a number
between 1 and Length(MarksTom(tom))!");

fi;

G := UnderlyingGroup(tom);;
indC := Filtered ( [2..Length(MarksTom(tom))], i -> IsCyclic(
RepresentativeTom( tom, i ) ) );;
mat := MatTom(tom)[num];;
CN := OrdersTom(tom);;
l := List( indC, i -> [ CN[i], Order( Centraliser( G,

RepresentativeTom( tom, i ) ) ), mat[i] ] );;
return l;

end;

Bemerkung 1.5
Sei G eine Gruppe. Die nachfolgende GAP-Funktion [GAP] ermittelt transitive
Fixität-4-Operationen von G und gibt nur solche aus, in denen ein nichttriviales
Element von G genau vier Fixpunkte aufweist. Gibt es eine transitive Fixität-4-
Operation von G auf einer Menge Ω und ist α ∈ G, so wird die Struktur von Gα,
die Mächtigkeit von Ω und die Zeilennummer von (Gα)G in der Markentafel tom
ausgegeben.
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Input: Die Markentafel tom einer Gruppe G.
Output: Eine Liste, deren Elemente selbst Listen sind. Diese Teillisten haben die
Länge 3 und sind in der Form [ Zeilennummer in tom, Struktur des Punktstabilisa-
tors, Länge der Bahn ].

TestTomF4:=function(tom)
local marks, g, fin;
marks := MarksTom(tom);;
fin := [ ];;
for g in [1..Length(marks)] do

if Set( [ 2 .. Length( marks[g] ) ], i -> marks[g][i] < 5 )
= [ true ] and ( 4 in marks[g] )

then Add( fin, [ g, StructureDescription( RepresentativeTom(
tom, g) ), marks[g][1]] );

fi;
od;
return fin;

end;
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2Transitive Fixität-4-Operationen und
Involutionen mit vier Fixpunkten

In diesem Kapitel untersuchen wir transitive und treue Fixität-4-Operationen von
einfachen und nicht-abelschen Gruppen, in denen es eine Involution mit genau vier
Fixpunkten gibt, und werden Frage 1 beantworten. Die Existenz einer Involution mit
vier Fixpunkten in einer transitiven Fixität-4-Operation einer Permutationsgruppe
G auf einer Menge Ω hat große Auswirkungen auf G und Ω. Wir fassen wichtige
Eigenschaften im folgenden Lemma zusammen:

Lemma 2.1
Seien G eine transitive Permutationsgruppe auf einer Menge Ω von Fixität 4 sowie
α ∈Ω und t ∈Gα eine Involution mit vier Fixpunkten in Ω.

Dann ist |Ω| gerade, Gα enthält keine Sylow 2-Untergruppe von G und jedes
2-Element von G#

α hat 2 oder 4 Fixpunkte in Ω. Gibt es ferner eine Sylow 2-
Untergruppe S von G, die t in ihrem Zentrum enthält, so ist |CG(t) : CGα(t)| ∈ {2,4}.

Beweis
Da t ∈ Gα eine Involution ist, ist X := 〈t〉 eine Gruppe der Ordnung 2 und es gilt
NG(X) = CG(t) und NGα(X) = CGα(t). Weil die X-Bahnen von Ω Länge 1 oder 2
haben, die Fixpunkte von t in Ω genau in den Bahnen der Länge 1 sind und t nach
Voraussetzung genau vier Punkte in Ω fixiert, ist |Ω| gerade.

Da G transitiv auf Ω operiert, gilt |G| = |Ω| · |Gα|. Weil |Ω| sowie |Gα| gerade
sind, kann Gα keine Sylow 2-Untergruppe von G enthalten. Mit Lemma 8 (a) in
[BMW] folgt damit die Aussage über die Anzahl der Fixpunkte von 2-Elementen
aus Gα in Ω.

Mit Lemma 1.3 (iii) ist k := |CG(t) : CGα(t)| ≤ 4. Angenommen, es sei k = 3.
Sei weiter H Gα ein bzgl. Inklusion maximaler Vierpunktstabilisator und so, dass
fixΩ(t) = fixΩ(H) gilt. Aufgrund der Annahme gibt es ein Element y ∈ CG(t)\CGα(t)
derart, dass y3 ∈ CGα(t) ist. Insbesondere ist o(y) durch 3 teilbar. Weil t ∈ H ist,
gilt nach Lemma 1.3 (iii) jetzt CG(t) NG(H). Daher ist y ∈ NG(H). Ferner gilt
mit selbem Lemma auch |NG(H) :NGα(H)| ∈ {2,4}, wodurch y ∈ Gα folgt. Das
widerspricht k = 3.

Sei zum Schluss S ∈ Syl2(G) derart, dass t ∈ Z(S) gilt. Dann ist S CG(t) und
weil |Ω| gerade ist, folgt nun mit letztem Absatz k ∈ {2,4}.
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Wir arbeiten unter folgender

Voraussetzung 2.2
Seien Ω eine Menge und G eine einfache und nicht-abelsche Gruppe, die transitiv,
treu und mit Fixität 4 auf Ω operiert. Ferner seien α ∈ Ω und t ∈ Gα so, dass
o(t) = 2 und |fixΩ(t)|= 4 gilt, sowie C := CG(t) und Cα := C ∩Gα.

Seien G und Ω wie in Voraussetzung 2.2. Da eine Involution von G genau vier
Punkte von Ω fixiert, ist G mit Theorem 14 in [BMW] vom sektionalen 2-Rang
höchstens 4 oder G besitzt eine stark eingebettete Untergruppe.1 Dann ist G mit
dem Main Theorem in [GoHa, S. 1f] und Theorem 14 (b) in [BMW] isomorph zu
einer der folgenden Gruppen:

(Lie-1) PSL2(q), PSL3(q), PSU3(q), PSp4(q), G2(q), 2G2(q), 3D4(q), PSL4(q) mit
q . 1 modulo 8, PSU4(q) mit q . 7 modulo 8, PSL5(q) mit q ≡ −1 modulo 4
oder PSU5(q) mit q ≡ 1 modulo 4, wobei in allen Fällen q ≥ 3 eine ungerade
Primzahlpotenz ist, (der Lie-Typ-Fall in ungerader Charakteristik)

(Lie-2) PSL3(4), oder PSL2(q), PSU3(q) oder Sz(q), wobei in allen Fällen q ≥ 4 eine
gerade Primzahlpotenz ist, (der Lie-Typ-Fall in gerader Charakteristik)

(Alt) A7, A8, A9, A10 oder A11, (der alternierende Fall)

(Spo) M11, M12, M22, M23, J1, J2, J3, McL oder Ly. (der sporadische Fall)

Wir bemerken, dass sich die Notation dieser Arbeit von der in [GoHa] unterscheidet,
und verweisen auf die Bemerkung nach dem Main Theorem in [GoHa, S. 2].

Wir beginnen nun mit der Untersuchung der Gruppen und unendlichen Serien
in (Lie-1), (Lie-2), (Alt) und (Spo). Wir werden dabei in einzelnen Lemmata jede
dieser Gruppen bzw. unendlichen Serien von Gruppen auf die Einhaltung der Vor-
aussetzung 2.2 überprüfen, um am Ende des Kapitels eine Klassifikation unter dieser
Voraussetzung beweisen zu können und damit Frage 1 zu beantworten.

Wurde eine Operation im Sinne von Voraussetzung 2.2 nachgewiesen, so geben
wir die Anzahl der Fixpunkte eines Elements der Gruppe in einer nachfolgenden
Bemerkung an. Diese Informationen können mit Lemma 1.2 oder mit dem in Be-
merkung 1.4 vorgestellten Algorithmus ermittelt werden. Die Darstellung werden wir
tabellarisch halten und dabei die Anzahl der Fixpunkte eines Elements der Grupp-
pe mit seiner Konjugiertenklasse in der Notation von [Atl] identifizieren. Das ist
möglich, da Punktstabilisatoren in einer transitiven Operation zueinander konju-
giert sind. Dabei werden wir zu einer Elementordnung nur diejenigen Elementkonju-
giertenklassen aufführen, die zu konjugierten zyklischen Untergruppen der Gruppe
führen. (Beispielsweise werden für die Gruppe A5 die Konjugiertenklassen 5A und

1Sektionaler 2-Rang höchstens 4 bedeutet, dass jede Sektion H/N von G mit H G und
N H eine elementarabelsche 2-Untergruppe von Ordnung maximal 24 = 16 besitzt. Eine stark
eingebettete Untergruppe H von G hat die Eigenschaft, dass |H| gerade und |H ∩Hg | für alle
g ∈G \H ungerade ist.
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5B* zur Klasse 5A zusammengeführt.) Die tabellarisch aufgeführten Elementkonju-
giertenklassen und deren Nummer sind mit den Konjugiertenklassen der jeweiligen
Gruppe in [Atl] identifiziert.

Bis zum Ende des Kapitels werden wir Informationen über Konjugiertenklassen,
Charaktere, Struktur, Ordnung und Index maximaler Untergruppen, Ordnungen
von Zentralisatoren von Elementen, p-power maps und vieles mehr für die jeweilige
einfache Gruppe aus [Atl] nutzen.

2.1 Alternierende Gruppen
In diesem Abschnitt untersuchen wir die Gruppen aus dem alternierenden Fall des
Main Theorems in [GoHa]. Das sind die Gruppen A7, A8, A9, A10 und A11. Wir
beginnen mit derjenigen alternierenden Gruppe vom kleinsten Permutationsgrad:

Lemma 2.3
Es gelte Voraussetzung 2.2. Dann ist G nicht isomorph zu A7.

Beweis
Angenommen, das sei nicht so. Mit der Charaktertafel von G in [Atl] gibt es genau
eine G-Konjugiertenklasse von Involutionen und es gilt |C| = 24 = 23 · 3. Mit Lem-
ma 2.1 wird |Gα| von 6 geteilt und sei x ∈ Cα ∩ 3A mit der p-power-map von G in
[Atl]. Wir setzen X := 〈x〉, N := NG(X) und Nα := N ∩Gα. Mit [Atl] ist N eine
maximale Untergruppe von G, hat Ordnung 72 und ist isomorph zu (A4×C3) : C2.
Mit den Lemmata 1.3 (iii) und 2.1 folgt schon |N :Nα| ∈ {2,4}.

Ferner gilt |CG(x)|= 36 mit [Atl]. Da CG(x) N gilt und A4 keine Untergruppen
vom Index 2 besitzt, folgt CG(x) �A4×C3. Damit wirken die Elemente in N \CG(x)
per Konjugation auf x als invertierende Involutionen.

Aus |N :Nα|= 4 folgt Nα � (C3×C3) : C2, da A4 keine Untergruppe vom Index 2
besitzt. Jedoch ist dann gleichzeitig t ∈ CG(x) und t ∈N \CG(x). Das ist unmöglich.
Nun ist also |N :Nα|= 2 und Nα = CG(x).

Angenommen, es gilt Gα = Nα. Da Gα ein direktes Produkt aus X und einer
Untergruppe isomorph zu A4 ist, sei K Gα ein Komplement von X in Gα so,
dass t ∈ K ist. Dann ist tG ∩ K = tK und tG ∩ Gα = tGα , weil |Gα :K| = 3 gilt.
Ferner ist |CK(t)|= 4 und |CX(t)|= 3. Dann folgt |Cα|= 12 und Lemma 1.2 liefert
|fixΩ(t)|= 2, ein Widerspruch zur Voraussetzung 2.2.

Nun ist also Nα Gα und insbesondere gilt dann Gα N . Sei M G eine
maximale Untergruppe von G so, dass Gα M gilt. Dann besitzt M schon eine
Untergruppe isomorh zu A4×C3. Insbesondere wird |M | von 36 geteilt. Mit der
Liste der G-Konjugiertenklassen von maximalen Untergruppen von G in [Atl] folgt
nun M � A6 und |M :Gα| ist ein echter Teiler von 10. Da Nα � A4×C3 nicht zu
E9 : C4 isomorph ist, folgt mit der Liste der maximalen Untergruppen von M in
[Atl] schon Gα =M . Dann ist |Ω|= 7, ein Widerspruch zu Lemma 2.1.
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Lemma 2.4
Es gelte Voraussetzung 2.2. Dann ist G�A8.

Beweis
Angenommen, das sei nicht so. Mit der Charaktertafel von G in [Atl] gibt es zwei
Klassen von Involutionen. Wir zeigen zunächst eine Zwischenbehauptung:

Schritt 1: Es gilt 2B ∩Gα =∅:

Angenommen, das sei falsch. Weiter sei y ∈Gα ∩ 2B. Dann gilt mit der Charak-
tertafel von G in [Atl] schon |CG(y)|= 96 = 25 ·3. Mit den Lemmata 1.3 (iii) und 2.1
wird dann |Gα| von 23 · 3 geteilt. Wir betrachten x ∈ CGα(y) ∩ 3A, N := NG(〈x〉)
und Nα :=N ∩Gα mit Lemma 1.3 (iii).

Mit [Atl] gilt |CG(x)| = 180. Ferner ist N eine maximale Untergruppe von G
von Ordnung 360 und N ist isomorph zu (A5×C3) : C2. Da CG(x) N gilt und A5
keine Untergruppe vom Index 2 besitzt, folgt CG(x) �A5×C3 und die Elemente aus
N\CG(x) wirken per Konjugation auf x als invertierende Involutionen. Ferner besitzt
N eine Untergruppe isomorph zu S5 mit [Atl] und weiter folgt |N :Nα| ∈ {1,2} mit
Lemma 1.3 (iii), da A5 keine Untergruppen vom Index 2, 3 oder 4 besitzt und
〈x〉= Z(CG(x)) Nα ist.

Angenommen, es gilt |N :Nα| = 1. Da N eine maximale Untergruppe von G
ist mit [Atl], folgt Gα = N . Da N eine Untergruppe isomorph zu S5 enthält, gibt
es mindestens zwei Konjugiertenklassen von Involutionen t1 und t2 in Gα, wobei
t1 eine Doppeltransposition und t2 eine Transposition in der natürlichen Wirkung
von S5 seien. Mit der Charaktertafel von S5 und wegen CG(x) � A5×C3 gilt nun
|CGα(t1)|= 24 und |CGα(t2)|= 12.

Falls t2 ∈ yG ist, so gilt |fixΩ(y)| ≥ 96
12 = 8 mit Lemma 1.2. Das ist unmöglich.

Nun ist also t2 < yG = 2B und mit der Charaktertafel von G in [Atl] folgt t2 ∈ 2A.
Dann gilt jedoch |fixΩ(t2)| ≥ 192

12 = 16 mit Lemma 1.2. Das ist ein Widerspruch zur
Voraussetzung 2.2.

Nun gilt also |N :Nα| = 2 und damit Nα = CG(x) � A5×C3. Falls Gα = Nα

ist, so folgt mit der Charaktertafel von A5 in [Atl] und wegen |Gα|
|A5| = 3 schon

yG ∩ Gα = yGα und |CGα(y)|= 12. Zusammen mit Lemma 1.2 liefert das insgesamt
|fixΩ(y)|= 8. Das ist unmöglich.

Daher gilt Nα Gα und es sei M G eine maximale Untergruppe von G mit
Gα M . Nun folgt M � N , da sonst M = N = Gα ist. Ferner wird |M | von 180
geteilt und M enthält eine Untergruppe isomorph zu A5×C3. Da mit der Liste der
Konjugiertenklassen von maximalen Untergruppen von A7 und S6 in [Atl] keine die-
ser beiden Gruppen eine Untergruppe isomorph zu Nα �A5×C3 enthält, erfolgt ein
Widerspruch mit der Liste der G-Konjugiertenklassen von maximalen Untergruppen
von G in [Atl]. �

Mit Schritt 1 gilt nun 2B ∩ Gα = ∅. Daher ist t ∈ 2A und |C| = 26 · 3 mit
[Atl]. Wegen Lemma 2.1 wird nun |Gα| von 24 · 3 geteilt. Sei jetzt X Gα eine
elementarabelsche 2-Gruppe von maximaler Ordnung.
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Schritt 2: Es gilt |X| ≥ 8:
Da C im Normalisator W einer elementarabelschen Gruppe Y der Ordnung 8

enthalten ist, wobei Y ∩ 2A = Y # gilt, hatW Ordnung 1344 mit [Atl]. Weil |C|= 192
mit [Atl] gilt, folgt |W : C| = 7. Da W � C2

3 : PSL2(7) nach [Atl] ist, folgt mit der
Liste der PSL2(7)-Konjugiertenklassen von maximalen Untergruppen in PSL2(7)
schon C � C2

3 : S4. Sei V C ein Komplement von Y in C so, dass V ∩Cα maximal
ist. Da |C : Cα| ∈ {2,4} mit Lemma 2.1 gilt, können wir nun mehrere Möglichkeiten
unterscheiden.

Zuerst sei |C : Cα| = 2. Dann gilt entweder Y Cα und |V : V ∩Cα| = 2 oder
V Cα und |Y ∩Cα| = 4. Im ersten Fall besitzt Cα eine elementarabelsche Unter-
gruppe der Ordnung 8. Für den zweiten Fall betrachten wir erneutW � Y : PSL2(7).
In der natürlichen Wirkung von SL3(2) � PSL2(7) auf Y , einem dreidimensionalem
GF(2)-Vektorraum, hat jedes Element von Ordnung 3 in SL3(2) die Gestalt einer
Monomialmatrix (vgl. Satz 7.2 in [Hup1]). Eine Monomialmatrix in SL3(2) ist eine
Permutationsmatrix, die die Basisvektoren permutiert. Da es in V ∩ Cα ein Element
h der Ordnung 3 gibt, können wir h als eine solche Matrix auffassen. Das Element
h operiert auf den eindimensionalen Teilräumen von Y , indem h den Teilraum 〈t〉
fixiert und die übrigen sechs eindimensionalen Teilräume sich auf 〈h〉-Bahnen der
Länge 3 verteilen. Da jedoch |Y ∩Cα|= 4 und |(Y ∩Cα) \ 〈t〉|= 2 gilt, erhalten wir
einen Widerspruch zu dieser Operation von h auf Y . Damit kann der oben genannte
zweite Fall nicht eintreten.

Sei nun |C : Cα| = 4. Dann gilt entweder Y Cα und |V : V ∩Cα| = 4, V Cα
und Y ∩Cα = 〈t〉 oder |V : V ∩Cα|= 2 und |Y ∩Cα|= 4. Der letzte Fall kann wegen
der eben betrachteten natürlichen Operation von SL3(2) auf Y nicht eintreten, da
V ∩Cα ein Element der Ordnung 3 enthält. Im ersten Fall ist Y Cα eine elemen-
tarabelsche Untergruppe der Ordnung 8. Falls zuletzt V Cα und Y ∩Cα = 〈t〉 gilt,
so enthält V eine Kleinsche Vierergruppe K und es ist 〈t〉·K Cα elementarabelsch
der Ordnung 8. �

Da mit Schritt 2 jetzt |X| ≥ 8 gilt, sei Y X Gα so, dass |Y | = 8 ist. Mit
Schritt 1 besteht Y # nur aus Involutionen aus der G-Konjugiertenklasse 2A. Wir
betrachten jetzt N := NG(Y ) und Nα := N ∩Gα. Mit [Atl] ist N eine maxima-
le Untergruppe von G und isomorph zu E8 : PSL3(2). Mit Lemma 1.3 (iii) gilt
|N :Nα| ≤ 4. Da PSL3(2) mit [Atl] keine Untergruppen vom Index 2, 3 oder 4 be-
sitzt und Y Gα gilt, muss schon |N :Nα| = 1 sein. Dann ist Gα = N , da N eine
maximale Untergruppe von G ist. Nun folgt |Ω| = 15, ein Widerspruch zu Lemma
2.1. Damit ist alles gezeigt.

Lemma 2.5
Es gelte Voraussetzung 2.2. Dann ist G nicht isomorph zu eine der Gruppen A9,
A10 oder A11.

Beweis
Angenommen, das sei falsch. Seien n ∈ {9,10,11} und G isomorph zu An. Mit der
Charaktertafel von G in [Atl] besitzt G zwei Konjugiertenklassen 2A und 2B von
Involutionen.
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Schritt 1: Gα enthält kein Element aus der Elementkonjugiertenklasse 3A:

Angenommen, das sei doch so und sei x ∈Gα∩ 3A. Dann gilt |CG(x)|= 3·|An−3|
mit [Atl] und N := NG(〈x〉) � (An−3×C3) : C2 ist eine maximale Untergruppe
von G. Sei Nα := N ∩Gα. Da x ∈ Gα nun 1, 2, 3 oder 4 Punkte in Ω fixiert, gilt
|N :Nα| ≤ 4 mit Lemma 1.3 (iii). Der Fall Index 3 kann nicht eintreten, da An−3
keine Untergruppe vom Index 3 besitzt und damit x < Nα folgen würde. Der Fall
Index 4 kann ebenfalls nicht eintreten, da An−3 keine Untergruppe vom Index 2 oder
4 besitzt. Somit ist CG(x) �An−3×C3 in Gα enthalten und wir finden ein Element
y ∈ Nα ∩ 2A mit der p-power map von G in [Atl]. Da Gα , G gilt, sei M G eine
maximale Untergruppe von G so, dass Gα M ist.

Sei zuerst n , 9. Dann ist |N |5 = 5 und |G|5 = 25. Ferner enthält N eine Un-
tergruppe isomorph zu A7. Mit Lemma 1.3 (i) besitzt Gα dann eine Sylow 5-Un-
tergruppe von G und eine Sylow 7-Untergruppe von G. Das bedeutet nun, dass
|Gα| von 5 · 3 · |An−3| geteilt wird. Für n = 10 folgt aus Ordnungsgründen automa-
tisch G=Gα, da A10 mit [Atl] keine maximale Untergruppe besitzt, deren Ordnung
durch 5·3·|A7|= 37800 teilbar ist. Für n= 11 gilt wegen der Ordnung von Gα sofort
M � A10. Da hier |Gα| von 15 · |A8| = 302400 geteilt wird, |A10|

15·|A8| = 6 gilt und M

keine Untergruppen vom Index 2, 3 oder 6 besitzt, folgt Gα =M . Dann ist |Ω|= 11
und für n > 9 erhalten wir einen Widerspruch mit Lemma 2.1.

Somit gilt n = 9. Dann ist aus Ordnungsgründen und mit der Liste der G-Kon-
jugiertenklassen von maximalen Untergruppen von G in [Atl] nur M = N möglich.
Da Gα höchstens Index 2 in N hat (siehe oben), folgt

C3×A6 � CG(x) Gα N � (C3×A6) : C2.

Weil y ∈ CG(x) und o(y) = 2 gilt, ist y in einer Untergruppe isomorph zu A6 von
CG(x) enthalten. Da es mit [Atl] in A6 nur genau eine Konjugiertenklasse von Invo-
lutionen gibt, gilt

∣∣∣CCG(x)(y)
∣∣∣= 3·8 = 24 und |CN (y)|= 2·3·8 = 48. Das Gleiche gilt

für Involutionen z ∈N \CG(x). Weiter ist |CG(y)|= 480 nach [Atl], da y ∈ 2A war.
Lemma 1.2 liefert nun fixΩ(y) ≥ 480

48 = 10 > 4, falls Gα = CG(x) oder Gα = N gilt.
Das widerspricht der Voraussetzung 2.2 und es folgt die Behauptung von Schritt 1.

�

Nach Schritt 1 ist Gα ∩ 3A = ∅. Damit enthält Gα keine Sylow 3-Untergruppe
von G und mit Lemma 8 (b) in [BMW] hat nun jedes Element von Ordnung 3 in
Gα genau drei Fixpunkte in Ω. Gilt t ∈ 2A, so ist mit Lemma 1.3 (iii) und mit der
p-power map von G in [Atl] wieder Gα ∩ 3A ,∅, ein Widerspruch zu Schritt 1.

Somit gilt t ∈ 2B. Nach [Atl] ist 3 ein Teiler von |C| und damit auch von |Gα| mit
Lemma 2.1. Gilt n= 11, so gibt es mit der p-power map von G in [Atl] ein Element
x ∈ C ∩ 6A so, dass x3 = t und x2 ∈ 3A ist. Da |C : Cα| ∈ {2,4} mit Lemma 2.1 gilt,
folgt x2 ∈Gα im Fall n= 11. Das widerspricht Schritt 1. Wir müssen also nur noch
n ∈ {9,10} betrachten.
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Schritt 2: Es gilt |Ω|= 84:

Ist n = 9, so sei mit der p-power map in [Atl] x ∈ 3C ∩ C , ∅. Es gilt
|NG(〈x〉)|= 22 · 33 und mit Lemma 1.3 (iii) enthält Gα eine 3-Untergruppe von
Ordnung 9. Weiter ist |C|= 26 · 3 und mit Lemma 2.1 wird |Gα| von 24 · 32 geteilt.

Für n = 10 sei x ∈ 3B ∩ C , ∅ mit der p-power map in [Atl]. Es gilt
|NG(〈x〉)|= 24 · 33 und wieder mit Lemma 1.3 (iii) enthält Gα eine 3-Untergruppe
von Ordnung 9. Es ist |C|= 27 · 3 und mit Lemma 2.1 wird |Gα| von 25 · 32 geteilt.

Seien Sα ∈ Syl3(Gα) und S ∈ Syl3(G) so, dass Sα S gilt. Es ist |S|= 81 und wir
wissen, dass |Sα| ≥ 9 sowie Sα , S gilt. Da insbesondere |Sα| , 3 ist, kann nur der Fall
(d) von Lemma 10 in [BMW] eintreten und es folgt, dass es in Ω genau eine S-Bahn
∆⊆Ω der Länge 3 gibt und die anderen Bahnen von S in Ω\∆ regulär sind. Dann
existiert ein k ∈N0 so, dass |Ω|= k ·81+3 gilt. Ferner ist |Ω|·|Gα|= |G|. Da G keine
Untergruppe vom Index 3 besitzt, können wir k > 0 annehmen. Da |Gα| ≥ 24 · 32

für n = 9 bzw. |Gα| ≥ 25 · 32 für n = 10 ist, erhalten wir durch Umstellen, dass für
k ≥ 16 im Fall n= 9 bzw. k ≥ 78 im Fall n= 10 schon 81k+ 3 = |Ω|> |G|

|Gα| gilt.
Durch Berechnung von |G||Ω| für 1≤ k ≤ 15, falls n= 9 gilt, bzw. 1≤ k ≤ 77, falls

n= 10 gilt, erhalten wir, dass nur für k = 1 die Zahl |Ω|= 81k+3 ein Teiler von |G|
ist. Also folgt k = 1 und |Ω|= 84. �

Im Fall n = 10 gilt mit Schritt 2 nun |Gα| = 21600. Mit der Liste der G-Konju-
giertenklassen von maximalen Untergruppen von G �A10 in [Atl] besitzt G jedoch
keine Untergruppe, deren Ordnung durch 21600 teilbar ist. Im Fall n= 9 gilt wegen
Schritt 2 schon |Gα|= 2160. Mit [Atl] ist dann Gα der Normalisator einer zyklischen
Untergruppe X der Ordnung 3, wobei das erzeugende 3-Element von X nach [Atl]
in der Konjugiertenklasse 3A enthalten ist. Das ist ein Widerspruch zu Schritt 1 und
insgesamt folgt die Behauptung.

Wir haben die alternierenden Gruppen aus dem Main Theorem von [GoHa] über-
prüft und konnten zeigen, dass keine Gruppe aus dem Fall (Alt) auf einer Menge Ω
transitiv und mit Fixität 4 operiert so, dass eine Involution genau vier Fixpunkte
in Ω hat. Mit dem Algorithmus in Bemerkung 1.5 können wir feststellen, dass die
Gruppe A7 zwei nicht-äquivalente, transitive Fixität-4-Operationen besitzt, in de-
nen Involutionen weniger als vier Punkte auf der jeweiligen Bahn festlassen. In der
einen Operation hat A7 zyklische Punktstabilisatoren der Ordnung 5. Diese werden
wir in Lemma 3.7 genauer betrachten. Die andere Fixität-4-Operationen vermerken
wir an dieser Stelle:

Bemerkung 2.6
Sei G � A7. Der in Bemerkung 1.5 vorgestellten Algorithmus liefert, dass G in der
natürlichen Operation auf Ω := {1, . . . ,7} mit Fixität 4 wirkt. Mit dem Algorithmus
aus Bemerkung 1.4 ermitteln wir die Fixpunktanzahl von nichttrivialen Elementen
von G in dieser Operation:
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x ∈ 2A 3A 3B 4A 5A 6A 7A
|fixΩ(x)| 3 4 1 1 2 0 0

Tabelle 2.1: Anzahl der Fixpunkte der Elemente x ∈ A#
7 in der natürlichen Opera-

tion.

2.2 Sporadische Gruppen
In diesem Abschnitt werden wir die sporadischen Gruppen aus dem Main Theorem
von [GoHa] untersuchen. Das sind die Gruppen M11, M12, M22, M23, J1, J2, J3,
McL und Ly.

Im ersten Lemma dieses Abschnittes untersuchen wir Fixität-4-Operationen der
Mathieu-Gruppe M11 unter Voraussetzung 2.2. Dafür müssen wir die Struktur einer
gewissen Untergruppe des Normalisators einer Sylow 3-Untergruppe von M11 sowie
die Untergruppenstruktur von GL2(3) verstehen. Wir sammeln zunächst die nötigen
Informationen in einer

Bemerkung 2.7

(i) Mit einer kurzen Rechnung in [GAP] bestimmen wir die Isomorphietypen der
Untergruppen von GL2(3) vom Index 2 und 4:

gap> G:=GL(2,3);;
gap> cs:=Filtered( ConjugacyClassesSubgroups( G ), i -> Index(

G, Representative(i) ) in [ 2, 4 ]);;
gap> List( cs, i -> StructureDescription( Representative(i) ) );
> [ "D12", "SL(2,3)" ]

Das heißt, dass die Untergruppe von GL2(3) vom Index 2 nur SL2(3) ist und
dass die Untergruppen von GL2(3) vom Index 4 Diedergruppen der Ordnung
12 sind.

(ii) Seien V ein zweidimensionaler Vektorraum über dem Körper GF(3) und
K ∈ Syl2(GL(V )). Seien B̂ = (v1,v2) eine geordnete Basis von V sowie H eine
Untergruppe von V ·K, wobei |H|= 22 · 32 und U :=H ∩K elementarabelsch
der Ordnung 4 seien. Für Lemma 2.8 wollen wir |CH(x)| für alle Involutionen
x ∈H bestimmen.
Wir fassen K als Matrixgruppe auf und wegen der Übersichtlichkeit seien
0,1,−1 die Elemente 0GF(3),1GF(3),−1GF(3). Wir finden

a :=
(

0 1
1 1

)
und b :=

(
−1 −1
0 1

)

so, dassK = 〈a,b〉 gilt. Es ist o(a) = 8, o(b) = 2 und ab = a3. Mit Satz I.14.9 (4)
in [Hup1] ist K eine Semidiedergruppe. Seien C := 〈a〉, D := 〈a2, b〉 und
Q := 〈a2,ab〉 die zyklische, diedrische und Quaternionenuntergruppe von K
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vom Index 2. Es gilt C ∩D = 〈a2〉 = C ∩Q = D ∩Q und C ∪D ∪Q = K. Die
Involutionen in K sind a4, b, a2b, a4b und a6b, wobei a4 die zentrale Involution
von K und in ihrer eigenen K-Konjugiertenklasse ist. Die Involutionen b, a2b,
a4b und a6b sind über C konjugiert in K.
Die C-Bahn von V # ist genau V #. Die 〈a2〉-Bahnen von V # sind {v1,
v1 +v2,−v1,−v1−v2} und {v2,v1−v2,−v2,v2−v1}. Die 〈ab〉-Bahnen von V #

sind {v1,v2,−v1,−v2} und {v1 +v2,v1−v2,v2−v1,−v1−v2}. Die 〈a4〉-Bahnen
von V # haben alle Mächtigkeit 2 und sind {v1,−v1}, {v1 + v2,−v1 − v2},
{v2,−v2} und {v1− v2,v2− v1}. Damit ist

∣∣CV (a4)
∣∣= 1.

Die 〈b〉-Bahnen von V # sind {v1,−v1− v2}, {−v1,v1 + v2}, {v1− v2,v2− v1},
{v2} und {−v2}. Wir sehen, dass 〈b〉 damit einen eindimensionalen Teilraum
von V elementweise fixiert. Da C auf V # transitiv wirkt und b zu a2b, a4b
und a6b über C konjugiert ist, fixieren somit auch 〈a2b〉, 〈a4b〉 und 〈a6b〉 je-
weils einen eindimensionalen Teilraum von V elementweise. Damit folgt für
alle x ∈ bK schon |CV (x)|= 3.
Nach Voraussetzung ist U = H ∩K elementarabelsch der Ordnung 4. Daher
folgt für alle x ∈ U# schon |CU (x)|= 4. Da C und Q keine elementarabelschen
Untergruppen der Ordnung 4 besitzen und C ∪D ∪Q = K gilt, ist U D.
Ferner ist a4 ∈ U und

∣∣∣bK ∩ U ∣∣∣ = 2. Da H = V U gilt, folgt
∣∣CH(a4)

∣∣ = 4 und
|CH(x)|= 12 für alle x ∈ bK ∩ U .

Lemma 2.8
Es gelte Voraussetzung 2.2 und es sei G �M11. Dann gilt |Ω| = 12 und die Punkt-
stabilisatoren sind isomorph zu PSL2(11).

Beweis
Mit der Charaktertafel von G in [Atl] gibt es nur eine G-Konjugiertenklasse von
Involutionen und es gilt |C|= 24 · 3. Mit Abschnitt 5.3.8 in [Wil, S. 202 f] ist ferner
C eine maxiale Untergruppe von G und isomorph zu GL2(3). Daher ist t ∈ Gα die
zentrale Involution in C. Mit Lemma 2.1 folgt |C : Cα| ∈ {2,4}.

Schritt 1: Es ist |C : Cα|= 4:

Angenommen, das gilt nicht. Nun folgt |Cα| = 24, Cα ist ein Normalteiler von
C �GL2(3) und es gilt Cα � SL2(3) (vgl. Bemerkung 2.7 (i)). Seien Sα ∈ Syl2(Cα).
Dann ist Sα eine Quaternionengruppe der Ordnung 8 und es folgt Sα ∈ Syl2(Gα)
mit Lemma 2.1, weil |G|2 = 16 ist. Insbesondere besitzt Sα nur genau eine Involution
und mit dem Satz von Sylow gilt dann tG ∩Gα = tGα . Nun folgt mit Lemma 1.2
schon |fixΩ(t)|= |CG(t)|

|CGα(t)| = 48
24 = 2 , 4, ein Widerspruch zur Voraussetzung 2.2. �

Mit Schritt 1 ist |C : Cα| = 4 und damit |Cα| = 12. Ferner ist Cα eine Dieder-
gruppe der Ordnung 12 (vgl. Bemerkung 2.7 (i)).
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Schritt 2: Es gilt Gα , Cα:
Angenommen, es sei Gα = Cα. Dann zerfällt tG∩Gα in mindestens zwei Gα-Kon-

jugiertenklassen, nämlich tGα = {t}, bestehend aus der zentralen Involution, und
eine Klasse tGα2 mit t2 ∈ Gα von invertierenden Involutionen. Es gilt |CGα(t2)| = 4
und |CG(t2)| = 48, da t und t2 in G konjugiert sind. Mit Lemma 1.2 folgt nun
|fixΩ(t)| ≥ |C|

|Cα|+
|CG(t2)|
|CGα(t2)| = 48

12 + 48
4 = 4+12 = 16> 4, ein Widerspruch zur erlaubten

Fixpunktanzahl von t in Ω. �

Mit Schritt 2 ist Cα eine echte Untergruppe von Gα. Weiter gilt mit [Atl]
|G|= 24 · 32 · 5 · 11. Ferner wissen wir mit Schritt 1, dass |Gα|2 = 4 gilt, weil es mit
[Atl] nur eine Konjugiertenklasse von Involutionen gibt und die Sylow 2-Untergrup-
pen von G Semidiedergruppen der Ordnung 16 sind. Mit den Schritten 1 und 2 gibt
es ein k ∈ N so, dass |Gα| = 22 · 3 · k gilt und k , 1 ein Teiler von 3 · 5 · 11 ist. Sei
jetzt M G eine maximale Untergruppe von G so, dass Gα M gilt. Mit der Liste
der G-Konjugiertenklassen von maximalen Untergruppen von G in [Atl] können wir
nun mehrere Fälle unterscheiden. Da k ungerade ist, gilt schon M � C.

Schritt 3: M ist keine Symmetrische Gruppe vom Grad 5:
Angenommen, es gilt M � S5. Nach [Atl] ist dann Cα eine maximale Unter-

gruppe von M . Mit Schritt 2 folgt Gα = M . In der natürlichen Operation von
M seien t1 ∈ M eine Doppeltransposition und t2 ∈ M eine Transposition. Mit
[Atl] ist tG ∩M = tM1 ∪̇ tM2 und |CGα(t1)| = 8, |CGα(t2)| = 12. Lemma 1.2 liefert
|fixΩ(t)|= 48

8 + 48
12 = 10, ein Widerspruch zur erlaubten Fixpunktanzahl von t in Ω.

�

Schritt 4: M ist nicht isomorph zu M10:
Angenommen, es gilt M �M10. Mit [Atl] folgt tG ∩M = tM und |CM (t)| = 16.

Da Gα eine Untergruppe von M ist, gilt Cα CM (t). Das bedeutet, dass |Cα|= 12
ein Teiler von |CM (t)|= 16 ist, ein Widerspruch. �

Schritt 5: M ist nicht der Normalisator einer Sylow 3-Untergruppe:
Angenommen, das gilt doch. Mit Schritt 2 und [Atl] ist nun |Gα|= 22 ·32. Ferner

sind die Sylow 2-Untergruppen von Gα elementarabelsch der Ordnung 4. Mit Be-
merkung 2.7 (ii) und Lemma 1.2 folgt nun |fixΩ(t)| ≥ 48

4 + 48
12 = 16, da es mit [Atl]

nur eine G-Konjugiertenklasse von Involutionen gibt. Das widerspricht der erlaubten
Fixpunktanzahl von t in Ω. �

Mit der Liste der G-Konjugiertenklassen von maximalen Untergruppen von G
in [Atl] und mit den Schritten 3 bis 5 folgt nun M � PSL2(11). Da Cα M mit
[Atl] eine maximale Untergruppe von M ist und Cα Gα nach Schritt 2 gilt, folgt
Gα =M .

Bemerkung 2.9
SeienG undΩ wie in Lemma 2.8. Wir stellen die Anzahl der Fixpunkte der jeweiligen
Gruppenelemente in Ω in einer Tabelle dar. Diese wurden unter Verwendung des
Algorithmus in Bemerkung 1.4 ermittelt.
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x ∈ 2A 3A 4A 5A 6A 8A 11A
|fixΩ(x)| 4 3 0 2 1 0 1

Tabelle 2.2: Fixpunktanzahl der Elemente x ∈M#
11 in der Operation aus Lemma 2.8.

Lemma 2.10
Es gelte Voraussetzung 2.2 und es sei G �M12. Dann ist |Ω| = 12 und die Punkt-
stabilisatoren sind isomorph zu M11.

Beweis
Nach [Atl] besitzt G zwei Konjugiertenklassen von Involutionen.

Schritt 1: Gα besitzt keine Involution aus der G-Konjugiertenklasse 2A aus [Atl]:

Angenommen, das gilt doch. Sei a ∈Gα eine Involution aus der Klasse 2A. Da G
mit Fixität 4 auf Ω operiert, hat a zwei oder vier Fixpunkte in Ω mit Lemma 2.1.
Nun ist |CG(a) : CGα(a)| ∈ {1,2,4} mit Lemmata 1.3 (iii) und 2.1 und wir setzen
Ĉ := CG(a) und Ĉα := CGα(a). Nach [Atl] ist Ĉ eine maximale Untergruppe von G
der Ordnung 240 und isomorph zu C2 ×S5. Dann gilt schon

∣∣∣Ĉ : Ĉα
∣∣∣ ∈ {1,2}, da

Ĉ keine Untergruppe vom Index 4 besitzt, die a enthält. Da a ∈ Gα die zentrale
Involution in Ĉ ist, gibt es nur die Möglichkeiten Ĉα � C2 ×A5 oder Ĉα = Ĉ �
C2×S5.

Angenommen, es gilt Ĉα = Ĉ. Dann ist Ĉ Gα , G, also Gα = Ĉ, da Ĉ eine
maximale Untergruppe von G ist. Sei N Ĉ ein Komplement von Z(Ĉ) = 〈a〉 in Ĉ.
Dann ist N � S5 und Gα = 〈a〉 ×N . In der natürlichen Wirkung von N sei z ∈ N
eine Doppeltransposition. Da a die zentrale Involution in Ĉ ist, gilt aĈ , zĈ . Mit
[Atl] gilt |CGα(a)| = 240 und |CGα(z)| = 2 · 8. Ist z zu a in G konjugiert, so gilt
mit Lemma 1.2 fixΩ(z)≥ 240

16 = 15 > 4. Ist z nicht zu a in G konjugiert, so gilt mit
[Atl] |CG(z)| = 192 und Lemma 1.2 liefert fixΩ(z) ≥ 192

16 = 12 > 4. Beides führt zu
einem Widerspruch zur erlaubten Fixpunktanzahl von a bzw. z in Ω. Damit folgt∣∣∣Ĉ : Ĉα

∣∣∣= 2.
Sei jetzt M G eine maximale Untergruppe von G so, dass Gα M gilt. Dann

ist auch C2×A5 � Ĉα M . Mit der Liste der G-Konjugiertenklassen von maximalen
Untergruppen von G sowie der Ordnung der Repräsentanten dieser in [Atl], ist M
aus Ordnungsgründen isomorph zu M11, M10 : C2 oder es gilt M = Ĉ. Die Fälle
M � M11 und M � M10 : C2 können wir mit Hilfe von [Atl] direkt ausschließen,
da keine dieser zwei Gruppen eine Untergruppe isomorph zu Ĉα � C2×A5 besitzt.
Daher ist M = Ĉ und Gα = Ĉα.

Da Ĉα eine zerfallende Erweiterung ist, seien N Ĉα und N �A5. In der natürli-
chen Operation von N sei ferner z ∈N eine Doppeltransposition. Nun sind zGα und
aGα verschieden, da a ∈ Z(Cα) ist. Ferner gilt |CGα(z)|= 8 und |CG(z)| ∈ {240,192},
je nachdem ob z zu a konjugiert ist in G oder nicht. Ist z zu a in G konjugiert, so
gilt fixΩ(z) ≥ 240

8 = 30 > 4 mit Lemma 1.2. Andernfalls ist fixΩ(z) ≥ 192
8 = 24 > 4.

Beides liefert einen Widerspruch zur Voraussetzung 2.2. �
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Mit Schritt 1 gilt t ∈ 2B und nach [Atl] ist |C| durch 3 teilbar. Mit Lemma 1.3 (iii)
enthältGα∩ C ein Element x der Ordnung 3. Mit der p-power map in [Atl] ist x ∈ 3A.
Seien N :=NG(〈x〉) und Nα :=N ∩Gα.

Gibt es ein y ∈ Nα ∩ 3B, so enthält Gα wegen 2A ∩NG(〈y〉) , ∅ und Lem-
ma 1.3 (iii) auch ein Element der Konjugiertenklasse 2A (siehe [Atl]). Das wider-
spricht Schritt 1. Daher gilt |N :Nα| = 3 mit Lemma 1.3 (iii) und Nα enthält ei-
ne elementarabelsche Untergruppe Y der Ordnung 9. Da Cα mit Lemma 2.1 In-
dex 2 oder 4 in C hat und 32 ein Teiler von |Gα| ist, wird |Gα| von 24 · 32 ge-
teilt. Sei M G eine maximale Untergruppe von G so, dass Gα M ist. Nun
wird auch |M | von 24 · 32 = 144 geteilt. Dann folgt mit [Atl] aus Ordnungsgründen
|M | ∈ {7920,1440,432}. Sei K :=NGα(Y ) � C3

2 : SD16.

Schritt 2: Es gilt M �M11:

Angenommen, es ist |M | = 432. Dann gilt M = NG(Y ) und M � C3
2 : GL2(3)

mit [Atl]. Insbesondere ist |M :Gα|= 3, da |Gα| nicht von 27, jedoch von 144 geteilt
wird. Damit ist Gα = K. In M zerfällt tG in zwei Konjugiertenklassen, eine zen-
trale Involution in GL2(3) und die nicht-zentralen Involutionen in GL2(3). Damit
zerfällt tG in Gα auch in mindestens zwei Klassen. Durch Berechnungen der Zentra-
lisatorordnungen dieser Involutionen in Gα erhalten wir |fixΩ(t)| ≥ 192

16 + 192
12 = 28

mit Lemma 1.2, ein Widerspruch zur erlaubten Fixpunktanzahl von t. Damit ist
|M | , 432.

Angenommen, es gilt |M |= 1440. Dann ist M �M10 : C2 �A6 : (C2
2) mit [Atl].

Da |Gα| von 24 ·32 geteilt wird, hat Gα höchstens Index 10 in M . Ist |M :Gα|= 10,
so folgt Gα = K wie im Fall zuvor. Dann ist wieder |fixΩ(t)| > 4, ein Widerspruch.
Da M keine Untergruppen vom Index 5 besitzt, muss also Gα höchstens Index 2 in
M haben. Die Untergruppen vom Index 2 von M sind isomorph zu S6, PGL2(9)
und M10 mit [Atl]. Ferner enthält keine von diesen eine Untergruppe isomorph zu
C3

2 : SD16 �K. Damit ist M =Gα. Nun enthält Gα mit [Atl] ein Element der Ord-
nung 10. In G gibt es nur eine Konjugiertenklasse von Elementen der Ordnung 10.
Potenzieren wir ein Element dieser Klasse mit 5, so erhalten wir mit der p-power map
von G in [Atl] eine Involution aus der Klasse 2A. Schritt 1 liefert einen Widerspruch.
Damit ist jetzt |M |= 7920 und M �M11 mit [Atl]. �

Mit Schritt 2 ist K Gα M �M11. Gilt K =Gα, so folgt |fixΩ(t)| ≥ 28 analog
zu Schritt 2. Also ist Gα ,K und es gilt Gα = M , da K nach [Atl] eine maximale
Untergruppe von M ist.

Bemerkung 2.11
Da es in der Gruppe G �M12 mit [Atl] zwei verschiedene Konjugiertenklassen von
Untergruppen isomorph zu M11 gibt, finden wir damit zwei verschiedene Operatio-
nen von G auf einer Menge Ω mit 12 Elementen. Das drückt sich auch darin aus,
welche Elemente von G wie viele Punkte von Ω fixieren. Wir stellen daher die An-
zahl der Fixpunkte von den jeweiligen Gruppenelementen in einer Tabelle dar. Diese
wurden unter Verwendung des Algorithmus in Bemerkung 1.4 ermittelt.
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Seien dazuΩ1,Ω2 zwei Mengen der Mächtigkeit 12 so, dass G wie in Lemma 2.10
auf Ω1 und Ω2 operiert und so, dass für jedes α ∈Ω1 und jedes α̂ ∈Ω2 gilt, dass
Gα und Gα̂ nicht konjugiert sind in G.

x ∈ 2A 2B 3A 3B 4A 4B 5A 6A 6B 8A 8B 10A 11A∣∣fixΩ1(x)
∣∣ 0 4 3 0 4 0 2 0 1 2 0 0 1∣∣fixΩ2(x)
∣∣ 0 4 3 0 0 4 2 0 1 0 2 0 1

Tabelle 2.3: Fixpunktanzahl der Elemente x ∈ M#
12 in der Operation aus Lemma

2.10.

Wir möchten an dieser Stelle auf ein Problem aufmerksam machen, das die Arbeit
mit der Markentafel einer Gruppe in [GAP] und der Charaktertafel dieser Gruppe
in [Atl] betrifft. In dem in Bemerkung 1.4 notierten Algorithmus hätten wir gern
den Befehl CN := OrdersTom(tom);; durch CN := ClassNamesTom(tom);; ausge-
tauscht. Letzterer gibt jeder Konjugiertenklasse von Untergruppen der Gruppe eine
Bezeichnung, die an die Notation der Elementkonjugiertenklassen in [Atl] angelehnt
ist. Diese Vertauschung ist jedoch nicht möglich, da die Bezeichnungen in [GAP]
im Allgemeinen nicht mit den Bezeichnungen der Elementkonjugiertenklassen in der
Charaktertafel der Gruppe in beispielsweise [Atl] übereinstimmen. Im Beispiel M12
sind in der Markentafel TableOfMarks("M12") u.A. die Konjugiertenklassen 3A und
3B gegenüber der Konjugiertenklassen von M12 in [Atl] vertauscht.

Durch die zusätzliche Ausgabe der Zentralisatorordnung der Elemente in dem
Algorithmus in Bemerkung 1.4 ist eine Zuordnung der jeweiligen Konjugiertenklasse
zwischen [GAP] und [Atl] einfacher.

Lemma 2.12
Es gelte Voraussetzung 2.2. Dann ist G�M22.

Beweis
Angenommen, es sei G �M22. Mit [Atl] ist t ∈ 2A. Weiter gilt |C|= 384 = 27 ·3 und
mit Lemma 1.3 (iii) sowie der p-power map von G in [Atl] ist Cα ∩ 3A ,∅. Ferner
gilt |C : Cα| ∈ {2,4} mit Lemma 2.1. Daher wird |Gα| von 25 · 3 geteilt. Sei M eine
maximale Untergruppe von G so, dass Gα M ist. Dann wird auch |M | von 25 · 3
geteilt und mit [Atl] gilt |M | ∈ {20160,5760,1920,1344}.

Angenommen, es sei |M | = 20160. Dann gilt M � PSL3(4) und |M :Gα| ≤ 210.
Mit [Atl] ist |CM (t)| nicht durch 3 teilbar, ein Widerspruch zu 3 ∈ π(Cα).

Nun ist |M | ∈ {5760,1920,1344} und M ist nach [Atl] isomorph zu einer der
Gruppen E16 : A6, E16 : S5 oder E8 : PSL3(2). Ferner ist M eine zerfallende Er-
weiterung mit nichttrivialem N := O2(M). Sei K M ein Komplement von N
in M so, dass |K ∩Gα| maximal ist. Ferner ist |N | ∈ {23,24} und |K|2 = 23 mit
[Atl]. Da |Gα|2 ≥ 25 gilt und M = NK eine zerfallende Erweiterung ist, existieren
x ∈ tG ∩Gα ∩N und y ∈ tG ∩Gα ∩K. Dann ist xGα∪̇yGα ⊆ tG ∩Gα.

Da K isomorph zu einer der Gruppe A6, S5 oder PSL3(2) ist, gilt mit [Atl]
nun |CK(y)| = 8 oder es ist |M | = 1920, K � S5, y ist eine Transposition in der
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natürlichen Wirkung von S5 und es gilt |CK(y)|= 12. Ferner ist |CN (y)| ein echter
Teiler von |N |, da K im semidirekten Produkt M =NK treu auf N operiert.

Angenommen, es ist |CK(y)| = 8. Da |N | ∈ {24,23} gilt, ist |CM (y)| ein Teiler
von 26 und insbesondere nicht durch 3 teilbar. Damit werden |CG(y) : CM (y)| und
|CG(y) : CGα(y)| von 6 geteilt, weil |C|= 27 · 3 und Gα M gilt. Nun folgt

|fixΩ(t)| ≥ |CG(x) : CGα(x)|+ |CG(y) : CGα(y)|> 0 + 6 = 6

mit Lemma 1.2. Das widerspricht der erlaubten Fixpunktanzahl von t in Ω.
Somit folgt |M |= 1920, K � S5, und alle Involutionen in Gα ∩K sind Transpo-

sitionen in der natürlichen Wirkung von S5. Insbesondere ist also |CK(y)|= 12. Da
|Gα| von 25 · 3 geteilt wird, muss N = O2(M) Gα und Gα/N � S3 gelten. Dann
ist jedoch |CGα(y)| ein Teiler von 24 und insbesondere nicht durch 3 teilbar. Nun ist
|CG(y) : CGα(y)| ein Vielfaches von 22 · 3 und Lemma 1.2 liefert erneut

|fixΩ(t)| ≥ |CG(x) : CGα(x)|+ |CG(y) : CGα(y)|> 0 + 22 · 3.

Das widerspricht der erlaubten Fixpunktanzahl von t in Ω.

Lemma 2.13
Es gelte Voraussetzung 2.2. Dann ist G�M23.

Beweis
Angenommen, das gelte doch. Da G mit [Atl] nur genau eine Konjugiertenklasse
2A von Involutionen besitzt, ist t ∈ 2A. Ferner gilt |C| = 2688 = 27 · 3 · 7 und mit
Lemma 2.1 wird |Gα| von 25 · 3 · 7 geteilt. Mit der p-power map von G in [Atl]
sei x ∈ Gα ∩ C ∩ 3A. Da |CG(x)| von 5 geteilt wird, ist 5 auch ein Teiler von
|Gα| mit Lemma 1.3 (iii). Insgesamt wird |Gα| jetzt von 25 · 3 · 5 · 7 geteilt. Sei
M G eine maximale Untergruppe mit Gα M . Aus Ordnungsgründen ist mit der
Liste der G-Konjugiertenklassen von maximalen Untergruppen von G in [Atl] dann
|M | ∈ {443520,40320,20160}. Wir erinnern daran, dass |Cα| durch 7 teilbar ist.

Angenommen, es gilt |M | , 40320. Dann ist M isomorph zu M22 oder zu A8 mit
[Atl]. In beiden Fällen ist |CM (t)| nicht durch 7 teilbar mit [Atl], |Cα| jedoch schon.
Wegen Gα M erhalten wir einen Widerspruch.

Angenommen, es giltM � PΣL3(4). Dann ist G � PSL3(4) : 22 in Atlas-Notation
und |M :Gα| teilt 12. Sei N :=O2(M). In M zerfällt tG in mindestens zwei Klassen
tM1 ⊆ N und tM2 ⊆ (M \N). Mit [Atl] ist |CM (t1)| = 128 = 27. Da N � PSL3(4)
keine Untergruppen vom Index maximal 6 enthält, ist N Gα. Da nun |M :Gα| ≤ 2
gilt, folgt |fixΩ(t)| ≥ |CG(t1) : CGα(t1)| ≥ |CG(t1) : CM (t1)| ≥ 21 mit Lemma 1.2, ein
Widerspruch zur Voraussetzung 2.2.

Mit der Liste der G-Konjugiertenklassen von maximalen Untergruppen von G
in [Atl] ist nun M � C2

4 : A7 und es gilt |M :Gα| teilt 12. Seien N := O2(M) und
K ein Komplement von N in M . Da |N |= 24 ist und |Gα| von 25 geteilt wird, gibt
es ein g ∈ G so, dass Kg ∩Gα , 1 gilt. Seien o.B.d.A. K so gewählt, dass g = 1G
gilt, und t2 ∈K ∩Gα eine Involution. Dann ist tG2 = tG, da es nur eine Klasse von
Involutionen in G gibt, und tM2 ∩N =∅. Mit [Atl] folgt |CK(t2)|= 23 ·3 und |CN (t2)|
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teilt 23, da K im semidirekten Produkt M =N :K treu auf N operiert. Daher gilt
insgesamt |CM (t2)| ≤ 26 ·3 und insbesondere ist |CM (t2)| nicht durch 7 teilbar. Somit
folgt |fixΩ(t)| ≥ 7, der finale Widerspruch zur erlaubten Fixpunktanzahl von t.

Lemma 2.14
Es gelte Voraussetzung 2.2. Dann ist G� J1.

Beweis
Angenommen, das gelte doch. G besitzt nach [Atl] nur eine Klasse von Involutionen.
Damit ist t ∈ 2A und ferner gilt |C|= 120 = 23 ·3 ·5 sowie C � C2×A5. Da A5 keine
Untergruppen vom Index 2 oder 4 besitzt und 〈t〉 = Z(C) Gα gilt, folgt C Gα
mit Lemma 1.3 (iii). Das widerspricht Lemma 2.1.

Lemma 2.15
Es gelte Voraussetzung 2.2. Dann ist G� J2.

Beweis
Angenommen, das gelte doch. Mit [Atl] besitzt G zwei Konjugiertenklassen von
Elementen der Ordnung 2.

Schritt 1: Es ist Gα ∩ 2A ,∅:

Ist schon t ∈ 2A, so sind wir fertig. Sei also t ∈ 2B. Nach [Atl] ist |C|= 24 · 3 · 5
und mit Lemma 2.1 wird nun |Gα| von 22 · 3 · 5 geteilt. Mit Lemma 1.3 (i) enthält
Gα eine Sylow 5-Untergruppe S von G von Ordnung 25 und ferner besitzt S Gα
ein Element x aus der G-Konjugiertenklasse 5A.

Wir betrachten N := NG(〈x〉). Es gilt N � A5×D10 mit [Atl] und N ist eine
maximale Untergruppe von G. Ferner enthält N eine zyklische Untergruppe Y der
Ordnung 15 mit x ∈ Y . Da A5 keine Untergruppe vom Index 3 hat, besitzt auch N
keine Untergruppe vom Index 3 und Gα enthält Y mit Lemma 1.3 (iii).

Sei z ∈ Y ein Element der Ordnung 3. Mit der p-power map in [Atl] ist z ∈ 3A
und CG(z) � C3.A6 enthält eine Involution t̃ aus der G-Konjugiertenklasse 2A. Da
A6 keine Untergruppen vom Index 2, 3 oder 4 besitzt und 〈z〉= Z(CG(z)) Gα gilt,
ist auch t̃ ∈Gα, wie behauptet. �

Schritt 2: |Gα| wird von 25 · 32 · 52 geteilt:

Mit Schritt 1 sei x ∈ Gα ∩ 2A. Mit Lemma 2.1 gilt |fixΩ(x)| ∈ {1,2,4}. Mit der
Charaktertafel von G in [Atl] ist |CG(x)| = 1920 = 27 · 3 · 5 und mit Lemma 1.3 (i)
und Lemma 2.1 wird nun |Gα| von 25 · 3 · 52 geteilt.

Sei also y ∈ Gα ∩CG(x) ein Element der Ordnung 3. Dann ist mit der p-power
map in [Atl] schon y ∈ 3A. Da |CG(y)| von 33 geteilt wird, ist 32 mit Lemma 1.3 (iii)
ein Teiler von |Gα|. Das ist Schritt 2. �

Da |Gα| mit Schritt 2 von 25 ·32 ·52 = 7200 geteilt wird und mit [Atl] die Ordnung
der ordnungsgrößten maximalen Untergruppe von G kleiner als 7200 ist, folgt nun
Gα =G. Das widerspricht der Voraussetzung.
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Lemma 2.16
Es gelte Voraussetzung 2.2. Dann ist G� J3.

Beweis
Angenommen, das gelte doch. Mit [Atl] ist |C| = 27 · 3 · 5 und mit Lemma 2.1 ist
|Gα| durch 25 · 3 · 5 teilbar. Wir können x ∈ Cα ∩ 3A mit [Atl] wählen. Aus [Atl]
folgt wiederum |CG(x)|= 23 · 33 · 5. Mit Lemma 1.3 (iii) wird |Gα| nun auch von 32

geteilt.
SeiM G eine maximale Untergruppe so, dass Gα M ist. Da insgesamt 25·32·5

ein Teiler von |Gα| ist, folgt |M | = 2880 und M � C2
4 : (C3 ×A5) mit [Atl]. Seien

N :=O2(M) und K ein Komplement von N in M .
Da |Gα| von 25 geteilt wird und |N | = 24 gilt, können wir K als Komplement

von N in M so wählen, dass |Gα ∩K| > 1 gilt und maximal ist. Sei t2 ∈ K ∩Gα
eine Involution. Da es in G mit [Atl] nur eine Klasse von Involutionen gibt, ist
tG2 = tG. Ferner gilt |CK(t2)|= 22 ·3 und |CN (t2)| ist ein Teiler von 24. Insbesondere
ist dann |CM (t2)| nicht durch 5 teilbar. Mit Lemma 1.2 folgt nun |fixΩ(t)| ≥ 5, ein
Widerspruch zur erlaubten Fixpunktanzahl von t.

Lemma 2.17
Es gelte Voraussetzung 2.2. Dann ist G weder zu McL noch zu Ly isomorph.

Beweis
Angenommen, das gelte doch. Mit der Charaktertafel von G in [Atl] gibt es nur eine
G-Konjugiertenklasse von Involutionen und |C| ist durch 35 teilbar. Mit Lemma 2.1
enthält Gα eine Untergruppe von C vom Index 2 oder 4. Insbesondere enthält Gα
eine Sylow 5-Untergruppe und eine Sylow 7-Untergruppe von G mit Lemma 1.3 (i).

Gilt G � Ly, so ist |Gα| wegen |C : Cα| ∈ {2,4} insgesamt durch 26 · 34 · 56 · 7 · 11
teilbar. Ist G �McL, so enthält Cα mit der p-power map von G in [Atl] Elemente der
Ordnung 3 aus den G-Konjugiertenklassen 3A und 3B. Sei x ∈ Cα∩ 3A. Da 36 ein
Teiler von |CG(x)| ist, wird |CGα(x)| mit Lemma 1.3 (iii) von 35 geteilt. Insgesamt
ist 25 · 35 · 53 · 7 ein Teiler von |Gα|, falls G �McL ist.

In beiden Fällen ist mit [Atl] schon |Gα| echt größer als die Ordnung der ord-
nungsgrößten maximalen Untergruppe von G. Damit folgt Gα =G, ein Widerspruch
zur Voraussetzung.

Wir haben die sporadischen Gruppen aus dem Main Theorem von [GoHa] auf transi-
tive und treue Fixität-4-Operationen mit Involutionen in einem Vierpunktstabilisa-
tor überprüft. Mit dem Algorithmus in Bemerkung 1.5 können wir feststellen, dass
die Gruppen M11, M22 und J1 weitere transitive Fixität-4-Operationen besitzen,
in denen Involutionen weniger als vier Punkte auf der zugehörigen Bahn festlassen.
Dabei werden wir in Lemma 3.7 diejenigen Operationen mit zyklischen Punktstabili-
satoren genauer betrachten. An dieser Stelle vermerken wir nur solche ohne zyklische
Punktstabilisatoren.
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Bemerkung 2.18

• Seien G = M11 und U G so, dass U der Normalisator einer Sylow 11-
Untergruppe vonG ist. Der in Bemerkung 1.5 vorgestellten Algorithmus liefert,
dass G auf Ω := G/U mit Fixität 4 operiert. Mit dem Algorithmus aus Be-
merkung 1.4 ermitteln wir die Fixpunktanzahl von nichttrivialen Elementen
von G in dieser Operation:

x ∈ 2A 3A 4A 5A 6A 8A 11A
|fixΩ(x)| 0 0 0 4 0 0 1

Tabelle 2.4: Fixpunktanzahl der Elemente x ∈M#
11 in einer Fixität-4-Operation.

• Seien G=M22 und U G so, dass U eine Frobeniusgruppe der Ordnung 55 ist.
Der in Bemerkung 1.5 vorgestellten Algorithmus liefert, dass G auf Ω :=G/U
mit Fixität 4 operiert. Mit dem Algorithmus aus Bemerkung 1.4 ermitteln wir
die Fixpunktanzahl von nichttrivialen Elementen von G in dieser Operation:

x ∈ 2A 3A 4A 4B 5A 6A 7A 8A 11A
|fixΩ(x)| 0 0 0 0 4 0 0 0 1

Tabelle 2.5: Fixpunktanzahl der Elemente x ∈M#
22 in zwei Operationen von Fixi-

tät 4.

2.3 Gruppen vom Lie-Typ in gerader Charakteristik
Ab diesem Abschnitt wollen wir die unendlichen Familien von Gruppen vom Lie-
Typ aus dem Main Theorem von [GoHa] und dem Theorem 14 (b) aus [BMW] auf
Erfüllung der Voraussetzung 2.2 überprüfen. Dabei konzentrieren wir uns in den
Beweisen auf generische Argumente. Kleine Spezialfälle, bei denen die generischen
Argumente nicht greifen, können in ähnlicher Weise wie zuvor mit Hilfe des Atlas of
Finite Groups [Atl] überprüft werden. Da sich die Argumente dabei nicht von den
bisherigen Argumenten der letzten Abschnitte unterscheiden, nutzen wir ab sofort
[GAP] und die in den Bemerkungen 1.4 und 1.4 vorgestellten Algorithmen für die
Überprüfung von Spezialfällen.

Lemma 2.19
Es gelte Voraussetzung 2.2. Seien q ≥ 4 eine 2-Potenz und G = PSL2(q). Dann ist
q = 8 und die Punktstabilisatoren sind zyklisch von Ordnung 2 oder Diedergruppen
der Ordnung 6, 14 oder 18.
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Beweis
Mit GAP [GAP] gilt die Aussage des Lemmas bereits für q ∈ {4,8,16}. Angenomen,
es sei q ≥ 32.

Sei S ∈ Syl2(G) so, dass t ∈ S gilt. Da S nach Satz II.8.2 (a) in [Hup1] elemen-
tarabelsch ist, gilt S C. Mit 3.(6) und Lemma 4.1 (iv) in [Be2] gilt C = S. Weiter
gibt es mit 3.(3), 3.(5) und 3.(6) in [Be2] eine zyklische Untergruppe D von G von
Ordnung q− 1 so, dass NG(S) = S ·D gilt. Mit Lemma 2.1 werden |Cα| und |Gα|
von q

4 ≥ 8 geteilt.
Angenommen, Gα sei eine 2-Gruppe. Dann gilt Gα = Cα. Da S und damit auch

Gα elementarabelsch ist nach Lemma II.8.2 (a) in [Hup1], sind alle Involutionen
in Gα paarweise nicht konjugiert in Gα. In G gibt es nach Lemma 4.1 (i) in [Be2]
jedoch nur eine Konjugiertenklasse von Involutionen. Damit hat jede Involution nach
Lemma 1.2 mindestens q

4 ≥ 8 Fixpunkte in Ω, ein Widerspruch zu Voraussetzung
2.2.

Sei also x ∈ Gα von ungerader Ordnung. Ist o(x) ein Teiler von q+ 1, so folgt
Gα =G mit dem Satz von Dickson (Hauptsatz II.8.27 in [Hup1]), da q ≥ 32 gilt. Also
ist o(x) ein Teiler von q−1 mit Satz II.8.5 (a) in [Hup1] und wir können x ∈NG(S)
annehmen. Da q−1 ein Teiler von |CG(x)| und ungerade ist, wird |Gα| nach Lemma
1.3 (iii) von q−1

3 geteilt. Sei also D in G so gewählt, dass D ∩Gα maximal ist und
x enthält. Sei weiter Y :=D∩Gα. Nach Wahl wird |Y | von q−1

3 geteilt.
Wir betrachten die Operation von Y auf Cα per Konjugation in NG(S). Es ist

q
4 ein Teiler von |Cα| und q−1

3 ein Teiler von |Y |. Wegen der Operation von Y auf
Cα per Konjugation in NG(S) hat nun Cα mindestens 1

3(q− 1) + 1 Elemente. Diese
Zahl ist jedoch echt größer als q

4 . Daher muss schon q
2 ein Teiler von |Cα| sein. In

der Operation von Y auf Cα per Konjugation in NG(S) zerfällt Cα in Bahnen: Die
Bahn {1G} und eine Bahn der Länge q−1 oder {1G} und höchstens drei Bahnen der
Länge 1

3(q−1). Im ersten Fall ist |Cα|= q und damit |Ω| ungerade, ein Widerspruch
zu Lemma 2.1. Wir betrachten den zweiten Fall. Sei k ∈ {1,2,3}. Dann gilt folgende
Äquivalenz:

k
3 (q− 1) = q

2 − 1
⇔ 2kq− 2k = 3q− 6
⇔ (3− 2k)q = 2(3− k).

Wenn wir k ∈ {1,2,3} in die letzte Gleichung einsetzen, erhalten wir q = 4 für k = 1,
q =−2 für k = 2 und q = 0 für k = 3. Da nach Annahme jedoch q ≥ 32 gilt, erhalten
wir einen Widerspruch und die Behauptung ist bewiesen.

Bemerkung 2.20
Sei G = PSL2(8). Wir fassen die Ergebnisse aus Lemma 2.19 zusammen und geben
die Anzahl der Fixpunkte eines jeden Elements in G# in der jeweiligen Operation
an. Seien dazu Ω1 wie im Fall (i) des Lemmas. Seien U1,U2,U3 G Diedergruppen
der Ordnung 6, 14 oder 18. Weiter seien Ω2 :=G/U1, Ω3 :=G/U3 und Ω4 :=G/U3.
Ist x ∈ G# beliebig, so bestimmen wir mit dem in Bemerkung 1.4 vorgestellten
Algorithmus die Fixpunktanzahl von x in Ω1, Ω2, Ω3 und Ω4 und halten diese in
Tabelle 2.6 fest.
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x ∈ 2A 3A 7A 9A∣∣fixΩ1(x)
∣∣ 4 0 0 0∣∣fixΩ2(x)
∣∣ 4 3 0 0∣∣fixΩ3(x)
∣∣ 4 0 1 0∣∣fixΩ4(x)
∣∣ 4 1 0 1

Tabelle 2.6: Fixpunktanzahl der Elemente x ∈ PSL2(8)# in den vier Operationen
von Lemma 2.19.

Lemma 2.21
Es gelte Voraussetzung 2.2. Dann ist G , PSU3(q) für eine beliebige 2-Potenz q ≥ 4.

Beweis
Für q ∈ {4,8} folgt die Aussage bereits aus GAP [GAP]. Seien n ∈N, q := 2n ≥ 16
und angenommen, die Behauptung sei falsch. Seien S ∈ Syl2(G) und N := NG(S)
so, dass t ∈ S ist. Weiter sei d := ggT(3, q+1). Wir nutzen die Eigenschaften (1)-(9)
im Abschnitt 3 von [Be2]:

Mit (1), (3), (5) und (6) finden wir eine zyklische Untergruppe D von G von
Ordnung q2−1

d so, dass N = S ·D und S∩D = 1 gilt, sowie Untergruppen X,K D

mit |X|= q+1
d , |K|= q− 1, K ∩X = 1 und D =K ·X. Mit 3.(4), 3.(6) und Lemma

4.1 (iv) in [Be2] ist C ∩N = S ·X. Da nach Theorem 6.5.3 in [GLS3] die maximal
parabolischen Untergruppen von G die einzigen maximalen Untergruppen sind, die
eine Sylow 2-Untergruppe enthalten, und N eine maximal parabolische Untergruppe
ist, folgt C N und daher C = S ·X.

Mit Lemma 2.1 gilt |C : Cα| ∈ {1,2,4}. Weil |X| ungerade ist, ist ein Konjugier-
tes von X in Gα enthalten. Wir können o.B.d.A. annehmen, dass X selbst in Gα
enthalten ist. Damit wird |Gα| nun von 1

4 ·q
3 · q+1

d geteilt. Sei jetzt M eine maximale
Untergruppe von G so, dass Gα M gilt. Da q+1

d > 1 ist, ist M mit Theorem 6.5.3
in [GLS3] eine maximal parabolische Untergruppe von G. Weil Cα N ∩M und N
eine stark eingebettete Untergruppe von G ist, folgt M =N .

Angenommen, d · |X| ist eine 3-Potenz. Dann gibt es m ∈ N derart, dass 3m =
d · |X| = q + 1 = 2n + 1 ist. Somit gilt 2n = 3m − 1. Ist m ungerade, so gilt 2n =
3m− 1 = (3− 1)(3m−1 + 3m−2 + . . .+ 3 + 1). Der letze Faktor ist eine Summe mit m
vielen Summanden und gleichzeitig ein Teiler von 2n. Da m ungerade ist, ist auch
diese Summe stets ungerade. Also folgt m= 1 und n= 1. Das widerspricht 2n ≥ 16.

Somit ist m gerade. Sei l := m
2 . Nun folgt 2n = 3m − 1 = (3l − 1)(3l + 1). Ist l

ungerade, so gilt m = 2 und n = 3, ein Widerspruch zu q = 2n ≥ 16. Somit muss l
gerade sein. Dann ist 3l + 1≡ (−1)l + 1≡ 2 modulo 4. Weil 3l + 1 ein Teiler von 2n
ist, folgt 3l + 1 = 2 und damit l = 0. Das widerspricht l = m

2 und m ∈N.
Nun ist d · |X| keine 3-Potenz, also insbesondere auch |X| nicht. Weil |X| > 1

aber ungerade ist, finden wir einen Primteiler p≥ 5 von q+1
d . Mit Lemma 1.3 (i) ist

dann eine Sylow p-Untergruppe P von G in Gα enthalten. Es ist (q+1)2

d ein Teiler
von |G|. Ferner ist ggT(q+ 1, q− 1) = 1, da q = 2n gilt. Damit ist P Gα nicht in
N enthalten. Das widerspricht Gα N .
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Lemma 2.22
Es gelte Voraussetzung 2.2. Dann ist G nicht isomorph zu PSL3(4).

Beweis
Die Aussage des Lemmas folgt aus GAP [GAP].

Lemma 2.23
Es gelte Voraussetzung 2.2. Dann ist G , Sz(q) für eine beliebige 2-Potenz q ≥ 4.

Beweis
Für q = 8 liefert GAP [GAP] zwei mögliche Operationen mit zyklischen Punktsta-
bilisatoren der Ordnung 5 oder 13. Beide sind ungerade, insbesondere ist Voraus-
setzung 2.2 nicht erfüllt. Also gilt die Behauptung bereits für q = 8. Sei also q ≥ 32
und angenommen, die Behauptung sei falsch.

Seien S ∈ Syl2(G) und N :=NG(S) so, dass t ∈ S ist. Mit 3.(1), 3.(3), 3.(5) und
3.(6) in [Be2] finden wir eine zyklische Untergruppe Y von G von Ordnung q − 1
so, dass N = S ·Y und S ∩Y = 1 gilt. Mit 3.(4), 3.(6) und Lemma 4.1 (iv) in [Be2]
ist C ∩N = S. Da nach Theorem 4.1 in [Wil, S. 117] die maximal parabolischen
Untergruppen von G die einzigen maximalen Untergruppen sind, die eine Sylow
2-Untergruppe enthalten, und N eine maximal parabolische Untergruppe ist, folgt
C N und daher C = S.

Angenommen, es sei Gα eine 2-Gruppe. Mit dem Satz von Sylow und wegen
C = S gilt Gα = Cα. Dann hat Gα mit Lemma 1.3 (iii) mindestens 1

4 · q ≥ 8 Invo-
lutionen. Weil mit 3.(4) in [Be2] die Involutionen in Z(S) enthalten sind, sind sie
paarweise nicht konjugiert in Gα. In G gibt es nach Lemma 4.1 (i) in [Be2] jedoch nur
eine Konjugiertenklasse von Involutionen. Damit hat jede Involution nach Lemma
1.2 mindestens acht Fixpunkte in Ω, ein Widerspruch zu Voraussetzung 2.2. Also
gibt es in Gα ein Element x von ungerader Ordnung. Da 1

4q
2 ein Teiler von |Gα|

ist, ist mit Theorem 4.1 in [Wil, S.117] o(x) ein Teiler von q− 1. Da q− 1 ungerade
und nicht durch 3 teilbar sowie Y eine zyklische Gruppe ist, enthält Gα mit Lemma
1.3(i) und (iii) ein G-Konjugiertes von Y . Da Gα∩Z(S) mindestens eine Involution
enthält und alle Konjugierten von Y transitiv per Konjugation auf Z(S) operieren,
gilt Z(S) Gα. Ferner operiert Y Z(S)/Z(S) transitiv auf S/Z(S) per Konjugation,
wodurch S zu einer Untergruppe von Gα wird. Nun folgt N = Gα. Dann ist |Ω|
ungerade, im Widerspruch zu Lemma 2.1.

Wir haben die Gruppen vom Lie-Typ in gerader Charakteristik aus dem Main
Theorem von [GoHa] und aus Theorem 14 (b) aus [BMW] auf transitive Fixität-
4-Operationen überprüft, in denen es eine Involution mit genau vier Fixpunkten
gibt. Mit dem Algorithmus in Bemerkung 1.5 können wir feststellen, dass die Grup-
pe Sz(8) zwei nicht-äquivalente, transitive Fixität-4-Operationen besitzt, in denen
Involutionen weniger als vier Punkte auf der jeweiligen Bahn festlassen. Wie wir
später in Lemma 3.8 sehen werden, weist jede Gruppe aus der unendlichen Fami-
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lie der Suzuki-Gruppen Sz(q) zwei transitive Fixität-4-Operationen mit zyklischen
Punktstabilisatoren von ungerader Ordnung auf.

2.4 Gruppen vom Lie-Typ in ungerader Charakteristik
Wir behandeln die Familien PSL2(q) und 2G2(q) separiert von den anderen Fami-
lien von Gruppen vom Lie-Typ in ungerader Charakteristik, da sich beide wegen
ihrer besonderen Strukturen von den anderen unterscheidet. Zunächst beleuchten
wir 2G2(q):

Lemma 2.24
Es gelte Voraussetzung 2.2 und seien n ∈ N und q := 32n+1. Dann ist G nicht
isomorph zu 2G2(q).

Beweis
Angenommen, die Behauptung sei falsch. Es ist t ∈ Gα eine Involution und mit
Abschnitt 4.5.3 in [Wil, S. 137] gilt C � 〈t〉 ×PSL2(q). Weiter ist mit Lemma 2.1
bereits |C : Cα| ∈ {2,4}. Weil q ≥ 27 ist, enthält jedoch PSL2(q) keine Untergruppe
der Ordnung 2 oder 4. Ferner ist t in Cα enthalten. Daher gilt C = Cα. Wegen
|C| = q · (q2 − 1) und |G||C| = q2(q2 + q + 1) folgt nun, dass |Ω| ungerade ist. Das
widerspricht Lemma 2.1.

Weil wir mit dem Satz von Dickson (siehe Satz II.8.27 in [Hup1]) die Untergrup-
penstruktur von PSL2(q) für eine ungerade Primzahlpotenz q ≥ 5 sehr gut kennen,
werden wir anders als bisher oder später in diesem Abschnitt vorgehen. Wir werden
für diese Gruppen zuerst alle transitiven, treuen und nicht-regulären Fixität-4-Ope-
rationen klassifizieren und anschließend diejenigen Wirkungen herausarbeiten, in de-
nen es eine Involution mit genau vier Fixpunkten gibt. Dabei werden wir Abschnitt
II.8 in [Hup1] verwenden.

Voraussetzung 2.25
Seien p eine ungerade Primzahl, n ∈N und q := pn so, dass q ≥ 5 gilt. Ferner seien
G � PSL2(q) und Ω eine Menge so, dass G transitiv, treu und nicht-regulär auf Ω
operiert, sowie α ∈Ω.

Lemma 2.26
Es gelte Voraussetzung 2.25 und ferner gelte einer der folgenden Fälle:

(i) Es gilt q ≡ 1 modulo 4, |Ω| = 2(q+ 1) und Gα hat Index 2 im Normalisator
einer Sylow p-Untergruppe von G.

(ii) Es gibt ein ε ∈ {1,−1} so ist, dass q ≡ ε modulo 4 ist, |Ω| = 2 · q · (q+ ε) gilt
und Gα zyklisch von Ordnung q−ε

4 ist.

Dann operiert G mit Fixität 4 auf Ω.

43



Beweis
Seien x ∈ G#

α , X := 〈x〉, N := NG(X) und Nα := N ∩Gα. Zuerst seien Ω und Gα
wie in (ii). Dann ist einerseits XGα die einzige Gα-Konjugiertenklasse von zykli-
schen Untergruppen der Ordnung o(x) in Gα, da Gα zyklisch ist. Andererseits gilt
N �Dq−ε und ferner ist Nα zyklisch von Ordnung q−ε

4 mit den Sätzen II.8.3 und
II.8.4 in [Hup1]. Da es nach Satz II.8.5 (a) in [Hup1] nur eine G-Konjugiertenklasse
von zyklischen Untergruppen der Ordnung o(x) gibt, gilt |fixΩ(x)| = |N :Nα| = 4
mit Lemma 1.2.

Seien jetztΩ und Gα wie in (i) sowie S ∈ Sylp(G) so, dass S Gα gilt. Da NG(S)
eine Frobeniusgruppe mit Frobeniuskern S nach Beispiel V.8.6, Definition III.16.1
und Satz II.8.2 in [Hup1] ist, sei K NG(S) ein Frobeniuskomplement. Nach Vor-
aussetzung in (i) hat K ∩Gα Index 2 in K. Ferner ist K zyklisch von Ordnung q−1

2
mit den Sätzen II.8.2 und II.8.3 in [Hup1].

Ist x ∈ S, so haben wir zwei Möglichkeiten, die eintreten könnten. Es ist
|N :Nα| = 2 und die Anzahl der G-Konjugiertenklassen und der Gα-Konjugierten-
klassen von zyklischen Untergruppen der Ordnung p stimmt überein, oder es gilt
|N :Nα| = 1 und XG zerfällt in Gα in zwei Konjugiertenklassen. In beiden Fällen
liefert Lemma 1.2 dann |fixΩ(x)|= 2. Gilt x < S, so ist o(x) ein Teiler von q−1

2 und
es ist o(x)≤ q−1

4 . Dann erhalten wir wie im Fall (ii) für ε= 1 mit Lemma 1.2 schon
|fixΩ(x)|= 4.

Lemma 2.27
Es gelte Voraussetzung 2.25 und sei q ≥ 17. Dann gilt die Umkehrung von Lem-
ma 2.26. Genauer hat Gα Index 2 im Normalisator einer Sylow p-Untergruppe von
G oder es gibt ein ε ∈ {1,−1} so, dass q ≡ ε modulo 4 gilt und Gα zyklisch von
Ordnung q−ε

4 ist.

Beweis
Es sei ε ∈ {1,−1} so, dass q ≡ ε modulo 4 gilt. Angenommen, Gα sei weder zyklisch
von Ordnung q−ε

4 noch habe Gα Index 2 im Normalisator einer Sylow p-Untergruppe
von G. Nach Voraussetzung operiert G mit Fixität 4 auf Ω und wir wählen x ∈G#

α

so, dass |fixΩ(x)| = 4 ist. Seien X := 〈x〉, N := NG(X) und Nα := N ∩Gα. Mit
Lemma 1.3 (iii) folgt aus |fixΩ(x)|= 4 schon |N :Nα| ∈ {2,4}.

Schritt 1: Es ist x kein p-Element:

Angenommen doch. Da p ungerade ist, enthält Gα mit Lemma 1.3 (i) automa-
tisch eine Sylow p-Untergruppe S von G, falls p ≥ 5 gilt. Für p = 3 enthält N eine
Sylow 3-Untergruppe, da diese mit Satz II.8.2 in [Hup1] elementarabelsch ist. Weil
|N :Nα| ∈ {2,4} ist, enthält auch Nα eine Sylow 3-Untergruppe für p= 3.

Seien wieder p ungerade und beliebig, S ∈ Sylp(G) so, dass S Gα gilt, sowie
M := NG(S). Es ist M eine Frobeniusgruppe mit Frobeniuskern S und zyklischem
Frobeniuskomplement der Ordnung q−1

2 nach Beispiel V.8.6, Definition III.16.1 und
Satz II.8.2 in [Hup1]. Da q ≥ 17 gilt, ist auch q − 1 ≥ 16. Nach Lemma 1.3 (iii)
sei dann K M ein Frobeniuskomplement so, dass 1 , Y := K ∩Gα gilt. Es ist
|Y | ≥ q−1

8 nach diesem Lemma.
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Weiter folgt NG(Y ) � Dq−1 mit Satz II.8.3 (a) in [Hup1]. Da NG(Y )∩M = K
ist, gilt |Y | ≥ q−1

4 mit Lemma 1.3 (iii). Damit hat Gα ∩M Index maximal 2 in M .
Gilt Gα∩M Gα, so ist mit dem Satz von Dickson (Hauptsatz II.8.27 in [Hup1])

und wegen q ≥ 17 schon Gα =G, ein Widerspruch. Daher gilt Gα M . Da Gα nach
Annahme nicht Index 2 in M hat, folgt schon Gα =M . Mit Lemma 3.11 in [MaW1]
operiert dann G nur mit Fixität 2 auf Ω, ein Widerspruch. �

Da x nach Schritt 1 kein p-Element ist, folgt mit Satz II.8.5 (a) in [Hup1], dass
q−1

2 oder q+1
2 von o(x) geteilt wird. Mit den Sätzen II.8.3 und II.8.4 in [Hup1] ist N

eine Diedergruppe von Ordnung q− 1 bzw. q+ 1.

Schritt 2: Es ist Nα keine Diedergruppe:

Angenommen, Nα sei eine Diedergruppe. Weiter sei t ∈Nα eine Involution. Mit
dem Satz II.8.5 (a) in [Hup1] gibt es genau eine G-Konjugiertenklasse von Involu-
tionen, da nur eine der beiden Zahlen q−1

2 und q+1
2 gerade ist. Ferner folgt mit dem

Satz von Dickson Gα =Nα, da q ≥ 17 gilt.
Gilt |Nα| ≡ 0 modulo 4, so zerfällt tG in Nα in drei Konjugiertenklassen, wobei

dann |CGα(t)| ∈ {|Nα| ,4} gilt, je nachdem ob t die zentrale Involution oder eine der
invertierenden Involutionen in der Diedergruppe Nα ist. Jedoch gilt
|CG(t)| ∈ {q− 1, q+ 1}. Insgesamt liefert Lemma 1.2 dann |fixΩ(t)| > 4, da q ≥ 17
gilt. Das widerspricht der erlaubten Fixpunktanzahl von t.

Ist |Nα| ≡ 2 modulo 4, so gilt tG∩Nα = tNα . Ferner folgt |CG(t)| ∈ {q−1, q+ 1}
und |CGα(t)| = 2, da t in der Diedergruppe Nα eine invertierende Involution ist.
Lemma 1.2 liefert erneut den Widerspruch |fixΩ(t)|> 4, da q ≥ 17 gilt. �

Schritt 3: Es gilt |N :Nα|= 4:

Nach Schritt 2 ist also Nα keine diedrische Untergruppe von Gα. Da N eine
Diedergruppe ist, muss dann Nα zyklisch sein. Angenommen es sei |N :Nα|= 2.

Ist Gα = Nα, so ist |Nα| ∈
{
q+1

2 , q−1
2

}
und Lemma 3.11 in [MaW1] liefert, dass

x nur maximal 2 Fixpunkte in Ω hat. Also gilt Nα Gα.
Mit dem Satz von Dickson, wegen Schritt 2 und da q ≥ 17 gilt, enthält Gα dann

ein Element der Ordnung p und es ist |Nα| = q−1
2 . Lemma 1.3 (iii) liefert, dass

Gα eine Untergruppe einer Sylow p-Untergruppe S von G vom Index maximal 3
enthält. Da Nα Gα gilt, besitzt Gα nun eine Untergruppe U , die Index maximal 3
in NG(S) hat. Weil NG(S) eine Frobeniusgruppe und Nα ein Frobeniuskomplement
von NG(S) ist, gilt sogar S U und damit NG(S) = U . Mit dem Satz von Dickson
und wegen q ≥ 17 folgt dann NG(S) =Gα und Lemma 3.11 in [MaW1] liefert einen
Widerspruch zur Voraussetzung |fixΩ(x)|= 4. �

Nach Schritt 3 hatNα Index 4 inN und ist zyklisch mit Schritt 2. Nach Annahme
war Nα Gα. Mit dem Satz von Dickson und wegen q ≥ 17 wird nun q−1

2 von o(x)
geteilt, Gα ist im Normalisator einer Sylow p-Untergruppe enthalten und besitzt
selbst ein Element der Ordnung p. Sei S ∈ Sylp(G) so, dass |S ∩Gα| maximal ist.
Lemma 1.3 (iii) liefert, dass Sα := S ∩Gα Index maximal 3 in S hat. Ferner kann
Index 3 nur dann auftreten, wenn p = 3 gilt. Insgesamt folgt |NG(S) :Gα| ∈ {2,6},
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da Nα Gα ist. Der Fall „Index 6“ liefert zusammen mit Lemma 1.2, dass ein p-
Element mehr als vier Punkte in Ω fixiert. Der Fall Index 2 tritt nach Annahme
nicht ein. Insgesamt erfolgt der Widerspruch zur Annahme, dass Gα weder zyklisch
von Ordnung q−ε

4 ist noch Gα Index 2 im Normalisator einer Sylow p-Untergruppe
von G hat.

Lemma 2.28
Es gelte Voraussetzung 2.25 und es sei q ≤ 13. Ferner operiere G mit Fixität 4 auf
Ω. Dann ist q ≥ 7 und Gα sowie Ω sind wie in (i) oder (ii) von Lemma 2.26 oder
es gilt einer der folgenden Fälle:

• q ist 7 oder 9, Gα � S3 und |Ω| ist 28 oder 60,

• q = 9, Gα ist elementarabelsch der Ordnung 9 und |Ω|= 40,

• q = 9, Gα ist eine Diedergruppe der Ordnung 10 und |Ω|= 36 oder

• q ist 11 oder 13, Gα �A4 und |Ω| ist 55 oder 91.

Beweis
Das liefern Berechnungen in [GAP]. Siehe dazu Bemerkung 2.29

Bemerkung 2.29
Nach erfolgreichem Laden der Funktion TestTomF4 aus Bemerkung 1.5 und des
Pakets TomLib in GAP erhalten wir durch die Eingabe der nachfolgenden Befehle alle
transitiven und treuen Operationen mit Fixität 4 für die Gruppen PSL2(q) für alle
ungeraden q ≤ 13. Das sind genau die im Lemma 2.28 angegebenen Möglichkeiten.

> TestTomF4( TableOfMarks( "A5" ) );
[ ]
> TestTomF4( TableOfMarks( "L2(7)" ) );
[ [ "C2", 84 ], [ "S3", 28 ] ]
> TestTomF4( TableOfMarks( "L2(9)" ) );
[ [ "C2", 180 ], [ "S3", 60 ], [ "S3", 60 ], [ "C3 x C3", 40 ],

[ "D10", 36 ], [ "(C3 x C3) : C2", 20 ] ]
> TestTomF4( TableOfMarks( "L2(11)" ) );
[ [ "C3", 220 ], [ "A4", 55 ] ]
> TestTomF4( TableOfMarks( "L2(13)" ) );
[ [ "C3", 364 ], [ "A4", 91 ], [ "C13 : C3", 28 ] ]

Lemma 2.30
Es gelten die Voraussetzungen 2.2 und 2.25. Dann gilt einer der folgenden Fälle:

(i) Es ist q − 1 durch 8 teilbar, es gilt |Ω| = 2q(q + 1) und Gα ist zyklisch von
Ordnung q−1

4 oder es gilt |Ω|= 2(q+ 1) und Gα hat Index 2 im Normalisator
einer Sylow p-Untergruppe.

(ii) Es ist q + 1 durch 8 teilbar, es gilt |Ω| = 2q(q − 1) und Gα ist zyklisch von
Ordnung q+1

4 .
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(iii) Es gilt q = 7, |Ω|= 28 und Gα ist isomorph zu S3.

(iv) Es gilt q = 9 und es ist |Ω| = 60 sowie Gα � S3 oder es gilt |Ω| = 36 und Gα
ist eine Diedergruppe von Ordnung 10.

Beweis
Die Aussagen in (i) und (ii) folgen aus Lemmata 2.26, 2.27 und 2.28 zusammen mit
der Untersuchung, wann eine Involution im Punktstabilisator liegt:

Ist nämlich ε ∈ {1,−1} so, dass q ≡ ε modulo 4 gilt, so muss q−ε
4 noch durch 2

teilbar sein, damit die Punktstabilisatoren in den Aussagen (i) und (ii) von Lemma
2.26 von gerader Ordnung sind. Das liefert die Einschränkung, dass q − ε durch 8
teilbar sein muss.

Für die Aussagen in (iii) und (iv) untersuchen wir die übrigen Fälle aus Lem-
ma 2.28, die nicht schon in den Aussagen (i) und (ii) stehen. Wir verwenden dabei
die Charaktertafeln und Listen von G-Konjugiertenklassen von maximalen Unter-
gruppen von G in [Atl] für die Gruppen G � PSL2(q) für q ∈ {7,9,11,13}.

Zuerst seien q ∈ {7,9} und Gα isomorph zu S3 oder q = 9 und Gα eine Die-
dergruppe der Ordnung 10. Dann enthält Gα Elemente der Ordnung 2. Ferner gibt
es in G nur eine Konjugiertenklasse von Involutionen, die in Gα nicht zerfällt, da
Gα eine Diedergruppe ist und |Gα|2 = 2 gilt. Sei x ∈ G#

α eine Involution. Dann ist
|CG(x)| = 8 und |CGα(x)| = 2 mit [Atl]. Lemma 1.2 liefert nun |fixΩ(x)| = 4. Das
sind (iii) und (iv).

Falls q = 9 und Gα elementarabelsch der Ordnung 9 ist, so hat keine Involution
einen Fixpunkt in Ω. Falls q ∈ {11,13} und Gα � A4 ist, so gilt |G|2 = 4 = |Gα|2
und |Ω| ist ungerade. Damit ist alles gezeigt.

Damit sind die Untersuchungen zu PSL2(q) und 2G2(q) abgeschlossen. Wir beschäf-
tigen uns nun mit den übrigen unendlichen Familien aus (Lie-1) (siehe Seite 24).
Dafür werden wir die Sprache aus der Theorie der linear algebraischen Gruppen
verwenden und mit parabolischen Untergruppen arbeiten (siehe [Car] oder [GLS3]).

Voraussetzung 2.31
Seien p eine ungerade Primzahl, n ∈N, q := pn ≥ 3 und ε ∈ {1,−1}. Weiter sei G
eine der Gruppen PSLε3(q), PSLε4(q) mit q . ε modulo 8, PSLε5(q) mit q ≡−ε modu-
lo 4, PSp4(q), G2(q) oder 3D4(q).

Lemma 2.32
Es gelte Voraussetzung 2.2 und seien n ∈ N, q := 3n ≥ 9 und G � PSU3(q). Dann
ist |Ω| nicht kongruent zu 3 modulo 9.

Beweis
Angenommen, die Behauptung sei falsch. Seien Sα ∈ Syl3(Gα) und S ∈ Syl3(G)
so, dass Sα S ist. Weil q eine 3-Potenz ist, gilt Z(SU3(q)) = 1 und deshalb
SU3(q) = PSU3(q). Mit Table 4.5.1 in [GLS3] gibt es nur eine G-Konjugiertenklasse
von Involutionen. Ferner ist nach Abschnitt 3.6.2 in [Wil, S. 68] der Stabilisator
eines nicht-singulären Teilraums von Dimension 1 in SU3(q) isomorph zu GU2(q).
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Es ist |Z(GU2(q))| = q + 1 gerade. Daher enthält C eine Untergruppe isomorph
zu GU2(q). Jedoch ist der Stabilisator eines nicht-singulären eindimensionalen Teil-
raums in SU3(q) nach Theorem 3.9 in [Wil, S. 93] eine maximale Untergruppe von G.

Nun gilt also |C| = q(q+ 1)(q2− 1). Ferner ist mit Lemma 2.1 |C : Cα| ∈ {2,4}.
Nach Annahme gilt weiter |S : Sα| = 3. Daher wird |Gα| nun von 1

3q
3 und von

1
4(q+ 1)(q2− 1) geteilt. Da q > 9 ist, folgt mit Theorem 6.5.3 in [GLS3] dann schon
Gα =G.

Voraussetzung 2.33
Es gelte Voraussetzung 2.31. Seien q eine 3-Potenz und Σ ein ungetwistetes Wur-
zelsytem zu G mit Fundamentalsystem Π. Seien Σ̃ das getwistete Wurzelsystem zu
Σ und Π̃ das getwistete Fundamentalsystem zu Π sowie Σ̂ und Π̂ die Reduktion von
Σ̃ bzw. Π̃ modulo der in Definition 2.3.1 in [GLS3] definierten Äquivalenzrelation.
Weiter habe G (un-)getwisteten Rang mindestens 2 (vgl. Remark 2.3.3 in [GLS3]).
Mit Σ̂+, Σ̃+ bzw. Σ+ bezeichnen wir die Teilmenge der positiven Wurzeln von Σ̂, Σ̃
bzw. Σ.

Sei S ∈ Syl3(G). Für alle α̂ ∈ Σ̂+ bezeichne Xα̂ S die Wurzeluntergruppe von
α̂ in S. Sei ferner P S so, dass |S : P |= 3 gilt.

Zunächst bemerken wir, dass Σ= Σ̃= Σ̂ für die ungetwisteten Gruppen, Σ , Σ̃= Σ̂

für die Steinberg-Gruppen außer PSU2n+1(q) und Σ , Σ̃ , Σ̂ für PSU2n+1(q) und
die Suzuki-Ree-Gruppen gilt (vgl. Gleichung (2.3.2) in [GLS3, S. 42]).

Die Voraussetzung, dass G (un-)getwisteten Rang mindestens 2 hat, bedeutet∣∣∣Π̃∣∣∣ ≥ 2. Die noch zu untersuchenden unendlichen Familien von Gruppen vom Lie-
Typ PSL3(q), PSL4(q), PSL5(q), PSU4(q), PSU5(q), PSp4(q), G2(q) und 3D4(q)
in ungerader Charakteristik q ≥ 3 besitzen die Eigenschaft (un-)getwisteten Rang
mindestens 2. Diese Eigenschaft benutzen wir um nachfolgend zu zeigen, dass nur
PSU3(3) die Voraussetzung 2.2 erfüllt.

Lemma 2.34
Es gelte Voraussetzung 2.33. Sei â ∈ Σ̂+ so, dass Xâ P ist. Dann ist α̂ ∈ Π̂.

Beweis
Angenommen, es sei α̂ < Π̂. Es ist S = ∏

α̂∈Σ̂+ Xα̂ nach Theorem 2.3.7 in [GLS3].
Seien m ∈ N und Π̃ := {β̃1, . . . , β̃m}. Da |S : P | = 3 ist, gilt somit Xβ̂ P für
alle β̂ ∈ Σ̂ \ {α̂}. Da α̂ < Π̂ nach Annahme ist, gilt auch α̃ < Π̃. Insbesondere ist
Xβ̂1

, . . . ,Xβ̂m
P . Weiter gibt es i1, . . . , im ∈N0 so, dass α̃=∑m

j=1 ij · β̃j gilt. Dann

ist α̂= ̂i1b̃1 + . . .+ imb̃m.
Für die ungetwisteten Gruppen PSL3(q), PSL4(q), PSL5(q) und PSp4(q) folgt

aus Theorem 2.3.4 (d) und den Chevalley Kommutator Formeln in Theorem 1.12.1(b)
in [GLS3] bereits Xα̂ [Xβ̂1

, . . . ,Xβ̂m
] 〈Xβ̂1

, . . . ,Xβ̂m
〉 P , ein Widerspruch zur

Annahme.
Sei nun G �G2(q). Dann ist Π̂= Π̃=Π= {β,γ} und

Σ̂= Σ̃= Σ= {±β,±γ,±(β+ γ),±(β+ 2γ),±(β+ 3γ),±(2β+ 3γ)}
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mit Remark 1.8.8 in [GLS3], wobei β eine lange und γ eine kurze Wurzel ist. Nun
ist α̂= α ∈ {β+γ,β+ 2γ,β+ 3γ,2β+ 3γ}. Weiter ist Xα [Xβ ,Xγ ] 〈Xβ ,Xγ〉 P
mit Theorems 2.4.5(a) und 1.12.1(b)4 in [GLS3], ein Widerspruch zur Annahme.

Sei G � 3D4(q). Dann ist Π̂= Π̃= {β,γ} und

Σ̂= Σ̃= {±β,±γ,±(β+ γ),±(β+ 2γ),±(β+ 3γ),±(2β+ 3γ)}

mit Remark 1.8.8 und Abschnitt 2.3 in [GLS3], wobei wie oben β eine lange und
γ eine kurze Wurzel ist. Wie zuvor ist nach Annahme α̂ = α̃ ∈ {β + γ,β + 2γ,β +
3γ,2β + 3γ}. Nun folgt Xα̃ [Xβ ,Xγ ] P mit Theorem 2.4.5(b)5 in [GLS3], ein
Widerspruch zur Annahme.

Sei jetzt G � PSU4(q). Dann ist Π̂= Π̃= {β,γ} und

Σ̂= Σ̃= {±β,±γ,±(β+ γ),±(2β+ γ)}

mit Remark 1.8.8 und Abschnitt 2.3 in [GLS3], wobei β eine kurze und γ eine lange
Wurzel ist. Insbesondere gilt α̂ = α̃ ∈ {β+ γ,2β+ γ} nach Annahme. Mit Theorem
2.4.5(b)3 in [GLS3] folgt nun Xα̂ [Xβ ,Xγ ] P , ein Widerspruch.

Also muss G � PSU5(q) sein. Dann ist Π̃= {β,γ} und

Σ̃= {±β,±γ,±(β+ γ),±(β+ 2γ),±2γ,±2(β+ γ)}

mit Remark 1.8.8 und Abschnitt 2.3 in [GLS3], wobei β eine lange und γ eine
kurze Wurzel ist. Ferner ist Π̂ = {β̂, γ̂} und Σ̂ = {±β̂,±γ̂,±̂(β+ γ),± ̂(β+ 2γ)}.
Nach Table 2.4 und Theorem 2.4.1 in [GLS3] ist β̂ vom Typ II und γ̂ vom Typ
IV. Es gilt α̂ ∈ {̂(β+ γ), ̂(β+ 2γ)}. Jedoch ist mit Theorem 2.4.5(c)2 dann bereits
Xα̂ [Xβ̂ ,Xγ̂ ] P , der finale Widerspruch zur Annahme.

Lemma 2.35
Es gelte Voraussetzung 2.33. Dann gibt es eine maximal parabolische Untergruppe
R von G so, dass O3(R) P gilt.

Beweis
Nach Lemma 2.34 gibt es ein α̂ ∈ Π̂ so, dass Xα̂ < P ist. Da |S : P | = 3 ist, gilt
für alle β̂ ∈ Σ̂+ \ {α̂} bereits Xβ̂ ∈ P . Da G (un-)getwisteten Rang mindestens 2
hat, ist insbesondere Π̂ \ {α̂} , ∅. Mit den Bezeichnungen wie in Definition 2.6.4
in [GLS3] betrachte nun die parabolische Untergruppe R = P{α̂} von G. Diese ist
maximal parabolisch mit Definition 2.6.6 in [GLS3] und ferner ist U{α̂} =O3(P{α̂})
und P{α̂} = U{α̂} : L{α̂}, wobei Xα̂ L{α̂} und L{α̂} ein Levi-Komplement von R ist.
Insbesondere ist Xα̂ U{α̂} und aus |S : P |= 3 folgt dann U{α̂} P , wie behauptet.

Für die noch zu untersuchenden Gruppen aus (Lie-1) benötigen wir im Lemma
2.40 gewisse Informationen über diese Gruppen. Das sind die Ordnung einer Sylow
p-Untergruppe, wobei p die definierende Charakteristik der Gruppe vom Lie-Typ
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ist, deren Nilpotenzklasse, Abschnitte von Zentralisatoren von Involutionen und die
Struktur der Levi-Untergruppen von maximal parabolischen Untergruppen. Da diese
Informationen nur teilweise und nicht immer explizit zitierbar sind, sammeln wir alle
oben genannten Informationen in nachfolgender Bemerkung.

Bemerkung 2.36
Es gelte Voraussetzung 2.31. Wir benutzen die Standardnotation (a,b) für den größ-
ten gemeinsamen Teiler ggT(a,b) zweier natürlicher Zahlen a und b.

Nach Theorem 2.6.5 in [GLS3] gibt es in jeder Gruppe vom Lie-Typ paraboli-
sche Untergruppen. Diese werden mit Hilfe von Wurzeln und Wurzeluntergruppen
definiert (vgl. Definition 2.6.4 in [GLS3]). Man nennt eine parabolische Untergruppe
P einer Gruppe G vom Lie-Typ maximal parabolisch, wenn sie aus allen Funda-
mentalwurzeln bis auf eine konstruiert wurde (vgl. Definition 2.6.6 in [GLS3]). Mit
Theorem 2.6.5 in [GLS3] kann jede parabolische Untergruppe P von einer Gruppe
G vom Lie-Typ geschrieben werden als P = U ·L, wobei U =Op(P ) das unipotente
Radikal für die definierende Charakteristik p der Gruppe G vom Lie-Typ und L eine
sogenannte Levi-Untergruppe von P ist. Ferner gilt U ∩L= 1 und damit P = U : L.

Ist t ∈G eine Involution, so können wir mit Table 4.5.1 in [GLS3] die Konjugier-
tenklasse von t in G und Sektionen L∗ von CG(t) bestimmen, da q ungerade ist. Wir
werden am Beispiel PSL3(q) diese Untersuchung detailliert ausführen. Alle nachfol-
genden Gruppen können auf gleiche Art ebenfalls detailliert untersucht werden, wir
notieren jedoch nur die wichtigsten Informationen:

Wir schreiben für alle möglichen Konjugierten von t in Table 4.5.1 in [GLS3] nur
diejenigen Konjugierten heraus, für die in der Spalte coset mod Inn(K) eine „1“ steht
(andere Angaben als „1“ führen zu Konjugiertenklassen von äußeren Automorphis-
men von G von Ordnung 2) und wir notieren die zugehörige Sektion L∗ =Op

′(CG(t))
in der jeweiligen Version (Spalten 6 und 7 der Table 4.5.1 in [GLS3]). Wir verwenden
die Notation für die verschiedenen Typen von Involutionen sowie L∗ aus Table 4.5.1
in [GLS3]. Für die Gruppen G2(q), 2G2(q) und 3D4(q) können wir die Struktur von
CG(t) mit [Wil] vollständig angeben.

Mit den Theoremen 3.2.2 und 3.3.1 sowie Remark 1.8.8 in [GLS3] können wir
für alle oben genannten Gruppen vom Lie-Typ bis auf G2(q) die Nilpotenzklasse
von S bestimmen, indem wir die Höhe h(α) der höchsten Wurzel α des Wurzel-
systems Σ ⊆ Rn für ein gewisses n ∈ N von G bestimmen (wir nutzen die No-
tation aus [GLS3]). Wir können jede Wurzel des Wurzelsystems Σ von G als R-
Linearkombination von Wurzeln aus dem Fundamentalsystem Π ⊆ Σ darstellen,
wobei Π eine linear unabhängige Menge von Wurzeln ist. Genauer ist Π sogar eine
R-Basis des R-Erzeugnis von Σ. Die Summe der Koeffizienten einer solchen R-
Linearkombination wird dabei als Höhe bezeichnet (vgl. Abschnitt 1.8 in [GLS3, S.
8 ff]). Neben dem Wurzelsystem und dem Fundamentalsystem von G ist auch das
Negative der höchsten Wurzel von G in Remark 1.8.8 in [GLS3] angegeben (für un-
getwistete G; für getwistete G verweisen wir auf Abschnitt 13.3 in Kombination mit
Abschnitt 3.6 in [Car]).

Die Nilpotenzklasse der Sylow p-Untergruppe von G benötigen wir im Lem-
ma 2.40 nur für die Primzahl p = 3. Wir werden nachfolgend jedoch für alle oben
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genannten Gruppen G und alle Primzahlen p ≥ 3 die Nilpotenzklasse der Sylow
p-Untergruppe S von G herausarbeiten, wobei q = pn gilt.

G= PSL3(q):
Nach Abschnitt 3.3.1 in [Wil, S. 44, Z. 28] gilt |G|= 1

(3,q−1) ·q
3 · (q2−1) · (q3−1)

und damit |S| = q3. Für alle n ∈ N, n ≥ 3 gibt es nach Abschnitt 3.3.3 in [Wil, S.
47, Z. 3ff] ein k ∈N so, dass 1 ≤ k < n ist und die Levi-Untergruppen von GLn(q)
zu GLk(q)×GLn−k(q) isomorph sind. Mit dieser Levi-Struktur in GLn(q) und dem
Wissen, dass

SLn(q) =
{
A ∈GLn(q)

∣∣∣ detA= 1GF(q)
}

und
PSLn(q) = SLn(q)/(Z(GLn(q))∩SLn(q))

gilt, können wir nun für PSL3(q), PSL4(q) und PSL5(q) die Struktur der Levi-Unter-
gruppen bestimmen.

Sei dazu P GL3(q) eine maximal parabolische Untergruppe von G und L P
eine Levi-Untergruppe. In GL3(q) ist L �GL1(q)×GL2(q) � Cq−1×GL2(q). Weiter
gilt L ∩ SL3(q) �GL2(q) und in PSL3(q) ist

(L ∩ SL3(q)) ·Z(SL3(q))/Z(SL3(q)) �GL2(q)/C(q−1,3).

Nachfolgend (für n ∈ {4,5}) bezeichnen wir mit LGL den Isomorphietyp der Levi-
Untergruppe in GLn(q), LSL den Isomorphietyp der Levi-Untergruppe in SLn(q)
und LPSL den Isomorphietyp der Levi-Untergruppe in PSLn(q). Analog bezeichnen
wir mit LSU bzw. LPSU den Isomorphietyp der Levi-Untergruppe in SUn(q) bzw.
PSUn(q) für n ∈ {3,4,5}.

Sei t ∈ G eine Involution. Wir benutzen Table 4.5.1 in [GLS3, S. 172 f], um
die Struktur einer Sektion L∗ von CG(t) zu bestimmen. Im Fall von G = PSL3(q)
betrachten wir in der Tabelle den Block fürK =Aεm(q), wobeim≥ 2, ε ∈ {1,−1} und
n=m+1 gilt. Da G= PSL3(q) ist, folgt m= 2, n= 3 und ε= 1. Mit dieser Tabelle
sowie Theorem 4.5.1 in [GLS3] gibt es nun acht mögliche generische Konjugierte von
t. Das sind der Reihenfolge nach t1, ti für 2 ≤ i ≤ m

2 , t(m+1)/2 für ungerades m,
t′(m+1)/2 für ungerades m, γ1 für ungerades m, γ1 für gerades m, γ2 für ungerades
m oder γ′2 für ungerades m.

Wie zu Beginn der Bemerkung bereits erwähnt, interessieren wir uns nur für
die Konjugierten von t, für die in der Spalte coset mod Inn(K) eine 1 steht. Da-
durch fallen die Konjugierten γ1, γ2 und γ′2 aus unserer Untersuchung heraus, weil
für diese g oder g′ in der Spalte coset mod Inn(K) steht und solche Einträge zu
involutorischen Graphautomorphismen von G führen. Die dritte und vierte Zeile des
Blocks K =Aεm(q) in Table 4.5.1 in [GLS3] müssen wir auch nicht weiter betrach-
ten, da m= 2 nicht ungerade ist. (Das sind t(m+1)/2 und t′(m+1)/2.) Weil m= 2 und
damit m

2 = 1 gilt, ist 2 ≤ i ≤ m
2 = 1 für kein i ∈ N erfüllt. Daher gibt es kein ti

für G = PSL3(q) wie in der zweiten Zeile im Block K = Aεm(q) von Table 4.5.1 in
[GLS3]. Nun bleibt also nur der Fall t1 übrig.
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Zunächst sind n= 3 ungerade und q−1 gerade. Daher ist der 2-Anteil von q−1
größer als der 2-Anteil von n = 3. Mit der fünften Spalte coset mod Inn(K) von
Table 4.5.1 in [GLS3] ist nun t1 ein inner Automorphismus von G und t ist zu t1
in G konjugiert. Mit der sechsten und siebenten Spalte von Table 4.5.1 in [GLS3]
folgt L∗ �Aεm−1(q) und L∗ ist in der sogenannten „universal“ Version. Das bedeutet
L∗ � SL2(q) ist eine Sektion von CG(t).

Das Fundamentalsystem Π = {a1 − a2,a2 − a3} zum Wurzelsystem von A2 (zu
PSL3(q) gehörend) erhalten wir mit Remark 1.8.8 in [GLS3]. Ferner ist die höchste
Wurzel α = a1− a3 = 1 · (a1− a2) + 1 · (a2− a3). Damit gilt für die Höhe h(α) der
höchsten Wurzel α genau h(α) = 1 + 1 = 2. Mit Theorem 3.3.1 in [GLS3] ist h(α)
genau die Nilpotenzklasse der Sylow p-Untergruppe S von G � PSL3(pf ).

G= PSL4(q) und q . 1 modulo 8:
Nach Abschnitt 3.3.1 in [Wil, S. 44, Z. 28] gilt

|G|= 1
(4, q− 1) · q

6 · (q2− 1) · (q3− 1) · (q4− 1)

und damit |S| = q6. Die Levi-Untergruppen LGL sind mit Abschnitt 3.3.3 in [Wil,
S. 47, Z. 3ff] isomorph zu GL1(q)×GL3(q) � Cq−1×GL3(q) bzw. GL2(q)×GL2(q).
Dann ist LSL isomorph zu GL3(q) bzw. GL2(q)× SL2(q) und LPSL ist isomorph zu
GL3(q)/C(4,q−1) bzw. (GL2(q)×SL2(q))/C(4,q−1).

Sei t ∈G eine Involution. Da nach Voraussetzung q− 1 nicht von 8 geteilt wird,
ist t nicht konjugiert zu t1 in G mit Table 4.5.1 in [GLS3]. Weil m= 3≡−1 modulo
4 gilt, ist t mit Table 4.5.1 in [GLS3] konjugiert zu tm+1

2
= t2 in G und es gilt

L∗ � SL2(q) ◦ SL2(q) oder es sind q ≡ 3 modulo 4, t konjugiert zu t′m+1
2

= t′2 sowie
L∗ � PSL2(q2). Das waren nach Table 4.5.1 in [GLS3] alle Möglichkeiten für t und L∗,
da q . 1 modulo 8 gilt.

Weiter sind Π= {a1−a2,a2−a3,a3−a4} ein Fundamentalsystem zum Wurzel-
system von A3 (zu PSL4(q) gehörend) und

α= a1− a4 = 1 · (a1− a2) + 1 · (a2− a3) + 1 · (a3− a4)

die höchste Wurzel im Wurzelsystem. Damit ist h(α) = 3 die Nilpotenzklasse von S.

G= PSL5(q) und q ≡−1 modulo 4:
Mit Abschnitt 3.3.1 in [Wil, S. 44, Z. 28] gilt

|G|= 1
(5, q− 1) · q

10 · (q2− 1) · (q3− 1) · (q4− 1) · (q5− 1)

und damit |S|= q10. Die Levi-Untergruppen LGL sind nach Abschnitt 3.3.3 in [Wil,
S. 47, Z. 3ff] isomorph zu GL1(q)×GL4(q) � Cq−1×GL4(q) bzw. GL2(q)×GL3(q).
Dann ist LSL isomorph zu GL4(q) bzw. GL3(q)×SL2(q) sowie

LPSL �GL4(q)/C(5,q−1) bzw. LPSL � (GL3(q)×SL2(q))/C(5,q−1).
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Sei t ∈ G eine Involution. Da q ungerade, q− 1 gerade sowie der 2-Anteil von 5
genau 1 ist, sind mit Table 4.5.1 in [GLS3] t konjugiert zu t1 in G und L∗ � SL4(q)
oder t ist konjugiert zu t2 in G und L∗ � SL2(q)× SL3(q). Das waren nach Table
4.5.1 in [GLS3] alle Möglichkeiten für t und L∗, da q ≡−1 modulo 4 gilt.

Ferner sind Π = {a1− a2,a2− a3,a3− a4,a4− a5} ein Fundamentalsystem zum
Wurzelsystem von A4 (zu PSL5(q) gehörend) und

α= a1− a5 = 1 · (a1− a2) + 1 · (a2− a3) + 1 · (a3− a4) + 1 · (a4− a5)

die höchste Wurzel im Wurzelsystem. Damit ist h(α) = 4 die Nilpotenzklasse von S.

G � PSU3(q):
Mit Abschnitt 3.6 in [Wil, S. 66, Z. 3ff] gilt |G|= 1

(3,q+1) ·q
3 ·(q2−1) ·(q3 +1) und

damit |S|= q3. Die Levi-Untergruppen LSU in SU3(q) sind nach Abschnitt 3.6.2 in
[Wil, S. 67, Z. 36ff] isomorph zu GL1(q2)×SU1(q) � Cq2−1. Dann ist LPSU isomorph
zu C(q2−1)/(3,q+1).

Sei t ∈ G eine Involution. Da q+ 1 von 2 geteilt wird und 3 ungerade ist, ist t
mit Table 4.5.1 in [GLS3] konjugiert zu t1 in G und es gilt L∗ � SU2(q) � SL2(q).

Es sind Π = {a1 − a2,a2 − a3} ein Fundamentalsystem zum Wurzelsystem von
A2 (zu PSL3(q) gehörend) und α= a1− a3 = 1 · (a1− a2) + 1 · (a2− a3) die höchste
Wurzel im Wurzelsystem. Das Wurzelsystem von 2A2 (zu PSU3(q) gehörend) ent-
steht aus dem von A2 sowie einem Graphautomorphismus, der auf der Menge der
Wurzeln operiert und die Wurzel p1 = a1−a2 mit der Wurzel p2 = a2−a3 vertauscht.
Da alle Wurzeln eines Wurzelsystems Linearkombinationen der Fundamentalwurzeln
sind, können wir diesen Graphautomorphismus linear fortsetzen. Das entstandene
Fundamentalsystem ist Π̂ =

{
1
2(p1 + p2)

}
(vgl. Abschnitt 13.3 in [Car]) und es gilt

α̂= a1− a3 = 2·
(1

2(p1 + p2)
)
. Damit ist h(α̂) = 2 die Nilpotenzklasse von S.

G � PSU4(q) und q .−1 modulo 8:
Nach Abschnitt 3.6 in [Wil, S. 66, Z. 3ff] gilt

|G|= 1
(4, q+ 1) · q

6 · (q2− 1) · (q3 + 1) · (q4− 1)

und damit |S|= q6. Die Levi-Untergruppen LSU sind isomorph zu

GL2(q2) bzw. GL1(q2)×SU2(q) � Cq2−1×SL2(q)

nach Abschnitt 3.6.2 in [Wil, S. 67, Z. 36ff]. Dann gilt LPSU �GL2(q2)/C(4,q+1) bzw.
LPSU � (C(q2−1)×SL2(q))/C(4,q+1).

Sei t ∈G eine Involution. Da nach Voraussetzung q+ 1 nicht von 8 geteilt wird,
ist t nicht zu t1 konjugiert in G mit Table 4.5.1 in [GLS3]. Weil m= 3≡−1 modulo
4 gilt, ist t mit Table 4.5.1 in [GLS3] konjugiert zu tm+1

2
= t2 in G und es gilt

L∗ � SL2(q) ◦ SL2(q) oder es sind q ≡ 1 modulo 4, t zu t′m+1
2

= t′2 konjugiert in G

und L∗ � PSL2(q2). Das waren nach Table 4.5.1 in [GLS3] alle Möglichkeiten für t
und L∗, da q .−1 modulo 8 gilt.
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Ferner sind Π= {a1− a2,a2− a3,a3− a4} ein Fundamentalsystem zum Wurzel-
system von A3 (zu PSL4(q) gehörend) und

α= a1− a4 = 1 · (a1− a2) + 1 · (a2− a3) + 1 · (a3− a4)

die höchste Wurzel im Wurzelsystem. Das Wurzelsystem von 2A3 (zu PSU4(q) ge-
hörend) entsteht aus dem von A3 sowie einem Graphautomorphismus, der auf der
Menge der Wurzeln operiert und die Wurzel p1 = a1−a2 mit der Wurzel p3 = a3−a4
vertauscht sowie p2 = a2 − a3 fest lässt. Das entstandene Fundamentalsystem ist
Π̂=

{
1
2(p1 + p3),p2

}
(vgl. Abschnitt 13.3 in [Car]) und es gilt

α̂= a1− a4 = 2·
(1

2(p1 + p3)
)

+ 1 · p2.

Damit ist h(α̂) = 3 die Nilpotenzklasse von S.

G � PSU5(q) und q ≡ 1 modulo 4:
Mit Abschnitt 3.6 in [Wil, S. 66, Z. 3ff] gilt

|G|= q10

(5, q+ 1) · (q
2− 1) · (q3 + 1) · (q4− 1) · (q5 + 1)

und damit |S|= q10. Die Levi-Untergruppen LSU sind nach Abschnitt 3.6.2 in [Wil,
S. 67, Z. 36ff] isomorph zu GL1(q2)×SU3(q) � Cq2−1×SU3(q) bzw. GL2(q2). Dann
ist LPSU isomorph zu (C(q2−1)×SU3(q))/C(5,q+1) bzw. GL2(q2)/C(5,q+1).

Sei t ∈ G eine Involution. Da q+ 1 von 2 geteilt wird und 5 ungerade ist, ist t
mit Table 4.5.1 in [GLS3] konjugiert zu t1 in G und es gilt L∗ � SU4(q) oder es ist
t konjugiert zu t2 in G und L∗ � SU2(q)× SU3(q). Das waren nach Table 4.5.1 in
[GLS3] alle Möglichkeiten für t und L∗, da q ≡ 1 modulo 4 gilt.

Weiter sind Π = {a1− a2,a2− a3,a3− a4,a4− a5} ein Fundamentalsystem zum
Wurzelsystem von A4 (zu PSL5(q) gehörend) und

α= a1− a5 = 1 · (a1− a2) + 1 · (a2− a3) + 1 · (a3− a4) + 1 · (a4− a5)

die höchste Wurzel im Wurzelsystem. Das Wurzelsystem von 2A4 (zu PSU5(q) ge-
hörend) entsteht aus dem von A4 sowie einem Graphautomorphismus, der auf der
Menge der Wurzeln operiert und die Wurzel p1 = a1−a2 mit der Wurzel p4 = a4−a5
vertauscht sowie p2 = a2− a3 mit p3 = a3− a4 vertauscht. Das entstandene Funda-
mentalsystem ist Π̂=

{
1
2(p1 + p4), 1

2(p2 + p3)
}
(vgl. Abschnitt 13.3 in [Car]) und es

gilt α̂= a1−a5 = 2·
(1

2(p1 +p4)
)

+ 2·
(1

2(p2 +p3)
)
. Damit ist h(α̂) = 4 die Nilpotenz-

klasse von S.

G � PSp4(q):
Mit Abschnitt 3.5 in [Wil, S. 60f] gilt |G| = 1

2 · q
4 · (q2− 1) · (q4− 1) und damit

auch |S| = q4. Die Levi-Untergruppen L von G sind nach Theorem 3.8 in [Wil, S.
93] isomorph zu GL1(q) ◦ SL2(q) bzw. GL2(q)/C2.

Sei t ∈ G eine Involution. Dann ist t mit Table 4.5.1 in [GLS3] konjugiert zu
t 2

2
= t1 in G und es gilt L∗ � SL2(q)◦SL2(q) oder es sind t konjugiert zu t2 (im Fall

q ≡ 1 modulo 4) bzw. t′2 (im Fall q ≡ 3 modulo 4) in G und L∗ � PSL2(q).
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Weiter sind Π = {a1− a2,2a2} ein Fundamentalsystem zum Wurzelsystem von
C2 (zu PSp4(q) gehörend) und α= 2a1 = 2 · (a1−a2) + 1 · (2a2) die höchste Wurzel
im Wurzelsystem. Damit ist h(α) = 2 + 1 = 3 die Nilpotenzklasse von S.

G � 3D4(q):
Mit Abschnitt 4.6.2 und Gleichung (4.67) in [Wil, S. 142] gilt

|G|= q12(q8 + q4 + 1)(q6− 1)(q2− 1)

und damit |S| = q12. Die Levi-Untergruppen L von G sind nach Theorem 4.3 in
[Wil, S. 144] isomorph zu SL2(q3).Cq−1 bzw. SL2(q).Cq3−1.

Sei t ∈ G eine Involution. Dann ist t mit Table 4.5.1 in [GLS3] konjugiert zu t2
in G und es gilt CG(t) � C2˙(PSL2(q3)×PSL2(q)).C2 nach Abschnitt 4.6.5 in [Wil,
S. 144, Z. 9f].

Ferner sind Π = {a1− a2,a2− a3,a3− a4,a3 + a4} ein Fundamentalsystem zum
Wurzelsystem von D4 (zu PΩ+

8 (q) gehörend) und

α= a1 + a2 = 1 · (a1− a2) + 2 · (a2− a3) + 1 · (a3− a4) + 1 · (a3 + a4)

die höchste Wurzel im Wurzelsystem. Das Wurzelsystem von 3D4 (zu 3D4(q) gehö-
rend) entsteht aus dem von D4 sowie einem Graphautomorphismus der Ordnung 3,
der auf der Menge {p1,p3,p4} der Wurzeln p1 = a1−a2, p3 = a3−a4 und p4 = a3+a4
operiert und die Wurzel p2 = a2−a3 fest lässt. Das entstandene Fundamentalsystem
ist Π̂=

{
1
3(p1 + p3 + p4),p2

}
(vgl. Abschnitt 13.3 in [Car]) und es gilt

α̂= a1 + a2 = 2 · p2 + 3·
(1

3(p1 + p3 + p4)
)
.

Damit ist h(α̂) = 2 + 3 = 5 die Nilpotenzklasse von S.

Für die verbliebene Gruppe G2(q) ist Theorem 3.3.1 in [GLS3] nicht immer
anwendbar, da G2(3f ) für f ∈ N einen Sonderfall von Theorem 3.3.1 in [GLS3]
darstellt. Genauer ist dabei nur die Identifizierung der Höhe der höchsten Wurzel
mit der Nilpotenzklasse einer Sylow 3-Untergruppe nicht möglich. Wir werden daher
eine andere Strategie verwenden, die Nilpotenzklasse einer Sylow 3-Untergruppe zu
berechnen.

G �G2(q):
Mit Abschnitt 4.3.3 und Gleichung (4.25) in [Wil, S. 122] gilt

|G|= q6(q6− 1)(q2− 1)

und damit |S|= q6. Die Levi-Untergruppen L von G sind nach Abschnitt 4.3.5 bzw.
Table 4.1 in [Wil, S. 125, 127] isomorph zu GL2(q).

Sei t ∈ G eine Involution. Dann ist t mit Table 4.5.1 in [GLS3] konjugiert zu t1
in G und es gilt CG(t) � C2˙(PSL2(q)×PSL2(q)).C2 nach Abschnitt 4.3.6 in [Wil,
S. 125, Z. 34f].

Für die Nilpotenzklasse einer Sylow p-Untergruppe von G sei zunächst p≥ 5. Mit
den Theoremen 3.2.2 und 3.3.1 in [GLS3] ist dann die Nilpotenzklasse einer Sylow
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p-Untergruppe von G durch die Höhe der höchsten Wurzel im Fundamentalsystem
berechenbar. Sei also Π = {α1,α2} ein Fundamentalsystem zum Wurzelsystem von
G2. Da α= 2α1 + 3α2 nach Remark 1.8.8 in [GLS3] die höchste Wurzel im Wurzel-
system ist und h(α) = 5 gilt, hat jede Sylow p-Untergruppe von G Nilpotenzklasse 5.

Nun wollen wir die Nilpotenzklasse für Sylow p-Untergruppen von G im Fall
p= 3 erarbeiten. Zunächst sei noch p beliebig. Wir verwenden die Notation in [GLS3,
S. 65] für die Konstruktion von unipotenten Radikalen und parabolischen Untergrup-
pen, um eine Zentralreihe einer Sylow 3-Untergruppe zu ermitteln. Wir konstruieren
zunächst eine Zentralreihe für das unipotente Radikal U{α2} einer maximal parabo-
lischen Untergruppe P{α2} in G. Es gilt nach Definition 2.6.4 und Remark 1.8.8 in
[GLS3]

U{α2} = U1
{α2} = 〈Xα1 ,Xα1+α2 ,Xα1+2α2 ,Xα1+3α2 ,X2α1+3α2〉,

U2
{α2} = 〈X2α1+3α2〉= U5

∅ Z(U∅),
U3
{α2} = 1.

Mit Theorem 3.2.2 in [GLS3] ist 1 = U3
{α2} U2

{α2} U1
{α2} eine Zentralreihe von

U{α2} mit elementarabelschen Faktoren. Diese Konstruktion war unabhängig von p.
Ferner erhalten wir aus dieser Zentralreihe, dass [U{α2},U{α2}] U2

{α2} = 〈X2α1+3α2〉
gilt. Das bedeutet, dass für alle Wurzeln

β ∈ {α1,α1 +α2,α1 + 2α2,α1 + 3α2,2α1 + 3α2}=: Σ1

schon [Xα1 ,Xβ ] X2α1+3α2 = U2
{α2} folgt.

Sei jetzt p = 3 und vergleiche [GLS3, S. 99]. Es gilt P{α2} � P{α1} und damit
auch U{α2} � U{α1} (Die zwei Konjugiertenklassen von maximal parabolischen Un-
tergruppen sind isomorph; vergleiche auch die Abschnitte 4.3.5 bis 4.3.7 in [Wil,
S. 123ff]). Ferner gibt es einen involutorischen Graphautomorphismus γ, für den
αγ1 = α2 sowie αγ2 = α1 gilt. Graphautomorphismen lassen das Wurzelsystem invari-
ant. Ferner werden positive Wurzeln auf positive Wurzeln und Wurzeluntergruppen
auf Wurzeluntergruppen abgebildet. Es ist U∅ eine Sylow p-Untergruppe von G und
nach Definition 2.6.4 in [GLS3] gilt

U∅ = U1
∅ = 〈Xα1 ,Xα2 ,Xα1+α2 ,Xα1+2α2 ,Xα1+3α2 ,X2α1+3α2〉,

U2
∅ = 〈Xα1+α2 ,Xα1+2α2 ,Xα1+3α2 ,X2α1+3α2〉.

Ferner ist der Faktor U∅/U2
∅ nach Theorem 3.2.2 in [GLS3] elementarabelsch und

es gilt [U∅,U∅] U2
∅. Wir wissen schon, dass [Xα1 ,Xβ ] X2α1+3α2 für alle β ∈ Σ1

gilt. Für die Konstruktion von [U∅,U∅,U∅] [U∅,U2
∅] müssen wir also noch wissen,

was [Xα2 ,Xβ ] für alle β ∈ Σ1 \ {α1} ist. Aufgrund des involutorischen Graphauto-
morphismus γ von G2 gilt nun

[Xα2 ,U
2
∅] = ([Xα2 ,U

2
∅]γ)γ =

[
Xα2

γ ,(U2
∅)γ

]γ
= [Xα1 ,U

2
∅]γ (U2

{α2})
γ Z(U∅)γ = Z(U∅),
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da γ Wurzeln auf Wurzeln sowie Wurzeluntergruppen auf Wurzeluntergruppen ab-
bildet und charakteristische Untergrupen invariant lässt. Daher folgt

[U∅,U∅,U∅] [U∅,U2
∅] Z(U∅)

und
[U∅,U∅,U∅,U∅] [U∅,Z(U∅)] = 1.

Nun ist die Nilpotenzklasse von U∅ höchstens 3, da wir eine absteigende Zentralreihe
der Länge 4 gefunden haben. Ferner ist die Nilpotenzlasse von U∅ mindestens 3, da
U∅ isomorph zu einer Untergruppe von P{α2} ist, U{α2} Nilpotenzklasse 2 hat, der
p-Anteil von

∣∣∣P{α2}/U{α2}

∣∣∣ genau q ist und eine Sylow p-Untergruppe der Levi-Un-
tergruppe L{α2} P{α2} nichttrivial auf U{α2} operiert.

Damit sind alle für Lemma 2.40 benötigten Informationen gesammelt und wir
fassen diese in den Tabellen 2.7 und 2.8 zusammen.

G tG Sektion L∗ in CG(t) |S| Klasse von S

PSL3(q) t1 SL2(q) q3 2

PSL4(q) t2 SL2(q) ◦ SL2(q) q6 3
t′2 PSL2(q2)

PSL5(q) t1 SL4(q) q10 4
t2 SL2(q)×SL3(q)

PSU3(q) t1 SL2(q) q3 2

PSU4(q) t2 SL2(q) ◦ SL2(q) q6 3
t′2 PSL2(q2)

PSU5(q) t1 SU4(q) q10 4
t2 SU2(q)×SU3(q)

PSp4(q) t1 SL2(q) ◦ SL2(q) q4 3
t2, t′2 PSL2(q)

G2(q) t1 C2˙(PSL2(q) ◦PSL2(q)).C2 q6 3 (für p= 3)
5 (für p > 3)

3D4(q) t2 C2˙(PSL2(q3) ◦PSL2(q)).C2 q12 5

Tabelle 2.7: Konjugiertenklassen von t in G, Abschnitte L∗ in CG(t)
aus Table 4.5.1 in [GLS3], Ordnung von S ∈ Sylp(G) aus [Wil] und
deren Nilpotenzklasse für einfache Gruppen G vom Lie-Typ vom
sektionalen 2-Rang maximal 4 in ungerader Charakteristik p.
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G Levi-Untergruppe L Bemerkung

PSL3(q) GL2(q)/C(q−1,3) Zwei Kk von mpU (vgl. Abschnitt 3.3.3, letz-
ter Absatz in [Wil, S. 47f])

PSL4(q) GL3(q)/C(q−1,4)
(GL2(q)×SL2(q))/C(4,q−1)

PSL5(q) GL4(q)/C(q−1,5)
(SL2(q)×GL3(q))/C(5,q−1)

PSU3(q) Cq2−1/C(q+1,3) Eine Kk von mpU (vgl. in [KlLi, S. 71]: Table
3.5.B, Block C1, j = 20, Spalte V; für die No-
tation von Pm siehe S. 58, Zeile 30ff; für eine
Erklärung zu Spalte V von Table 3.5.B siehe
Abschnitt 3.2, S. 61ff.)

PSU4(q) GL2(q2)/C(q+1,4)
(C(q2−1)×SU2(q))/C(4,q+1)

PSU5(q) GL2(q2)/C(q+1,5)
(C(q2−1)×SU3(q))/C(5,q+1)

PSp4(q) SL2(q3).Cq−1
SL2(q).Cq3−1

3D4(q) GL1(q) ◦SL2(q)
GL2(q)/C2

G2(q) GL2(q) Zwei Kk von mpU (vgl. Abschnit 4.3.5. und
Table 4.1 in [Wil, S. 123ff, 127])

Tabelle 2.8: Isomorphietypen von Levi-Untergruppen L von einfa-
chen Gruppen G vom Lie-Typ vom sektionalen 2-Rang maximal 4
in ungerader Charakteristik.
Abkürzungen: „Kk“ Konjugiertenklasse(n), „mpU“ maximal para-
bolische(n) Untergruppe(n), (a,b) := ggT(a,b)

Lemma 2.37
Es gelten die Voraussetzungen 2.2 und 2.31. Gilt q = 3, so ist G= PSU3(3) und Gα
ist isomorph zum semidirekten Produkt einer Sylow 3-Untergruppe von G mit einer
zyklischen Gruppe der Ordnung 8.

Beweis
Unter Verwendung der Table Of Marks Bibliothek [TOM] in [GAP] erhalten wir
folgende Fixität-4-Operationen:
Die Gruppen PSL3(3), PSL4(3) und G2(3) weisen keine Fixität-4-Operationen auf.
Die Gruppen PSU4(3) und PSp4(3) weisen jeweils eine Fixität-4-Operation mit zy-
klischen Punktstbailisatoren der Ordnung 5 auf. Da diese Ordnung jedoch ungerade
ist, widerspricht das der Voraussetzung. Die Gruppe PSU3(3) weist die in der Be-
hauptung angegebene Operation auf.

Da nach Voraussetzung 2.31 q ≡ 1 modulo 4 für PSU5(q) gilt, muss der Fall
G= PSU5(3) nicht untersucht werden. Es bleibt also noch zu zeigen, dass G weder
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PSL5(3) noch 3D4(3) ist.
Angenommen, es sei G = 3D4(3). Nach Table 4.5.1 in [GLS3] besitzt G ge-

nau eine Konjugiertenklasse von Involutionen. Nach Abschnitt 4.6.5 in [Wil, S. 144,
Z. 9f] gilt C � C2˙(PSL2(q3)× PSL2(q)).C2. Mit Lemma 2.1 wird dann |Gα| von
|PSL2(27)×PSL2(3)| = 24 · 34 · 7 · 13 geteilt. Da |G| = 26 · 312 · 72 · 132 · 73 ist, wird
|Gα| mit Lemma 1.3 (i) sogar von 24 ·34 ·72 ·132 geteilt. Nach Theorem 4.3 in [Wil,
S. 144] wird jedoch die Ordnung keiner maximalen Untergruppe von G durch 72 ·132

geteilt. Damit folgt Gα =G, ein Widerspruch zur Voraussetzung.
Angenommen, es sei G = PSL5(3). Mit Table 4.5.1 in [GLS3] besitzt G genau

zwei Konjugiertenklassen von Involutionen. Mit [GAP] ermitteln wir |C| ∈ {28 · 34 ·
13, 29 · 36 · 5 · 13}. Ferner ist |G| = 29 · 310 · 5 · 112 · 13. Seien Sα ∈ Syl2(Gα) und
S ∈ Syl2(G) so, dass t ∈ Sα S gilt. Es ist Cα Sα und mit Lemma 2.1 wird
|Sα| von 26 geteilt. Nun gilt (d) oder (e) von Lemma 9 aus [BMW] und |Sα| wird
deshalb von 27 geteilt. Da Sα , 1 ist, gilt Z(S)∩ Sα , 1. Insbesondere enthält Sα
eine Involution t̂ aus Z(S). Es ist S CG(t̂). Also ist mit oben

∣∣∣CG(t̂)
∣∣∣= 29 ·36 ·5·13,

wodurch |Gα| nun nach Lemma 1.3 (iii) auch von 5 geteilt wird.
Seien Tα ∈ Syl3(Gα) und T ∈ Syl3(G) so, dass Tα T ist. Nach Lemma 2.1 ist

34 ein Teiler von |Tα|. Ferner hat T Nilpotenzklasse 4 (siehe Bemerkung 2.36). Da
|T | = 310 gilt, ist T insbesondere nicht von maximaler Klasse. Daher gilt Fall (d)
oder (e) von Lemma 10 aus [BMW] und |Tα| wird nun von 39 geteilt. Insgesamt ist
also 27 · 39 · 5 · 13 ein Teiler von |Gα| und Tα hat Index höchstens 3 in T .

Gilt |T : Tα|= 3, so liefert uns Lemma 2.35 eine maximal parabolische Untergrup-
pe M von G so, dass O3(M) Tα Gα ist. Die möglichen maximal parabolischen
Untergruppen sind nach Bemerkung 2.36 und Abschnitt 3.3.3 in [Wil, S. 47, Z. 9f]
isomorph zu C3

4 : GL4(3) (vom Index 112 in G) oder C3
6 : (SL2(3)×GL2(3)) (vom

Index 10 · 112 in G). Die Ordnung letzterer Gruppe wird nicht von 5 geteilt, |Gα|
jedoch schon. Dadurch ist M � C3

4 : GL(4,3). Da O3(M) Gα ist, enthält Gα nach
Lemma 1.3 (iii) eine Untergruppe vonM vom Index höchstens 4 inM . Index 1 oder
3 können wir direkt ausschließen, da sonst |Ω| ∈ {121,3 ·121} und |Ω| ungerade ist,
im Widerspruch zu Lemma 1.3. Also ist T Gα. Insgesamt gibt es mit Theorem
2.6.5 (c) in [GLS3] und mit dem Satz von Sylow vier G-Konjugiertenklassen von ma-
ximal parabolischen Untergruppen. Weil T Gα ist, enthält Gα nun mit Theorem
2.6.5 (d) in [GLS3] und Lemma 1.3 (iii) Untergruppen vom Index höchstens 4 von
jeder der vier nicht-konjugierten maximal parabolischer Untergruppen von G, die T
enthalten. Dann ist |Gα| größer als die Ordnung der ordnungsgrößten maximal para-
bolischen Untergruppe von G. Da maximal parabolische Untergruppen mit Theorem
2.6.7 in [GLS3] maximale Untergruppen sind, folgt Gα =G, ein Widerspruch.

Bemerkung 2.38
Seien G � PSU3(3) und |Ω| = 28 wie in Lemma 2.37. Mit dem in Bemerkung 1.4
vorgestellten Algorithmus berechnen wir die Fixpunktanzahl von nichttrivialen Ele-
menten von G auf Ω und notieren diese in der nachfolgenden Tabelle:
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x ∈ 2A 3A 3B 4A 4C 6A 7A 8A 12A
|fixΩ(x)| 4 1 1 4 0 1 0 2 1

Tabelle 2.9: Fixpunktanzahl der Elemente x ∈ PSU3(3)# in der Operation von Lem-
ma 2.40.

Lemma 2.39
Seien q ≥ 9 eine 3-Potenz, n ∈ {2,3,4}, ε ∈ {1,−1} und K = SLεn(q). Dann besitzt
K keine Untergruppe vom Index 3. Insbesondere gilt:
Gilt Voraussetzung 2.31, ist q ≥ 9 eine 3-Potenz und ist M G eine maximal pa-
rabolische Untergruppe von G und L M eine Levi-Untergruppe, so besitzt L keine
Untergruppe vom Index 3.

Beweis
Angenommen, die erste Behauptung sei falsch. Dann sei U K eine Untergruppe
vom Index 3 in K. Mit dem Hauptsatz I.6.2 in [Hup1] gibt es einen Normalteiler
N U K von K derart, dass K/N isomorph zu einer Untergruppe von S3 ist.
Jedoch ist K eine quasi-einfache Gruppe und damit folgt N Z(K). Ferner ist
K/Z(K) einfach und nicht-abelsch, ein Widerspruch zu K/N � S3 und N Z(K).
Daher gilt der erste Teil des Lemmas.

Nun zum zweiten Teil: Es gelte Voraussetzung 2.31. Seien q ≥ 9 eine 3-Potenz,
M G eine maximal parabolische Untergruppe von G und L M eine Levi-
Untergruppe. Angenommen, es sei X L eine Untergruppe vom Index 3.

Seien n ∈ {3,4,5} und G = PSLn(q). Wir betrachten das Urbild L̃ von L unter
dem natürlichen Homomorphismus SLn(q) → G. Dann ist L̃ � GLn−1(q) oder es
ist n ∈ {4,5} und L̃ = GLn−2(q) × SL2(q) (siehe Tabelle 2.8). Seien L1,L2 L̃
die disjunkten Faktoren des Produkts (im ersten Fall ist L̃ = L1). Da X Index
3 in L hat, hat X ∩ L1 Index höchstens 3 in L1 und X ∩ L2 höchstens Index 3
in L2. L1 und L2 sind lineare Gruppen von Dimension mindestens 2 oder trivial.
Insbesondere finden wir quasi-einfache Untergruppen K1 von L1 und K2 von L2.
Weil |GLn(q)/SLn(q)|= q− 1 ist, hat K1 ∩X bzw. K2 ∩X Index höchsten 3 in K1
bzw. K2. Mit dem ersten Teil des Lemmas erhalten wir dann einen Widerspruch.
Insbesondere hat dann L auch keine Untergruppe vom Index 3.

Ist G = PSU3(q), so ist L zyklisch von Ordnung q2 − 1 und wir sehen, dass L
keine Untergruppe vom Index 3 besitzt, da q eine 3-Potenz ist. Seien n ∈ {4,5} und
G = PSUn(q). Wir betrachten das Urbild L̃ von L unter dem natürlichen Homo-
morphismus SUn(q)→ G. Dann ist L̃ � GL2(q2) oder L̃ = SUn−2(q)×Cq2−1 (siehe
Tabelle 2.8). Seien L1,L2 L̃ die disjunkten Faktoren des Produkts (im ersten Fall
ist L̃= L1). Wir sehen, dass ggT(3, |L2|) = 1 ist. Da X Index 3 in L hat, hat X∩L1
Index 3 in L1. Das widerspricht jedoch dem ersten Teil des Lemmas, da L1 quasi-
einfach ist oder eine quasi-einfach Untergruppe vom Index q2 + 1 enthält. Mit dem
ersten Teil des Lemmas erhalten wir dann einen Widerspruch. Insbesondere hat dann
L auch keine Untergruppe vom Index 3.

Die Fälle G = PSp4(q) und G = G2(q) können mit ähnlichen Argumenten wie
zuvor behandelt werden. Dabei wird der obige Übergang von L zu L̃ obsolet. Die
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anderen Argumente bleiben gleich. Wir müssen noch G = 3D4(q) überprüfen. Sei
zuerst L �GL2(q)/C2. Da |GL2(q)/SL2(q)|= q− 1 und q ≥ 9 ist, hat L eine Unter-
gruppe K isomorph zu SL2(q). Nach Wahl muss X∩K Index 3 in K haben. Jedoch
ist K quasi-einfach und wir erhalten einen Widerspruch mit dem ersten Teil des
Lemmas. Also ist L � GL1(q) ◦ SL2(q) � Cq−1 ◦ SL2(q). Wir sehen, dass L wieder
eine Untergruppe K � SL2(q) enthält. Da q − 1 und 3 teilerfremd sind, muss also
X∩K Index 3 in K haben, ein erneuter Widerspruch mit Teil 1 des Lemmas. Damit
ist alles bewiesen.

Lemma 2.40
Es gelten die Voraussetzungen 2.2 und 2.31. Dann gilt q ≤ 3.

Beweis
Angenommen, die Behauptung sei falsch. Sei also pn = q > 3.

Schritt 1: |Gα| wird von p geteilt:

Da t ∈ Gα nach Voraussetzung 2.2 vier Punkte in Ω fixiert, ist mit Lemma 2.1
schon |C : Cα| ∈ {1,2,4}. Nach Table 4.5.1 in [GLS3] enthält C einen Abschnitt K
isomorph zu einer endlichen Gruppe vom Lie-Typ oder einem Produkt mehrerer
Lie-Typ-Gruppen über q und in Dimension mindestens 2 (siehe Tabelle 2.7 bzw.
Bemerkung 2.36 für Details). Insbesondere ist dann p ein Teiler von |C| und wegen
Lemma 1.3 (iii) auch ein Teiler von |Gα|, da p ungerade ist. �

Schritt 2: Gilt p ≥ 5, so enthält Gα eine Sylow p-Untergruppe von G und eine
Untergruppe einer maximal parabolischen Untergruppe von G vom Index höchstens 4:

Mit Schritt 1 und mit Lemma 1.3 (i) enthält Gα eine Sylow p-Untergruppe S
von G. Ferner besitzt S Gα eine Untergruppe U , deren Normalisator NG(U) eine
maximal parabolische Untergruppe von G ist (siehe Theorem 2.6.5 (d) in [GLS3]).
Mit Lemma 1.3 (iii) gilt |NG(U) :NGα(U)| ≤ 4, wie behauptet. �

Schritt 3: Gilt p = 3, so enthält Gα eine Sylow p-Untergruppe von G und eine
Untergruppe einer maximal parabolischen Untergruppe von G vom Index höchstens 4
und verschieden von p= 3:

Seien jetzt p= 3 und S ∈ Sylp(G) so, dass |Gα ∩S| maximal ist. Wir betrachten
Lemma 10 in [BMW]. Mit Schritt 1 ist Gα keine 3′-Gruppe, also gilt nicht (a) von
Lemma 10 in [BMW]. Aufgrund der Ordnung von G ist |S| ≥ q3 ≥ 729 > 9 mit
[Wil] (siehe Tabelle 2.7 bzw. Bemerkung 2.36). Somit gilt auch Lemma 10 (b) in
[BMW] nicht. Daher ist nun einer der übrigen Fälle (c), (d) oder (e) von Lemma 10
in [BMW] erfüllt. Mit Tabelle 2.7 bzw. Bemerkung 2.36 ist S nicht von maximaler
Nilpotenzklasse, da 3n = q > 3 und somit q ≥ 9 nach Voraussetzung gilt. Damit kann
auch Lemma 10 (c) von [BMW] nicht eintreten und es gilt einer der Fälle (d) oder
(e) aus dem Lemma.

Angenommen, es gilt Lemma 10 (d) von [BMW]. Dann gibt es ein k ∈N so, dass
|Ω|= k · |S|+ 3 = 3 ·

(
k |S|3 + 1

)
gilt. Es ist |S| ≥ 729 nach Tabelle 2.7. Da k · |S|3 ein
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Vielfaches von 3 ist, wird k · |S|3 + 1 nicht von 3 geteilt. Dann ist |Ω|= 3 ·
(
k |S|3 + 1

)
durch 3 und nicht durch 9 teilbar. Wegen |Ω| = |G|

|Gα| enthält Gα nun eine Index 3
Untergruppe einer Sylow 3-Untergruppe von G. Nach Wahl von S gilt |S :Gα ∩S|=
3. Mit Lemma 2.32 ist dann bereits G nicht isomorph zu PSU3(q). Lemma 2.35 liefert
uns eine maximal parabolische Untergruppe R von G so, dass U :=O3(R) S ∩Gα
gilt. Nun ist |NG(U) :NGα(U)|= 3 mit Lemma 1.3 (iii) und wegen |S :Gα ∩S|= 3.

Sei jetzt L NG(U) eine Levi-Untergruppe vonNG(U) so, dass |L∩Gα|maximal
ist. Dann gilt NG(U) = U ·L und U ∩L = 1 nach Theorem 2.6.5 (g) in [GLS3]. Da
U Gα gilt, ist nach Wahl L∩Gα eine Untergruppe vom Index 3 in L. Mit Lemma
2.39 erhalten wir einen Widerspruch. Daher gilt Lemma 10 (e) von [BMW]. Dann
ist S Gα und es existiert eine Untergruppe U von S Gα so, dass NG(U) eine
maximale parabolische Untergruppe ist (siehe Theorem 2.6.5 (d) in [GLS3]). Mit
Lemma 1.3 (iii) und wegen S Gα folgt |NG(U) :NGα(U)| ∈ {1,2,4}. �

Mit den Schritten 2 und 3 gibt es eine maximal parabolische Untergruppe R von
G so, dass R∩Gα Index höchstens 4 in R hat. Insbesondere enthält Gα eine Sylow
p-Untergruppe S von G.

Seien G � PSU3(q) und M G eine maximale Untergruppe von G so, dass
Gα M gilt. Nach den Schritten 2 und 3 gilt R ∩Gα M . Mit den Tabellen 2.7
und 2.8 und den Schritten 2 und 3 wird |R∩Gα| von q3·(q2−1)

ggT(4,q2−1)·ggT(q+1,3) geteilt.
Mit Theorem 6.5.3 in [GLS3] und Tabelle 2.8 gilt dann R = M und Gα ist in R
enthalten. Mit Table 4.5.1 in [GLS3] ist

|C|= |SL2(q)| · q+ 1
ggT(3, q+ 1) = q(q2− 1)(q+ 1)

ggT(3, q+ 1) .

Nach Abschnitt 3.6.2 in [Wil, S. 67, Z. 36ff] folgt
R/Op(R) � (GL1(q2)×SU1(q))/CggT(3,q+1).

Es sind GL1(q2) zyklisch von Ordnung q2−1 und SU1(q) trivial. Daher ist R/Op(R)
zyklisch und hat die Ordnung q2−1

ggT(q+1,3) . Da R/Op(R) zyklisch und q ungerade ist,
enthält R genau eine Klasse von Involutionen und es gilt |CR(t)| ≤ q · q2−1

ggT(q+1,3) .
Lemma 1.2 liefert |fixΩ(t)| ≥ q+ 1> 4, da q > 3 gilt. Das liefert einen Widerspruch
zur erlaubten Fixpunktanzahl von t in Ω.

Dann ist G also einer der übrigen Gruppen aus Voraussetzung 2.31. Anhand
der Tabelle 2.8 wissen wir, dass G mindestens zwei nicht-konjugierte maximal pa-
rabolische Untergruppen besitzt. Mit den Schritten 2 und 3 enthält Gα eine Sylow
p-Untergruppe von G und mit dem Satz von Sylow gibt es dann Untergruppen
U,Ũ S Gα so, dass NG(Ũ) und NG(U) nicht-konjugierte maximal parabolische
Untergruppen von G sind. Mit Lemma 1.3 (iii) gilt also∣∣∣NG(Ũ) :NGα(Ũ)

∣∣∣≤ 4 und |NG(U) :NGα(U)| ≤ 4.

Da ferner maximal parabolische Untergruppen mit Theorem 2.6.7 in [GLS3] maxi-
male Untergruppen von G sind, folgt G=Gα. Das liefert den finalen Widerspruch.
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2.5 Beantwortung von Frage 1
Nun wurden alle Gruppen aus dem Main Theorem von [GoHa] überprüft. Die Ergeb-
nisse der Lemmata aus diesem Kapitel fassen wir im nachfolgenden Satz zusammen.
Jener liefert damit eine Antwort auf Frage 1 dieser Arbeit.

Satz 2.41
Seien G eine einfache und nicht-abelsche Gruppe sowie Ω eine Menge, auf der G
transitiv, treu und mit Fixität 4 operiere. Weiter existiere eine Involution in G, die
vier Punkte von Ω fixiere, und es sei α ∈Ω. Dann gilt einer der folgenden Fälle:

(i) G ist isomorph zu PSL2(8) und

(i.1) |Ω|= 254 und Gα ist zyklisch von Ordnung 2,
(i.2) |Ω|= 84 und Gα � S3,
(i.3) |Ω|= 36 und Gα ist eine Diedergruppe der Ordnung 14 oder
(i.4) |Ω|= 28 und Gα ist eine Diedergruppe der Ordnung 18.

(ii) Es gibt eine ungerade Primzahlpotenz q = pf ≥ 7, G ist isomorph zu PSL2(q)
sowie

(ii.1) q ≡ 1 modulo 8, |Ω|= 2(q+1) und Gα hat Index 2 im Normalisator einer
Sylow p-Untergruppe von G,

(ii.2) q ≡ 1 modulo 8, |Ω|= 2q(q+ 1) und Gα ist zyklisch von Ordnung q−1
4 ,

(ii.3) q ≡−1 modulo 8, |Ω|= 2q(q− 1) und Gα ist zyklisch von Ordnung q+1
4 ,

(ii.4) q = 7, |Ω|= 28 und Gα � S3,
(ii.5) q = 9, |Ω|= 60 und Gα � S3 oder
(ii.6) q = 9, |Ω|= 36 und Gα ist eine Diedergruppe von Ordnung 10.

(iii) G � PSU3(3), |Ω| = 28 und Gα ist der Normalisator einer Sylow 3-Unter-
gruppe von G und hat Ordnung 27 · 8.

(iv) G �M11, |Ω|= 11 und Gα � PSL2(11).

(v) G �M12, |Ω|= 12 und Gα ist isomorph zu M11.

Beweis
Wegen Theorem 14 (b) und (d) in [BMW] hat G sektionalen 2-Rang maximal 4 oder
G besitzt eine stark eingebettete Untergruppe. Mit dem Main Theorem in [GoHa]
und Theorem 14 (b) in [BMW] ist dann G isomorph zu einer der Gruppen in (Lie-1),
(Lie-2), (Alt) oder (Spo). (siehe Seite 24).

Die Lemmata 2.24, 2.30, 2.37 und 2.40 untersuchen die Gruppen aus dem Fall
(Lie-1) und liefern die Aussagen in (ii) und (iii) des Satzes. Die Gruppen des Falls
(Lie-2) werden in den Lemmata 2.19 und 2.21 bis 2.23 behandelt. Aus diesen Lem-
mata folgt Aussage (i) des Satzes. Die Alternierenden Gruppen aus dem Fall (Alt)
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treten wegen der Lemmata 2.3, 2.4 und 2.5 nicht auf. Die Sporadischen Gruppen des
Falls (Spo) werden in den Lemmata 2.8, 2.10 und 2.12 bis 2.17 untersucht. Deren
Ergebnisse stehen in den Aussagen (iv) und (v).
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3Transitive Operationen von Fixität
höchstens 4 mit zyklischen

Punktstabilisatoren
Mit der Beantwortung von Frage 1 dieser Arbeit wenden wir uns nun der Frage 2
zu. Für diese wollen wir treue Gruppenoperationen von Fixität höchstens 4 auf
kompakten Riemannschen Flächen untersuchen. Wie bereits im ersten Kapitel dieser
Arbeit beschrieben, zerfällt eine kompakte Riemannsche Fläche X unter der treuen
Wirkung einer Gruppe G in Bahnen. Wirkt G mit Fixität höchstens 4 auf X, so auch
auf den G-Bahnen von X. Da wir mit Proposition III.3.1 in [Mir] wissen, dass für alle
x ∈ X der Punktstabilisator Gx in G zyklisch ist, erarbeiten wir in diesem Kapitel
transitive Operationen von einfachen und nicht-abelschen Permutationsgruppen in
Fixität höchstens 4 und mit zyklischen Punktstabilisatoren. Für Fixität 2 und 3
können wir die Publikationen [MaW1, MaW2] des Projekts verwenden. Für Fixi-
tät 4 werden wir einige Operationen nachweisen und eine Vermutung aufstellen.
Wir beobachten zunächst:

Lemma 3.1
Sei G eine einfache und nicht-abelsche Gruppe. Dann gibt es keine Menge Ω so,
dass G auf einer nicht-regulären G-Bahn von Ω mit Fixität 1 operiert.

Beweis
Angenommen, das wäre falsch. Sei ∆⊆Ω eine nicht-reguläre G-Bahn so, dass G mit
Fixität 1 auf ∆ operiert. Dann ist G nach Satz V.8.2 (a) in [Hup1] eine Frobenius-
gruppe zu ∆. Das widerspricht der Einfachheit von G.

Voraussetzung 3.2
Sei G eine einfache, nicht-abelsche, transitive und nicht-reguläre Permutationsgrup-
pe von einer Menge ∆. Für alle α ∈ ∆ sei der Punktstabilisator Gα zyklisch.

Lemma 3.3
Es gelte Voraussetzung 3.2. Ferner operiere G mit Fixität höchstens 3 auf ∆ und sei
α ∈ ∆ beliebig. Dann sind G, |∆| und |Gα| wie in Tabelle 3.1.

G |∆| |Gα| Fixität Bemerkungen

PSL3(4) 26 · 32 · 7 5 2

PSL2(q) q(q− 1) (q+ 1)/d 2 q ≥ 4, d := ggT(2, q− 1)

PSL2(q) q(q+ 1) (q− 1)/d 2 q ≥ 4, d := ggT(2, q− 1)

Sz(q) q2(q2 + 1) q− 1 2 n ∈N, q = 22n+1
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G |∆| |Gα| Fixität Bemerkungen

A7 23 · 32 · 5 7 3

A8 26 · 32 · 5 7 3

M22 27 · 32 · 5 · 11 7 3

PSL4(3) 27 · 36 · 5 13 3

PSL4(5) 27 · 32 · 56 · 13 31 3

PSU4(3) 27 · 36 · 5 7 3

PSL3(q) q3(q− 1)(q2− 1) (q2 + q+ 1)/d 3 q ≥ 2, d := ggT(3, q− 1)

PSU3(q) q3(q+ 1)(q2− 1) (q2− q+ 1)/d 3 q ≥ 3, d := ggT(3, q+ 1)

Tabelle 3.1: Transitive, nicht-abelsche und einfache Permutations-
gruppen G auf einer Menge ∆ mit Fixität 2 oder 3 sowie zugehörige
Punktstabilisatorordnungen |Gα| für ein α ∈ ∆.

Beweis
Da G nach Vorausetzung 3.2 nicht-regulär auf ∆ operiert, ist die Fixität der Ope-
ration von G auf ∆ mit Lemma 3.1 mindestens 2. Da Gα nach Voraussetzung 3.2
zyklisch ist, liefern die Theoreme 1.2 in [MaW1] und 1.1 (ii) in [MaW2] den Inhalt
der Tabelle 3.1.

Bevor wir uns mit Fixität-4-Operationen beschäftigen, werden wir noch zwei Aussa-
gen über einfache, nicht-abelsche, transitive und nicht-reguläre Permutationsgrup-
pen von Fixität höchstens 3 beweisen, die wir in späteren Kapiteln benötigen werden.
Für das nachfolgende Lemma über die Gruppen PSL3(q) und PSU3(q) für beliebige
Primzahlpotenzen q verwenden wir die in [GLS3, S. 68f] benutzte Notation
PSL+

3 (q) = PSL3(q) und PSL−3 (q) = PSU3(q).

Lemma 3.4
Seien q ≥ 2 eine Primzahlpotenz, ε ∈ {1,−1}, G= PSLε3(q) sowie d := ggT(q−ε,3).
Ist U eine Untergruppe von G der Ordnung d−1(q2+εq+1), so sind |U | und |G|/ |U |
teilerfremd.

Beweis
Zunächst ist |G : U |= q3(q2−1)(q− ε) und |U |= d−1(q2 + εq+ 1) mit [Tay, S. 118].
Ferner gilt ggT(q,q2 + εq+ 1) = 1. Da q− ε ein Teiler von q2− 1 ist, genügt es

ggT(q2− 1,d−1(q2 + εq+ 1)) = 1

zu zeigen. Wegen q2 + εq+ 1≡ εq+ 2 modulo q2− 1 folgt

ggT(q2− 1, q2 + εq+ 1) = ggT(q2− 1,εq+ 2).

Da (εq−2)(εq+2)+3 = q2−4+3 = q2−1 und damit auch q2−1≡ 3 modulo εq+2
gilt, folgt

ggT(q2− 1, q2 + εq+ 1) = ggT(εq+ 2,3) = ggT(q− ε,3) = d ∈ {1,3}.
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Falls nun q − ε durch 9 teilbar ist, so gilt d = 3 und q2 + εq + 1 ≡ ε2 + ε2 + 1 ≡ 3
modulo 9. Ist q− ε durch 3 und nicht durch 9 teilbar, so folgt q ≡ 3 + ε modulo 9.
Insbesondere ist dann für jede Wahl von ε ∈ {1,−1} schon q2 +εq+1≡ 3 modulo 9.
Somit gilt ggT(d−1(q2 + εq+ 1),3) = 1 für jede Wahl von q. Damit ist auch

ggT
(
q2− 1, q

2+εq+1
d

)
= 1

für jede Wahl von q. Daraus folgt die Teilerfremdheit von |U | und |G : U |.

Lemma 3.5
Es gelte Voraussetzung 3.2. Ferner operiere G mit Fixität k ≤ 3 auf ∆ und es seien
α ∈ ∆ und U := Gα. Dann ist UG die einzige G-Konjugiertenklasse von zyklischen
Untergruppen der Ordnung |U |. Ist h ∈ G# so, dass o(h) ein Teiler von |U | ist, so
ist 〈h〉 konjugiert zu einer Untergruppe von U und es gilt |fix∆(h)|= k.

Beweis
Mit Lemma 3.3 sind G, |∆| und |U | in Tabelle 3.1. Sei h ∈ G# so, dass o(h) ein
Teiler von |U | ist.

Falls G eine der Gruppen PSL3(4), A7, A8,M22, PSL4(3), PSL4(5) oder PSU4(3)
ist, sehen wir mit Tabelle 3.1, dass |U | eine Primzahl und teilerfremd zu |G : U | ist.
Daher ist U eine Sylow-Untergruppe von G. Die Aussagen über die Anzahl der
G-Konjugiertenklassen von zyklischen Untergruppen der Ordnung |U | sowie, dass
〈h〉 zu einer Untergruppe von U konjugiert ist, folgt nun aus dem Satz von Sylow.

Für PSL2(q) bzw. Sz(q) folgt die Aussage über die Anzahl der G-Konjugierten-
klassen von zyklischen Untergruppen der Ordnung |U | aus Satz II.8.5 (a) in [Hup1]
bzw. Satz XI.3.10 (c) in [HuB3] und ebenso, dass 〈h〉 konjugiert zu einer Unter-
gruppe von U ist. Wir müssen also diese Aussagen noch für PSU3(q) und PSL3(q)
nachweisen.

Mit der Notation von PSL3(q) = PSL+
3 (q) und PSU3(q) = PSL−3 (q) in [GLS3,

S. 68f] seien ε ∈ {1,−1}, G � PSLε3(q) sowie d := ggT(q− ε,3). Mit Lemma 3.4 sind
|U | und |G|/ |U | teilerfremd. Damit ist U eine Hall π(U)-Untergruppe von G und mit
den Sätzen III.5.8 und III.5.6 in [Hup1] ist dann UG die einzige G-Konjugiertenklasse
von zyklischen Untergruppen der Ordnung |U |. Weiter ist damit auch 〈h〉 konjugiert
zu einer Untergruppe von U .

Für die Bestimmung der Fixpunktanzahl von nichttrivialen Elementen sei wieder
G beliebig. Weiter sei x ∈ U so, dass U = 〈x〉 gilt. Wir zeigen noch, dass |fix∆(x)|= k
gilt. Da U zyklisch ist, ist U damit keine Frobeniusgruppe. Falls k = 3 gilt, sehen
wir mit Tabelle 3.1, dass |U | ungerade ist. Nun liefern Lemmata 2.5 in [MaW2] für
k = 3 und 2.15 in [MaW1] für k = 2, dass U ein k-Punktstabilisator ist. Das bedeutet
|fix∆(x)| = k. Insbesondere ist auch für alle nichttrivialen Potenzen xj , 1G von x

mit j ∈N schon
∣∣∣fix∆(xj)

∣∣∣= k.

Mit Lemma 3.5 ist alles gezeigt, was wir in späteren Kapiteln für Transitive Ope-
rationen von Fixität höchstens 3 und mit zyklischen Punktstabilisatoren benötigen.
Nun konzentrieren wir uns auf Gruppenwirkungen von Fixität 4 und werden zeigen,
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dass die Tripel (G, |∆| , |Gα|) in Tabelle 3.2 Beispiele für transitive und treue Fixi-
tät-4-Operationen von nicht-abelschen und einfachen Gruppen G auf einer Menge ∆
und mit zyklischen Punktstabilisatoren sind.

Nr. G |∆| |Gα| Bemerkungen

1 PSL2(8) 22 · 32 · 7 2

2 PSU4(3) 27 · 36 · 7 5

3 A7 23 · 32 · 7 5

4 M11 24 · 32 · 11 5

5 M22 27 · 32 · 7 · 11 5

6 J1 23 · 7 · 11 · 19 15

7 PSL2(q) 2q(q+ 1) (q− 1)/4 q ≥ 7, q ≡ 1 mod 4

8 PSL2(q) 2q(q− 1) (q+ 1)/4 q ≥ 7, q ≡−1 mod 4

9 PSp4(q) q4(q2− 1)2 (q2 + 1)/d q ≥ 3, d= ggT(q2− 1,2)

10 PΩ−8 (q) q12(q2− 1)(q4− 1)(q6− 1) (q4 + 1)/d q ≥ 2, d= ggT(q4 + 1,2)

11 Sz(q) q2(q− 1)(q− 2r+ 1) q+ 2r+ 1 n ∈N, r = 2n, q = 2r2

12 Sz(q) q2(q− 1)(q+ 2r+ 1) q− 2r+ 1 n ∈N, r = 2n, q = 2r2

13 2G2(q) 2q3(q3 + 1) (q− 1)/2 n ∈N, q = 32n+1

14 3D4(q) q12(q6− 1)(q4 + q2 + 1)(q2− 1) q4− q2 + 1 q ≥ 2

Tabelle 3.2: Transitive, nicht-abelsche und einfache Permutations-
gruppenG auf einer Menge ∆mit Fixität 4 sowie zugehörige Punkt-
stabilisatorordnungen |Gα| für ein α ∈ ∆.

Um zu zeigen, dass die Tripel (G, |∆| , |Gα|) in Tabelle 3.2 Beispiele für transitive
Fixität-4-Operationen von G auf einer Menge ∆ sind, müssen wir die Fixpunktan-
zahl von Gruppenelementen auf ∆ bestimmen. Wir erinnern daher an Lemma 1.2
und beweisen nachfolgend zunächst einen Spezialfall von jenem Lemma mit zykli-
schen Punktstabilisatoren. Ein ähnliches Resultat kann in Remark 3.2 in [MaVö]
nachgelesen werden.

Korollar 3.6
Seien U G zyklisch und g ∈ G#. Gibt es ein h ∈ G so, dass g ∈ Uh ist, dann gilt
NG(Uh) NG(〈g〉) und

∣∣∣fixG/U (g)
∣∣∣= ∣∣∣NG(〈g〉) : Uh

∣∣∣. Andernfalls ist ∣∣∣fixG/U (g)
∣∣∣= 0.

Beweis
Falls es kein h ∈ G gibt so, dass g ∈ Uh gilt, so folgt automatisch

∣∣∣fixG/U (g)
∣∣∣ = 0

mit Lemma 1.2. Seien also X := 〈g〉 und h ∈ G so, dass g ∈ Uh ist. Da Uh zyklisch
und g ∈ Uh ist, ist X charakteristisch in Uh und es gilt Uh CG(g) NG(X),
NG(Uh) NG(X) sowie XG ∩Uh = X(Uh). Da für alle y ∈ G die Operation von G
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auf G/U äquivalent zur Operation von G auf G/Uy ist, folgt mit Lemma 1.2 schon∣∣∣fixG/U (g)
∣∣∣= |NG(X) :NUh(X)|=

∣∣∣NG(X) : Uh
∣∣∣.

Lemma 3.7
Sei G eine transitive, einfache und nicht-abelsche Permutationsgruppe auf einer
Menge ∆. Seien α ∈ ∆ sowie Gα zyklisch und ferner gelte einer der folgenden Fälle:

(i) G � PSL2(8) und |Gα|= 2,

(ii) G ist isomorph zu einer der Gruppen PSU4(3), A7, M11 oder M22 und
|Gα|= 5,

(iii) G � J1 und |Gα|= 15 oder

(iv) es gibt ein ε ∈ {1,−1} und eine ungerade Primzahlpotenz q ≥ 7 so, dass q ≡ ε
modulo 4, G � PSL2(q) und |Gα|= q−ε

4 gilt.

Dann operiert G mit Fixität 4 auf ∆ und G besitzt nur genau eine Konjugiertenklasse
von zyklischen Untergruppen der Ordnung |Gα|.

Ist h ∈ G# so, dass o(h) ein Teiler von |Gα| ist, dann ist h konjugiert zu einer
Untergruppe von Gα. Insbesondere hat jedes nichttriviale Element von G genau null
oder vier Fixpunkte in ∆.

Beweis
Die Aussage über die Anzahl der G-Konjugiertenklassen der zyklischen Untergrup-
pen von Ordnung |Gα| folgt für die nicht-generischen Fälle PSL2(8), PSU4(3), A7,
M11, M22 und J1 mittels Charaktertafel der jeweiligen Gruppe in [Atl]. Für den
generischen Fall PSL2(q) für eine ungerade Primzahlpotenz q ≥ 7 liefert das Satz
II.8.5 in [Hup1].

Wir müssen noch zeigen, dass G mit Fixität 4 auf ∆ operiert, wenn G und Gα
wie in einem der Fälle (i) bis (iv) des Lemmas sind, und dass jedes Element h ∈G#,
für das o(h) ein Teiler von |Gα| ist, in einem G-Konjugierten von Gα enthalten
ist. Wegen der Anzahl der G-Konjugiertenklassen von zyklischen Untergruppen der
Ordnung Gα gibt es bis auf äquivalente Operationen immer nur eine Wirkung von
G auf ∆, die zu untersuchen ist.

Seien G � PSL2(8) und Gα zyklisch von Ordnung 2 wie im Fall (i) des Lemmas.
Mit Lemma 2.19 operiert dann G mit Fixität 4 auf ∆. Da Gα zyklisch von Ordnung 2
ist, hat mit der Charaktertafel von G in [Atl] nun jede Involution von G genau vier
Fixpunkte in ∆ und alle anderen nichttrivialen Elemente von G fixieren keine Punkte
von ∆.

Sind G und Gα wie im Fall (iv) des Lemmas, so haben wir im Lemma 2.26
gezeigt, dass G mit Fixität 4 auf ∆ operiert und dass jedes Element x ∈ G#

α genau
vier Punkte in ∆ fixiert. Sind die Bezeichnungen wie im Fall (iv) des Lemmas und ist
h ∈G# so, dass o(h) ein Teiler von |Gα| = q−ε

4 ist, so ist o(h) teilerfremd zu q und
q+ε

2 . Mit Satz II.8.5 in [Hup1] ist jetzt 〈h〉 zu einer Untergruppe von Gα konjugiert.
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Seien jetzt G und Gα wie im Fall (ii) oder (iii) des Lemmas. Mit 4.1.1 in [KuSt]
ist die Operation von G auf ∆ äquivalent zur Operation von G auf der Menge
der Rechtsnebenklassen von Gα. Da wir Korollar 3.6 anwenden wollen, nutzen wir
diese Äquivalenz aus und schreiben direkt |fix∆(g)| anstelle von

∣∣∣fixG/Gα(g)
∣∣∣ für

alle g ∈G#. Wir werden zunächst den Index |NG(Gα) :NGα(Gα)|= |NG(Gα) :Gα|
bestimmen und im Anschluss die Fixpunkte von nichttrivialen Elementen von G
zählen. Ist g ∈G# so, dass o(g) ein Teiler von |Gα| ist, so gibt es kein h ∈G derart,
dass g ∈ Ghα gilt. Mit Korollar 3.6 folgt dann |fix∆(g)| = 0. Für die Anzahl der
Fixpunkte von nichttrivialen Elementen von G in ∆ werden wir also nur diejenigen
Elemente g ∈G# untersuchen, für die o(g) ein Teiler von |Gα| ist.

Seien zuerst G � J1 und |Gα| = 15 wie im Fall (iii) des Lemmas. Nach [Atl] ist
NG(Gα) eine maximale Untergruppe von G und hat Ordnung 60. Daher gilt schon
|NG(Gα) :Gα|= 4.

Sei jetzt g ∈ G# so, dass o(g) ein Teiler von |Gα| ist. Dann hat g Ordnung
3, 5 oder 15 und mit der Charaktertafel von G in [Atl] gibt es nur jeweils eine
Konjugiertenklasse von zyklischen Untergruppen der Ordnung 3, 5 und 15 von G.
Wieder mit [Atl] gilt |NG(〈g〉)| = 60. Korollar 3.6 liefert dann NG(〈g〉) = NG(Gα)
und |fix∆(g)|= 4.

Seien jetzt G und |Gα|= 5 wie im Fall (ii) des Lemmas. Zunächst gilt

|CG(Gα)|= |Gα|= 5

mit den Charaktertafeln von PSU4(3), A7, M11 und M22 in [Atl]. Daher folgt
CG(Gα) = Gα. Ferner ist NG(Gα)/CG(Gα) isomorph zu einer Untergruppe von
Aut(Gα). Da Gα = CG(Gα) gilt und Gα zyklisch von Ordnung 5 ist, folgt

|NG(Gα) :Gα| ∈ {1,2,4}.

Wir erinnern daran, dass G nur eine Konjugiertenklasse von zyklischen Untergrup-
pen der Ordnung |Gα|= 5 besitzt.

Sei G � A7 oder G �M11. Dann gibt es mit der Liste der Konjugiertenklassen
von maximalen Untergruppen von G in [Atl] eine Untergruppe M G so, dass
Gα M und M � S5 gilt. Mit der Liste der M -Konjugiertenklassen der maximalen
Untergruppen von M in [Atl] ist NM (Gα) eine maximale Untergruppe von M und
hat Ordnung 20. Daher folgt |NM (Gα) :Gα| = 4. Da NM (Gα) NG(Gα) sowie
|NM (Gα) :Gα|= 4 und |NG(Gα) :Gα| ≤ 4 gilt, folgt NM (Gα) =NG(Gα). Das liefert
|NG(Gα) :Gα|= 4.

Sei nun G � M22 oder G � PSU4(3). Mit der Liste der G-Konjugiertenklassen
von maximalen Untergruppen von G in [Atl] gibt es eine Untergruppe M G
so, dass Gα M und M � A7 gilt. Da CG(Gα) = Gα, |NM (Gα)| = 20 sowie
|NG(Gα) :Gα| ∈ {1,2,4} bereits gezeigt wurde, folgt wie zuvor die Gleichheit von
NG(Gα) und NM (Gα) sowie |NG(Gα) :Gα|= 4.

Seien wiederG isomorph zuA7,M11,M22 oder PSU4(3) und g ∈G# so, dass o(g)
ein Teiler von |Gα| ist. Da Gα Ordnung 5 hat, folgt o(g) = 5 und g ist konjugiert zu
einem Erzeuger von Gα mit [Atl]. Korollar 3.6 liefert dann NG(〈g〉) =NG(Gα) und
|fix∆(g)|= 4.
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Lemma 3.8
Seien n ∈ N, r := 2n, q := 2r2 und G � Sz(q). Weiter seien α := q − 2r + 1,
β := q + 2r+ 1 und γ ∈ {α,β}. Dann besitzt G eine zyklische Untergruppe Uγ der
Ordnung γ und genau eine Konjugiertenklasse von zyklischen Untergruppen der Ord-
nung γ. Ferner operiert G auf der Menge der Nebenklassen von Uγ mit Fixität 4.

Ist h ∈ G# so, dass o(h) ein Teiler von γ ist, dann ist 〈h〉 konjugiert zu einer
Untergruppe von Uγ in G und h hat vier Fixpunkte in G/Uγ.

Beweis
Wir verwenden Theorem XI.3.10 in [HuB3]. Die Existenz von Uγ folgt aus Teil (a)
des Theorems. Mit Teil (b) ist |NG(Uγ) : Uγ |= 4 und wegen Teil (c) gibt es nur eine
G-Konjugiertenklasse von Untergruppen isomorph zu Uγ . Wir müssen noch Fix-
punkte der nichttrivialen Elementen von G zählen. Dazu zeigen wir zunächst:

Schritt 1: Es ist Uγ eine Hall π(Uγ)-Untergruppe von G:

Wir müssen zeigen, dass |Uγ | und |G|
|Uγ | teilerfremd sind. Mit der Ordnungsformel

für G in [Wil, S. 116] gilt zunächst |G|= q2(q2 + 1)(q− 1). Ferner ist

γ ∈ {α,β}= {q2− 2r+ 1, q2 + 2r+ 1}

nach Voraussetzung und es gilt α ·β = (q2− 2r+ 1)(q2 + 2r+ 1) = q2 + 1. Weiterhin
ist ggT(q2 + 1, q) = 1 und damit auch ggT(γ,q) = 1. Ferner gilt

q2 + 1≡ q2− 1 + 2≡ (q+ 1)(q− 1) + 2≡ 2 mod q− 1.

Da q gerade ist, folgt ggT(q2 + 1, q− 1) = ggT(q− 1,2) = 1. Weiterhin gilt auch

q2 + 2r+ 1≡ q2− 2r+ 1 + 4r ≡ 4r ≡ 2n+2 mod q2− 2r+ 1.

Aus ggT(γ,2) = 1 folgt also ggT(α,β) = 1. Nun haben wir ggT(γ, |G|/γ) = 1 gezeigt.
Damit ist Uγ eine Hall π(Uγ)-Untergruppe von G. �

Schritt 2: Die nichttrivialen Elemente von G fixieren genau null oder vier Punkte
in G/Uγ:

Sei g ∈ G# beliebig. Sind o(g) und γ teilerfremd, so gibt es mit Schritt 1 kein
h ∈ G so, dass g ∈ Uhγ ist. Dann folgt mit Korollar 3.6 schon

∣∣∣fixG/Uγ (g)
∣∣∣ = 0. Sei

also ggT(o(g),γ) , 1. Da γ und |G|γ teilerfremd sind mit Schritt 1, wird γ von o(g)
geteilt. Mit Theorem XI.3.10 in [HuB3] gibt es dann ein h ∈G so, dass g ∈ Uhγ gilt.
Mit Korollar 3.6 gilt nun NG(Uhγ ) NG(〈g〉) und

∣∣∣fixG/Uγ (g)
∣∣∣= ∣∣∣NG(〈g〉) : Uhγ

∣∣∣. Weil
NG(Uγ) mit Theorem 4.1 in [Wil, S. 117] (für q > 8) und [Atl, S. 28] (für q = 8)
eine maximale Untergruppe von G ist, folgt NG(Uhγ ) = NG(〈g〉). Damit gilt dann∣∣∣fixG/Uγ (g)

∣∣∣= 4.
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Lemma 3.9
Seien n ∈ N, q := 32n+1, G � 2G2(q) und α := q−1

2 . Dann besitzt G eine zyklische
Untergruppe U der Ordnung α. Ferner operiert G auf der Menge der Nebenklassen
von U mit Fixität 4 und UG ist die einzige G-Konjugiertenklasse von zyklischen
Untergruppen der Ordnung α. Ist h ∈G# so, dass o(h) ein Teiler von |U | ist, dann
ist 〈h〉 konjugiert zu einer Untergruppe von U in G und h hat vier Fixpunkte in
G/U .

Beweis
Mit Theorem 4.2.(ii) in [Wil, S. 138] seien M eine maximale Untergruppe von G
so, dass M isomorph zu C2×PSL2(q) ist, sowie M0 M mit M0 � PSL2(q). Da q
gerade ist, gibt es mit Satz II.8.3 in [Hup1] Elemente der Ordnung α = q−1

2 in M0
und damit auch in G. Daher sei U G zyklisch von Ordnung α und so, dass U M0
gilt.

Schritt 1: U ist eine Hall π(U)-Untergruppe von G:
Es ist α = q−1

2 ungerade, da q = 32n+1 = 32n · 3 ≡ 1 · (−1) modulo 4 und damit
q− 1 ≡ −2 ≡ 2 modulo 4 gilt. Ferner ist |G||α| = 2q3(q3 + 1) mit [Wil, S. 137] und es
gilt ggT(q,q− 1) = 1. Weiterhin folgt

q3 + 1≡ q2(q− 1) + q2 + 1≡ q2 + 1 mod q− 1
≡ q(q− 1) + q+ 1≡ q+ 1≡ 2 mod q− 1.

Damit gilt ggT
(
q3 + 1, q−1

2

)
= ggT

(
q−1

2 ,2
)

= 1, da q−1
2 ungerade ist. Jetzt sind α

und |G|/α teilerfremd und U ist eine Hall π(U)-Untergruppe von G. �

Da U zyklisch von Ordnung α und mit Schritt 1 eine Hall-Untergruppe von G
ist, folgt mit den Sätzen III.5.8 und III.5.6 in [Hup1] dann, dass alle zyklischen
Untergruppen von G von Ordnung α in G konjugiert sind.

Schritt 2: G operiert mit Fixität 4 auf G/U per Rechtsmultiplikation:
Sei x ∈ U# ein Erzeuger von U . Nach Theorem 1.2 in [MaW1] operiert M0 mit

Fixität 2 auf der Menge der M0-Nebenklassen von U . Ferner gilt |NM0(U) : U | = 2
und NM0(U) ist eine Diedergruppe. Da M ein direktes Produkt von M0 mit einer
zyklischen Untergruppe der Ordnung 2 ist, folgt |NM (U) : U |= 4.

Angenommen, es gilt NG(U) ,NM (U). Da G einfach und nicht-abelsch ist, gibt
es dann eine andere maximale UntergruppeM2 G so, dass NG(U) M2 ist. Ferner
folgt U,NM (U) M2 und damit wird |M2| von 4α= 2(q−1) geteilt. Aus Ordnungs-
gründen kann M2 nicht isomorph zu einer der Gruppen aus den Fällen (i) und (iii)
bis (vi) aus Theorem 4.2 in [Wil, S. 138] sein, da keine dieser Gruppen eine durch
4α teilbare Ordnung besitzt. Daher ist nur M2 � C2×PSL2(q) wie im Fall (ii) die-
ses Theorems möglich und dort ist NM2(U) = NG(U) = NM (U) � D4α. Daher gilt
|NG(U) : U |= 4.

Sei jetzt g ∈G# beliebig. Ist o(g) kein Teiler von |U |, so ist g in keinem G-Kon-
jugierten von U enthalten und es folgt

∣∣∣fixG/U (g)
∣∣∣= 0 mit Korollar 3.6. Sei also o(g)
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ein Teiler von U . Da U nach Schritt 1 eine Hall π(U)-Untergruppe von G ist, gibt es
ein h ∈G so, dass g ∈ Uh gilt. Wieder mit Korollar 3.6 ist dann NG(Uh) NG(〈g〉)
und

∣∣∣fixG/U (g)
∣∣∣= ∣∣∣NG(〈g〉) : Uh

∣∣∣. Wir zeigen noch, dass NG(Uh) =NG(〈g〉) gilt:

Da G einfach ist, sei M3 G eine maximale Untergruppe so, dass NG(〈g〉) M3
gilt. Ferner istNG(Uh) M3. Wie bereits zuvor gezeigt wurde, ist dannM3 isomorph
zuM und insbesondere giltNM3(Uh) =NG(Uh). Das bedeutetNG(〈g〉) =NM3(〈g〉).

Es ist o(g) ein Teiler von α = q−1
2 . Mit den Sätzen II.8.3, II.8.5 und II.8.27 in

[Hup1] gilt nun |NM3(〈g〉)| = 2 · |D2α| = 4α =
∣∣∣NG(Uh)

∣∣∣, da q ≥ 27 und α stets
ungerade ist. Damit folgt NG(〈g〉) =NG(Uh) und insbesondere∣∣∣fixG/U (g)

∣∣∣= ∣∣∣NG(Uh) : Uh
∣∣∣= 4.

Damit operiert G mit Fixität 4 auf G/U .

Lemma 3.10
Seien q ≥ 2 eine Primzahlpotenz, G � 3D4(q) und α := q4− q2 + 1. Dann besitzt G
eine zyklische Untergruppe U der Ordnung α und G hat nur eine Konjugiertenklasse
von zyklischen Untergruppen der Ordnung α. Ferner operiert G auf G/U mit Fixi-
tät 4. Ist h ∈ G# so, dass o(h) ein Teiler von |U | ist, dann ist 〈h〉 konjugiert zu
einer Untergruppe von U in G und h hat vier Fixpunkte in G/U .

Beweis
Nach Table I und II in [Kle, S. 184f] besitzt G Elemente der Ordnung α. Sei also U
wie in der Voraussetzung. Mit dem Hauptsatz in [Kle, S. 182] hat NG(U) Ordnung
4α und ist eine maximale Untergruppe in G. Ferner gilt |NG(U) : U | = 4 und der
Hauptsatz in [Kle] liefert die Aussage über die Anzahl der G-Konjugiertenklassen
von zyklischen Untergruppen der Ordnung α. Wir zeigen als nächstes, dass G mit
Fixität 4 auf der Menge der Rechtsnebenklassen von U operiert.

Seien g ∈ G# und h ∈ G so, dass g ∈ Uh gilt. Weil NG(Uh) mit dem Hauptre-
sultat in [Kle] eine maximale Untergruppe von G ist, folgt NG(Uh) = NG(〈g〉) und∣∣∣fixG/U (g)

∣∣∣= 4 mit Korollar 3.6. Damit operiert G mit Fixität 4 auf der Menge der
Rechtsnebenklassen von U .

Sei g ∈ G# so, dass o(g) ein Teiler von |U | = q4 − q2 + 1 ist. Mit [Wil, S. 142]
sehen wir, dass |U | und |G : U |= q12(q6−1)(q4 +q2 +1)(q2−1) teilerfremd sind und
damit U eine Hall π(U)-Untergruppe von G ist. Insbesondere ist dann 〈g〉 konjugiert
zu einer Untergruppe von U .

Bis auf Gruppen aus den unendlichen Serien PSp4(q) und PΩ−8 (q) haben wir schon
die in Tabelle 3.2 angegebenen Beispiele auf Fixität 4 überprüfen können. Für die-
se Gruppen aus den unendlichen Familien der symplektischen und orthogonalen
Gruppen müssen wir uns zunächst mit Operationen einer anderen unendlichen Serie
beschäftigen.
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Lemma 3.11
Seien p eine Primzahl, n ∈ N, q := pn ≥ 4 und d := ggT(q− 1,2). Falls p = 2 gilt,
sei zusätzlich n gerade. Weiter sei G � PSL2(q).C2. Dann gibt es eine zyklische Un-
tergruppe U von G der Ordnung α := q+1

d . Ferner operiert G mit Fixität 4 auf G/U
und G hat nur eine Konjugiertenklasse von zyklischen Untergruppen der Ordnung α.

Beweis
Sei M := G′. Da q ≥ 4 gilt, ist G fast einfach und damit M � PSL2(q). Die Faktor-
gruppe G/M besteht aus Diagonal-, Körper- oder Diagonalkörperautomorphismen
(vgl. Abschnitt 3.3.4 und Theorem 3.2 in [Wil, S. 48ff]). Falls p = 2 ist, so besteht
G/M nur aus Körperautomorphismen (siehe Theorem 3.2 in [Wil, S. 50]).1

Mit Satz II.8.4 in [Hup1] gibt es Elemente der Ordnung α in M . Daher sei U
wie in der Voraussetzung. Mit demselbem Satz ist NM (U) eine Diedergruppe von
Ordnung 2α und je zwei verschiedene M -Konjugierte von U haben einen trivialen
Schnitt. Mit Satz II.8.5 in [Hup1] gibt es nur genau eine M -Konjugiertenklasse von
zyklischen Untergruppen der Ordnung α.

Sei jetzt ∆ := UG. Dann operiert G per Konjugation schon transitiv und nicht-
regulär auf ∆. Ferner sind alle Elemente von ∆ inM enthalten, daM ein Normalteiler
von G ist und U M gilt. Daher operiert auch M auf ∆ transitiv mit Satz II.8.5
in [Hup1]. Ist V ∈ ∆, so ist NG(V ) der zugehörige Punktstabilisator in der Opera-
tion von G auf ∆. Nun gilt mit dem Frattini-Argument (siehe z.B. 3.1.4 in [KuSt])
G=M ·NG(U). Ferner ist

NG(U)/NM (U) � (M ·NG(U))/M =G/M.

Daher gilt |NG(U) : U | = 4. Seien nun g ∈ G# und h ∈ G so, dass g ∈ Uh ist. Es
gilt Uh ∈ M und damit auch g ∈ M . Mit den Lemmata 3.1 und 3.11 in [MaW1]
operiert M auf M/U mit Fixität 2. Ausgehend von dieser Operation von M , folgt∣∣∣fixM/U (g)

∣∣∣ =
∣∣∣NM (〈g〉) : Uh

∣∣∣ ∈ {1,2} und NM (Uh) NM (〈g〉) mit Korollar 3.6. Es
ist
∣∣∣NM (Uh) : Uh

∣∣∣ = 2. Daraus folgt NM (〈g〉) = NM (Uh) und analog zu oben auch
NG(Uh) = NG(〈g〉). Korollar 3.6 liefert nun

∣∣∣fixG/U (g)
∣∣∣ = 4. Damit operiert G mit

Fixität 4 auf G/U .

Lemma 3.12
Seien q > 2 eine Primzahlpotenz, G � PSp4(q) und α := q2+1

ggT(q2−1,2) . Dann besitzt G
eine zyklische Untergruppe U der Ordnung α und G operiert auf G/U mit Fixität
4. Ferner besitzt G nur genau eine Konjugiertenklasse von zyklischen Untergruppen
der Ordnung α und U ist eine Hall π(U)-Untergruppe von G.

Sei M G eine maximale Untergruppe von G so, dass U M ist. Dann ist
M � PSL2(q2).C2 oder es gilt q = 3 und M � E16 : A5. Ist q ≥ 4, so ist ferner
NG(U) M . Ist h ∈G# so, dass o(h) ein Teiler von |U | ist, dann ist 〈h〉 konjugiert
zu einer Untergruppe von U in G und h hat vier Fixpunkte in G/U .

1Im Fall p= 2 gilt schon 1GF(2n)+1GF(2n) = 0GF(2n) in GF(2n) undM besitzt keine Diagonal-
automorphismen. Die Voraussetzung n ≡ 0 modulo 2 im Fall p = 2 im Lemma ist für die Existenz
eines involutorischen Körperautomorphismus von M also notwendig.
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Beweis
Schritt 1: Existenz einer zyklischen Untergruppe von Ordnung α in G:

Nach Theorem 3.7 (iv) (für q gerade) und Theorem 3.8 (vi) (für q ungerade)
in [Wil, S. 92f] hat G eine maximale Untergruppe M̃ isomorph zu PSp2(q2).C2
bzw. PSL2(q2).C2. Lemma 3.11 liefert die Existenz von zyklischen Untergruppen
der Ordnung α in M̃ und damit auch in G. �

Mit Lemma 3.11 operiert die Untergruppe M̃ � PSL2(q2).C2 von G mit Fixi-
tät 4 auf der Menge der M̃ -Nebenklassen einer zyklischen Untergruppe von M̃ der
Ordnung α. Seien also U wie in der Behauptung undM eine maximale Untergruppe
von G mit U M .

Schritt 2: Es gilt M � PSL2(q2).C2 oder q = 3 und M � E16 :A5:

Wir unterscheiden zwei Fälle:

Fall 1: Es sei q eine 2-Potenz.
Da |U | = α = q2 + 1 gilt, ist M � Sp2(q2).C2 � PSL2(q2).C2 mit Theo-
rem 3.7 (iv) in [Wil, S. 92] oder es gilt M � GO−4 (q) � PSL2(q2).C2 wie im
Fall (vii) des Theorems. Die Fälle (iv) und (vii) von Theorem 3.7 in [Wil]
führen somit zu isomorphen maximalen Untergruppen, die jedoch im Allge-
meinen nicht konjugiert sind in G. (Vergleiche dazu auch den Block C3 mit
j = 10 und den Block C8 in Table 3.5.C in [KlLi, S. 72] bzw. beispielhaft die
Liste der Konjugiertenklassen von maximalen Untergruppen von PSp4(4) in
[Atl, S. 44].)
In den anderen Fällen des Theorems 3.7 in [Wil, S. 92] (bis auf (ix)) ist die
Ordnung der jeweiligen Gruppe nicht durch α = q2 + 1 teilbar. Im Fall (ix)
des Theorems gilt M � Sz(q), falls q eine ungerade 2-Potenz ist. Jedoch ent-
hält M mit Theorem XI.3.10 und Lemma XI.3.1 in [HuB3] keine zyklische
Untergruppe der Ordnung α. Daher ist auch dieser Fall unmöglich und es folgt
M � PSL2(q2).C2.

Fall 2: Es sei q ungerade.
Da |U | = α = 1

2(q2 + 1) gilt, ist M � PSp2(q2).C2 � PSL2(q2).C2 mit Theo-
rem 3.8 (vi) in [Wil, S. 93] oder es gilt q = 3, α = 5 und M � C2

4.Ω−4 (2) wie
im Fall (xi) des Theorems. Dabei ist Ω−4 (2) � A5 nach [Atl]. Die Fälle (i) bis
(v) und (vii) bis (x) von Theorem 3.8 in [Wil] können nicht eintreten, da die
Ordnung der Gruppe jeweils nicht durch α= 1

2(q2 + 1) teilbar ist.
Wie bereits erwähnt, gilt Ω−4 (2) � PSL2(22) � A5. Nach [Atl, S. 2] ist ferner
GO−4 (2) � S5 � PGL2(5). Für q ≥ 5 gilt α ≥ 12. Jedoch besitzen weder A5
noch S5 Elemente der Ordnung 12 oder höher. Daher ist nur der Fall q = 3
möglich und damit scheidet der Fall (xii) von Theorem 3.8 in [Wil, S. 93] aus.

�
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Schritt 3: Operation mit Fixität 4 auf G/U :

Für q = 3 und damit α= 5 liefern Berechnungen in [GAP] genau |NG(U) : U |= 4
sowie

∣∣∣fixG/U (g)
∣∣∣ ∈ {0,4} für alle g ∈ G# mit dem Algorithmus in Bemerkung 1.4.

Ferner gibt es nur eine Konjugiertenklasse von zylischen Untergruppen der Ordnung
α mit der Charaktertafel von PSp4(3) in [Atl]. Seien also q ≥ 4 und M G eine
maximale Untergruppe mit U M .

Mit Schritt 2 wissen wir, dass M � PSL2(q2).C2 gilt. Lemma 3.11 liefert dann
|NM (U) : U | = 4. Da U NG(U) und q , 3 gilt, ist NG(U) mit Schritt 2 isomorph
zu einer Untergruppe von M . Nun ist jedoch NM (U) die bzgl. Inklusion größte
Untergruppe von M , die U normalisiert. Daher gilt NM (U) = NG(U) und ferner
auch |NG(U) : U | = 4. Des Weiteren gibt es wegen Lemma 3.11 nur eine M -Kon-
jugiertenklasse von zyklischen Untergruppen der Ordnung α.

Seien jetzt g ∈ G#, X := 〈g〉 und h ∈ G so, dass g ∈ Uh gilt. Korollar 3.6 lie-
fert NG(Uh) NG(X) und

∣∣∣fixG/U (g)
∣∣∣= ∣∣∣NG(X) : Uh

∣∣∣. Nun gilt NG(X) Mh, also
insbesondere NMh(X) = NG(X), da Mh eine maximale Untergruppe von G war,
die NG(Uh) enthalten hat, und mit Schritt 2 alle maximalen Untergruppen von G,
die Uh enthalten, isomorph zu Mh sind. Dann folgt |NMh(X) :NUh(X)| = 4 mit
Lemma 3.11 und weiter

∣∣∣fixG/U (g)
∣∣∣= 4 mit Korollar 3.6. �

Schritt 4: Anzahl der G-Konjugiertenklassen von zyklischen Untergruppen der Ord-
nung α:

Seien d := ggT(q2− 1,2) und U G eine zyklische Untergruppe der Ordnung α.
Es gilt |G|= q4(q2−1)2(q2+1)

d und |G : U |= q4(q2− 1)2.
Wir zeigen, dass |U |= d−1(q2 + 1) und |G : U | keine gemeinsamen Teiler haben.

Es gilt ggT(q,q2 + 1) = 1 und ggT(q2− 1, q2 + 1) ∈ {1,2}, da q eine Primzahlpotenz
ist.

Ist q eine 2-Potenz, so folgt ggT(q2−1, q2+1) = 1, weil q2−1 und q2+1 ungerade
sind. Ist q ungerade, so gilt |U | = α = q2+1

2 . Ferner folgt für q kongruent zu 1 oder
3 modulo 4 schon q2 + 1 ≡ 1 + 1 ≡ 2 modulo 4. Daher ist α ungerade und es gilt
ggT(q2− 1,α) = 1.

Somit ist U eine Hall π(U)-Untergruppe von G. Da U zyklisch ist, liefern nun
die Sätze III.5.8 und III.5.6 in [Hup1], dass UG die einzige G-Konjugiertenklasse von
zyklischen Untergruppen der Ordnung |U | ist. �

Sei jetzt g ∈ G so, dass o(g) ein Teiler von |U | ist. Da U eine Hall π(U)-Un-
tergruppe von G ist, gibt es ein h ∈ G so, dass g ∈ Uh ist. Dann kennen wir nach
Schritt 3 schon die Fixpunktanzahl von g in G.
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Lemma 3.13
Seien q ≥ 2 eine Primzahlpotenz, G � PΩ−8 (q) und α := q4+1

ggT(q4+1,2) . Dann besitzt G
eine zyklische Untergruppe U der Ordnung α und G operiert auf der Menge der Ne-
benklassen von U mit Fixität 4. Ferner besitzt G nur genau eine Konjugiertenklasse
von zyklischen Untergruppen der Ordnung α.

Sei M G eine maximale Untergruppe von G so, dass U M ist. Dann gilt
M � PSL2(q4).C2 und ferner ist NG(U) M .

Ist h ∈G# so, dass o(h) ein Teiler von |U | ist, dann ist 〈h〉 konjugiert zu einer
Untergruppe von U in G und h hat vier Fixpunkte in G/U .

Beweis

Schritt 1: Existenz einer zyklischen Untergruppe von Ordnung α in G:

Nach Theorem 3.11 (ix) in [Wil, S. 94f] besitzt G eine Untergruppe M̃ , welche
isomorph zu PΩ−4 (q2).C2 bzw. PSL2(q4).C2 ist. Mit Lemma 3.11 existiert dann eine
zyklische Untergruppe von M̃ der Ordnung α und M̃ operiert mit Fixität 4 auf der
Menge der M̃ -Nebenklassen dieser Untergruppe. �

Seien also U wie in der Voraussetzung und M G eine maximale Untergruppe
so, dass U M ist.

Schritt 2: Es gilt M � PSL2(q4).C2:

Sei d := ggT(q4 +1,2). Es ist G eine Unter- bzw. Faktorgruppe von GO−8 (q). Wir
nutzen daher die Liste der maximalen Untergruppen von GO−8 (q) in Theorem 3.11 in
[Wil, S. 94f], um zu entscheiden, in welchen maximalen Untergruppen U als Sektion
liegen könnte. Sei also M̂ eine maximale Untergruppe von GO−8 (q) so, dass U eine
Sektion von M̂ ist. Dann ist

∣∣∣M̂ ∣∣∣ durch |U |= α= d−1(q4 + 1) teilbar.
Aufgrund der Restriktionen an n aus dem Theorem 3.11 in [Wil] für die Existenz

gewisser maximaler Untergruppen von GO−2n(q) können wir die Fälle (v) bis (vii)
und (x) und (xi) des Theorems ausschließen. In diesen Fällen muss n ungerade sein.
In unserer Situation gilt jedoch n= 4. Die Fälle (i) bis (iv) und (vii) können ebenfalls
nicht eintreten, da in diesen Fällen

∣∣∣M̂ ∣∣∣ nicht durch α teilbar ist. Daher bleibt nur
der Fall (viii) von Theorem 3.11 in [Wil, S. 94f] übrig und es gilt M̂ �GO−4 (q2).C2
bzw. M � PΩ−4 (q2).C2 � PSL2(q4).C2. Insbesondere folgt analog NG(U) M und
damit NG(U) =NM (U). �

Schritt 3: G operiert mit Fixität 4 auf G/U :

Mit Schritt 2 ist M isomorph zu PSL2(q4).C2 und es gilt NG(U) =NM (U). Mit
Lemma 3.11 gibt es nur eineM -Konjugiertenklasse von zyklischen Untergruppen der
Ordnung α. Seien g ∈G#, X := 〈g〉 und h ∈G so, dass g ∈ Uh gilt. Mit Korollar 3.6
folgt NG(Uh) NG(X) und

∣∣∣fixG/U (g)
∣∣∣ =

∣∣∣NG(X) : Uh
∣∣∣. Weil NMh(Uh) = NG(Uh)

undNMh(〈g〉) =NMh(Uh) mit Lemma 3.11 gilt, ist mit Schritt 2 auchNG(X) Mh.
Dann folgt NG(Uh) =NMh(X) =NG(X) und insbesondere

∣∣∣fixG/U (g)
∣∣∣= 4. �
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Schritt 4: Anzahl der G-Konjugiertenklassen von zyklischen Untergruppen der Ord-
nung α:

Nach Schritt 2 ist M isomorph zu PSL2(q4).C2. Table 3.5.F (im Block C3
mit j = 16 und Spalte V) in [KlLi, S. 74] liefert, dass MG die einzige Konju-
giertenklasse von Untergruppen von G isomorph zu M ist (für eine Erklärung zu
Spalte V der Table 3.5.F vgl. Abschnitt 3.2 in [KlLi, S. 61ff]). Da es mit Lem-
ma 3.11 nur eineM -Konjugiertenklasse von zyklischen Untergruppen der Ordnung α
gibt, gibt es folglich auch nur eine G-Konjugiertenklasse von zyklischen Untergrup-
pen der Ordnung α = q4+1

ggT(q4−1,2) . Mit [Wil, S. 70ff, 77] sehen wir, dass |U | und
|G : U | = q12(q2 − 1)(q4 − 1)(q6 − 1) teilerfremd sind. Insbesondere ist dann U ei-
ne Hall π(U)-Untergruppe von G. Ist jetzt g ∈ G# so, dass o(g) ein Teiler von α
ist, dann ist 〈g〉 zu einer Untergruppe von U in G konjugiert. Mit Schritt 3 folgt∣∣∣fixG/U (g)

∣∣∣= 4.

Wir haben gezeigt, dass jeder Eintrag in Tabelle 3.2 ein Beispiel für transitive,
treue und nicht-reguläre Operation in Fixität 4 einer endlichen, einfachen und nicht-
abelschen Gruppe liefert. Wir fassen diese Beispiele zusammen:

Voraussetzung 3.14
Seien G eine transitive Permutationsgruppe auf einer Menge ∆, α ∈ ∆, Gα zyklisch
und q ≥ 2 eine Primzahlpotenz. Weiter sei das Tripel (G, |∆| , |Gα|) eines der Tripel
aus Tabelle 3.2 auf Seite 68.

Lemma 3.15
Es gelte Voraussetzung 3.14 und sei α ∈Ω beliebig. Dann operiert G mit Fixität 4 auf
Ω. Insbesondere gibt es nur eine G-Konjugiertenklasse von zyklischen Untergruppen
der Ordnung |Gα|. Jedes nichttriviale Element von G besitzt genau null oder vier
Fixpunkte in Ω. Ist h ∈G# so, dass o(h) ein Teiler von |Gα| ist, so ist 〈h〉 konjugiert
zu einer Untergruppe von Gα.

Beweis
Das folgt aus den Lemmata 3.7 bis 3.13.

Da bisher keine Klassifikation der transitiven, einfachen, und nicht-abelschen Permu-
tationsgruppen in Fixität 4 publiziert ist, können wir zu diesem Zeitpunkt nicht mit
Gewissheit sagen, dass die in Voraussetzung 3.14 aufgeführten Beispiele die einzi-
gen mit zyklischen Punktstabilisatoren sind. Wir vermuten aber aufgrund bisheriger
Ergebnisse:

Vermutung 3.16
Sei G eine einfache, nicht-abelsche und transitive Permutationsgruppe auf einer
Menge ∆. Die Operation habe Fixität 4 und für alle α ∈ ∆ sei Gα zyklisch. Dann ist
das Tripel (G, |∆| , |Gα|) wie in der Tabelle 3.2 auf Seite 68.
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4Riemannsche Flächen und RF-Mengen – I

Für die Beantwortung von Frage 2 dieser Arbeit müssen wir treue Fixität-4-Opera-
tionen von Gruppen auf kompakten Riemannschen Flächen untersuchen. Dazu be-
ginnen wir in diesem Kapitel mit dem Studium von allgemeinen Gruppenwirkungen
auf kompakten Riemannschen Flächen.

Eine Riemannsche Fläche X ist nach I.1.1 in [FaKr] eine zweidimensionale, reelle
und zusammenhängende Mannigfaltigkeit mit einem Atlas A := {(Uα,zα)}α∈I , wo-
bei I eine Indexmenge, ⋃

α∈I
Uα = X eine offene Überdeckung von X und zα : Uα→C

ein Homöomorphismus mit offenem Bild zα(Uα) ist. Ferner muss der Kartenwechsel
von (U1,z1) ∈A auf (U2,z2) ∈A mit U1 ∩U2 ,∅, gegeben durch

z−1 ∗ z2 : z1(U1 ∩U2)→ z2(U1 ∩U2),

holomorph sein. Da eine Riemannsche Fläche eine Mannigfaltigkeit ist, ist sie insbe-
sondere ein topologischer Raum. Daher nennen wir eine Riemannsche Fläche kom-
pakt, wenn sie als topologischer Raum kompakt ist.

Nach Proposition I.1.23 in [Mir] ist jede kompakte Riemannsche Fläche diffeo-
morph zu einem g-löchrigen Torus (g ∈N0, g≥ 1) oder zur Sphäre (g= 0). Man defi-
niert das Geschlecht einer kompakten Riemannschen Fläche als diese nicht-negative
ganze Zahl g.

Biholomorphismen einer kompakten Riemannschen Fläche X auf sich selbst wer-
den als Automorphismen von X bezeichnet (vgl. Definition II.3.6 in [Mir]). Die Men-
ge aller Biholomorphismen bildet bzgl. der Hintereinanderausführung von Abbil-
dungen eine Gruppe, die Automorphismengruppe Aut(X) von X. Nach dem Satz von
Schwarz ist die Automorphismengruppe einer kompakten Riemannschen Fläche vom
Geschlecht mindestens 2 endlich (siehe V.1.2 Corollary 2 in [FaKr] oder Theorem
VII.4.18 in [Mir]).

Seien X eine kompakte Riemannsche Fläche von Geschlecht g ≥ 2 und G eine
nichttriviale Untergruppe von Aut(X). Nach Theorem VII.4.18 in [Mir] ist Aut(X)
endlich und damit insbesondere auch G. In der Operation von G auf X, zerfällt X in
G-Bahnen. Die Menge X/G :=

{
xG
∣∣∣ x ∈ X} aller G-Bahnen von X ist der Bahnen-

raum. Dieser ist nach Theorem II.3.4 in [Mir] ebenfalls eine kompakte Riemannsche
Fläche und besitzt ein Geschlecht g0 ≥ 0.

Sei B ⊆ X/G die Menge der nicht-regulären G-Bahnen von X. Weil X kompakt
ist, ist |B| mit Proposition III.3.2 in [Mir] höchstens abzählbar und mit Corollary
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II.1.34 und Theorem II.1.33 in [Mir] sogar endlich. Sind ∆ ∈B und x ∈ ∆, so ist Gx
nach Proposition III.3.1 in [Mir] zyklisch.

Nach (1.1) in [Bro, S. 234] können wir zu X und der Wirkung von G auf X ein
Verzweigungsdatum (g0 : k1, . . . ,kt) definieren, wobei t die Anzahl der Verzweigungs-
punkte der holomorphen Abbildung ρ : X→ X/G ist, die jedem Element x ∈ X seine
Bahn xG ∈ X/G zuordnet, und k1, . . . ,kt die Vielfachheiten dieser Verzweigungspunk-
te sind (vgl. Definition II.4.2 in [Mir]). Die Verzweigungspunkte der Abbildung ρ sind
genau die Bahnen ∆ ∈ X/G, für die |∆|< |G| gilt (vgl. Lemma III.3.6 in [Mir]). Also
ist t genau die Anzahl |B| der nicht-regulären Bahnen in X/G und k1, . . . ,kt sind die
Quotienten aus |G| und der Bahnlänge der Elemente von B (vgl. Beweis von V.1.3
Theorem (Hurwitz) in [FaKr, S. 258f] und Lemma III.3.6 in [Mir]).

Sei jetzt G eine Gruppe. Der Riemannsche Existenzsatz (siehe beispielsweise
Proposition 1 in [Bro, S. 239]) besagt, dass es genau dann eine kompakte Riemann-
sche Fläche X vom Geschlecht mindestens 2 so gibt, dass G Aut(X) ist und G mit
einem bestimmten Verzweigungsdatum auf X operiert, wenn es gewisse Elemente
in G gibt, die bestimmte Eigenschaften erfüllen. Aufgrund dieses Satzes, den wir
im Kapitel 5 genauer betrachten werden, ist es möglich, den Fokus zunächst auf die
Gruppenoperationen zu lenken und später die Existenz einer zugehörigen kompakten
Riemannschen Fläche zu nachzuweisen.

Mit den gesammelten Informationen können wir Mengen modellieren, die aus
der Sicht der Gruppenwirkungen dieselben Eigenschaften wie kompakte Riemann-
sche Flächen haben. Im ersten Abschnitt dieses Kapitels werden wir diese Mengen
definieren und allgemeine Gruppenwirkungen auf solchen studieren. Im zweiten Ab-
schnitt fokussieren wir Operationen von endlichen und einfachen Gruppen auf diesen
Mengen, welche eine Bahnenfixität von höchstens 4 sichern.

80



4.1 RF-Mengen und Hurwitzdaten
Definition 4.1 (RF-Paar, RF-Menge)
Genau dann nennen wir (G,Ω) ein RF-Paar, wenn die folgenden Eigenschaften
erfüllt sind:

(i) G ist eine endliche Gruppe.

(ii) Ω ist eine Menge, auf der G operiert.

(iii) Die Anzahl der nicht-regulären Bahnen von G auf Ω ist endlich.

(iv) Ist α ∈Ω, so ist Gα zyklisch.

Wir nennen Ω dann eine RF-Menge.

Wir erinnern daran, dass G stets eine endliche Gruppe sei, wodurch Eigenschaft (i)
der Definition 4.1 immer erfüllt sein wird.

Beispiel 4.2

(i) Sei X die Kleinsche Kurve (engl. Klein’s quartic curve). Dann ist (PSL2(7),X)
ein RF-Paar, da PSL2(7) nur insgesamt drei nicht-reguläre Bahnen auf X hat
(Längen 84, 56 und 24) und die zugehörigen Punktstabilisatoren zyklisch sind
(Ordnung 2, 3 und 7), siehe [Mac2].

(ii) Sei X die MacBeath-Kurve. Dann ist (PSL2(8),X) ein RF-Paar, da PSL2(8)
nur insgesamt drei nicht-reguläre Bahnen auf X hat (Längen 252, 168, 72) und
die zugehörigen Punktstabilisatoren zyklisch sind (Ordnung 2, 3 und 7), siehe
[Mac1].

(iii) Riemannsche Flächen sind nicht die einzigen Beispiele für RF-Mengen. Sei-
en G := S4 in der natürlichen Wirkung und ∆1 := G/〈(12)〉. Betrachte die
Wirkung von G auf ∆1 per Rechtsmultiplikation. Dann ist die Wirkung treu,
transitiv und für alle α ∈ ∆1 ist Gα zyklisch der Ordnung 2 und konjugiert zu
〈(12)〉 in G. Seien ∆2 := G/〈(12)(34)〉 sowie ∆3 := G/〈(123)〉 und betrachte
die Wirkung von G auf ∆2 bzw. ∆3 per Rechtsmultiplikation. Es sind ∆1, ∆2

und ∆3 paarweise disjunkt. Sei nun Ω :=
3⋃
i=1

∆i. Dann ist Ω eine RF-Menge

und (G,Ω) ein RF-Paar.

Wir wollen (i) und (ii) von Beispiel 4.2 verallgemeinern:

Lemma 4.3
Sei X eine kompakte Riemannsche Fläche vom Geschlecht mindestens 2. Dann ist
für alle 1 ,G Aut(X) das Paar (G,X) ein RF-Paar.
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Beweis
Wir prüfen Definition 4.1.

Nach Theorem VII.4.18 in [Mir] ist Aut(X) endlich, also auch jede Untergruppe.
Das ist (i). Sei G Aut(X) beliebig. Da X kompakt ist, ist mit Theoremen II.1.33
und II.1.34 sowie Proposition III.3.2 in [Mir] die Anzahl der nicht-regulären Bahnen
von X unter der Wirkung von G endlich. Das sind (ii) und (iii). Mit Proposition
III.3.1 in [Mir] gilt (iv) der Definition 4.1.

Mit Lemma 4.3 haben wir eine Verbindung zwischen kompakten Riemannschen Flä-
chen vom Geschlecht mindestens 2 und RF-Mengen hergestellt. Wir wollen jetzt
Gruppenoperationen auf RF-Mengen studieren. Dazu verallgemeinern wir zunächst
die Konstruktion einer RF-Menge wie im Beispiel 4.2 (iii):

Lemma 4.4
Seien n ∈ N0 und x1, . . . ,xn ∈ G nichttrivial. Dann gibt es eine RF-Menge Ω so,
dass gilt:

(i) Es gibt genau n nicht-reguläre G-Bahnen in der Wirkung von G auf Ω.

(ii) Ist ∆ ⊆ Ω eine nicht-reguläre G-Bahn, so gibt es ein i ∈ {1, . . . ,n} und ein
α ∈ ∆ so, dass Gα = 〈xi〉 gilt.

(iii) Ist umgekehrt i ∈ {1, . . . ,n} beliebig, so gibt es eine nicht-reguläre G-Bahn
∆⊆Ω und ein α ∈ ∆ so, dass Gα = 〈xi〉 gilt.

Beweis
Für n= 0 ist alles klar, wenn wir Ω :=G/1 setzen und die Operation von G auf Ω
per Rechtsmultiplikation betrachten. Sei also n≥ 1. Wir konstruieren zunächst Ω.

Für alle i ∈ {1, . . . ,n} seien Ui := 〈xi〉 und ∆i := G/〈xi〉. Dann wirkt G per
Rechtsmultiplikation auf ∆i. Diese Operation ist transitiv nach 4.1.1 in [KuSt] und
nicht-regulär, da x1, . . . ,xn nichttriviale Elemente von G sind.

Gibt es i, j ∈ {1, . . . ,n} verschieden und so, dass 〈xi〉 und 〈xj〉 in G konjugiert
sind, so ist ∆i = ∆j . In diesem Fall sei M eine Menge so, dass G auf M transitiv
operiert, diese Operation äquivalent zu der von G auf ∆j ist sowie |M | = |∆j | und
M ∩∆j =∅ gilt. Wir ersetzen nun ∆j durch M in der Sequenz ∆1, . . . ,∆n sowie die
Wirkung von G auf ∆j durch die auf M . Dadurch gilt ∆i ∩∆j =∅, jedoch sind die
Wirkungen von G auf ∆i und ∆j äquivalent. Dies wiederholen wir für alle Paare
(i, j) ∈ {1, . . . ,n}× {1, . . . ,n} mit den Eigenschaften i , j und ∆i ∩∆j , ∅ so lange,
bis ∆1, . . . ,∆n paarweise disjunkt sind. Sei nun

Ω :=
n⋃
i=1

∆i.

Wir überprüfen nun, ob (G,Ω) ein RF-Paar ist und (i) bis (iii) des Lemmas
gelten. Die Wirkung von G auf ∆1, . . . ,∆n induziert eine Wirkung von G auf der
Menge Ω. Unter dieser induzierten Wirkung folgt, dass es in Ω genau n nicht-
reguläre Bahnen gibt, nämlich ∆1, . . . ,∆n, und dass (G,Ω) ein RF-Paar ist. Nach
Konstruktion von ∆1, . . . ,∆n folgen (ii) und (iii) des Lemmas.
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Lemma 4.5
Seien (G,Ω) ein RF-Paar und B die Menge der nicht-regulären Bahnen von Ω

unter der Wirkung von G. Dann gibt es ein n ∈ N0 und nichttriviale Elemente
x1, . . . ,xn ∈G so, dass gilt:

(i) |B|= n.

(ii) Für alle ∆ ∈B gibt es ein i ∈ {1, . . . ,n} und ein α ∈ ∆ so, dass Gα = 〈xi〉 ist.

(iii) Umgekehrt gibt es für alle i ∈ {1, . . . ,n} ein ∆ ∈ B und ein α ∈ ∆ so, dass
Gα = 〈xi〉 gilt.

Beweis
Zu (i): Da (G,Ω) ein RF-Paar ist, ist nach Definition 4.1 (iii) schon B endlich. Sei
n ∈ N0 so, dass |B| = n gilt. Ist n = 0, so sind wir fertig. Seien also n ≥ 1 und
∆1, . . . ,∆n ⊆Ω so, dass B=: {∆1, . . . ,∆n} gilt.

Für alle i ∈ {1, . . . ,n} sei αi ∈ ∆i beliebig. Mit Definition 4.1 gibt es dann ein
xi ∈G so, dass Gαi = 〈xi〉 gilt. Nun erfüllen die αi zusammen mit den xi die Punkte
(ii) und (iii) des Lemmas.

Definition 4.6 (Induzierte RF-Menge, RF-Elemente, Äquivalenz)
Seien n ∈N0 und x1, . . . ,xn ∈G#.

Ist Ω wie in Lemma 4.4, so nennen wir Ω die von x1, . . . ,xn induzierte RF-
Menge und (G,Ω) das von x1, . . . ,xn induzierte RF-Paar.

Ist nun (G,Ω) ein RF-Paar und sind n ∈N0 und x1, . . . ,xn wie in Lemma 4.5,
so nennen wir x1, . . . ,xn RF-Elemente von (G,Ω).

Seien (G,Ω) und (G,∆) zwei RF-Paare, n,m ∈ N0 sowie x1, . . . ,xn ∈ G RF-
Elemente von (G,Ω) und y1, . . . ,ym ∈G RF-Elemente von (G,∆). Genau dann nen-
nen wir Ω und ∆ äquivalent, wenn n=m ist und Folgendes gilt:

Es gibt ein ϕ ∈ Sn so, dass für alle i ∈ {1, . . . ,n} schon 〈xi〉 zu 〈yiϕ〉 konjugiert
ist in G.

Lemma 4.7
Seien (G,Ω) ein RF-Paar, n ∈ N0 und x1, . . . ,xn ∈ G RF-Elemente zu (G,Ω).
Sei weiter ∆ die von x1, . . . ,xn induzierte RF-Menge. Dann sind (G,Ω) und (G,∆)
äquivalent.

Beweis
Die gesuchte Bijektion ist idn und das jeweils konjugierende Element in G ist 1G.

Wir stellen nun eine Möglichkeit vor, Informationen über die Wirkung einer Gruppe
auf einer RF-Menge festzuhalten. Dabei ist nur Eigenschaft (i) der nachfolgenden
Definition für RF-Mengen nötig. Mit der zweiten Eigenschaft der Definition öffnen
wir den Pfad zu Verzweigungsdaten von kompakten Riemannschen Flächen. Diesen
werden wir anschließend verdeutlichen.
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Definition 4.8 (Hurwitzdatum, HD)
Seien (G,Ω) eine RF-Menge, B die Menge der nicht-regulären Bahnen von Ω un-
ter der Wirkung von G und M := {|∆| | ∆ ∈B} die Menge der Bahnlängen von
Elementen aus B. Weiter seien r := |M| sowie k1, . . . ,kr ∈N so, dass k1 > .. . > kr
und M= {k1, . . . ,kr} ist.1 Genau dann heißt die Liste

[
G,g,g0 | [m1,n1], . . . , [mr,nr]

]
Hurwitzdatum (kurz HD) zu Ω, wenn gilt:

(i) Für alle i ∈ {1, . . . , r} gilt mi = |G|
ki

und ni ist die Anzahl der Bahnen in B mit
Mächtigkeit ki.

(ii) Es ist g0 ∈N0 so, dass

g := 1 + |G|2

2(g0− 1) +
r∑
j=1

nj

(
1− 1

mj

)≥ 2 (4.1)

und g eine natürliche Zahl ist.

Wir nennen die Zahlen m1, . . . ,mr Verzweigungszahlen und die Zahlen n1, . . . ,nr
Vielfachheiten. Wir bezeichnen g als Geschlecht und g0 als Cogeschlecht. Die Glei-
chung (4.1) nennen wir Hurwitzformel.

Die Hurwitzformel in Definition 4.8 (ii) ist eine Formel aus der Theorie der kom-
pakten Riemannschen Flächen (vgl. Theorem II.4.16 und Corollary III.3.7 in [Mir]).
Jede kompakte Riemannsche Fläche, auf der eine endliche Gruppe von Automorphis-
men operiert, erfüllt diese Hurwitzformel. Dadurch ist sie für uns ein notwendiges
Kriterium für die Verbindung von Riemannsche Flächen und RF-Mengen.

Bemerkung 4.9 (Hurwitzdaten und Verzweigungsdaten)
Nach (1.1) in [Bro] können wir zu der treuen Wirkung einer Gruppe G auf einer
kompakten Riemannschen Fläche X ein Verzweigungsdatum (g0 : k1, . . . ,kt) definie-
ren, wobei t die Anzahl der Verzweigungspunkte der Projektion X→ X/G ist, also
die Anzahl |B| der nicht-regulären Bahnen in X/G, sowie k1, . . . ,kt die Quotienten
aus |G| und Bahnlänge der Elemente von B sind und g0 das Geschlecht von X/G
ist.

Hurwitzdaten (siehe Definition 4.8) sind eine Abwandlung dieser Verzweigungs-
daten. Im Folgenden beschreiben wir, wie aus einem Hurwitzdatum ein Verzwei-
gungsdatum (kurz VD) wird und umgekehrt. Sei dazu X eine kompakte Riemann-
sche Fläche vom Geschlecht g ≥ 2 so, dass G Aut(X) ist und X/G das Geschlecht
g0 ≥ 0 hat.
Ist l :=

[
G,g,g0

∣∣ [m1,n1], . . . , [mr,nr]
]
ein HD zu X und G, so ist das zugehörige VD

(g0 : m1, . . . ,m1︸          ︷︷          ︸
n1-mal

, . . . ,mr, . . . ,mr︸          ︷︷          ︸
nr-mal

).

1DaM eine Menge ist, enthält sie keine Zahlen doppelt. Daher können wir eine strikte Ordnung
von k1, . . . ,kr voraussetzen.
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Sei umgekehrt (g0 : k1, . . . ,kt) ein VD zu X und G, wobei k1 ≤ . . . ≤ kt gelte. Da
k1, . . . ,kt nicht notwendigerweise paarweise verschieden sind, seienM := {k1, . . . ,kt},
r := |M | und M = {m1, . . . ,mr} mit m1 < .. . < mr. Für alle i ∈ {1, . . . , r} sei ni die
Anzahl, wie oft mi in k1, . . . ,kt vorkommt. Dann ist[

G,g,g0
∣∣ [m1,n1], . . . , [mr,nr]

]
das zum VD (g0 : k1, . . . ,kt) gehörige HD.

Beispiel 4.10

(i) Sei wieder X die Kleinsche Kurve. Dann ist [PSL2(7),3,0 | [2,1] , [3,1] , [7,1]] ein
Hurwitzdatum zu X, siehe [Mac2] und Beispiel 4.2 (i).

(ii) Ist X die MacBeath Kurve, so ist [PSL2(8),7,0 | [2,1] , [3,1] , [7,1]] ein HD zu X,
siehe [Mac1] und Beispiel 4.2 (ii).

(iii) Seien G = S4 und Ω die RF-Menge aus Beispiel 4.2 (iii). Dann ist
[G,21,1 | [2,2] , [3,1]] ein HD zu Ω:
G hat mit Beispiel 4.2 (iii) drei nicht-reguläre Bahnen ∆1, ∆2 und ∆3 in Ω.
Dabei sind |∆1|= |∆2|= 12 und |∆3|= 8. Daher gilt m1 = 2 und n1 = 2 sowie
m2 = 3 und n2 = 1 nach Definition 4.8 (i). Ferner gilt Eigenschaft (ii) der
Definition für g0 = 1, da

g= 1 + |G|2

2(g0− 1) +
r∑
j=1

nj

(
1− 1

mj

)
= 1 + 12

(
2 · 0 + 2 ·

(
1− 1

2

)
+ 1 ·

(
1− 1

3

))
= 1 + 12

(
1 + 2

3

)
= 1 + 12 · 53 = 21≥ 2

und g eine natürliche Zahl ist.

Bemerkung 4.11
Seien (G,Ω) ein RF-Paar und l :=

[
G,g,g0

∣∣ [m1,n1], . . . , [mr,nr]
]
ein HD zuΩ. Seien

B, M und k1, . . . ,kr, m1, . . . ,mr, n1, . . . ,nr wie in Definition 4.8.

(i) Wegen Definition 4.8 (i) sind m1 < .. . < mr und n1, . . . ,nr > 0.

(ii) Ist r = 0, also B=M=∅, so schreiben wir
[
G,g,g0

∣∣ 0] statt [G,g,g0 | ].

(iii) Seien ∆ ∈B und i ∈ {1, . . . , r} so, dass |∆|= ki ist. Dann ist für alle α ∈ ∆ schon
|Gα|=mi, da ∆ eine G-Bahn ist und |Gα|= |G|

|∆| = |G|
ki

=mi nach Definition 4.8
gilt.
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(iv) In dieser Arbeit werden wir folgende Schreibweise verwenden:

„l = [G,g,g0 | [2,n1] , [3,n2]] für bzw. mit g0 > 0 und n1,n2 ∈ {0,1,2}“.

Das ist eine Kurzform dafür, dass l für alle g0 ∈N folgende Ausdrücke anneh-
men kann:

• l =
[
G,g,g0

∣∣ 0] (hier n1 = 0 und n2 = 0)
• l = [G,g,g0 | [2,1]] (hier n1 = 1 und n2 = 0)
• l = [G,g,g0 | [3,1]] (hier n1 = 0 und n2 = 1)
• l = [G,g,g0 | [2,1] , [3,1]] (hier n1 = 1 und n2 = 1)
• l = [G,g,g0 | [2,1] , [3,2]] (hier n1 = 1 und n2 = 2)
• l = [G,g,g0 | [2,2] , [3,1]] (hier n1 = 2 und n2 = 1)
• l = [G,g,g0 | [2,2] , [3,2]] (hier n1 = 2 und n2 = 2)

Mit dem Fall l =
[
G,g,g0

∣∣ 0] (hier n1 = 0 und n2 = 0) werden wir uns jedoch
separat beschäftigen, wodurch wir in den meisten Fällen n1 + . . .+nr ≥ 1 für
HD

[
G,g,g0

∣∣ [m1,n1], . . . , [mr,nr]
]
fordern werden.

(v) Hurwitz-Daten geben uns einerseits Informationen über die Operation von G
auf Ω durch die Ordnung der Punktstabilisatoren und der Anzahl an, wie
viele nicht-reguläre Bahnen es zu jeder Stabilisatorordnung gibt. Andererseits
halten wir die Zahlen g und g0 fest, die später in der Anwendung von RF-
Mengen und Hurwitzdaten auf Riemannsche Flächen eine Interpretation als
Geschlecht bekommen.

Nachfolgend zeigen wir, dass die Existenz eines Hurwitzdatums zu einem RF-Paar
(G,Ω) an eine zusätzliche Voraussetzung geknüpft ist.

Lemma 4.12
Sei (G,Ω) ein RF-Paar. Falls |G| gerade ist, sei zusätzlich die Anzahl der nicht-
regulären G-Bahnen von Ω mit ungerader Länge gerade.

Dann gibt es r,m1, . . . ,mr,n1, . . . ,nr ∈ N0 sowie g,g0 ∈ N0 mit g ≥ 2 so, dass
l :=

[
G,g,g0

∣∣ [m1,n1], . . . , [mr,nr]
]
ein HD zu Ω ist.

Beweis
Mit Definition 4.1 seien n ∈N0 und B := {∆1, . . . ,∆n} die Menge der nicht-regulären
Bahnen von G in der Operation auf Ω.

Schritt 1: Der Fall n= 0:

Ist n= 0, also B=∅, so seien g0 ≥ 2 beliebig und

g := 1 + |G|2 (2g0− 2) = 1 + |G|(g0− 1)≥ 1 + |G| ≥ 2.

Dann ist l =
[
G,g,g0

∣∣ 0] ein HD zu Ω mit Definition 4.8. �
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Schritt 2: Konstruktion von r,m1, . . . ,mr,n1, . . . ,nr:

Wegen Schritt 1 sei n > 0. Mit Lemma 4.5 gibt es Elemente x1, . . . ,xn ∈ G#

so, dass für alle i ∈ {1, . . . ,n} ein αi ∈ ∆i derart existiert, dass Gαi = xi gilt. Seien
M := {o(xi) | i ∈ {1, . . . ,n}} und r := |M|. Da n > 0 ist, folgt r > 0.

Seien m1, . . . ,mr ∈ N so, dass m1 < m2 < .. . < mr und M = {m1, . . . ,mr} ist.
Für alle ∆ ∈B gibt es dann ein i ∈ {1, . . . , r} so, dass |∆|= |G|

mi
gilt, da G endlich ist.

Für alle i ∈ {1, . . . ,n} sei ni die Anzahl der Bahnen in B mit Mächtigkeit |G|mi
. �

Seien jetzt R :=
r∑
i=1

ni
(
1− 1

mi

)
=

r∑
i=1

ni
mi−1
mi

und T := |G|·R
2 .

Schritt 3: T ist eine natürliche Zahl:

Zunächst ist |G|mi
∈N für alle i ∈ {1, . . . ,n} mit dem Satz von Lagrange. Sei zuerst

|G| ungerade. Dann gilt für alle i ∈ {1, . . . , r}, dass mi ungerade und mi− 1 gerade
ist. Daher folgt

T = |G|·R
2 = |G|

m1︸︷︷︸
∈N

· n1︸︷︷︸
∈N

· m1−1
2︸  ︷︷  ︸
∈N

+ . . .+ |G|
mr︸︷︷︸
∈N

· nr︸︷︷︸
∈N

· mr−1
2︸  ︷︷  ︸
∈N

∈N.

Sei nun |G| gerade. Wir sortieren zunächst m1, . . . ,mr. Seien k ∈ {1, . . . , r} fest
und m̂1, . . . , m̂r so, dass {m̂1, . . . , m̂r} = {m1, . . . ,mr} gilt, und so, dass für alle
i ∈ {1, . . . ,k} und alle j ∈ {k+ 1, . . . , r} gilt, dass |G|m̂i

ungerade und |G|m̂j
gerade ist.

Sei i ∈ {1, . . . , r} beliebig. Ist j ∈ {1, . . . , r} so, dass m̂i = mj gilt, dann definiere

n̂i := nj . Seien weiter T− := |G|
2 ·

k∑
i=1

n̂i
(
1− 1

m̂i

)
und T+ := |G|

2 ·
r∑

i=k+1
n̂i
(
1− 1

m̂i

)
.

Dann gilt T = T+ +T−.
Zunächst zu T+: Nach Wahl ist |G|m̂i

gerade für alle i ∈ {k+ 1, . . . , r}. Daher gilt
wieder mit dem Satz von Lagrange

T+ = |G|
2m̂k+1︸   ︷︷   ︸
∈N

· n̂k+1︸  ︷︷  ︸
∈N

·(m̂k+1− 1)︸          ︷︷          ︸
∈N

+ . . .+ |G|
2m̂r︸︷︷︸
∈N

· n̂r︸︷︷︸
∈N

·(m̂r − 1)︸       ︷︷       ︸
∈N

∈N0.

Ferner ist genau dann T+ = 0, wenn r− k = 0 gilt.

Nun zu T−: Für alle i ∈ {1, . . . ,k} ist Ki := |G|
m̂i
· n̂i · (m̂i− 1) =

n̂i∑
j=1

|G|
m̂i
· (m̂i− 1)

eine Summe mit n̂i gleichen und ungeraden Summanden. Daher ist 2T− =
k∑
i=1

Ki

eine Summe von n̂1 + . . .+ n̂k Summanden, die ungerade sind. Nach Voraussetzung
ist n̂1 + . . .+ n̂k gerade, also 2T− eine gerade natürliche Zahl oder 0 und nur genau

dann 0, wenn k = 0 gilt. Also ist T− = 1
2

k∑
i=1

Ki eine natürliche Zahl oder 0 und nur
genau dann 0, wenn k = 0 gilt.

Nun ist T = T−+ T+ eine natürliche Zahl oder 0 und nur genau dann 0, wenn
T+ und T− beide 0 sind. Das ist genau dann der Fall, wenn k = 0 und r− k = 0
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gleichzeitig gilt. Da jedoch n > 0 nach Voraussetzung ist, folgt r > 0. Also ist T , 0.
�

Schritt 4: Konstruktion von g0 und g:
Da T nach Schritt 3 eine natürliche Zahl und echt größer als 0 ist, können wir

nun g0 anhand von einem Kriterium wählen:
Falls 1≤ T ≤ |G| gilt, so sei g0 ≥ 1 beliebig. Andernfalls sei g0 ≥ 0 beliebig. Wir

setzten g := 1 + |G|(g0− 1) +T . �

Schritt 5: Nachweis, dass l :=
[
G,g,g0

∣∣ [m1,n1], . . . , [mr,nr]
]
ein HD zu Ω ist:

Schritt 2 liefert genau die Eigenschaften der Definition 4.8 (i) eines HD. Wir
überprüfen noch Eigenschaft (ii) der Definition 4.8. Es gilt

1 + |G|2

(
2(g0− 1) +

r∑
i=1

ni
(
1− 1

mi

))

= 1 + |G|2 2(g0− 1) + |G|2

r∑
i=1

ni
(
1− 1

mi

)
= 1 + |G|(g0− 1) +T = g

nach Schritten 2 und 4. Da T ∈N nach Schritt 3 gilt und |G|(g0− 1) ∈ Z ist, folgt
g ∈ Z. Falls g0 = 0 gilt, so ist T ≥ |G|+ 1 nach Schritt 4. Dann gilt

g= 1 + |G|(g0− 1) +T ≥ 1− |G|+ |G|+ 1≥ 2.

Ist g0 = 1, so folgt T ≥ 1 und dann gilt g ≥ 1 + 0 + 1 ≥ 2. Falls g0 ≥ 2 ist, gilt
g ≥ 1 + |G| + 1 ≥ 2. In allen Fällen ist also g eine ganze Zahl und größer oder
gleich 2. Damit ist l ein HD für Ω.

In Lemma 4.12 haben wir gezeigt, dass die Existenz eines Hurwitzdatums zu einem
RF-Paar (G,Ω) an die Existenz von einer geraden Anzahl an nicht-regulären G-Bah-
nen von Ω von ungerader Länge gebunden ist. Die zusätzliche Voraussetzung im
Lemma für Gruppen G von gerader Ordnung ist notwendig, um Eigenschaft (ii) der
Definition 4.8 nachweisen zu können.

Wir werden jedoch mit einfachen, nicht-abelschen Gruppen G arbeiten. Da G
einfach und nicht-abelsch ist, ist einerseits |G| stets durch 2 teilbar (siehe das Odd-
Order-Theorem [FeTh]). Andererseits ist G keine 2-Gruppe, weil 2-Gruppen nil-
potent sind (siehe 5.1.3 in [KuSt]). Ferner besitzt G nicht-zyklische Sylow 2-Un-
tergruppen von Ordnung mindestens 4, da andernfalls G mit 7.2.2 in [KuSt] ein
nichttriviales 2-Komplement von ungerader Ordnung besitzt. Jedoch ist G einfach
und besitzt damit keine nichttrivialen Normalteiler.

Ist also Ω eine RF-Menge von G und α ∈ Ω, so ist Gα die triviale Gruppe
oder zyklisch mit Definition 4.1 (iv). Dadurch kann mit obiger Betrachtung kein
Punktstabilisator in der Operation von G auf Ω eine Sylow 2-Untergruppe von G
enthalten, wodurch alle G-Bahnen von Ω eine gerade Länge haben.

Wir werden nun zeigen, dass wir zu jedem Hurwitzdatum eine RF-Menge kon-
struieren können:
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Lemma 4.13
Seien T :=

{
n ∈N

∣∣∣ ∃g ∈G# : o(g) = n
}
und l :=

[
G,g,g0

∣∣ [m1,n1], . . . , [mr,nr]
]
ei-

ne Liste mit folgenden Eigenschaften:

(i) Es ist 0 ≤ r ≤ |T |, ferner sind m1, . . . ,mr ∈ T paarweise verschieden und
n1, . . . ,nr ∈N.

(ii) Es gibt ein g0 ∈N0 so, dass

g := 1 + |G|2

2(g0− 1) +
r∑
j=1

nj

(
1− 1

mj

)
eine natürliche Zahl und g≥ 2 ist.

Dann gibt es ein m ∈N0, Elemente x1, . . . ,xm ∈G# so, dass l ein Hurwitzdatum zu
der von x1, . . . ,xm induzierten RF-Menge ist.

Beweis
Seien l :=

[
G,g,g0

∣∣ [m1,n1], . . . , [mr,nr]
]
und m := n1 + . . .+nr. Wegen (i) besitzt G

Elemente der Ordnung m1, . . . ,mr. Seien weiter x1, . . . ,xn1 ∈ G von Ordnung m1,
xn1+1, . . . ,xn1+n2 ∈ G von Ordnung m2, etc. xn1+...+nr−1+1, . . . ,xn1+...+nr ∈ G von
Ordnung mr. Insbesondere sind m1, . . . ,mr verschieden von 1 nach der Definition
von T . Daher sind auch x1, . . . ,xm nichttrivial. Sei Ω die von x1, . . . ,xm induzierte
RF-Menge. Dann ist l wegen (ii) des Lemmas und nach Definition 4.8 ein HD zu Ω.

Hurwitzdaten sind an Verzweigungsdaten von Riemannschen Flächen angelehnt. In
der Literatur (z.B. [Bre] und [Bro]) ist es üblich, dass zu jedem Verzweigungsdatum
die Existenz einer Riemannschen Fläche vorausgesetzt wird. Wir wollen jedoch ge-
wisse Verzweigungen und damit Wirkungen von Gruppen auf Riemannschen Flächen
untersuchen, ohne zuerst die Existenz einer zugehörigen Fläche nachweisen zu müs-
sen. Dazu wurden RF-Mengen und Hurwitzdaten eingeführt. Durch Lemma 4.13
genügt es, Hurwitzdaten anzugeben, ohne die Existenz einer RF-Menge zuvor zu
fordern. Das halten wir fest:

Definition 4.14
Seien T :=

{
n ∈N

∣∣∣ ∃g ∈G# : o(g) = n
}
und l :=

[
G,g,g0

∣∣ [m1,n1], . . . , [mr,nr]
]
ei-

ne Liste. Wir nennen l genau dann Hurwitzdatum, wenn l die Eigenschaften (i) und
(ii) von Lemma 4.13 erfüllt. Ferner nennen wir die nach Lemma 4.13 zu l gehörigen
Elemente x1, . . . ,xm dann zugehörige RF-Elemente.

Lemma 4.15
Sei l :=

[
G,g,g0

∣∣ [m1,n1], . . . , [mr,nr]
]
eine Liste, die Teil (i) der Definition 4.8 bzw.

des Lemmas 4.13 erfüllt. Seien k := n1+. . .+nr ≥ 1 und R :=
r∑
i=1

ni ·
(
1− 1

mi

)
. Dann

gilt:

89



(i) R< 2 genau dann, wenn eine der folgenden Bedingungen gilt:

• Es gilt k ≤ 2 und für alle i ∈ {1, . . . , r} ist mi beliebig,
• es sind k = 3 und l = [G,g,g0 | [2,2] , [m2,1]], wobei m2 beliebig ist, oder
• es gilt k = 3 und l ∈ {[G,g,g0 | [2,1] , [3,2]], [G,g,g0 | [2,1] , [3,1] , [4,1]],

[G,g,g0 | [2,1] , [3,1] , [5,1]]}.

(ii) R= 2 genau dann, wenn eine der folgenden Bedingungen gilt:

• Es gilt k = 3 und l ∈ {[G,g,g0 | [2,1] , [3,1] , [6,1]], [G,g,g0 | [2,1] , [4,2]],
[G,g,g0 | [3,3]]} oder

• es gilt k = 4 und l = [G,g,g0 | [2,4]].

(iii) Wenn R> 2 ist, dann gilt R> 2 + 1
42 .

Ist ferner l ein HD und gilt R≤ 2, so ist g0 ≥ 1.

Beweis
Die Aussagen in (i) bis (iii) stehen in Lemma 3.8 in [Mir]. Seien also l ein HD und
R≤ 2. Angenommen, es gilt g0 = 0. Dann folgt mit der Hurwitz-Formel (4.1):

2≤ 2(g− 1) = |G| · (2(g0− 1) +R)
≤ |G| · (2 · (0− 1) + 2)
= |G| · 0 = 0,

ein Widerspruch zur Voraussetzung g≥ 2 für Hurwitzdaten.

4.2 Ausnahme-Hurwitzdaten und einfache Gruppen
Wir erinnern nochmal an den Begriff Fixität aus Definition 1.1. Eine Gruppe G
operiert genau dann auf einer Menge Ω mit Fixität k ∈ N0, wenn es ein Element
g ∈G# gibt so, dass |fixΩ(g)|= k gilt, und kein nichttriviales Element von G mehr
als k Punkte in Ω fest lässt. Wenn wir dabei die Menge Ω oder die Ordnung m ∈N
eines Punktstabilisators in einer transitiven Operation von G auf einer Menge Ω aus
dieser Definition spezifizieren wollen, so schreiben wir auch G hat Fixität k bzgl. Ω
bzw. G hat Fixität k bzgl. m.

In diesem Teilabschnitt wollen wir nun die Grundlage für das Studium von Grup-
penoperationen auf RF-Mengen mit Fixität höchstens 4 legen. Dazu beweisen wir
zunächst ein Resultat, mit dem man Fixpunkte einer solchen Operation zählen kann,
bevor wir eine weitere Klasse von speziellen Hurwitzdaten motivieren und definieren.

Das nachfolgende Lemma ist angelehnt an ein Lemma (vgl. Lemma 10.4 in [Bre]
oder Gleichung (2.17) in [Bro, S. 244]) über die Anzahl der Fixpunkte von Au-
tomorphismen von kompakten Riemannschen Flächen. Da wir dieses Resultat für
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Gruppenoperationen auf RF-Mengen benötigen, beweisen wir es erneut. Wir haben
in diesem Lemma und dem Beweis bewusst X,X+ und X− als Listen und nicht
als Mengen geschrieben, da die RF-Elemente x1,1, . . . ,x1,n1 , . . . ,xr,1, . . . ,xr,nr nicht
notwendig paarweise verschieden sind, wir jedoch alle diese Elemente mit der An-
zahl, wie oft sie jeweils in x1,1, . . . ,xr,nr vorkommen, für die korrekte Anzahl an
Fixpunkten benötigen.

Lemma 4.16 (Fixpunkte in RF-Mengen)
Seien l :=

[
G,g,g0

∣∣ [m1,n1], . . . , [mr,nr]
]
ein HD sowie x1,1, . . . ,x1,n1 , . . . ,xr,1, . . . ,

xr,nr ∈G# zugehörige RF-Elemente, Ω die induzierte RF-Menge und X := [x1,1, . . . ,
x1,n1 , . . . ,xr,1, . . . ,xr,nr ]. Für alle g,h ∈G# sei

αg(h) :=
{

1, falls h zu einer Potenz von g konjugiert ist,
0, sonst.

Dann ist für alle g ∈G# durch |NG(〈g〉)| · ∑
x∈X

αx(g)
o(x) die Anzahl der Fixpunkte von g

in Ω gegeben.

Beweis
Sei g ∈G# beliebig.

Schritt 1: Anzahl der Fixpunkte von g in einer G-Bahn von Ω:

Sei ∆ ⊆ Ω eine G-Bahn. Ist die Operation von G auf ∆ regulär, so folgt sofort
|fix∆(g)| = 0, da nach Wahl g , 1G gilt. G operiere also nicht-regulär auf ∆. Da
Ω eine von x1,1, . . . ,x1,n1 , . . . ,xr,1, . . . ,xr,nr induzierte RF-Menge ist, gibt es nach
Lemma 4.4 ein x ∈X und ein α ∈ ∆ derart, dass Gα = 〈x〉 gilt.

Fall 1: Sei g zu einer Potenz von x in G konjugiert. Seien h,y ∈ G so, dass xy = h
und g ∈ 〈h〉 gilt. Dann folgt g ∈ 〈x〉y =Gαy . Da Gαy = (Gα)y zyklisch ist, gilt
〈g〉G ∩Gαy = 〈g〉Gαy . Mit Lemma 1.2 und wegen Gαy = 〈h〉 folgt nun

|fix∆(g)|= |NG(〈g〉)|∣∣NGαy (〈g〉)
∣∣ = |NG(〈g〉)|

|Gαy |
= |NG(〈g〉)|

o(x) .

Fall 2: Sei g nicht zu einer Potenz von x in G konjugiert. Dann folgt für alle β ∈ ∆
schon g <Gβ . Also gilt

|fix∆(g)|= 0 = 0 · |NG(〈g〉)|
o(x) .

�

Schritt 2: Anzahl der Fixpunkte von g in ganz Ω:

Da Ω eine von x1,1, . . . ,x1,n1 , . . . ,xr,1, . . . ,xr,nr induzierte RF-Menge ist, ist
n1 + . . .+nr mit Lemma 4.4 die Anzahl der nicht-regulären G-Bahnen vonΩ. Ferner
liefert selbiges Lemma, dass es zu jedem x ∈ [x1,1, . . . ,x1,n1 , . . . ,xr,1, . . . ,xr,nr ] = X
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eine nicht-reguläre G-Bahn ∆ ⊆ Ω so gibt, dass 〈x〉 ein Punktstabilisator in der
Operation von G auf ∆ ist und umgekehrt.

Seien also X+ := [y ∈ X | g ist in G zu einer Potenz von y konjugiert ] und
X− := [y ∈ X | g ist nicht zu einer Potenz von y in G konjugiert ]. Dann ist mit
Schritt 1 und nach Wahl von X+ schon

|fixΩ(g)|=
∑
x∈X+

|NG(〈g〉)|
o(x)

=
∑
x∈X+

1 · |NG(〈g〉)|
o(x) +

∑
y∈X−

0 · |NG(〈g〉)|
o(y)

= |NG(〈g〉)| ·
∑
x∈X

αx(g)
o(x) .

Wie der Frage 2 dieser Arbeit zu entnehmen ist, wollen wir Gruppenwirkungen von
Fixität maximal 4 auf kompakten Riemannschen Flächen untersuchen. Mit Lemma
4.3 ist es uns möglich diese Frage auf RF-Mengen zu erweitern.

Wir untersuchen nun die Wirkung einer Gruppe G auf einer RF-Menge Ω un-
ter der Voraussetzung, dass G mit Fixität maximal 4 auf Ω operiert. Unter dieser
Voraussetzung können wir mit Lemma 4.16 festhalten, dass G dann auch Fixität
maximal 4 auf den jeweiligen G-Bahnen von Ω hat. An diesem Punkt können wir
die Resultate des Projekts und damit die Inhalte von Kapitel 3 verwenden, da die
Stabilisatoren von Punkten von Ω in G nach Definition 4.1 (iv) zyklisch sind.

Bevor wir eine weitere Unterklasse von Hurwitzdaten definieren, die uns dem
Ziel einer Klassifikation der Wirkungen von einfachen, nicht-abelschen Gruppen auf
RF-Mengen mit Fixität höchstens 4 näher bringt, stellen wir folgendes Beispiel vor:

Beispiel 4.17
G wirkt auf ∆ := G/1 � G per Rechtsmultiplikation als transitive und reguläre Per-
mutationsgruppe, G operiert also mit Fixität 0 bzgl. ∆. Im Bezug auf RF-Mengen
gehört hierzu das HD

[
G,g,g0

∣∣ 0]. Ist G eine transitive Permutationsgruppe von
Fixität 1, so ist G eine Frobeniusgruppe mit Satz V.8.2 (a) aus [Hup1].

Sei G � S4 in der natürlichen Wirkung. Dann hat G Fixität 2 bzgl. 2 und gleich-
zeitig Fixität 4 bzgl. 2. Das liegt daran, dass G zwei Konjugiertenklassen von zykli-
schen Untergruppen der Ordnung 2 hat, nämlich 〈(12)〉G und 〈(12)(34)〉G.

In der Operation von G auf ∆1 := G/〈(12)〉 per Rechtsmultiplikation sind die
Punktstabilisatoren konjugiert zu U := 〈(12)〉. Diese haben Index 2 in ihren Nor-
malisatoren in G, denn es gilt NG(U) = 〈(12),(34)〉. Nach Lemma 1.2 haben die
Transposition (12) und alle zu (12) konjugierten Transpositionen jeweils genau zwei
Fixpunkte in ∆1.

In der Wirkung von G auf ∆2 :=G/〈(12)(34)〉 per Rechtsmultiplikation sind die
Punktstabilisatoren konjugiert zu 〈(12)(34)〉. Diese haben Index 4 in ihren Normali-
satoren, denn NG(〈(12)(34)〉) = 〈(1324),(34)〉 ist eine Sylow 2-Untergruppe von G.
Mit Lemma 1.2 hat jede Doppeltransposition vier Fixpunkte in ∆2.
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Definition 4.18 (Ausnahme-Hurwitzdatum, AHD)
Seien G eine Gruppe und l :=

[
G,g,g0

∣∣ [m1,n1], . . . , [mr,nr]
]
ein HD mit r ≥ 1. Für

alle i ∈ {1, . . . , r} gelte Folgendes:
Sei M die Menge aller G-Konjugiertenklassen von zyklischen Untergruppen der

Ordnung mi. Für alle a ∈ {1,2,3,4} sei ferner ta ∈ N0 die Anzahl der Konjugier-
tenklassen C ∈M , für die gilt, dass G für alle U ∈ C mit Fixität a auf G/U per
Rechtsmultiplikation wirkt.

Genau dann heißt l Ausnahme-Hurwitzdatum (kurz AHD), wenn

ni ≤ 4t1 + 2t2 + t3 + t4

für alle i ∈ {1, . . . , r} gilt.

Beispiel 4.19
Es ist l := [S4,9,0 | [2,1] , [3,1] , [4,2]] ein AHD:

Zunächst ist l ein HD, denn G := S4 hat Elemente der Ordnung 2, 3 und 4 und für
g0 = 0 und g= 9 gilt

1 + |G|2

2(g0− 1) +
r∑
j=1

nj

(
1− 1

mj

)
= 1 + 12

(
−2 +

(1
2 + 2

3 + 3
2

))
= 1 + 12

(2
3

)
= 1 + 8 = 9 = g≥ 2

Wir überprüfen Definition 4.18 für alle Verzweigungszahlen. Seien zuerst m = 2
und M die Menge aller G-Konjugiertenklassen von zyklischen Untergruppen der
Ordnung m. Dann ist M = {〈(12)〉G,〈(12)(34)〉G}. Bzgl. G/〈(12)〉 hat G Fixität 2
und bzgl. G/〈(12)(34)〉 operiert G mit Fixität 4 (siehe Beispiel 4.17). Es gilt also
t2 = 1 = t4 und t1 = t3 = 0. Nun ist 4t1 + 2t2 + t3 + t4 = 3≥ 1 = n1 erfüllt.

Seien m = 3 und M die Menge aller G-Konjugiertenklassen von zyklischen Un-
tergruppen der Ordnung m. Dann ist M = {〈(123)〉G}. Sei U := 〈(123)〉. Dann
ist NG(U) = 〈(123),(12)〉 isomorph zu S3. Insbesondere hat U Index 2 in seinem
Normalisator, also operiert G mit Fixität 2 auf G/U per Rechtsmultiplikation. Da
|M | = 1 ist, gilt t2 = 1 und t1 = t3 = t4 = 0. Es ist 4t1 + 2t2 + t3 + t4 = 2 ≥ 1 = n2
erfüllt.

Zuletzt sei m= 4 und M die Menge aller G-Konjugiertenklassen von zyklischen
Untergruppen der Ordnung m. Dann ist M = {〈(1234)〉G}. Sei U := 〈(1234)〉. Dann
ist NG(U) = 〈(1234),(24)〉 eine Sylow 2-Untergruppe. Insbesondere hat U Index 2 in
seinem Normalisator und G operiert mit Fixität 2 auf G/U per Rechtsmultiplikation.
Da |M |= 1 ist, gilt t2 = 1 und t1 = t3 = t4 = 0. Weiter ist

4t1 + 2t2 + t3 + t4 = 2≥ 2 = n3

erfüllt. Nun ist l ein AHD.

93



Lemma 4.20
Sei (G,Ω) ein RF-Paar mit HD l :=

[
G,g,g0

∣∣ [m1,n1], . . . , [mr,nr]
]
und G operiere

mit Fixität höchstens 4 auf Ω. Dann ist l ein AHD oder G operiert regulär.

Beweis
Sei die Operation von G auf l nicht-regulär. Dann gilt l ,

[
G,g,g0

∣∣ 0] und r ≥ 1. Da
l ein HD ist, gibt es mit den Lemmata 4.13 und 4.7 RF-Elemente x1,1, . . . ,x1,n1 , . . . ,
xr,1, . . . ,xr,nr ∈ G so, dass o(xi,j) = mi für alle i ∈ {1, . . . , r} und j ∈ {1, . . . ,ni} gilt
und Ω äquivalent zu der von x1,1, . . . ,xr,nr induzierten RF-Menge ist.

Sei i ∈ {1, . . . , r} beliebig. Da G mit Fixität k ∈ N, k ≤ 4 auf Ω operiert, gilt
|fixΩ(xi,j)| ≤ 4 für alle j ∈ {1, . . . ,ni}. Sei M die Menge aller G-Konjugiertenklassen
von zyklischen Untergruppen der Ordnung mi und für alle a ∈ {1,2,3,4} sei ta ∈N0
die Anzahl der Klassen C ∈M für die gilt, dass G mit Fixität a auf der Menge der
Rechtsnebenklassen von U ∈ C operiert. Sei N :=

{
〈xi,j〉G

∣∣∣ j ∈ {1, . . . ,ni}}. Dann
ist N ⊆M nach Voraussetzung.

Seien jetzt j ∈ {1, . . . ,ni} beliebig, U := 〈xi,j〉 und C := UG. Seien ferner m ∈N,
m≤ ni, die Anzahl der zyklischen Gruppen von 〈xi,1〉, . . . ,〈xi,ni〉, die in C enthalten
sind, sowie b ∈ {1,2,3,4} so, dass G mit Fixität b auf G/U per Rechtsmultiplika-
tion operiert. Mit Lemma 4.16 hat xi,j genau m · b viele Fixpunkte in Ω. Nach
Voraussetzung ist 1≤m · b≤ k ≤ 4. Damit gilt nun

m≤


1, falls b ∈ {3,4},
2, falls b= 2,
4, falls b= 1.

Da t1 + t2 + t3 + t4 die Gesamtheit aller Klassen D ∈M ist, für die G auf der Menge
der Rechtsnebenklassen von V ∈ D mit Fixität 1, 2, 3 oder 4 operiert und N ⊆M
gilt, folgt somit ni ≤ 4t1 + 2t2 + t3 + t4. Damit ist l ein AHD.

Unter der Vermutung 3.16 auf Seite 78 sind wir nun bereit, die AHD für endliche,
einfache und nicht-abelsche Gruppen zu klassifizieren. Wir schreiben explizit hin,
wann die Vermutung 3.16 eingeht. Dazu formulieren wir zunächst eine Voraussetzung
und erinnern an die in Bemerkung 4.11 (iv) auf Seite 85 vorgestellte Notation für
Hurwitzdaten.

Voraussetzung 4.21
Seien G einfach, nicht-abelsch und p eine Primzahl, n ∈N sowie q := pn. Weiter sei
l :=

[
G,g,g0

∣∣ [m1,n1], . . . , [mr,nr]
]
ein HD aus Tabelle 4.1 auf Seite 95 und so, dass

r ≥ 1 und n1 + . . .+nr ≥ 1 sowie ni ≥ 0 für alle i ∈ {1, . . . , r} gilt.
Ferner sei g0 ≥ 1, falls n1 + . . .+nr ≤ 2 gelte. Andernfalls sei g0 ≥ 0 oder es gelte

eine der Spezifikationen in der vierten Spalte der Tabelle 4.1 für g0.

Satz 4.22
Seien G einfach und nicht-abelsch sowie l :=

[
G,g,g0

∣∣ [m1,n1], . . . , [mr,nr]
]
ein HD.

Gilt Voraussetzung 4.21, so ist l ein AHD. Ist umgekehrt l ein AHD und gilt Ver-
mutung 3.16, so gilt Voraussetzung 4.21.
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Beweis
Es gelte zuerst Voraussetzung 4.21. Da l schon ein HD ist, genügt es, die Eigenschaf-
ten in Definition 4.18 für l nachzuweisen.

Da l eines der HD aus den Zeilen 1 bis 21 der Tabelle 4.1 von Voraussetzung
4.21 ist, finden wir G in mindestens einer der Tabellen 3.1 und 3.2 wieder. Sei
i ∈ {1, . . . , r} beliebig. Wir betrachten die Verzweigungszahl mi von l. Dann finden
wir mi ebenfalls in der Spalte zu |Gα| in den Tabellen 3.1 und 3.2. Mit Lemmata 3.5
und 3.15 gibt es ferner nur eine G-Konjugiertenklasse von zyklischen Untergruppen
von Ordnung mi. Sei also X G zyklisch von Ordnung mi.

Operiert G auf G/X mit Fixität 2 (siehe Tabelle 3.1, Zeilen 1 bis 4), so ist nach
den Zeilen 1 bis 21 der Tabelle 4.1 von Voraussetzung 4.21 schon ni ≤ 2. Hat die
Operation von G auf G/X jedoch Fixität 3 oder 4 (siehe Tabelle 3.1, Zeilen 5 bis 12
und Tabelle 3.2) so ist nach den Zeilen 1 bis 21 der Tabelle 4.1 von Voraussetzung
schon ni ≤ 1. Daher folgt mit Definition 4.18, dass l ein AHD ist.

Umgekehrt sei l ein AHD und es gelte Vermutung 3.16. Mit Lemma 4.13 seien
m := n1 + . . .+ nr, sowie x1, . . . ,xm ∈ G# RF-Elemente und Ω eine RF-Menge so,
dass l ein Hurwitzdatum zu Ω ist. Ferner sei B die Menge aller nicht-regulären
Bahnen von Ω unter der Operation von G. Da l ein AHD ist, gilt r ≥ 1. Ferner ist
die Operation von G auf den Elementen von B äquivalent zur Operation auf der
Menge der Nebenklassen von 〈x1〉, . . . ,〈xm〉.

Sei nun i ∈ {1, . . . , r} beliebig. Da ni , 0 ist, gibt es nach Definition 4.18 eine G-
Konjugiertenklasse C von zyklischen Untergruppen von Ordnung mi derart, dass für
alle U ∈ C schon G auf G/U mit Fixität maximal 4 operiert. Da G nach Vorausset-
zung einfach und nicht-abelsch ist, operiert G nicht mit Fixität 1 auf den Elementen
von B mit Lemma 3.1. Daher finden wir den Isomorphietyp von G und |U |=mi mit
Vermutung 3.16 in einer der Tabellen 3.1 oder 3.2. Genauer gesagt sind G und mi

die Gruppen und Punktstabilisatorordnungen aus den Tabellen 3.1 oder 3.2. Somit
sind bereits G und mi wie in der Tabelle 4.1 von Voraussetzung 4.21.

Wir müssen noch zeigen, dass ni und g0 wie in der Tabelle 4.1 sind. Zuerst
zu ni:

Sei dazuM die Menge aller G-Konjugiertenklassen von zyklischen Untergruppen
der Ordnung mi. Unter Vermutung 3.16 ist dann |M | = 1 mit den Lemmata 3.5
und 3.15. Nach Definition 4.18 gilt nun ni ≤ 2, falls G mit Fixität 2 auf G/U für ein
beliebiges U ∈ C ∈M operiert, bzw. ni ≤ 1 für Fixität 3 oder 4. Daher sind G, mi

und ni für alle i ∈ {1, . . . , r} wie in Tabelle 4.1 von Voraussetzung 4.21.
Für g0 sei jetzt R :=

r∑
i=1

ni
(
1− 1

mi

)
. Dann erhalten wir

R= 1∏r
i=1mi

·

 r∑
i=1

ni · (mi− 1) ·
r∏
j=1
j,i

mj

 .

Gilt G� PSL2(q) für jede ungerade Primzahlpotenz q ≥ 7, so ist S := |G|
2·
∏r

i=1mi
∈N
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mit der Wahl an m1, . . . ,mr für die jeweilige Gruppe G. Da insbesondere

T :=
r∑
i=1

ni · (mi− 1) ·
r∏
j=1
j,i

mj ∈N

gilt, ist auch |G|2 ·R eine natürliche Zahl.
Seien jetzt q ≥ 7 eine ungerade Primzahlpotenz, ε ∈ {1,−1} so, dass q ≡ ε mo-

dulo 4 gilt, sowie G � PSL2(q). Gibt es i, j ∈ {1, . . . , r} so, dass mi = q−ε
4 , mj = q−ε

2 ,
ni ≥ 1 und nj ≥ 1 gilt, nur dann ist S = |G|

2·
∏r

i=1mi
keine natürliche Zahl, sondern ein

Bruch mit Nenner mi. Jedoch ist mi ein Teiler von mj und damit auch von

r∏
j=1
j,k

mj

für alle k ∈ {1, . . . , r}. Nun wird jeder Summand in T von mi geteilt. Daher ist auch
hier |G|2 ·R= S ·T eine natürliche Zahl.

Da m1 ≥ 2 ist, gilt R ≥ 1− 1
2 = 1

2 . Weil G einfach und nicht-abelsch ist, folgt
|G| ≡ 0 modulo 4 mit dem Odd-Order-Theorem [FeTh] und 7.2.2 in [KuSt]. Damit
ist also stets 1+ |G|2 R≥ 1+ |G|4 eine natürliche Zahl. Da |G|2 ·2(g0−1) für alle g0 ≥ 0
eine ganze Zahl ist, folgt g= 1+ |G|2 R+ |G|2 ·2(g0−1) ∈ Z. Ferner ist nur dann g≤ 1,
wenn R ≤ 2 und g0 = 0 gilt. Nach Definition 4.8 muss jedoch g ≥ 2 sein. Lemma
4.15 liefert nun die möglichen Werte für g0 in Voraussetzung 4.21 sowie den Zeilen
1 bis 21 von Tabelle 4.1 so, dass g≥ 2 ist.
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5Realisierbarkeit von Hurwitzdaten

Zu Beginn des letzten Kapitels haben wir mit dem Riemannschen Existenzsatz be-
gründet, warum wir Gruppenoperationen auf kompakten Riemannschen Flächen
vom Geschlecht mindestens 2 untersuchen können, bevor wir die Existenz einer sol-
chen Fläche zu der jeweiligen Operation nachweisen müssen. Daraus ist das Konzept
der RF-Mengen und Hurwitzdaten entstanden. Der Fokus dieses Kapitels wird auf
dem Riemannschen Existenzsatz liegen (siehe Proposition 2.1 in [Bro] oder Theore-
me 3.2 und 3.9 in [Bre]). Dazu sei hier dieser Satz erwähnt:

Satz 5.1 (Riemannscher Existenzsatz)
Sei G eine Gruppe. Folgende Aussagen sind äquivalent:

(i) Es gibt eine kompakte Riemannsche Fläche X vom Geschlecht g ≥ 2 so, dass
G Aut(X) gilt und G mit dem Verzweigungsdatum [G,g,g0 | [m1,n1], . . . ,
[mr,nr]] auf X operiert, wobei g0 das Geschlecht von X/G ist.

(ii) Es gibt Elemente a1, . . . ,ag0 , b1, . . . , bg0 , c1,1, . . . , c1,n1 , . . . , cr,1, . . . , cr,nr ∈ G so,
dass gilt:

• Für alle i ∈ {1, . . . , r} und j ∈ {1, . . . ,ni} ist o(ci,j) =mi,

• es ist
g0∏
k=1

[ak, bk] ·
r∏
i=1

(
ni∏
j=1

ci,j

)
= 1G und

• 〈a1, . . . ,ag0 , b1, . . . , bg0 , c1,1, . . . , cr,nr〉=G.

Da wir in Lemma 4.3 gezeigt haben, dass jede kompakte Riemannsche Fläche eine
RF-Menge ist, werden wir in diesem Kapitel RF-Paare (G,Ω) mit Hurwitzdaten auf
die Eigenschaften in Satz 5.1 (ii) untersuchen. Wir definieren daher

Definition 5.2 (realisierbares Hurwitzdatum, RHD)
Sei l :=

[
G,g,g0

∣∣ [m1,n1], . . . , [mr,nr]
]
ein HD. Wir nennen l genau dann reali-

sierbares Hurwitzdatum (kurz RHD), wenn es a1, . . . ,ag0 ∈ G, b1, . . . , bg0 ∈ G und
c1,1, . . . , c1,n1 , . . . , cr,1, . . . , cr,nr ∈G derart gibt, dass folgendes gilt:

(RHD1) Die Elemente c1,1, . . . , cr,nr sind RF-Elemente zu l.

(RHD2) Es ist
g0∏
k=1

[ak, bk] ·
r∏
i=1

(
ni∏
j=1

ci,j

)
= 1G.

(RHD3) Es gilt 〈a1, . . . ,ag0 , b1, . . . , bg0 , c1,1, . . . , cr,nr〉=G.
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Beispiel 5.3

• Es ist l := [S4,9,0 | [2,1] , [3,1] , [4,2]] ein RHD:

Wir wissen bereits mit Beispiel 4.19, dass l ein AHD ist. Wir zeigen die Rea-
lisierbarkeit von l:
Da g0 = 0 ist, genügt es für die Realisierbarkeit von l Elemente ci,j zu kon-
struieren, die (RHD1), (RHD2) und (RHD3) erfüllen. Wir betrachten da-
bei G in der natürlichen Operation auf ∆ = {1,2,3,4}. Seien c1,1 := (12)(34),
c2,1 = (134), c3,1 = (1234) und c3,2 = (1423). Dann induzieren c1,1, c2,1, c3,1
und c3,2 zusammen eine RF-Menge Ω nach Lemma 4.4 und sind demnach
RF-Elemente. Das ist (RHD1). Für (RHD2) gilt:

c1,1c2,1c3,1c3,2 = (12)(34) ∗ (134) ∗ (1234) ∗ (1423) = (123) ∗ (132) = id4,

wobei ∗ die Hintereinanderausführung von Abbildungen ist. Für (RHD3) sei
T := 〈c1,1, c2,1, c3,1, c3,2〉. Da c2,1, c3,1 ∈ T sind, wird |T | von 3 und 4 geteilt.
Das bedeutet 12 ≤ |T | ≤ 24 = |G|. Da A4 die einzige Untergruppe von G vom
Index 2 ist und T die ungeraden Permutationen c3,1 = (1234) und c3,2 = (1423)
enthält, folgt T =G.

• Es ist l := [A4,2,0 | [2,1] , [3,2]] kein RHD. Da g0 = 0 und g= 2 gilt, folgt:

2 = g= 1 + |A4|
2

2(g0− 1) +
r∑
j=1

nj

(
1− 1

mj

)
= 1 + 6

(
−2 +

(1
2 + 4

3

))
= 1 + 6

(
−1

6

)
= 0 6≥ 2

Damit ist l kein HD.

Bemerkung 5.4
Seien l :=

[
G,g,g0

∣∣ [m1,n1], . . . , [mr,nr]
]
ein realisierbares HD und a1, . . . ,ag0 ∈ G,

b1, . . . , bg0 ∈ G und c1,1, . . . , c1,n1 , . . . , cr,1, . . . , cr,nr ∈ G so, dass (RHD1) bis (RHD3)
gilt. Aus (RHD1) folgt o(ci,j) =mi für alle i ∈ {1, . . . , r} und alle j ∈ {1, . . . ,ni}. Wir
werden häufig diese Eigenschaft nachweisen anstatt der ursprünglichen Eigenschaft,
dass ci,j für alle i ∈ {1, . . . , r} und j ∈ {1, . . . ,ni} RF-Elemente sind. Dies ist mit
Lemma 4.13 möglich.

Definition 5.5 (Realisierung)
Seien l :=

[
G,g,g0

∣∣ [m1,n1], . . . , [mr,nr]
]
ein RHD und

Rl :=
{(

(a1, . . . ,ag0),(b1, . . . , bg0),(c1,1, . . . , c1,n1 , . . . , cr,1, . . . , cr,nr)
) ∣∣∣∣

a1, . . . ,ag0 , b1, . . . , bg0 , c1,1, . . . , c1,n1 , . . . , cr,1, . . . , cr,nr ∈G,

die (RHD1), (RHD2) und (RHD3) für l erfüllen
}
.
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Ein Element von Rl heißt eine Realisierung für l, die Menge Rl heißt die Menge
aller Realisierungen von l. Wenn im Kontext g0, r und n1, . . . ,nr klar sind, schreiben
wir auch kurz ((ak),(bk),(ci,j)) (mit genau diesen Indizes i, j,k) für die Realisierung
((a1, . . . ,ag0),(b1, . . . , bg0),(c1,1, . . . , c1,n1 , . . . , cr,1, . . . , cr,nr)) ∈Rl.

Wir betrachten einige Spezialfälle der Definitionen 5.2 und 5.5:

Bemerkung 5.6
Seiein l :=

[
G,g,g0

∣∣ [m1,n1], . . . , [mr,nr]
]
ein RHD und ((ak),(bk),(ci,j)) eine Reali-

sierung von l.

• Im Fall g0 = 0 gilt 1 ≤ k ≤ g0 = 0 für den Index k von ak und bk. Daher
verschwinden ak und bk aus der Realisierung von l und diese vereinfacht sich
zu ((),(),(ci,j)). Des Weiteren verändern sich die Eigenschaften (RHD2) und
(RHD3) zu

(RHD2)
r∏
i=1

(
ni∏
j=1

ci,j

)
= 1G und

(RHD3) 〈c1,1, . . . , cr,nr〉=G.

• Falls G in seiner Wirkung via l nur regulären Bahnen besitzt, gilt r = 0. Dann
vereinfacht sich die Realisierung von l zu ((ak),(bk),()). Die Eigenschaften
(RHD2) und (RHD3) verhalten sich ähnlich zum oberen Fall:

(RHD2)
g0∏
k=1

[ak, bk] = 1G und

(RHD3) 〈a1, . . . ,ag0 , b1, . . . , bg0〉=G.

Die Eigenschaft (RHD1) ist aufgrund der Nichtexistenz von ci,j eine Aussage
über die leere Menge und daher wahr.

Folgendes Lemma ist von zentraler Bedeutung für diese Arbeit:

Lemma 5.7
Sei (G,Ω) ein RF-Paar mit RHD l :=

[
G,g,g0

∣∣ [m1,n1], . . . , [mr,nr]
]
. Dann gibt es

eine kompakte Riemannsche Fläche X vom Geschlecht g mit Bahnenraum X/G vom
Geschlecht g0 so, dass G Aut(X) gilt und dass Ω und X als RF-Mengen äquivalent
sind.
Insbesondere gilt:

Sind ((ak),(bk),(ci,j)) eine Realisierung zu l und g ∈ G#, so hat g genau dann
einen Fixpunkt in X, wenn i ∈ {1, . . . , r} und j ∈ {1, . . . ,ni} existieren so, dass g zu
einer Potenz von ci,j konjugiert ist in G.

Beweis
Da l ein realisierbares Hurwitzdatum ist, wählen wir ((ak),(bk),(ci,j)) als eine Rea-
lisierung von l. Ferner gilt für l die Hurwitz-Formel (siehe z.B. Corollary III.3.7 in
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[Mir] oder Definition 4.8 (ii)), weil l ein HD ist. Insbesondere ist g ≥ 2 nach De-
finition 4.8. Mit Theorem 5.1 gibt es dann eine kompakte Riemannsche Fläche X
vom Geschlecht g mit Bahnenraum X/G vom Geschlecht g0 und mit der Eigenschaft
G Aut(X) so, dass G mit dem Verzweigungsdatum l auf X operiert.

Mit [Bro, S. 244] hat ein Element g ∈G# einen Fixpunkt in X genau dann, wenn
es ein i ∈ {1, . . . , r} und ein j ∈ {1, . . . ,ni} gibt so, dass g zu einer Potenz von ci,j in G
konjugiert ist. Das heißt, dass die Wirkung von G auf jeder nicht-regulären G-Bahn
∆ ∈ X/G von X äquivalent zur Wirkung von G auf G/〈ci,j〉 per Rechtsmultiplikation
für geeignete i ∈ {1, . . . , r} und j ∈ {1, . . . ,ni} ist. Das bedeutet:

Wenn wir X nach Lemma 4.3 als eine RF-Menge auffassen, sind die zugehörigen
RF-Elemente genau c1,1, . . . , cr,nr . Damit sind X und Ω als RF-Mengen äquivalent.

Mit Lemma 4.20 wissen wir, dass wir zwei Fälle von Gruppenoperationen auf
RF-Mengen mit Hurwitzdaten auf Realisierbarkeit untersuchen müssen, einerseits
reguläre Operationen und andererseits Operationen, bei denen das zugehörige HD
ein AHD ist. Wir untersuchen zuerst den regulären Fall. Anschließend stellen wir
Werkzeuge vor, die für die Überprüfung der Realisierbarkeit von (Ausnahme-) Hur-
witzdaten nützlich sind.
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5.1 RF-Paare und Fixität 0
Voraussetzung 5.8
Sei (G,Ω) ein RF-Paar so, dass G regulär auf Ω operiert. Sei weiter G einfach und
nicht-abelsch.

Die erste Folgerung, die wir aus Voraussetzung 5.8 ziehen können, ist, dass Ω als
RF-Menge äquivalent zu G/1 ist, d.h. wir untersuchen Hurwitzdaten der Form[
G,g,g0

∣∣ 0]. Ferner wissen wir mit Theorem B in [AsGu], dass G als einfache und
nicht-abelsche Gruppe 2-erzeugt ist. Daraus können wir folgern:

Lemma 5.9
Es gelte Voraussetzung 5.8 und es sei l :=

[
G,g,g0

∣∣ 0] ein HD zu Ω mit g0 ≥ 2.
Dann ist l realisierbar.

Beweis
Wir konstruieren a1, . . .ag0 , b1, . . . , bg0 ∈ G und zeigen anschließend, dass das Tripel
((a1, . . .ag0),(b1, . . . , bg0),()) eine Realisierung für l ist.

Da G nach Voraussetzung einfach und nicht-abelsch ist, gibt es mit Theorem B
in [AsGu] Elemente x,y ∈ G so, dass G = 〈x,y〉 gilt. Es ist automatisch y < 〈x〉
und umgekehrt, da G nicht-abelsch ist. Weil g0 ≥ 2 nach Voraussetzung gilt, seien
a1 = x= b2 und a2 = y = b1. Für alle k ∈ {3, . . . ,g0} sei ak = bk = 1G.

(RHD1) ist sofort erfüllt für l und das Tripel ((a1, . . .ag0),(b1, . . . , bg0),()), da
es eine Aussage über die leere Menge ist. Es gilt (RHD2) für l und das Tripel
((a1, . . .ag0),(b1, . . . , bg0),()) wegen

[a1, b1][a2, b2] · · · [ag0 , bg0 ] = [x,y][x,y]−1 · 1G = 1G.

Ferner folgt (RHD3) für l aus G= 〈x,y〉. Damit ist eine Realisierung für l gefunden.

Lemma 5.10
Sei l :=

[
G,g,g0

∣∣ 0] eine Liste, die Teil (i) der Definition 4.8 erfüllt. Gilt g0 ≤ 1, so
ist l kein Hurwitzdatum.

Beweis
Es genügt, zu zeigen, dass g ≤ 1 mit der Hurwitzformel gilt (vgl. Teil (ii) der Defi-
nition 4.8):

g= 1 + |G|2 ·
(

2(g0− 1) +
r∑
i=1

ni ·
(
1− 1

mi

))
= 1 + |G|2 · (2(g0− 1) + 0) = 1 + |G| · (g0− 1)
≤ 1 + |G| · 0 = 1.
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5.2 Werkzeuge zur Realisierbarkeit von Hurwitzdaten
Definition 5.11 (RAHD)
Sei l :=

[
G,g,g0

∣∣ [m1,n1], . . . , [mr,nr]
]
ein AHD. Wir nennen l genau dann ein rea-

lisierbares Ausnahme-Hurwitzdatum (kurz RAHD), wenn l als HD realisierbar ist.

Beispiel 5.12
Nach Beispiel 4.19 ist [S4,9,0 | [2,1] , [3,1] , [4,2]] ein AHD und mit Beispiel 5.3 ist
es realisierbar.

Das erste nütliche Werkzeug zur Überprüfung der Realisierbarkeit von Hurwitzdaten
kommt aus der Darstellungstheorie. Vergleiche dazu [HupC].

Lemma 5.13
Seien K ein algebraisch abgeschlossener Körper der Charakteristik 0 und KG die
Gruppenalgebra. Seien n ∈N die Anzahl der paarweise verschiedenen Konjugierten-
klassen von Elementen von G sowie K1, . . . ,Kn diese Klassen. Für alle i ∈ {1, . . . ,n}
bilden wir in KG die Klassensumme ki :=∑

g∈Ki g. Für alle i, j ∈ {1, . . . ,n} und alle
l ∈ {1, . . . ,n} existieren dann nicht-negative ganze Zahlen dijl derart, dass

ki · kj =
n∑
l=1

dijl · kl

gilt. Sei gl ∈Kl beliebig. Dann ist

dijl = |{(gi,gj) ∈Ki×Kj | gigj = gl}| . (5.1)

Beweis
Dieses Lemma wird in Lemma 3.8 (b) in [HupC] bewiesen.

Lemma 5.14
Seien K1, K2 und K3 drei G-Konjugiertenklassen von Elementen sowie g1 ∈ K1,
g2 ∈K2 und g3 ∈K3 beliebig. Dann gilt

d123 = |K1| |K2|
|G|

·
∑

χ∈Irr(G)
χ(g1)χ(g2)χ(g−1

3 )
χ(1G) . (5.2)

Weiter sei x ∈K3 fest gewählt. Es gilt d123 , 0 genau dann, wenn (y,z) ∈K1×K2
derart existiert, dass y · z = x ist.

Beweis
Gleichung (5.2) wird in Theorem 4.6 in [HupC] bewiesen. Der Rest folgt aus der
Definition von d123 in Lemma 5.13.

Beispiel 5.15
Wir betrachten G= S4 in der natürlichen Wirkung und setzen g := (12). Wir wollen
ermitteln, wie viele Paare (a,b) ∈G×G es gibt so, dass a Ordnung 3, b Ordnung 4
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hat und ab = g gilt. Dazu verweisen wir auf die Charaktertafel von G (siehe z.B.
Example 11.7 (a) in [HupC]).

G hat jeweils genau eine Konjugiertenklasse von Elementen der Ordnung 3
bzw. 4. Seien also K1 = (123)G die Klasse der Elemente der Ordnung 3 von G,
K2 = (1234)G die Klasse der Elemente von Ordnung 4 von G und K3 = (12)G die
Klasse der Transpositionen von G. Es ist |K1|= |G|

|CG(x)| = 24
3 = 8 für alle x ∈K1 und

|K2| = 6. Weiter gilt mit Gleichung (5.2) bzw. Lemma 5.14 und der Charaktertafel
von G in Example 11.7 (a) in [HupC]

d123 = |K1| · |K2|
|G|

·
∑

χ∈Irr(g)

χ
(
(123)

)
·χ
(
(1234)

)
·χ
(
(12)−1)

χ(1G)

= 8 · 6
24 ·

(1 · 1 · 1
1 + 1 · (−1) · (−1)

1 + (−1) · 0 · 0
2

+0 · (−1) · 1
3 + 0 · 1 · (−1)

3

)
= 2 · (1 + 1) = 4 , 0.

Ferner ist (12) = (234) ∗ (1243) = (243) ∗ (1234) = (134) ∗ (1432) = (143) ∗ (1342).
Wir haben jetzt also genau vier Paare (a,b) ∈K1×K2 gefunden so, dass ab = (12)
gilt. Wegen d123 = 4 sind das alle Möglichkeiten in G.

Ist jetzt h ∈G eine beliebige Transposition in G, so ist h zu (12) = g konjugiert.
Daher gibt es ein x ∈G so, dass h = (12)x ist. Sind dann (a,b) ∈K1×K2 so, dass
ab= (12) gilt, dann ist auch h= (12)x = (ab)x = (ax)(bx).

Lemma 5.16
Seien K1 und K2 zwei nichttriviale G-Konjugiertenklassen von Elementen sowie
K3 :=K1

−1 die Konjugiertenklasse der Inversen der Elemente von K1. Seien a ∈K1,
z ∈K2 und M := {(x,y) ∈K1×G | [x,y] = z}. Dann ist |M |= d312 ·

∣∣CG(a−1)
∣∣.

Beweis
Sei N := {(x,y) ∈K3×K1 | xy = z}. Dann ist |N |= d312 mit Lemma 5.13.

Seien zuerst (a,b) ∈N beliebig und x := a−1. Dann gilt ab= z sowie x ∈K1 und
x ist zu b in G konjugiert. Sei y ∈G so, dass b= xy gilt. Dann ist

z = ab= x−1xy = [x,y],

also (x,y) ∈M . Sei g ∈ CG(x) beliebig. Dann folgt

[x,gy] = x−1xgy = x−1xy = [x,y] = z.

Damit ist |M | ≥ d312 |CG(x)|.
Sei umgekehrt (x,y) ∈ M . Es gilt also x ∈ K1, y ∈ G und [x,y] = z. Wegen

z = [x,y] = x−1xy sowie x−1 ∈ K3 und xy ∈ K1 folgt (x−1,xy) ∈ N . Sind nun
(x,y1),(x,y2) ∈M , so gilt xy1 = xy2 wegen x−1xy1 = [x,y1] = z = [x,y2] = x−1xy2 .
Dann folgt y1y

−1
2 ∈ CG(x). Für alle g ∈ CG(x) ist daher auch (x−1,xgy1) ∈N . Damit

gilt |M | ≤ d312 |CG(x)|.
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Lemma 5.17
Seien G eine Gruppe, N G und x ∈ N# beliebig. Dann gibt es genau (|G :N | −
1) · |N | Paare (a,b) ∈ (G \N)2 so, dass ab= x gilt.

Beweis
Sei g ∈ G \N beliebig. Dann ist (xg−1)g = x und es gilt xg−1 < N , da sonst g ∈ N
wäre. Weiter gilt |G \N |= |G| − |N |= |N | · |G :N | − |N |= |N | · (|G :N | − 1).

Wir haben gezeigt, dass es mindestens |N | ·(|G :N |−1) Paare (h,g) ∈ (G \ N)2

gibt so, dass hg = x gilt, und zwar in der Form h = xg−1. Da für jedes Paar
(h,g) ∈ (G \N)2 mit hg = x durch Umstellen direkt h= hgg−1 = xg−1 folgt, haben
wir auch gezeigt, dass es höchstens |N | · (|G :N | − 1) Paare (h,g) ∈ (G \ N)2 gibt
so, dass hg = x gilt.

Da wir die Koeffizienten dijl auch für Untergruppen einer Gruppe ausrechnen und
miteinander vergleichen wollen, definieren wir Folgendes:

Definition 5.18
Sei U G. Weiter seien K1, K2, K3 und x ∈ K3 so, dass Ki ∩ U , ∅ für al-
le i ∈ {1,2,3} und x ∈ U gilt. Für alle i ∈ {1,2,3} sei ferner K̂i ⊆ Ki eine U -
Konjugiertenklasse von Elementen aus Ki. Dann setzen wir

d
(U)
1̂2̂3̂ :=

∣∣∣{(u1,u2) ∈ K̂1× K̂2
∣∣∣ u1 ·u2 = x

}∣∣∣ .
Lemma 5.19
Seien M G eine nichttriviale Untergruppe von G und K1,K2 und K3 drei Konju-
giertenklassen von Elementen von G so, dass für alle i ∈ {1,2,3} schon Ki∩M ,∅
gilt. Seien x ∈M ∩K1 fest, Kα ⊆M ∩K1 eine M -Konjugiertenklasse mit x ∈ Kα

und n ∈N die Anzahl der Untergruppen U ∈MG mit x ∈ U .
Seien weiter j,k ∈ N und Kβ1 , . . . ,Kβj ⊆ K2 ∩M paarweise verschiedene M -

Konjugiertenklassen von Elementen aus K2 ∩M und Kγ1 , . . . ,Kγk ⊆ K3 ∩M paar-
weise verschiedene M -Konjugiertenklassen von Elementen aus K3 ∩M so, dass
K2∩M =Kβ1∪̇ . . . ∪̇Kβj und K3∩M =Kγ1∪̇ . . . ∪̇Kγk gilt. Seien X := {β1, . . . ,βj}
und Y := {γ1, . . . ,γk}.

Gilt dann
n ·
∑
β∈X
γ∈Y

d
(M)
βγα < d231,

so gibt es (y,z) ∈K2×K3 derart, dass yz = x gilt und 〈x,y,z〉 in keinem G-Konju-
gierten von M liegt.

Beweis
Angenommen, die Behauptung sei falsch und sei N := {(y,z) ∈K2×K3 | yz = x}.

Mit Lemma 5.13 ist d231 = |N |. Nach Voraussetzung seien U1, . . . ,Un ∈MG paar-
weise verschieden und so, dass x ∈ Ui für alle i ∈ {1, . . . ,n} sowie x < U für alle
U ∈ MG \ {U1, . . . ,Un} gilt. Ferner gibt es für alle (ỹ, z̃) ∈ N nach Annahme ein
U ∈MG so, dass 〈x, ỹ, z̃〉 U gilt. Da x ∈ U ist, folgt U ∈ {U1, . . . ,Un}. Insbesonde-
re folgt M ∈ {U1, . . . ,Un} mit der Voraussetzung.
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Nach Annahme sei also (y,z) ∈ N so, dass 〈x,y,z〉 M gilt. Ferner sei
L := N ∩ (M ×M) = {(ỹ, z̃) ∈ (K2 ∩M)× (K3 ∩M) | ỹz̃ = x}. Dann gibt es ein
β ∈ X und ein γ ∈ Y so, dass (y,z) ∈ Kβ ×Kγ folgt. Da nach Voraussetzung
K2 ∩M =Kβ1∪̇ . . . ∪̇Kβj und K3 ∩M =Kγ1∪̇ . . . ∪̇Kγk gilt, ist |L|= ∑

β∈X
γ∈Y

d
(M)
βγα.

Weil x in genau n vielen G-Konjugierten von M liegt, gilt also

d231 = |N |= n · |L|= n ·
∑
β∈X
γ∈Y

d
(M)
βγα < d231,

ein Widerspruch zur Voraussetzung. Daher gibt es ein (y,z) ∈N so, dass 〈x,y,z〉 in
keinem G-Konjugierten von M enthalten ist.

Lemma 5.20 (Induktion über Cogeschlecht)
Seien g̃ ∈ N, g̃ ≥ 2, l̃ :=

[
G, g̃,g0

∣∣ [m1,n1], . . . , [mr,nr]
]
ein RHD und n,g ∈ N so,

dass l :=
[
G,g,g0 +n

∣∣ [m1,n1], . . . , [mr,nr]
]
ein HD ist. Dann ist l realisierbar.

Beweis
Sei ((ãk),(b̃k),(c̃i,j)) eine Realisierung für l̃. Wir konstruieren ausgehend von ãk, b̃k,
c̃i,j eine Realisierung für l:

Setze ci,j := c̃i,j für alle i ∈ {1, . . . , r} und j ∈ {1, . . . ,ni} sowie an+k := ãk und
bn+k := b̃k für alle k ∈ {1, . . . ,g0} und am = bm := 1G für alle m ∈ {1, . . . ,n}. Sei jetzt
m ∈ {1, . . . ,n+ g0} beliebig. Wir überprüfen (RHD1), (RHD2) und (RHD3):

(RHD1) folgt automatisch für l und ((am),(bm),(ci,j)), da (RHD1) für l̃ und
((ãk),(b̃k),(c̃i,j)) gilt und da c̃i,j = ci,j für alle i ∈ {1, . . . , r} und j ∈ {1, . . . ,ni} ist.
Ferner gilt wegen (RHD2) und (RHD3) für l̃ und ((ãk),(b̃k),(c̃i,j)) auch

1G =
g0∏
k=1

[ãk, b̃k] ·
r∏
i=1

 ni∏
j=1

c̃i,j


=

n∏
m=1

[1G,1G] ·
g0∏
k=1

[ãk, b̃k] ·
r∏
i=1

 ni∏
j=1

c̃i,j


=
g0+n∏
m=1

[am, bm] ·
r∏
i=1

 ni∏
j=1

ci,j

 sowie

G=
〈
ãk, b̃k, c̃i,j

∣∣∣ k ∈ {1, . . . ,g0}, i ∈ {1, . . . , r}, j ∈ {1, . . . ,ni}
〉

= 〈1G, . . . ,1G︸         ︷︷         ︸
2n-mal

, ã1, . . . , ãg0 , b̃1, . . . , b̃g0 , c̃1,1, . . . , c̃r,nr〉

= 〈am, bm, ci,j |m ∈ {1, . . . ,n+ g0}, i ∈ {1, . . . , r}, j ∈ {1, . . . ,ni}〉 G.

Damit sind (RHD2) und (RHD3) für l und das Tripel ((am),(bm),(ci,j)) erfüllt.
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Lemma 5.21 (Induktion über ungerade Verzweigungszahlen)
Seien g̃ ∈ N, g̃ ≥ 2, l̃ :=

[
G, g̃,g0

∣∣ [m1,n1], . . . , [mr,nr]
]
ein RHD und p ∈ {1, . . . , r}

so, dass die Verzweigungszahl mp ungerade ist. Seien weiter g ∈N und g≥ 2 so, dass
l := [G,g,g0 | [m1,n1], . . . , [mp,np + 1], . . . , [mr,nr]] ein HD ist. Dann ist l realisierbar.

Beweis
Sei eine Realisierung ((ãk),(b̃k),(c̃i,j)) für l̃ gegeben. Für alle k ∈ {1, . . . ,g0} seien
ak := ãk und bk := b̃k. Die Elemente c̃p,1, . . . , c̃p,np haben die Ordnung mp nach
(RHD1). Da mp nach Voraussetzung ungerade ist, ist mp + 1 gerade. Wir setzen
cp,np = cp,np+1 := (c̃p,np)

mp+1
2 und für alle

(i, j) ∈ {(m,n) |m ∈ {1, . . . , r},n ∈ {1, . . . ,nm}} \ {(p,np)}

sei ci,j := c̃i,j . Wir zeigen (RHD1) bis (RHD3) für l und ((ak),(bk),(ci,m)):
(RHD1): Es gilt

cp,np · cp,np+1 = cp,np
2 = cp,np+1

2 = (c̃p,np)mp+1 = c̃p,np ,

da o(c̃p,np) = mp ist. Ferner haben cp,np und cp,np+1 Ordnung mp, da mp ungerade
ist. Daher und wegen (RHD1) für l̃ und ((ãk),(b̃k),(c̃i,j)) ist (RHD1) für l und das
Tripel ((ak),(bk),(ci,m)) erfüllt.

Weiter folgt aus (RHD2) für l̃ und ((ãk),(b̃k),(c̃i,j)):

1G =
g0∏
k

[ãk, b̃k]
r∏
i=1

ni∏
j=1

c̃i,j =
g0∏
k=1

[ak, bk]
n1∏
j=1

c1,j · · ·
np+1∏
j=1

cp,j · · ·
nr∏
j=1

cr,j ,

wegen cp,np · cp,np+1 = c̃p,np . Damit ist (RHD2) für l und ((ak),(bk),(ci,m)) erfüllt.
Ferner folgt (RHD3) für l aus (RHD3) für l̃ und folgender Überlegung:

G=
〈
ãk, b̃k, c̃i,j

∣∣∣ k ∈ {1, . . . ,g0}, i ∈ {1, . . . , r}, j ∈ {1, . . . ,ni}
〉

〈
ak, bk, ci,j , cp,np+1

∣∣ k ∈ {1, . . . ,g0}, i ∈ {1, . . . , r}, j ∈ {1, . . . ,ni}
〉

G

Durch Lemma 5.20 ist es uns möglich, die Untersuchung der Realisierbarkeit von
Hurwitzdaten auf die kleinstmöglichen Cogeschlechte zu beschränken. Lemma 5.21
ist ein starkes Hilfsmittel, welches vor allem bei Fixität 2 auf den nicht-regulären
Bahnen einer RF-Menge seinen Einsatz findet. Dort kann die Vielfachheit einer
Verzweigungszahl auch 2 betragen.
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Lemma 5.22
Es seien n1,n2 ∈ {0,1}, 1 ≤ n1 + n2 ≤ 2 und l := [G,g,1 | [m1,n1] , [m2,n2]] ein
HD. Weiter seien ñ1, ñ2 ∈ {1,2}, ñ1 + ñ2 = 3 und l̃ := [G, g̃,0 | [m1, ñ1] , [m2, ñ2]]
ein HD. Für alle i ∈ {1,2} seien Ki eine G-Konjugiertenklasse von Elementen der
Ordnung mi und seien d212 , 0 und d121 , 0. Dann sind (RHD1) und (RHD2) für l
und l̃ erfüllt. Insbesondere gilt:

Gibt es keine maximale Untergruppe M von G so, dass K1 ∩ M , ∅ und
K2 ∩ M ,∅ gilt bzw. |M | durch kgV(m1,m2) teilbar ist, dann sind l und l̃ rea-
lisierbar.

Beweis

Schritt 1: (RHD1) und (RHD2) für l̃ und für l im Fall n1 +n2 = 1:
Seien i ∈ {1,2} und j := 3− i. Wegen d121 , 0, d212 , 0 und Lemma 5.14 gibt es

Elemente a ∈Ki, c ∈Kj und b ∈G derart, dass ab · c= a gilt. Dann folgt

1G = a−1 · ab · c= [a,b] · c= c−1(ab)−1a.

Damit gilt schon (RHD1) und (RHD2) für das Tripel ((a),(b),(c)) für die HD
[G,g1,1 | [m1,1]] (im Fall i= 2) und [G,g2,1 | [m2,1]] (im Fall i= 1).

Ferner sind (RHD1) und (RHD2) für das Tripel ((),(),(a−1,ab, c)) für das HD
[G, g̃1,0 | [m1,2] , [m2,1]] (im Fall i= 1) und für das Tripel ((),(),(c−1,(ab)−1,a)) für
das HD [G, g̃2,0 | [m1,1] , [m2,2]] (im Fall i= 2) erfüllt. �

Schritt 2: (RHD1) und (RHD2) für l im Fall n1 +n2 = 2:
Wegen d121 , 0 gibt es mit Lemma 5.14 Elemente a,c1 ∈K1 und c2 ∈K2 so, dass

c1c2 = a gilt. Wegen d212 , 0 existieren ferner x ∈ K2 und g ∈ G so, dass xga = x
bzw. x−1xg = a−1 ist. Nun folgt

1G = a−1c1c2 = x−1xgc1c2 = [x,g]c1c2.

Damit erfüllt das Tupel ((x),(g),(c1, c2)) die Eigenschaften (RHD1) und (RHD2)
für das HD [G,g3,1 | [m1,1] , [m2,1]]. �

Schritt 3: Nachweis von (RHD3):
Für alle maximalen Untergruppe M von G sei zuerst K1 ∩ M = ∅ oder

K2 ∩ M =∅. Im Fall n1 +n2 = 1 sei U := 〈a,b,c〉 mit Schritt 1, im Fall n1 +n2 = 2
sei U := 〈x,g,c1, c2〉 mit Schritt 2. Für l̃ sei U := 〈a−1,ab, c〉 = 〈c−1,(ab)−1,a〉 mit
Schritt 1. In jedem Fall enthält U ein Element der Ordnung m1 aus der G-Konju-
giertenklasse K1 und eines von Ordnung m2 aus der G-Konjugiertenklasse K2.

Dann ist K1 ∩U , ∅ , K2 ∩U . Da es nach Voraussetzung keine maximale Un-
tergruppe M von G gibt, für die K1 ∩M ,∅ ,K2 ∩M gilt, folgt U =G.

Nun sei die Ordnung aller maximalen Untergruppen von G nicht durch
kgV(m1,m2) teilbar. Dann gibt es auch keine maximale Untergruppe M von G,
für die K1 ∩M ,∅ und K2 ∩M ,∅ gleichzeitig gilt. Nun folgt die Realisierbarkeit
von l und l̃ aus obiger Betrachtung.
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Wir beginnen nun mit der Untersuchung der Realisierbarkeit der Hurwitzdaten aus
Voraussetzung 4.21 und teilen diese in vier Abschnitte auf. Zum Ende dieses Kapitels
fassen wir die Ergebnisse zusammen.

5.3 Alternierende Gruppen
In diesem Abschnitt werden wir zeigen, dass alle AHD

[
G,g,g0

∣∣ [m1,n1], . . . , [mr,nr]
]

aus den Zeilen 1 bis 3 von Tabelle 4.1 in Voraussetzung 4.21 für alternierende Grup-
pen G bis auf [A5,g,1 | [2,1]] realisierbar sind. Wir wissen, dass A6 � PSL2(9) gilt
und erinnern daran, dass PSL2(9) ein generisches Verhalten (siehe Zeile 13 in der
Tabelle 4.1 von Voraussetzung 4.21) aufweist. Daher betrachten wir A6 erst in einem
späteren Abschnitt.

Lemma 5.23
Das HD l := [A8,g,1 | [7,1]] ist realisierbar.

Beweis
Sei G = A8. Für diesen Beweis nutzen wir die Charaktertafel von G in [Atl] und
Lemma 5.14. Seien K1 eine G-Konjugiertenklasse von Elementen der Ordnung 7 und
K2 eine G-Konjugiertenklasse von Elementen der Ordnung 15. Weiter seien x ∈K2
und y ∈ K1 beliebig. Es gilt |G| = 26 · 32 · 5 · 7 sowie |K2| = |G|

|CG(x)| = |G|
15 = 26 · 3 · 7

und |K1| = |G|
|CG(y)| = |G|

7 = 26 · 32 · 5. Mittels Lemma 5.14 unter Verwendung der
Charaktertafel von G in [Atl] folgt

d212 = |K1||K2|
|G| ·

∑
χ∈Irr(G)

χ(y)χ(x)χ(x−1)
χ(1G)

= 26 · 3 ·
(
1 + 1·(−1)2

64

)
= 26 · 3 · 5·13

26 = 195 , 0.

Sei jetzt z ∈K2. Nach Lemma 5.14 gibt es nun genau 195 Paare (y,x) ∈K2×K1 so,
dass yx= z gilt. Seien also (y,x) ∈K2×K1 so, dass yx= z ist. Nun sind y,z ∈K2.
Daher gibt es ein g ∈G so, dass y = zg gilt. Dann folgt

1G = z−1yx= z−1zgx= [z,g]x

und damit erfüllt das Tripel ((z),(g),(x)) bereits (RHD1) und (RHD2) für l, weil
x ∈K1 und damit o(x) = 7 gilt.

Wir zeigen noch (RHD3). Angenommen, es gilt U := 〈z,g,x〉 G. Dann gibt es ei-
ne maximale UntergruppeM G so, dass U M ist. Da z,x ∈ U M ist, werden |U |
und |M | von o(z) = 15 und o(x) = 7 geteilt. Mit der Liste der G-Konjugiertenklasse
von maximalen Untergruppen von G, ist dann M � A7, da keine andere maximale
Untergruppe von G eine durch kgV(15,7) = 105 teilbare Ordnung besitzt. Aber A7
hat kein Element der Ordnung 15. Damit erfolgt ein Widerspruch zu U ,G und das
Tripel ((z),(g),(x)) erfüllt nun auch (RHD3) für l.
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Lemma 5.24
Seien n1,n2 ∈ {0,1} so, dass 1≤ n1 +n2 ≤ 2 gilt, und sei l := [A7,g,1 | [5,n1] , [7,n2]]
ein HD. Dann ist l realisierbar.

Beweis
Sei G = A7. Mit der Charaktertafel von G in [Atl] seien K1 eine G-Konjugierten-
klasse von Elementen der Ordnung 5 undK2 eine G-Konjugiertenklasse von Elemen-
ten der Ordnung 7. Lemma 5.14 unter der Verwendung der Charaktertafel von G
in [Atl] liefert d121 = 60 und d212 = 84. Beide sind verschieden von 0. Mittels der
Liste der G-Konjugiertenklassen von maximalen Untergrupen von G in [Atl] gibt es
keine maximale Untergruppe von G, deren Ordnung von 5 und 7 gleichzeitig geteilt
wird. Lemma 5.22 liefert nun die Behauptung.

Lemma 5.25
Das HD l := [A5,g,1 | [2,1]] ist nicht realisierbar.

Beweis
Angenommen, l wäre doch realisierbar. Seien G = A5 sowie t,a,b ∈ G# so, dass
o(t) = 2, [a,b] = t und 〈a,b, t〉 = G gilt. Wegen t = [a,b] ∈ 〈a,b〉 folgt 〈a,b〉 = G.
Damit kann der Fall o(a) = 2 = o(b) nicht eintreten, da G sonst eine Diedergruppe
wäre. Seien K1 = tG und K2 = aG.

Schritt 1: Weder a noch b ist ein Element der Ordnung 5:

Angenommen, das gilt doch. Wegen [a,b] = t= t−1 = [b,a] können wir annehmen,
dass o(a) = 5 gilt. Dann ist t = [a,b] = a−1ab. Da mit der Charaktertafel von G
in [Atl] schon a−1 und a in G konjugiert sind, folgt a−1,ab ∈ K2. Damit ist eine
Involution in G �A5 das Produkt von zwei konjugierten Elementen der Ordnung 5.
Unter Verwendung der Charaktertafel von G in [Atl] und Lemma 5.14 ermitteln wir
jedoch

d221 = |K2|2
|G|

∑
χ∈Irr(G)

χ(a)2χ(t−1)
χ(1G)

= |K2|2
|G|

(
1 + (−1)

3 · (−1)2

4 · (−1 +
√

5)2 + (−1)
3 · (−1)2

4 · (−1−
√

5)2
)

= |K2|2
|G|

(
1 + (−2)

12 · 6 + (−1)
12 · (2

√
5− 2

√
5)
)

= |K2|2
|G| (1− 1) = 0.

Daher gibt es keine zwei Elemente c,d ∈K2 so, dass c · d ∈K1 ist, ein Widerspruch
zur Annahme, dass o(a) = 5 gilt. �

Da a und b nicht gleichzeitig Involutionen sein können, ist nun a oder b mit
Schritt 1 und der Charaktertafel von G in [Atl] ein Element der Ordnung 3 in G.
Wegen [a,b] = t= t−1 = [b,a] können wir o.B.d.A. annehmen, dass o(a) = 3 gilt. Sei
M := {(x,y) ∈ G2 | [x,y] = t und o(x) = 3}. Dann ist (a,b) ∈ M . Seien weiterhin
K1 = tG und K2 = aG.
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Schritt 2: Es gilt |M |= 24:

Da t = [a,b] = a−1ab und a,a−1,ab ∈ K2 mit [Atl] gilt, ermitteln wir d221 = 8
mittels Lemma 5.14. Ferner gilt |CG(a)| = 3. Da K2 die einzige G-Konjugierten-
klasse von Elementen der Ordnung 3 ist (siehe [Atl, S. 2]), gilt nun insbesondere
|M |= d221 · |CG(a)|= 24 mit Lemma 5.16. �

Seien S ∈ Syl2(G), wobei t ∈ S gilt, N :=NG(S) und

MN := {(x,y) ∈N2 | [x,y] = t und o(x) = 3}.

Schritt 3: Es gilt MN =M :

Es ist N �A4 nach [Atl] und wir betrachten die Charaktertafel von N (siehe bei-
spielsweise Example 7.9 in [HupC, S. 88] für eine Charaktertafel der A4). Sei x ∈N
mit o(x) = 3. Dann ist K2 = xG mit [Atl] und wir sehen, dass K1∩N = tN gilt und
dass K2∩N in zwei N -Konjugiertenklassen zerfällt, genauer K2 ∩N = xN ∪ (x−1)N .
Seien Kβ := xN , Kγ := (x−1)N und Kα := tN .

Es gilt
∣∣Kβ

∣∣= |N |
|CN (x)| = 4 = |N |

|CN (x−1)| = |Kγ |. Wegen t= [a,b] = a−1ab und wegen
xN ∩(x−1)N =∅ müssen wir d(N)

βγα und d(N)
γβα ermitteln, um |MN | zu bestimmen. Wir

berechnen mit der Charaktertafel von N und Lemma 5.14:

d
(N)
βγα = d

(N)
γβα = |Kβ ||Kγ |

|N |
∑

χ∈Irr(N)

χ(x)χ(x−1)χ(t−1)
χ(1G)

= 16
12

(
1 + 2

4 · (−1 + i
√

3)(−1− i
√

3)
)

= 4
3

(
1 + 1

2 · (1 + 3)
)

= 4
3 · 3 = 4.

Nun ist mit Lemma 5.16

|MN |= d
(N)
βγα · |CN (x)|+ d

(N)
γβα ·

∣∣∣CN (x−1)
∣∣∣= 2 · d(N)

βγα |CN (x)|= 2 · 4 · 3 = 24.

Da offenbar MN ⊆M ist und |MN | = 24 = |M | gilt, folgt MN = M . Das bedeutet,
dass für alle (x,y) ∈M schon 〈x,y〉 N G gilt, insbesondere gilt dies für (a,b) ∈M .
Dieser Widerspruch zur Annahme, dass l realisierbar ist, liefert die Behauptung des
Lemmas.

Lemma 5.26
Seien n1,n2 ∈ {0,1}, 1≤ n1 +n2 ≤ 2 und l := [A5,g,1 | [3,n1] , [5,n2]] ein HD. Seien
weiter ñ1, ñ2 ∈ {1,2}, ñ1 + ñ2 = 3 und l̃ := [A5, g̃,0 | [3, ñ1] , [5, ñ2]] ein HD. Dann
sind l und l̃ realisierbar.

Beweis
Seien G=A5, K1 eine G-Konjugiertenklasse von Elementen der Ordnung 3 und K2
eine G-Konjugiertenklasse von Elementen der Ordnung 5. Unter Verwendung der
Charaktertafel in [Atl] liefert Lemma 5.14 die Werte d121 = 3 , 0 und d212 = 5 , 0.
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Mit der Liste der G-Konjugiertenklassen von maximalen Untergruppen von G in
[Atl] sehen wir, dass G keine maximale Untergruppe hat, deren Ordnung durch
kgV(3,5) = 15 teilbar ist. Lemma 5.22 liefert nun die Behauptung.

Lemma 5.27
Sei G �A5. Dann sind folgende Hurwitzdaten realisierbar:

(i) Cogeschlecht 0:
[G,4,0 | [2,1] , [5,2]], [G,11,0 | [2,2] , [3,2]], [G,15,0 | [2,2] , [3,1] , [5,1]],
[G,19,0 | [2,2] , [5,2]], [G,20,0 | [2,1] , [3,2] , [5,1]],
[G,24,0 | [2,1] , [3,1] , [5,2]], [G,29,0 | [3,2] , [5,2]],
[G,35,0 | [2,2] , [3,2] , [5,1]], [G,39,0 | [2,2] , [3,1] , [5,2]],
[G,44,0 | [2,1] , [3,2] , [5,2]], [G,59,0 | [2,2] , [3,2] , [5,2]],

(ii) Cogeschlecht 1:
[G,31,1 | [2,2]], [G,36,1 | [2,1] , [3,1]], [G,40,1 | [2,1] , [5,1]], [G,41,1 | [3,2]],
[G,49,1 | [5,2]], [G,51,1 | [2,2] , [3,1]], [G,55,1 | [2,2] , [5,1]],
[G,56,1 | [2,1] , [3,2]], [G,60,1 | [2,1] , [3,1] , [5,1]],

(iii) Cogeschlecht 2:
[G,76,2 | [2,1]].

Beweis
In diesem Beweis nutzen wir die Notation der G-Konjugiertenklassen von Elementen
sowie die Charaktertafel von G in [Atl].

Schritt 1: Die HD mit Cogeschlecht 1 sind realisierbar:

Mit Lemma 5.26 sind die HD [G,21,1 | [3,1]] und [G,25,1 | [5,1]] realisierbar.
Lemma 5.21 auf diese RHD angewandt liefert die Realisierbarkeit von [G,41,1 |
[3,2]] und [G,49,1 | [5,2]].

Sei jetzt ((a),(b),(c)) eine Realisierung für das HD [G,21,1 | [3,1]]. Dann gilt
o(c) = 3, 1G = [a,b]c und G = 〈a,b,c〉 nach (RHD1) bis (RHD3). Mit Lemma 5.14
ermitteln wir d2A2A3A = 3 und d2A3A3A = 6. Daher gibt es Elemente x1,x2,y1 ∈ 2A
sowie y2 ∈ 3A so, dass y1y2 = c = x1x2 gilt. Ferner ist o(y1) = 2 = o(x1) = o(x2)
sowie o(y2) = 3.

Aus 1G = [a,b]c folgt [a,b]x1x2 = [a,b]c = 1G = [a,b]c = [a,b]y1y2. Weiter gilt
c ∈ 〈x1,x2〉 und c ∈ 〈y1,y2〉. Dann folgt G = 〈a,b,c〉 〈a,b,x1,x2〉 G und dasselbe
für 〈a,b,y1,y2〉. Insgesamt sind also (RHD1) bis (RHD3) für das HD [G,31,1 | [2,2]]
mit dem Tripel ((a),(b),(x1,x2)) erfüllt und ferner ist ((a),(b),(y1,y2)) eine Reali-
sierung für [G,36,1 | [2,1] , [3,1]].

Lemma 5.14 liefert weiterhin d2A3A2A = d2A5A2A = d2A5B 2A = 4,
d3A5A3A = d3A5B 3A = 3 und d2A5A5B = d2A5B 5A = 5. Damit erhalten wir mit der-
selben Argumentation wie zuvor Realisierungen für [G,51,1 | [2,2] , [3,1]] und
[G,55,1 | [2,2] , [5,1]] aus [G,31,1 | [2,2]], für [G,60,1 | [2,1] , [3,1] , [5,1]] aus
[G,36,1 | [2,1] , [3,1]] und für [G,40,1 | [2,1] , [5,1]] aus [G,25,1 | [5,1]].
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Lemma 5.21 angewandt auf [G,36,1 | [2,1] , [3,1]] liefert eine Realisierung für das
HD [G,56,1 | [2,1] , [3,2]]. Das waren alle Hurwitzdaten vom Cogeschlecht 1 aus der
Behauptung. �

Schritt 2: Das HD mit Cogeschlecht 2 ist realisierbar:

Mit Schritt 1 sei ((a),(b),(c1, c2)) eine Realisierung für das HD [G,31,1 | [2,2]].
Lemma 5.14 liefert d3A2A3A = 6 , 0. Daher gibt es Elemente x ∈ 3A und y ∈ G so,
dass xyc1 = x bzw. x−1xy = c−1

1 = c1 gilt. Nun gilt

1G = [a,b]c1c2 = [a,b]x−1xyc2 = [a,b][x,y]c2.

Da nach (RHD3) für [G,31,1 | [2,2]] schon 〈a,b,c1, c2〉=G gilt und ferner 〈a,b,c1, c2〉
eine Untergruppe von 〈a,b,x,y,c2〉 ist, erhalten wir mit ((a,x),(b,y),(c2)) eine Rea-
lisierung für [G,76,2 | [2,1]]. �

Schritt 3: Die HD mit Cogeschlecht 0 sind realisierbar:

Für das HD [G,11,0 | [2,2] , [3,2]] betrachten wir G in der natürlichen Operation
auf {1,2,3,4,5} und wählen c1,1 = c1,2 = (23)(45), c2,1 = (124) und c2,2 = (142).
Dann erfüllt ((),(),(c1,1, c1,2, c2,1, c2,2)) die Eigenschaften (RHD1) und (RHD2). Für
(RHD3) bemerken wir, dass c1,2 · c2,1 = (12345) und somit 〈c1,1, c1,2, c2,1, c2,2〉 = G
gilt, weil G keine echte Untergruppe besitzt, deren Ordnung durch 15 = kgV(3,5)
teilbar ist.

Wegen d5A5B 2A = d5B 5A2A = 4 gibt es Elemente c2,1, c2,2 ∈ G von Ordnung 5
und c1,1 ∈G von Ordnung 2 so, dass c2,1c2,2 = c1,1 gilt. Dann folgt 1G = c1,1c2,1c2,2
und wir betrachten daher U := 〈c1,1, c2,1, c2,2〉. Die Ordnung von U wird von
kgV(2,5) = 10 geteilt. Somit folgt U = G, da ansonsten U wegen der Untergrup-
penstruktur von G selbst eine Diedergruppe der Ordnung 10 wäre, dort jedoch das
Produkt von zwei Elementen der Ordnung 5 keine Involution ergibt wie in unserem
Fall. Daher ist ((),(),(c1,1, c2,1, c2,2)) eine Realisierung für [G,4,0 | [2,1] , [5,2]].

Wegen Lemma 5.26 sind die HD [G,5,0 | [3,2] , [5,1]] und [G,9,1 | [3,1] , [5,2]]
realisierbar. Mit Lemma 5.14 folgt d2A2A3A = 3, d2A3A3A = 6, d2A2A2A = 2 und
d2A3A2A = 4. Diese angewandt auf die Hurwitzdaten [G,5,0 | [3,2] , [5,1]] und
[G,4,0 | [2,1] , [5,2]] liefern Realisierungen für die HD [G,15,0 | [2,2] , [3,1] , [5,1]],
[G,20,0 | [2,1] , [3,2] , [5,1]], [G,19,0 | [2,2] , [5,2]] und [G,24,0 | [2,1] , [3,1] , [5,2]].

Mehrmaliges Anwenden von Lemma 5.21 auf die RHD [G,15,0 | [2,2], [3,1],
[5,1]], [G,20,0 | [2,1] , [3,2] , [5,1]] und [G,9,1 | [3,1] , [5,2]] liefert Realisierungen für
[G,35,0 | [2,2] , [3,2] , [5,1]], [G,39,0 | [2,2] , [3,1] , [5,2]], [G,44,0 | [2,1], [3,2], [5,2]] und
[G,29,0 | [3,2] , [5,2]]. Erneutes Anwenden von Lemma 5.21 auf [G,35,0 | [2,2],
[3,2], [5,1]] oder [G,39,0 | [2,2] , [3,1] , [5,2]] liefert eine Realisierung für [G,59,0 |
[2,2], [3,2], [5,2]]. Das waren alle zu untersuchenden Hurwitzdaten aus der Behaup-
tung. Insgesamt folgt die Aussage des Lemmas.
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Lemma 5.28
Es sei l :=

[
G,g,g0

∣∣ [m1,n1], . . . , [mr,nr]
]
ein HD aus einer der Zeilen 1, 2 oder 3

von Tabelle 4.1 in Voraussetzung 4.21. Gilt l , [A5,g,1 | [2,1]], so ist l realisierbar.

Beweis
Sei l zuerst wie in Zeile 1 von Tabelle 4.1 in Voraussetzung 4.21. Dann ist G =A5.
Mit Lemma 5.25 ist [A5,g,1 | [2,1]] nicht realisierbar. Die Lemmata 5.26 und 5.27
liefern eine Realisierung für l mit kleinstmöglichem Cogeschlecht g0 sowie für das
Hurwitzdatum [A5,76,2 | [2,1]]. Mit dem Induktionsargument aus Lemma 5.20 folgt
nun die Behauptung.

Sei jetzt l wie in den Zeilen 2 oder 3 von Tabelle 4.1 in Voraussetzung 4.21. Dann
ist G eine der Gruppen A7 oder A8 und l erfüllt die Voraussetzung in Lemma 5.24
bzw. 5.23. Diese liefern die Behauptung für den Fall g0 = 1. Mit Lemma 5.20 folgt
der Rest.

5.4 Sporadische Gruppen
In diesem Abschnitt werden wir zeigen, dass alle AHD aus Voraussetzung 4.21, in
denen G eine sporadische Gruppe ist, realisierbar sind.

Lemma 5.29
Sei G isomorph zu M11 oder M22. Dann ist das HD l := [G,g,1 | [5,1]] realisierbar.

Beweis
Mit der Charaktertafel von G in [Atl] seien K1 eine G-Konjugiertenklasse von Ele-
menten der Ordnung 5 und K2 eine G-Konjugiertenklasse von Elementen der Ord-
nung 11. Unter Verwendung der Charaktertafel von G in [Atl] liefert Lemma 5.14
die Werte d121 = 198 und d212 = 135, falls G � M11 gilt, bzw. d121 = 7680 und
d212 = 8448, falls G � M22 ist. Mit Lemma 5.22 folgen dann die Eigenschaften
(RHD1) und (RHD2) für l. Seien also a ∈K2, c ∈K1 und b ∈G so, dass das Tripel
((a),(b),(c)) (RHD1) und (RHD2) für l erfüllt. Ferner sei U := 〈a,ab, c〉 〈a,b,c〉.
Wegen (RHD2) gilt a= abc.

Wir zeigen noch, dass (RHD3) für l erfüllt ist. Gilt U = G, so sind wir fertig.
Seien also U , G und M G eine maximale Untergruppe von G mit U M . Da
a,c ∈ U M gilt, werden |U | und |M | von kgV(o(a),o(c)) = kgV(11,5) = 55 geteilt.
Mit der Liste der G-Konjugiertenklassen von maximalen Untergruppen in [Atl] folgt
M � PSL2(11) (sowohl für G �M11 als auch für G �M22). Wir wollen Lemma 5.19
anwenden.

Schritt 1: Es gilt |{(y,z) ∈ (K2 ∩M)× (K1 ∩M) | yz = a}|= 22:
Mit den Charaktertafeln von G und M in [Atl] ist K2 ∩M = aM und es gibt

ein y ∈ K1 ∩M so, dass K1 ∩M = cM ∪̇yM gilt. Seien Kβ := K2 ∩M , Kα1 := cM
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und Kα2 := yM . Unter Verwendung der Charaktertafel von M in [Atl] ermitteln wir
d

(M)
βα1β

= 11 = d
(M)
βα2β

mit dem Lemma 5.14. Daher gilt

|{(y,z) ∈ (K2 ∩M)× (K1 ∩M) | yz = a}|= d
(M)
βα1β

+ d
(M)
βα2β

= 22.

�

Schritt 2: Die Anzahl der Gruppen V ∈MG mit a ∈ V ist eins:

Sei zuerst G � M11. In G gibt es |G|
|NG(M)| = 12 G-Konjugierte von M . Es gilt

|K2| = |G|
|CG(a)| = 7920

11 = 720 und |K2 ∩M | = |M |
|CM (a)| = 660

11 = 60. Ferner ist a nur in
M und in keinem anderen G-Konjugierten von M enthalten, da

|K2 ∩M | ·
∣∣∣MG

∣∣∣= 720 = |K2|

gilt. Sei nun G �M22.
Es ist

∣∣∣MG
∣∣∣ = |G|

|NG(M)| = 672 und es gilt |K2| = |G|
|CG(a)| = 443520

11 = 40320 sowie
|K2 ∩M |= |M |

|CM (a)| = 660
11 = 60. Da |K2 ∩M | ·

∣∣∣MG
∣∣∣= 40320 = |K2| gilt, ist a nur in

M und in keinem anderen G-Konjugierten von M enthalten. �

Sei wieder G isomorph zu M11 oder M22. Mit Schritt 1 ist d212 ∈ {135,8448}.
Ferner gilt d(M)

βα1β
+ d

(M)
βα2β

= 22 < d212. Mit den Lemmata 5.22 und 5.19 sowie
Schritt 2 können wir dann a ∈ K2, c ∈ K1 und b ∈ G so wählen, dass a = abc
und U = 〈a,ab, c〉 M gilt. Da M die einzige Untergruppe in MG ist, die a enthält,
und MG mit [Atl] die einzige G-Konjugiertenklasse von maximalen Untergruppen
von G ist, bei der die Ordnung der Elemente von MG von kgV(5,11) = 55 geteilt
wird, folgt U = G. Weil U = 〈a,ab, c〉 〈a,b,c〉 G ist, folgt die Realisierbarkeit
von l mit dem Tripel ((a),(b),(c)).

Lemma 5.30
Sei n1 ∈ {0,1}. Dann ist das HD l := [M22,g,1 | [5,n1] , [7,1]] realisierbar.

Beweis
Seien G=M22, K1 eine G-Konjugiertenklasse von Elementen der Ordnung 5, K2 ei-
neG-Konjugiertenklasse von Elementen der Ordnung 7 undK3 eineG-Konjugierten-
klasse von Elementen der Ordnung 11. Mit dem Lemma 5.14 und der Charaktertafel
von G in [Atl] ermitteln wir d323 = 5632, d232 = 6272 und d123 = 12672. Sei U G
so, dass |U | von kgV(7,11) = 77 geteilt wird. Dann ist U =G, da G keine maximale
Untergruppe besitzt, deren Ordnung durch 77 teilbar ist (siehe [Atl]). Lemma 5.22
liefert nun die Realisierbarkeit von l im Fall n1 = 0.

Sei nun n1 = 1. Wegen d123 = 12672 gibt es Elemente c1 ∈ K1, c2 ∈ K2 und
x ∈ K3 so, dass x = c1c2 gilt. Ferner erhalten wir mit der Charaktertafel von G in
[Atl] und Lemma 5.14 den Wert d113 = 16896. Daher gibt es Elemente g,h ∈K1 so,
dass gh= x gilt. Sei b := g−1. DaK1 die einzigeG-Konjugiertenklasse von Elementen
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der Ordnung 5 ist (siehe [Atl]), gilt b ∈K1. Dann gibt es ein a ∈ G so, dass ba = h
ist. Nun gilt [b,a] = b−1ba = gh= x und weiter

1G = x−1c1c2 = [b,a]−1c1c2 = [a,b]c1c2.

Da [a,b], c2 ∈ 〈a,b,c1, c2〉 Elemente der Ordnung 7 und 11 sind, folgt 〈a,b,c1, c2〉=G.
Damit ist das Tripel ((a),(b),(c1, c2)) eine Realisierung für l im Fall n1 = 1.

Lemma 5.31
Das HD l := [J1,g,1 | [15,1]] ist realisierbar.

Beweis
Seien G = J1 sowie K1 eine G-Konjugiertenklasse von Elementen der Ordnung
15 und K2 eine G-Konjugiertenklasse von Elementen der Ordnung 19. Mit Lem-
ma 5.14 und mit der Charaktertafel von G in [Atl] ermitteln wir d212 = 589 und
d121 = 615. Da G mit [Atl] keine maximale Untergruppe besitzt, deren Ordnung
durch kgV(19,15) = 285 teilbar ist, folgt mit Lemma 5.22 die Behauptung.

Lemma 5.32
Es sei l :=

[
G,g,g0

∣∣ [m1,n1], . . . , [mr,nr]
]
ein HD aus aus einer der Zeilen 4, 5 oder

6 von Tabelle 4.1 in Voraussetzung 4.21. Dann ist l realisierbar.

Beweis
Das folgt aus den Lemmata 5.29, 5.30, 5.31 und 5.20.

5.5 Gruppen vom Lie-Typ – generische Fälle
In diesem Abschnitt werden wir die Hurwitzdaten der generischen Fälle aus der Ta-
belle 4.1, Zeilen 13 bis 21 in Voraussetzung 4.21 auf Realisierbarkeit überprüfen.
Für diejenigen Serien von Gruppen, für die generische Charaktertafeln existieren,
werden wir diese von Chevie [CHE] nutzen, um die bisherige Strategie mit Lem-
ma 5.14 fortzuführen. Für die anderen Serien von Gruppen werden wir neue Stra-
tegien entwickeln. In Bemerkung 5.35 gehen wir auf die Verwendung von und die
Informationsgewinnung aus Chevie [CHE] am Beispiel der Serie PSL2(q) ein.

Zunächst werden wir die Hurwitzdaten l =
[
G,g,g0

∣∣ [m1,n1], . . . , [mr,nr]
]
aus

der Tabelle 4.1, Zeilen 13 und 14, auf Realisierbarkeit überprüfen. Dabei beweisen
wir zuerst die Realisierbarkeit von Hurwitzdaten der Form[

PSL2(q),g,g0
∣∣∣ [ q−1

ggT(q−1,2) ,n1
]
,
[

q+1
ggT(q−1,2) ,n2

]]
für beliebige Primzahlpotenzen q ≥ 7 sowie n1,n2 ∈ {0,1,2}, 1 ≤ n1 + n2 ≤ 4 und
g0 ≥ 0 so klein wie möglich. Das liefert uns dann die Realisierbarkeit aller Hurwitzda-
ten aus Tabelle 4.1, Zeile 14 sowie die Realisierbarkeit eines Teils der Hurwitzdaten
aus Tabelle 4.1, Zeilen 7, 8 und 13.
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Lemma 5.33
Seien q ∈N eine Primzahlpotenz, q ≥ 7 und G = PSL2(q). Seien d := ggT(q− 1,2)
sowie x,y ∈G mit o(x) = q−1

d =: β und o(y) = q+1
d =: γ. Gilt U := 〈x,y〉 ,G, so ist

q = 7 und U � S4.

Beweis
Es sei U , G. Dann gibt es eine maximale Untergruppe M G so, dass U M
gilt. Wir bestimmen M und U unter Zuhilfenahme des Satzes von Dickson (sie-
he Hauptsatz II.8.27 in [Hup1]). Seien dazu p,n ∈ N so, dass q = pn gilt. Da
x,y ∈ U M gilt, werden |U | und |M | von o(x) = β und o(y) = γ geteilt.

Wir sehen sofort, dass M und U weder elementarabelsche p-Gruppen noch zy-
klisch sind, da |U | und |M | von β und γ gleichzeitig geteilt werden.

Angenommen, M sei eine Diedergruppe der Ordnung 2z, wobei z ein Teiler von
β oder γ ist. Da |M | von kgV(β,γ) geteilt wird und β < γ gilt, folgt, dass β = 2
und γ durch z teilbar ist. Dann ist q ungerade und es gilt q = 5, da für gerades
q stets β = q − 1 und γ = q + 1 ungerade sind. Dies liefert einen Widerspruch zur
Voraussetzung q ≥ 7.

Die Gruppe U ist ferner nicht im Normalisator einer Sylow p-Untergruppe von
G enthalten, da die Ordnung eines solchen Normalisators nicht von γ geteilt wird
(das ist der Fall (7) im Hauptsatz II.8.27 in [Hup1]).

Seien p ∈N eine Primzahl und n ∈N so, dass q = pn gilt. Angenommen, es gebe
einen echten Teiler f ∈N von n so, dass q0 = pf und M � PSL2(q0) ist. Dann folgt
|M |= d−1q0(q0− 1)(q0 + 1). Ferner gilt ggT(p,β) = 1 = ggT(p,γ) und es folgt

d−2(p2n− 1) = d−2(q− 1)(q+ 1) = β · γ = ggT(β,γ).

Diese Zahl teilt d−2(q0 − 1)(q0 + 1) = d−2(p2f − 1). Also ist p2n ein Teiler von p2f

und es erfolgt ein Widerspruch zur Annahme M � PSL2(q0), da n > f gilt. Analog
können wir das für M � PGL2(q0) für einen echten Teiler q0 von q zeigen.

Angenommen, es sei M �A5. Dann ist q2−1 nach Voraussetzung im Hauptsatz
II.8.27 (6) in [Hup1] durch 5 teilbar. Da 72 − 1 = 48 nicht durch 5 teilbar ist, gilt
q ≥ 8. Für q = 8 ist β = 7 und γ = 9. Für q ≥ 9 gilt β ≥ 4 und γ ≥ 5. Mit der
Charaktertafel von A5 in [Atl] sehen wir, dass M dann keine Elemente der Ordnung
β oder γ enthält.

Es istM �A4, da sonstM nur Elemente der Ordnung 1, 2 oder 3 hat und wegen
kgV(β,γ)

∣∣ |M | erneut q = 5 folgen würde. Daher ist nur M � S4 mit Hauptsatz
II.8.27 (5) in [Hup1] möglich. Nach Voraussetzung im selbigen Hauptsatz wird q2−1
von 16 geteilt. Falls q gerade ist, so ist q2− 1 ungerade und somit niemals durch 16
teilbar. Daher sind wir fertig, falls q gerade ist.

Sei also q ungerade. Es gilt 72− 1 = 48 = 3 · 16. Falls q ≥ 9 ist, sind wir ebenso
fertig, da γ ≥ 5 gilt und S4 keine Elemente von Ordnung größer oder gleich 5 besitzt.
Damit folgt q = 7, β = 3 und γ = 4. Da U Elemente der Ordnung β und γ besitzt
und S4 keine maximalen Untergruppen hat, in denen es Elemente der Ordnung 3
und 4 gleichzeitig gibt, folgt schon U � S4.
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Lemma 5.34
Seien q ∈N eine Primzahlpotenz, q ≥ 7 und G= PSL2(q). Seien d := ggT(q− 1,2),
β := q−1

d , γ := q+1
d und (g0,n1,n2) ∈ {(1,1,0),(1,0,1),(1,1,1),(0,2,1),(0,1,2)} so,

dass l := [G,g,g0 | [β,n1] , [γ,n2]] ein HD ist. Dann ist l realisierbar.

Beweis
Mit den Sätzen II.8.3 und II.8.4 in [Hup1] seien K1 eine G-Konjugiertenklasse von
Elementen der Ordnung β und K2 eine G-Konjugiertenklasse von Elementen der
Ordnung γ. Unter Verwendung der generischen Charaktertafel von G in [CHE] gilt
d121 = d · (q− 1) und d212 = d · (q+ 1) mittels Lemma 5.14 (siehe Bemerkung 5.35).

Falls q ≥ 8 gilt, folgt die Behauptung mit den Lemmata 5.22 und 5.33 aus den
zu Beginn berechneten Werten d121 = d · (q − 1) und d212 = d · (q + 1). Für q = 7
folgen (RHD1) und (RHD2) für l aus d121 = 12 und d212 = 16 und Lemma 5.22. Um
(RHD3) für l im Fall q = 7 zu zeigen, unterscheiden wir mehrere Fälle:

Fall 1: Es sei (g0,n1,n2) = (0,2,1). Dann gibt es nach Lemma 5.22 Elemente
c1, c2 ∈K1 und e ∈K2 so, dass das Tripel ((),(),(c1, c2,e)) (RHD1) und (RHD2)
für l erfüllt. Da o(c1) = o(c2) = β = 3 gilt, ist c1 · c2 = e−1 ein Element der
Ordnung 4. Falls also U := 〈c1, c2,e〉 ,G gilt, so ist U � S4 nach Lemma 5.33.
Ferner sind c1 und c2 in einer echten Untergruppe V von U enthalten, wo-
bei V � A4 gilt. Damit ist e−1 = c1c2 ∈ V ein Element der Ordnung 4, ein
Widerspruch. Daher gilt U = G und es folgt die Realisierbarkeit von l für
(g0,n1,n2) = (0,2,1).

Fall 2: Es sei (g0,n1,n2) ∈ {(1,0,1),(1,1,1)}. Mit Lemma 5.22 gibt es Elemente
a,c1 ∈ K1, c,c2 ∈ K2 und b,x,y ∈ G so, dass das Tripel ((a),(b),(c)) (RHD1)
und (RHD2) für das HD [G,64,1 | [4,1]] und das Tripel ((x),(y),(c1, c2))
(RHD1) und (RHD2) für das HD [G,120,1 | [3,1] , [4,1]] erfüllt. Ferner kön-
nen wir wegen d121 = 2(7− 1) = 12 die Elemente x,y ∈ G so wählen, dass
o([x,y]) = β = 3 gilt. Nun ist a−1ab = c−1 und [x,y]c1 = c2−1 mit (RHD2)
jeweils wieder ein Produkt von zwei Elementen der Ordnung 3, welches ein
Element der Ordnung 4 ergibt. Wie im Fall 1 folgt dann schon die Realisier-
barkeit für l in diesem Fall.

Fall 3: Seien H := 〈(375)(486),(126)(348)〉, a := (1372)(4568), b := (182)(465) und
c := (126)(348). Eine kurze Rechnung in [GAP] zeigt, dass H isomorph zu
G ist, ferner a,b,c ∈ H gilt sowie ((a),(b),(c)) eine Realisierung für das HD
[H,57,1 | [3,1]] und ((),(),(c,a−1,ab)) eine Realisierung für das HD
[H,15,0 | [3,1] , [4,2]] ist. Damit ist l auch für (g0,n1,n2) ∈ {(1,1,0),(0,1,2)}
realisierbar und es folgt die Behauptung.
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Bemerkung 5.35
In dieser Bemerkung erläutern wir die Informationsgewinnung aus Chevie [CHE]
am Beispiel PSL2(q) näher. Zunächst einmal bemerken wir, dass wir die maple-
Version von Chevie benutzen und verweisen auf die Webpage von Chevie http://
www.math.rwth-aachen.de/~CHEVIE/chevie-maple.html sowie das dort zugäng-
liche Benutzerhandbuch.

Durch Eingabe des Befehls GenCharTab(); werden alle Serien von endlichen
Gruppen ausgegeben, für die eine generische Charaktertafel in [CHE] vorhanden ist.
Für den Fall PSL2(q) sehen wir die drei Möglichkeiten PSL2.0, PSL2.1 und PSL2.3.
Durch Eingabe von beispielsweise GenCharTab("PSL2.1"); wird die generische Cha-
raktertafel von PSL2(q) für den Fall q ≡ 1 modulo 4 geladen. Diese ist anschließend
mittels g zugänglich. PSL2.0 liefert eine generische Charaktertafel für gerades q und
PSL2.3 für q ≡ 3 modulo 4.

Anschließend müssen wir herausfinden, in welchen generischen Konjugiertenklas-
sen beispielsweise Elemente der Ordnung β := q−1

ggT(q−1,2) und γ := q+1
ggT(q−1,2) zu

finden sind. Durch Kenntnis der Zentralisatorordnung eines gewünschten Elements
von G können wir mit dem Befehl CentOrd(); einschränken, welche generische Kon-
jugiertenklasse in Frage kommt. Das Beispiel GenCharTab("PSL2.1"); liefert bei der
Eingabe von CentOrd(g) die Tabelle:

> CentOrd(g);

clt Order of centralizer(s)

=======================================================
1 1/2*q*(q-1)*(q+1)
2 q
3 q
4 1/2*q-1/2
5 1/2*q+1/2
6 q-1

Dabei ist die Spalte clt eine laufende Nummer. In der rechten Spalte sind die Zen-
tralisatorordnungen von Gruppenelementen von G notiert. Zu bemerken ist, dass zu
zwei verschiedenen Zeilen der ausgegebenen Tabelle genau zwei verschiedene gene-
rische Konjugiertenklassen gehören.

In unserem Beispiel interessieren wir uns für die generischen Konjugiertenklassen
Nummer 4 (für β) und 5 (für γ). Der Aufruf von ClassMult(g,4,5,4); liefert
uns den Wert für d121, wobei K1 eine G-Konjugiertenklasse von Elementen der
Ordnung β und K2 eine G-Konjugiertenklasse von Elementen der Ordnung γ sei.
Dieser Wert ist:

> ClassMult(g,4,5,4);
[2 q - 2, {}]

Im ersten Eintrag der ausgegebenen Liste steht der Wert d121. Im zweiten Eintrag
steht ein Kriterium, wann sich der Wert d121 ändert (eine sogenannte „Ausnahme“).
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Jedoch werden keine Informationen über den veränderten Wert bereit gestellt, wenn
der zweite Eintrag nicht leer ist. In unserem Beispiel gibt es kein Kriterium für eine
Änderung des Wertes d121. Das bedeutet in diesem Fall, dass für alle G-Konjugier-
tenklassen Ke von Elementen der Ordnung e, wobei e , 1 ein Teiler von β ist (und
auch e , 2, da die Klasse der Involutionen in der generischen Konjugiertenklasse
Nummer 6 implementiert sind), und alle G-Konjugiertenklassen Kf von Elementen
der Ordnung f , wobei f , 1 ein Teiler von γ ist, stets defe = 2q− 2 gilt.

Mehr über diese Ausnahmen ist im Benutzerhandbuch von Chevie im Punkt
„Exceptions“ zu finden. In den Beweisen verwenden wir meistens nur solche Werte,
bei denen es keine Ausnahmen gibt und kommentieren das dann nicht weiter. Falls
das an einigen Stellen nicht möglich ist, werden wir auf die Ausnahmen eingehen.

Lemma 5.36
Seien q ∈N eine Primzahlpotenz, q ≥ 7 und G � PSL2(q). Seien d := ggT(q− 1,2),
β := q−1

d , γ := q+1
d und l := [G,g,0 | [β,2] , [γ,2]] ein HD. Dann ist l realisierbar.

Beweis
Seien g1,g2 ∈ N beide größer als 1 und so, dass l1 = [G,g1,0 | [β,2] , [γ,1]] und
l2 = [G,g2,0 | [β,1] , [γ,2]] Hurwitzdaten sind. Mit Lemma 5.34 sind l1 und l2 reali-
sierbar. Insbesondere ist β oder γ ungerade. Ist β ungerade, so liefert Lemma 5.21,
angewandt auf l2, die Behauptung. Ansonsten ist γ ungerade und mit Lemma 5.21,
angewandt auf l1, folgt die Behauptung.

Mit Lemmata 5.34 und 5.36 haben wir bereits die Realisierbarkeit der Hurwitzdaten
aus der Zeile 14 in Tabelle 4.1 von Voraussetzung 4.21 erarbeitet. Nun überprüfen
wir die Realisierbarkeit von Hurwitzdaten aus Zeile 13 der Tabelle und arbeiten
unter folgender

Voraussetzung 5.37
Seien f ∈ N, p eine ungerade Primzahl, q := pf ≥ 9 und G � PSL2(q). Seien
ε ∈ {1,−1} so, dass q ≡ ε modulo 4 gilt, sowie α := q−ε

4 , β := q−ε
2 und γ := q+ε

2 .

Zur Übersicht geben wir nachfolgend eine Tabelle an, die darstellt, welches Hurwitz-
datum aus Zeile 13 von Tabelle 4.1 in Voraussetzung 4.21 in welchem Lemma auf
Realisierbarkeit überprüft wird. Es gelte dazu Voraussetzung 5.37.

Hurwitzdatum Lemma Bemerkung

[G,g,1 | [α,1]] 5.39 q < {9,11,19}
5.40 q = 9
5.42 q = 11
5.43 q = 19

[G,g,1 | [β,1]] 5.34

[G,g,1 | [γ,1]] 5.34

[G,g,1 | [α,1] , [β,1]] 5.44
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Hurwitzdatum Lemma Bemerkung

[G,g,1 | [α,1] , [γ,1]] 5.40 q = 9
5.45 q > 9

[G,g,1 | [β,2]] 5.34

[G,g,1 | [β,1] , [γ,1]] 5.34

[G,g,1 | [γ,2]] 5.34

[G,g,1 | [α,1] , [β,2]] 5.54 q = 9

[G,g,0 | [α,1] , [β,2]] 5.53 q > 9

[G,g,0 | [α,1] , [β,1] , [γ,1]] 5.46

[G,g,0 | [α,1] , [γ,2]] 5.40 q = 9
5.45 q > 9

[G,g,0 | [β,2] , [γ,1]] 5.34

[G,g,0 | [β,1] , [γ,2]] 5.34

[G,g,0 | [α,1] , [β,2] , [γ,1]] 5.46

[G,g,0 | [α,1] , [β,1] , [γ,2]] 5.46

[G,g,0 | [β,2] , [γ,2]] 5.36

[G,g,0 | [α,1] , [β,2] , [γ,2]] 5.46

Tabelle 5.1: Übersicht zur Realisierbarkeit von Ausnahme-Hurwitz-
daten aus Zeile 13 der Tabelle 4.1 in Voraussetzung 4.21, wobei
G � PSL2(q) für eine ungerade Primzahlpotenz q ≥ 9 gilt.

Bevor wir mit der Untersuchung der Hurwitzdaten aus Tabelle 5.1 auf Realisier-
barkeit beginnen, sammeln wir zunächst einige Informationen über PSL2(q) in

Bemerkung 5.38
Es gelte Voraussetzung 5.37 und es seien x,y ∈G mit o(x) ∈ {α,β} und o(y) = γ.

(i) Es gibt nur jeweils eine G-Konjugiertenklasse von zyklischen Untergruppen
der Ordnung β bzw. γ (Satz II.8.5(a) in [Hup1]) und damit auch von Ordnung
α= β/2. Weiterhin gibt es damit nur eine Konjugiertenklasse von Involutionen
in G, da γ und q ungerade sind und β durch 2 teilbar ist.

(ii) Je zwei zyklische Untergruppen der Ordnung β bzw. γ schneiden sich trivial
und es ist NG(〈x〉) eine Diedergruppe der Ordnung q− ε= 2β = 4α mit einer
zentralen Involution undNG(〈x〉) ist eine Diedergruppe der Ordnung q+ε= 2γ
ohne eine zentrale Involution (vgl. Sätze II.8.3 und II.8.4 in [Hup1]). Involu-
tionenzentralisatoren in G sind damit ebenfalls Diedergruppen der Ordnung
q− ε= 2β.

(iii) x ist in der generischen Konjugiertenklasse Nummer 4 von [CHE], wenn ε= 1
gilt, bzw. Nummer 5, wenn ε = −1 gilt. Zu dieser generischen Klasse gehört
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ein Parameter i ∈ {1, . . . ,β}, wobei i nicht von α geteilt werden darf (erreich-
bar über den Befehl PrintClassParam in [CHE]). Ist o(x) = β, so können
wir für die G-Konjugiertenklasse von x den Parameter i = 1 der generischen
Konjugiertenklasse wählen, für x2 den Parameter i= 2 u.s.w.
Die einzigen Werte für i ∈ {1, . . . ,β}, für die i von α geteilt wird, sind i = α
oder i = β. Der Wert i = α führt zur Involution xα (diese generische Klasse
der Involutionen ist Klasse Nummer 6 in [CHE]). Der Wert i = β führt zum
neutralen Element xβ (die generische Klasse von 1G ist Klasse Nummer 1 in
[CHE]).

(iv) y ist in der generischen Konjugiertenklasse Nummer 5 von [CHE], wenn ε= 1
gilt, bzw. Nummer 4, wenn ε = −1 gilt. Zu dieser generischen Klasse gehört
ein Parameter i ∈ {1, . . . ,γ}, wobei i nicht von γ geteilt werden darf. Analog
zu (iii) können wir den Parameter i= 1 für xG wählen, i= 2 für (x2)G, u.s.w.

Lemma 5.39
Es gelte Voraussetzung 5.37. Sei q < {9,11,19}. Dann ist das HD l := [G,g,1 | [α,1]]
realisierbar.

Beweis
Seien c1,1 ∈G ein Element der Ordnung α und I G von Ordnung β so, dass c1,1 ∈ I
ist. Weiter sei t ∈NG(〈c1,1〉) =NG(I) die zentrale Involution. Es ist NG(I) = CG(t)
(siehe Bemerkung 5.38). Wir zeigen zunächst (RHD1) und (RHD2) für l.

Da N eine Diedergruppe ist, gibt es Involutionen y,z ∈ N so, dass 〈y,z〉 = N
gilt. Dann ist schon o(yz) = 2α, sonst wäre 〈y,z〉 nicht von Ordnung 4α. Ferner gilt
[y,z] = yzyz = (yz)2 und o([y,z]) = α. Seien also y,z ∈N Involutionen und so, dass
N = 〈y,z〉 und [y,z] = c1,1−1 gilt. Insbesondere sind weder y noch z zentral in N .
Daher ist CG(y) \N , ∅. Sei x ∈ CG(y) \N und seien a1 := y und b1 := xz. Dann
gilt sofort c1,1−1 = [y,z] = [y,xz] = [a1, b1]. Da c1,1 von Ordnung α ist, erfüllt das
Tripel ((a1),(b1),(c1,1)) nun (RHD1) und (RHD2) für l.

Sei T := 〈a1, b1, c1,1〉. Wir zeigen, dass (RHD3) für l gilt. Angenommen, es sei
T , G. Dann gibt es eine maximale Untergruppe M G so, dass T M ist. Mit
dem Satz von Dickson (siehe Hauptsatz II.8.27 in [Hup1]) bestimmen wir nun T , M
und q:

Die Gruppe T ist weder eine elementarabelsche p-Gruppe, da ggT(p,α) = 1 gilt,
noch ist T zyklisch, da 〈a1, c1,1〉 eine diedrische Untergruppe von T ist. Weiter ist T
auch kein semidirektes Produkt einer elementarabelschen p-Gruppe und einer zy-
klischen Gruppe, da in diesem Fall T ′ eine p-Gruppe wäre, die c1,1 = [b1,a1] ∈ T ′
enthält (o(c1,1) = α und p sind teilerfremd).

Angenommen, T sei selbst eine Diedergruppe. Wegen 〈a1, c1,1〉,〈b1〉 T und
〈b1〉 〈a1, c1,1〉 muss T = N sein. Damit ist jedoch z ∈ T und daher auch
b1z−1 = x ∈ T =N . Das widerspricht der Wahl x <N .

Angenommen, T sei isomorph zu einer Untergruppe von A4. Da (A4)′ eine Klein-
sche Vierergruppe ist und offenbar c1,1 ∈ T ′ gilt, muss schon α = 2 sein. Dann ist
q ∈ {7,9}, ein Widerspruch zur Voraussetzung.
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Angenommen, T sei isomorph zu einer Untergruppe von S4. Da q > 9 und
q < {11,19} nach Voraussetzung gilt, folgt α ∈ {3,4} aus den möglichen Elemen-
tordnungen in S4. Ist α = 3, so gilt q ∈ {11,13}. Jedoch ist weder 112 noch 132

kongruent zu 1 modulo 16, wodurch PSL2(11) und PSL2(13) keine Untergruppen
isomorph zu S4 haben (siehe Satz II.8.27 in [Hup1]). Daher ist α = 4. Jedoch hat
die Kommutatorgruppe von S4 kein Element der Ordnung 4, ein Widerspruch.

Angenommen, T sei isomorph zu einer Untergruppe von A5. Aufgrund der Ele-
mentordnungen von A5 und wegen q > 9 folgt α ∈ {3,5}. Ist α = 3, so gilt
q ∈ {11,13}. Nach Voraussetzung ist q , 11. Da 132 . 1 modulo 5 gilt, enthält
PSL2(13) nach Satz II.8.27 in [Hup1] keine Untergruppe, welche isomorph zu A5
ist. Daher gilt α = 5 und somit q = 19. Das widerspricht der Voraussetzung q , 19.
Dieser Fall ist unabhängig von der Eigenschaft, dass q2 kongruent ist zu 1 modulo
5 oder q eine 5-Potenz ist, wie im Satz 8.27.(6) in [Hup1] verlangt.

Seim ein echter Teiler von f . Angenommen, T sei isomorph zu einer Untergruppe
von PSL2(pm). Genauer seien k,m ∈N so, dass f = km gilt. Da α und p teilerfremd
sind, gilt α≤ (pm−1)(pm+1)

2 und α teilt pm−1
2 oder pm+1

2 aufgrund von Satz II.8.5 (a)
in [Hup1] angewandt auf PSL2(pm). Das ergibt α≤ pm+1

2 und wir untersuchen diese
Ungleichung:

α= pf−ε
4 ≤ pm+1

2

⇐⇒ pf − ε≤ 2pm + 2
⇐⇒ pf ≤ 2pm + 2 + ε≤ 2pm + pm = 3pm ≤ pm+1 ≤ pf

Gleichheit folgt nur, wenn p = 3, m = 1 und f = 2 gilt. Dann ist jedoch q = 9, ein
Widerspruch zur Voraussetzung q , 9.

Daher gibt es k,m ∈N so, dass f = 2km gilt und T isomorph zu einer Untergrup-
pe von PGL2(pm) ist. In ähnlicher Weise wie zuvor erhalten wir α ≤ pm + 1. Eine
Analyse dieser Ungleichung führt zu q ∈ {9,25}. Da nach Voraussetzung q , 9 ist,
gilt also q = 25 und T ist isomorph zu einer Untergruppe von PGL2(5) � S5. Nun
ist α = 6. Nach Konstruktion enthält T dann eine Diedergruppe der Ordnung 24
und insbesondere besitzt T (und damit auch S5) ein Element der Ordnung 12, ein
Widerspruch. Nun folgt T =G und l ist realisierbar.

Lemma 5.40
Es gelte Voraussetzung 5.37. Seien q = 9 und (g0,n) ∈ {(1,0),(1,1),(0,2)}. Dann ist
das HD l := [G,g,g0 | [α,1] , [γ,n]] realisierbar.

Beweis
Da q = 9 gilt, ist ε = 1, α = q−ε

4 = 8
4 = 2 und γ = q+ε

2 = 5. Seien K1 eine G-Kon-
jugiertenklasse von Involutionen und K2 eine G-Konjugiertenklasse von Elementen
der Ordnung 5. Unter Verwendung der Charaktertafel von G in [Atl] ermitteln wir
mit Lemma 5.14 die Werte d121 = 8 und d212 = 10. Mit Lemma 5.22 existieren
a1,x2,x3,y3 ∈K2, a2, b1, b2 ∈G und c1, c2, c3 ∈K1 wie folgt:

Das Tripel ((a1),(b1),(c1)) erfüllt die Eigenschaften (RHD1) und (RHD2) für l im
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Fall (g0,n) = (1,0).
Das Tripel ((a2),(b2),(c2,x2)) erfüllt (RHD1) und (RHD2) im Fall (g0,n) = (1,1)
für l. Hier gilt o([a2, b2]) = γ = 5.
Das Tripel ((),(),(c3,x3,y3)) erfüllt (RHD1) und (RHD2) im Fall (g0,n) = (0,2)
für l.

Nach (RHD2) gibt es also Elemente x,y,z ∈ G so, dass xyz = 1G, o(x) = 2,
o(y) = 5, o(z) = 5 und z ∈ yG gilt. Genauer seien x := c1, y := a−1

1 und z := a1b1 ,
falls (g0,n) = (1,0) gilt. Seien x := c2, y := x2 und z := [a2, b2], falls (g0,n) = (1,1)
ist. Seien x := c3, y := x3 und z := y3, falls (g0,n) = (0,2) gilt.

Angenommen, es sei U := 〈x,y,z〉 , G. Dann gibt es eine maximale Unter-
gruppe M G so, dass U M ist. Nun ist kgV(o(x),o(y),o(z)) = 10 ein Teiler
von |U | und |M |. Mit der Liste der G-Konjugiertenklassen von maximalen Unter-
gruppen von G in [Atl] gilt M � A5. Ferner sind nach Wahl y und z in derselben
G-Konjugiertenklasse K2 und es gilt yG ∩M = yM mit den Charaktertafeln von G
und M in [Atl].

Seien K1 wie im Schritt 1, K2 := yG, Ka :=K1∩M und Kb :=K2∩M . Dann ist
d

(M)
bba = 0 mit Lemma 5.14 unter der Verwendung der Charaktertafel von M in [Atl].

Da d221 = 16> 0 gilt, folgt mit Lemma 5.19, dass U in keinemG-Konjugierten vonM
liegt. Obwohl G insgesamt zwei Konjugiertenklassen von maximalen Untergruppen
isomorph zu A5 besitzt, ist U = G, da das Argument zuvor auch für die zweite
Konjugiertenklasse gilt. Somit erfüllt l die Eigenschaft (RHD3) und ist insgesamt
realisierbar.

Bemerkung 5.41
Im Lemma 5.27 haben wir gezeigt, dass das HD [A5,g,0 | [2,1] , [5,2]] realisierbar
ist. Seien G = A5 und ((),(),(c1, c2, c3)) eine Realisierung für dieses HD. Dann gilt
o(c1) = 2, o(c2) = 5 = o(c3), c1c2c3 = 1G und 〈c1, c2, c3〉=G.

Seien weiter K1 eine G-Konjugiertenklasse von Involutionen sowie K2 und K3
die zwei verschiedenen G-Konjugiertenklassen von Elementen der Ordnung 5 (siehe
[Atl]). Unter Verwendung der Charaktertafel von G in [Atl] liefert Lemma 5.14 die
Werte d221 = d331 = 0 und d231 = d321 = 4. Das heißt:

Sind g ∈ G von Ordnung 5 und h ∈ G zu g konjugiert in G, so gilt o(gh) , 2.
Insbesondere sind also c2 und c3 nicht konjugiert in G. Wie wir in Lemma 5.40
gesehen haben, gibt es in PSL2(9) � A6 jedoch konjugierte Elemente g und h von
Ordnung 5 so, dass o(gh) = 2 ist.

Lemma 5.42
Es gelte Voraussetzung 5.37 und seien q = 11 und l := [G,g,1 | [α,1]] ein HD. Dann
ist l realisierbar.

Beweis
SeiK1 eineG-Konjugiertenklasse von Elementen der Ordnung α= 3. Mit [Atl] seiK2
die einzige G-Konjugiertenklasse von Elementen der Ordnung 6. Daher gilt für alle
x ∈ K2 auch x−1 ∈ K2. Lemma 5.14 liefert unter Verwendung der Charaktertafel
von G in [Atl] den Wert d221 = 13.
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Sei c−1 ∈ K1. Wegen d221 = 13 , 0 gibt es also Elemente x,y ∈ K2 so, dass
xy = c−1 gilt. Da d221 > 1 ist, können wir c < 〈x〉 wählen. Weil y und x−1 in G
konjugiert sind, gibt es a,b ∈G so, dass a := x−1 und y = ab gilt. Nun folgt

1G = xyc= a−1abc= [a,b]c,

wodurch (RHD1) und (RHD2) für l vom Tripel ((a),(b),(c)) erfüllt sind.
Angenommen, es sei U := 〈a,b,c〉 , G. Dann liegt U in einer maximalen Unter-

gruppe M von G. Ferner enthalten U und M das Element a von Ordnung 6. Mit
der Liste der G-Konjugiertenklassen von maximalen Untergruppen von G und deren
Ordnung folgt schon M �D12, da A5 keine Elemente der Ordnung 6 enthält. Dann
ist jedoch 〈a〉 ein Normalteiler inM vom Index 2 und es gilt c ∈ 〈a〉, ein Widerspruch
zur Wahl von c im Schritt 1. Daher folgen U =G sowie die Realisierbarkeit von l.

Lemma 5.43
Es gelte Voraussetzung 5.37 und seien q = 19 und l := [G,g,1 | [α,1]] ein HD. Dann
ist l realisierbar.

Beweis
Seien K1 eine G-Konjugiertenklasse von Elementen der Ordnung α= 5 und K2 eine
G-Konjugiertenklasse von Elementen der Ordnung 9. Lemma 5.14 liefert unter Ver-
wendung der Charaktertafel von G in [Atl] die Werte d212 = 36 und
d121 = 40. Ist U eine Untergruppe von G, deren Ordnung von kgV(5,9) = 45 geteilt
wird, so folgt mit der Liste der G-Konjugiertenklassen von maximalen Untergruppen
von G in [Atl] schon U =G. Nun liefert Lemma 5.22 die Behauptung.

Lemma 5.44
Es gelte Voraussetzung 5.37. Dann ist das HD l := [G,g,1 | [α,1] , [β,1]] realisierbar.

Beweis
Mit Lemma 5.34 sei ((a),(b),(c)) eine Realisierung für das HD l̃ := [G, g̃,1 | [β,1]].
Dann gilt o(c) = β nach (RHD1) und ferner ist c2 ein Element von Ordnung α. Nun
gilt c= c2−1 = c2c−1. Somit ist ((a),(b),(c2, c−1)) eine Realisierung für l.

Lemma 5.45
Es gelte Voraussetzung 5.37. Seien q > 9, n ∈N und (g0,n) ∈ {(1,1),(0,2)} so, dass
l := [G,g,g0 | [α,1] , [γ,n]] ein HD ist. Dann ist l realisierbar.

Beweis
Schritt 1: Realisierbarkeit für den Fall (g0,n) = (0,2):

Seien zuerst g0 = 0 und n = 2. Seien weiter K1 eine G-Konjugiertenklasse von
Elementen der Ordnung α und K2 eine G-Konjugiertenklasse von Elementen der
Ordnung γ. Unter Verwendung der generischen Charaktertafel von PSL2(q) für un-
gerades q in [CHE] liefert Lemma 5.14 den Wert d212 = 2q+ 2ε, wobei ε ∈ {1,−1}
und q ≡ ε modulo 4 wie in der Voraussetzung 5.37 sind (vgl. (iii) und (iv) von
Bemerkung 5.38). Daher gibt es x ∈ K1 und y,z ∈ K2 so, dass yx = z gilt. Nun
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ist 1G = yxz−1 = xz−1y und wir sehen, dass das Tripel ((),(),(x,z−1,y)) die Eigen-
schaften (RHD1) und (RHD2) für l erfüllt.

Für (RHD3) sei U := 〈x,y,z〉. Ist U = G, so sind wir fertig. Sei also U , G. Da
q > 9 gilt, gibt es Elemente der Ordnung α≥ 3 und γ ≥ 5 in U . Ferner wird |U | von
kgV(α,γ) = q2−1

8 geteilt. Mit dem Satz von Dickson (Hauptsatz II.8.27 in [Hup1])
gilt dann q = 11 und U ist isomorph zu einer Untergruppe von A5. Ferner muss
schon U � A5 sein, da kgV(α,γ) = 15 gilt und A5 keine Untergruppe von Index 2
oder 4 besitzt (siehe [Atl]). Dieser Fall ist unabhängig von der Eigenschaft, dass q2

kongruent ist zu 1 modulo 5 oder q eine 5-Potenz ist, wie im Satz 8.27.(6) in [Hup1]
verlangt.

Es ist K1 ∩ U , ∅ , K2 ∩ U . Ferner zerfällt weder K1 ∩ U noch K2 ∩ U
in mehrere U -Konjugiertenklassen, wie man den Charaktertafeln von G � PSL2(11)
und U �A5 in [Atl] entnehmen kann. Seien daher Ka :=K1 ∩U und Kb :=K2 ∩U .
Es gibt |G||U | = 11 Konjugierte von U in G und ferner gilt

|K2|=
|G|
|CG(z)| = 22 · 3 · 11 und |Kb|=

|U |
|CU (z)| = 22 · 3.

Wegen |K2|= |Kb| · |G||U | ist z in genau einem G-Konjugierten von U enthalten. Lem-
ma 5.14 liefert d(U)

bab = 5 < 20 = d212. Mit Lemma 5.19 können wir (x,y) ∈K2×K1
so wählen, dass xy = z gilt und 〈x,y,z〉 in keinem G-Konjugierten von U liegt. Da G
noch eine zweite Konjugiertenklasse von Untergruppen isomorph zu U besitzt (sie-
he [Atl]) und die Argumente zuvor dasselbe liefern, gibt es von den d212 = 20 Paaren
in M := {(a,b) ∈K2×K1 | ab= z} genau zehn Paare mit der Eigenschaft, dass das
Erzeugnis der Elemente eines dieser Paare ganz G ist. Wir können also (x,y) ∈M
so wählen, dass 〈x,y,z〉 = G gilt. Das ist (RHD3) und es folgt die Realisierbarkeit
von l für den Fall (g0,n) = (0,2). �

Schritt 2: Realisierbarkeit für den Fall (g0,n) = (1,1):

Seien nun g0 = 1 und n = 1 sowie g̃ ∈ N und g̃ > 1 so, dass l̃ := [G, g̃,0 | [α,1],
[γ,2]] ein HD ist. Mit Schritt 1 sei ((),(),(x,y,z)) eine Realisierung von l̃. Nach
Definition 5.2 und Bemerkung 5.4 gilt dann o(x) = α, o(y) = γ = o(z), 1G = xyz
und 〈x,y,z〉=G. Nun ist xy = z−1 und 1G = zxy.

Seien K2 wie im Schritt 1 und K1 eine G-Konjugiertenklasse von Elementen
der Ordnung β. Wieder mit [CHE] gilt d121 = 2q− 2ε. Daher gibt es a,b ∈K1 und
c ∈ K2 so, dass bc = a ist. Da c und z in G konjugiert sind, können wir o.B.d.A.
c = z setzen und a,b ∈ K1 so wählen, dass bz = a gilt. Ferner sind auch a und b
in G konjugiert. Sei also g ∈ G so, dass b = ag ist. Nun gilt 1G = a−1agz = [a,g]z.
Insgesamt folgt 1G = zxy = [g,a]xy und G = 〈x,y,z〉 = 〈x,y,a,g〉 wegen z ∈ 〈a,g〉.
Damit ist ((g),(a),(x,y)) eine Realisierung für l im Fall (g0,n) = (1,1).

Lemma 5.46
Es gelte Voraussetzung 5.37 und seien n,m,g ∈ N und (n,m) ∈ {(1,1),(1,2),(2,1),
(2,2)} so, dass l := [G,g,0 | [α,1] , [β,n] , [γ,m]] ein HD ist. Dann ist l realisierbar.
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Beweis
Schritt 1: Realisierbarkeit für den Fall n= 1 =m:

Seien zuerst n = m = 1, K1 eine G-Konjugiertenklasse von Elementen der Ord-
nung α, K2 eine G-Konjugiertenklasse von Elementen der Ordnung β und K3 eine
G-Konjugiertenklasse von Elementen der Ordnung γ. Unter Verwendung der gene-
rischen Charaktertafel von G in [CHE] folgt d123 = 2q + 2ε mit Lemma 5.14 (vgl.
Bemerkung 5.38 (iii) und (iv)). Daher gibt es Elemente x ∈K1, y ∈K2 und z ∈K3
so, dass xy = z gilt. Dann ist 1G = xyz−1 und das Tripel ((),(),(x,y,z−1)) erfüllt
(RHD1) und (RHD2) für l im Fall n=m= 1.

Sei U := 〈x,y,z〉. Da U Elemente von Ordnung β und γ besitzt und q ≥ 9 gilt,
folgt mit Lemma 5.33 schon U = G. Somit erfüllt ((),(),(x,y,z−1)) auch (RHD3)
für l im Fall n=m= 1. Daher ist l realisierbar. �

Schritt 2: Realisierbarkeit für den Fall n= 2 und m= 1:

Seien g̃ ∈ N und g̃ > 1 so, dass l̃ := [G, g̃,0 | [α,1] , [β,1] , [γ,1]] ein HD ist. Mit
Schritt 1 ist l̃ realisierbar. Seien weiter K2 und K3 wie im Schritt 1 und das Tripel
((),(),(x,y,z)) eine Realisierung für l̃ so, dass z ∈K3 gilt. Mit Lemma 5.14 und mit
der generischen Charaktertafel von G in [CHE] folgt d233 = 2q+ 2ε. Daher gibt es
a ∈K2 und b ∈K3 so, dass ab= z gilt. Nun ist 1G = xyz = xyab mit (RHD2) für die
Realisierung ((),(),(x,y,z)) von l̃. Ferner gilt z ∈ 〈a,b〉. Damit und wegen (RHD3)
für die Realisierung ((),(),(x,y,z)) von l̃ ist nun ((),(),(x,y,a,b)) eine Realisierung
für l im Fall n= 1 und m= 2. �

Schritt 3: Realisierbarkeit für die verbliebenen Fälle:

Nach den Schritten 1 und 2 ist l für die Fälle (n,m) = (1,1) und (n,m) = (2,1)
realisierbar. Es ist γ ungerade und daher folgt die Realisierbarkeit von l für
(n,m) = (1,2) bzw. (n,m) = (2,2) aus Lemma 5.21.

Wenn wir die Zeile 13 von Tabelle 4.1 in Voraussetzung 4.21 bzw. Tabelle 5.1 genauer
betrachten, erkennen wir, dass bisher fast alle HD dieses Falls auf Realisierbarkeit
überprüft wurden. Die übrigen Fälle aus Zeile 13 der Voraussetzung sind das HD
[PSL2(q),g,0 | [α,1] , [β,2]] für eine ungerade Primzahlpotenz q ≥ 11 und das HD
[PSL2(9),g,1 | [α,1] , [β,2]].

Wir erinnern daran, dass die Liste [PSL2(9),g,0 | [α,1] , [β,2]] kein HD ist, da
Definition 4.8 (ii), die Hurwitzformel, für alle g ∈ N mit g ≥ 2 nicht erfüllt ist.
(Siehe auch Lemma 4.15. Für q = 9 gilt α = 2 und β = 4. Das ist Fall (ii) von
Lemma 4.15.)

Für die Überprüfung der Realisierbarkeit der verbliebenen HD werden wir erneut
die generischen Charaktertafeln in [CHE] benutzen. Dieses Mal liefert die Funktion
ClassMult() jedoch Ausnahmen, die wir umgehen wollen. Daher müssen wir zuerst
einige Hilfsresultate beweisen.

Bemerkung 5.47
Mit den Rechenregeln der Eulerschen ϕ-Funktion folgt elementar, dass gilt:
Ist n ∈N gerade und gilt ϕ(n)< 6, so folgt n≤ 12.
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Lemma 5.48
Es seien p eine Primzahl, n ∈N, q := pn ≥ 4, d := ggT(q− 1,2) und G � PSL2(q).
Weiter seien F eine Sylow p-Untergruppe von G und M := NG(F ). Dann besteht
die Nebenklasse Fx ∈M/F für alle x ∈M \F aus allen M -Konjugierten von x.

Beweis
Es ist M eine Frobeniusgruppe mit Frobeniuskern F der Ordnung q und zyklischen
Frobeniuskomplementen der Ordnung 1

d(q−1) nach Beispiel V.8.6, Definition III.16.1
und Satz II.8.2 in [Hup1]. Damit gilt M ′ = F . Sei g ∈M \F beliebig.

Schritt 1: Es gilt [F,g] = F :
Zunächst ist [F,g] ⊆ M ′ = F . Wir zeigen, dass |[F,g]| = |F | gilt. Dafür seien

f1,f2 ∈ F so, dass [f1,g] = [f2,g] ist. Dann gilt

[f1,g] = [f2,g]
⇐⇒ (g−1)f1 · g = (g−1)f2 · g

⇐⇒ (g−1)f1f
−1
2 = (g−1)

⇐⇒ f1f
−1
2 ∈ CM (g)∩F = CF (g).

Da M eine Frobeniusgruppe und g ∈M \F ist, gilt CF (g) = 1. Daher folgt f1 = f2.
Die Abbildung ρ : F → [F,g], die jedes h ∈ F auf hρ := [h,g], ist also injektiv. Weil
[F,g] eine Teilmenge von M ′ = F ist, ist ρ damit auch surjektiv. �

Schritt 2: Für alle x ∈M \F besteht Fx aus den M -Konjugierten von x:
Seien x ∈ M \ F und z ∈ Fx. Da x < F gilt, sind Fx , F und z < F . Dann

existiert ein f ∈ F so, dass z = fx gilt. Mit Schritt 1 existiert ein g ∈ F so, dass
f = [g,x−1] ∈ [F,x−1] = F ist. Nun gilt z = fx= [g,x−1]x= xgx−1x= xg und ferner
ist

|F |= |Fx|= q =
q ·
(
q−1
d

)
(
q−1
d

) = |M |
|CM (x)| =

∣∣∣xM ∣∣∣ ,
da die Frobeniuskomplemente von M zyklisch der Ordnung (q− 1)/d sind. Damit
folgt die Aussage des Lemmas.

Lemma 5.49
Seien n ∈ N gerade, n ≥ 12, H eine zyklische Gruppe der Ordnung n und x ∈ H
ein Element der Ordnung n. Seien weiter k ∈ {4, . . . , n2 − 1}, y ∈ {xk,x−k} und
z ∈ {x,x−1}. Dann ist y · z < {x2,x−2}.

Beweis
Angenommen, die Behauptung sei falsch und sei w ∈ {x2,x−2} so, dass w = yz gilt.
Da 3< k < n

2 sowie n≥ 12 sind, gilt 4< k+1≤ n
2 < n−2 und 2< k−1< n

2 < n−2.
Beide Ungleichungen liefern einen Widerspruch zu

w = yz = xkx= xk+1 bzw. w = yz = xkx−1 = xk−1.
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Die Fälle w = yz = x−kx = (xk−1)−1 und w = yz = x−kx−1 = (xk+1)−1 können auf
die vorherigen zwei zurückgeführt werden und liefern ebenfalls einen Widerspruch.

Lemma 5.50
Es gelte Voraussetzung 5.37. Weiter seien q ≥ 23 sowie x ∈G von Ordnung β. Dann
gibt es ein k ∈N so, dass 3< k < α gilt und xk ein Element der Ordnung β ist, das
weder zu x noch zu x3 in G konjugiert ist.

Sei weiter M :=
{

(y,z) ∈ (xk)G×xG
∣∣∣ yz = x2

}
. Dann ist |M |= 2q−2ε und für

alle (y,z) ∈M gilt 〈x−2,y,z〉=G.

Beweis
Schritt 1: Es gibt genau ϕ(b)

2 Konjugiertenklassen von Elementen der Ordnung β
in G:

Es gibt nur eine G-Konjugiertenklasse von zyklischen Untergruppen der Ord-
nung β in G. Weiter haben zyklische Untergruppen der Ordnung β eine Diedergrup-
pe der Ordnung 2β als Normalisator. (Siehe Bemerkung 5.38 (i) und (ii).) Daher
ist für alle g ∈G mit o(g) = β schon gG = (g−1)G.

Da es in einer zyklischen Untergruppe der Ordnung β nur ϕ(β) viele Elemente
der Ordnung β gibt und je zwei davon in einer gemeinsamen G-Konjugiertenklasse
liegen, folgt die Behauptung. �

Schritt 2: Es gibt ein k ∈ N so, dass 3 < k < α gilt und xk ein Element der Ord-
nung β ist, das weder zu x noch zu x3 in G konjugiert ist:

Da q ≥ 23 ist, gilt β ≥ 12. Es ist genau dann β = 12, wenn q ∈ {23,25} gilt.
Sei zuerst β > 12. Mit Schritt 1 und Bemerkung 5.47 gibt es dann ϕ(β)

2 ≥ 6
2 = 3

Konjugiertenklassen von Elementen der Ordnung β in G. Ist g ∈G mit o(g) = β, so
folgt o(gα) = 2 und insbesondere finden wir dann ein k ∈N wie in der Behauptung
von Schritt 2.

Sei also β = 12 und damit q ∈ {23,25}. Es ist ϕ(12) = 4 und mit Schritt 1 gibt
es nun zwei G-Konjugiertenklassen von Elementen der Ordnung β. Sei g ∈ G von
Ordnung β = 12 und k := 5. Dann ist o(g3) = 4 sowie o(gα) = 2 und o(gk) = 12,
d.h. gk ist aus Ordnungsgründen nicht zu g3 konjugiert in G. Wären g und gk konju-
giert in G, so gäbe es ein h ∈NG(〈g〉) so, dass gh = gk gilt. Jedoch ist NG(〈g〉) eine
Diedergruppe von Ordnung 2β = 24 und ggT(5,24) = 1 (siehe Bemerkung 5.38 (ii)).
Das zeigt Schritt 2. �

Schritt 3: Es gilt |M |= 2q− 2ε:

Seien x und mit Schritt 2 auch k wie in der Behauptung. Wir benutzen [CHE]. Es
ist CG(x) = CG(x2) = CG(xk) und CG(x) hat Ordnung β. Daher liegen
K2 := xG, K3 := (x2)G und K1 := (xk)G in derselben generischen Konjugierten-
klasse von G in [CHE] mit dem Parameter i ∈ {1, . . . ,β}, wobei i nicht von α geteilt
werden darf (vgl. Bemerkung 5.38 (iii)). Mit Schritt 2 wählen wir für K1 = (xk)G
den Parameter i1 = k, für K2 = xG den Parameter i2 = 1 und für K3 = (x2)G den
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Parameter i3 = 2. Unter Verwendung der generischen Charaktertafel von G in [CHE]
ergibt sich nun d123 = 2q− 2ε mit Lemma 5.14, außer in folgenden Ausnahmefälle:

Einer der Werte i1 + i2 + i3, i1− i2− i3, i1− i2 + i3 oder i1 + i2− i3 wird von β
geteilt.
Da k ≥ 4, β ≥ 12 und somit α+ 2< β ist, gilt nun:

0< i1 + i2 + i3 = k+ 1 + 2 = k+ 3≤ α+ 2< β,

0< i1− i2− i3 = k− 1− 2 = k− 3< α < β,

0< i1− i2 + i3 = k− 1 + 2 = k+ 1≤ α < β,

0< i1 + i2− i3 = k+ 1− 2 = k− 1< α < β.

Damit sind i1 + i2 + i3, i1 − i2 − i3, i1 − i2 + i3 und i1 + i2 − i3 alle nicht durch β
teilbar, da sie echt zwischen 0 und β liegen. Somit ist d123 = |M | = 2q − 2ε nach
[CHE]. �

Schritt 4: Seien (y,z) ∈M und T := 〈x−2,y,z〉. Dann ist T =G:

Angenommen, das gelte nicht. Sei w := x2. Dann ist T eine echte Untergruppe
von G und |T | wird von β geteilt. Aus der Definition von M folgt w = yz. Ist
〈y〉 = 〈z〉, so gilt w ∈ 〈y〉 und 〈y〉 = 〈x〉, ein Widerspruch zu Lemma 5.49. Damit
sind 〈y〉 und 〈z〉 zwei verschiedene Untergruppen von T , die sich nur trivial schneiden
(vgl. Bemerkung 5.38 (ii)). Da T eine echte Untergruppe von G ist, nutzen wir den
Satz von Dickson (siehe Hauptsatz II.8.27 in [Hup1]), um T zu identifizieren.

Es ist T nicht isomorph zu A4, S4 oder A5, da alle drei Gruppen keine Elemente
der Ordnung β ≥ 12 enthalten. Ferner ist T weder eine elementarabelsche p-Gruppe
noch zyklisch oder eine Diedergruppe. Die Gruppe T ist auch nicht isomorph zu
PSL2(pm) oder PGL2(pm) für einen echten Teiler m von f (nach Voraussetzung 5.37
ist q = pf ), da q ≥ 23 gilt, y,z ∈ T Elemente der Ordnung β sind und somit |T | und
|PSL2(pm)| bzw. |PGL2(pm)| nicht vereinbar sind.

Mit dem Satz von Dickson ist dann T ein semidirektes Produkt aus einer ele-
mentarabelschen p-Gruppe und einer zyklischen Gruppe der Ordnung q−1

2 . Jetzt gilt
ε= 1 und β = q−1

2 und wir können T als Normalisator einer Sylow p-Untergruppe S
von G wählen, also als eine Frobeniusgruppe mit Frobeniuskern S = T ′ und Frobe-
niuskomplement 〈x〉. Es sind w,x,y,z ∈ T \S und T/S = 〈Sx〉 ist zyklisch. Mit Lem-
ma 5.48 und der Definition von M gilt außerdem Sw ∈ {Sx2,Sx−2},
Sy ∈ {Sxk,Sx−k} und Sz ∈ {Sx,Sx−1}. Nach Definition von M ist w = yz und
ferner Sw = Sy · Sz. Lemma 5.49, angewandt auf T/S, liefert nun den finalen Wi-
derspruch. Daher ist T =G.

Bemerkung 5.51
Seien H eine zyklische Gruppe von gerader Ordnung n ∈ N, n ≥ 6 und w ∈ H
ein Erzeuger von H. Für alle y,z ∈ {w,w−1} mit der Eigenschaft yz = w−2 folgt
y = z = w−1 aus einer elementaren Berechnung.
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Lemma 5.52
Es gelte Voraussetzung 5.37. Weiter seien q ∈ {11,13,17,19}, x ∈G von Ordnung β
und M :=

{
(y,z) ∈ xG×xG

∣∣∣ yz = x2
}
. Dann gibt es Paare (y,z) ∈ M so, dass

〈x−2,y,z〉=G gilt.

Beweis
Schritt 1: Es gilt |M | , 0:

Seien K1 := xG und K2 := (x2)G. Nach Lemma 5.13 ist |M | = d112. Unter Ver-
wendung der Charaktertafel von G in [Atl] ermitteln wir mit Lemma 5.14:

d112 =


13, falls q = 11,
37, falls q = 13,
49, falls q = 17,
21, falls q = 19

bzw. d112 =
{
q+ 2, falls ε=−1,
3q− 2, falls ε= 1.

.

Insgesamt ist |M | , 0. �

Schritt 2: Es gibt mindestens ein Paar (y,z) ∈M so, dass 〈x−2,y,z〉=G gilt:

Angenommen, das sei falsch. Seien (y,z) ∈M beliebig und T := 〈x−2,y,z〉. We-
gen der Definition von M gilt yz = x2. Aufgrund der Annahme ist T eine echte Un-
tergruppe von G. Dann gibt es eine maximale Untergruppe U von G so, dass T U
ist. Da q ∈ {11,13,17,19} gilt, benutzen wir die Liste der G-Konjugiertenklassen
von maximalen Untergruppen von G in [Atl]. Weil T und U nach Konstruktion Ele-
mente der Ordnung β besitzen, folgt mit der Liste der G-Konjugiertenklassen von
maximalen Untergruppen von G, dass U eine Diedergruppe der Ordnung 2β oder
der Normalisator einer Sylow p-Untergruppe von G ist.

Fall 1: U sei eine Diedergruppe der Ordnung 2β. Da U einen zyklischen Normaltei-
ler I vom Index 2 und von Ordnung β hat, U \ I nur aus Involutionen besteht
und α ≥ 3 gilt, ist T = I. Mit den Sätzen II.8.3 und II.8.4 in [Hup1] gilt
y,z ∈ {x,x−1}. Da x2 fest gewählt ist und o(x) = β ≥ 6 gilt, ist mit Bemer-
kung 5.51 y = w = x. Insbesondere gibt es nur genau ein Paar (y,z) in M so,
dass 〈y,z,x−2〉 zyklisch der Ordnung β ist.

Fall 2: Sei U der Normalisator einer Sylow p-Untergruppe S von G. Dann gilt schon
ε = 1, da q+1

2 kein Teiler von |U | ist. Wir wollen |M ∩ (U ×U)| bestimmen.
Sei K2 := (x2)G wie im Schritt 1. Zunächst ist

|K2|=
|G|

|CG(x2)| = |G|
β

= q · (q+ 1)

und K2 ∩ U zerfällt in zwei U -Konjugiertenklassen, da NU (〈x2〉) = 〈x〉 gilt,
genauer K2 ∩U = (x2)U ∪̇(x−2)U . Es ist

∣∣∣(x2)U
∣∣∣ = |U |

|CU (x2)| = |U |
β = q+ 1 und

damit gilt |K2 ∩U | = 2(q+ 1). Jedoch gibt es nur |G : U | = q+ 1 Konjugierte
von U in G. Daher gibt es insgesamt zwei Elemente in UG, die x2 enthalten.
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Da U der Normalisator einer Sylow p-Untergruppe von G ist, liegen alle zu U
isomorphen Untergruppen von G in UG.
Wir betrachten die zyklische Gruppe U/S. Weil y,z ∈ xG gilt, ist
Sy,Sz ∈ {Sx,Sx−1} mit Satz II.8.4 in [Hup1] und Lemma 5.48. Aus der De-
finition von M folgt Sx2 = Sy · Sz = S(yz). Da U/S = 〈Sx〉 Ordnung β ≥ 6
hat, liefert Bemerkung 5.51 nun Sy = Sz = Sx. Weil mit Lemma 5.48 für alle
w ∈ Sx schon w zu x in U (also auch in G) konjugiert ist, folgt nun, dass es
|S|= q Paare (y,z) in M ∩ (U ×U) gibt. Das Paar (x,x) ist eines davon.
Da es nur zwei Elemente in UG gibt, die x2 enthalten und alle zu U isomorphen
Untergruppen von G in UG liegen, gibt es nun insgesamt maximal 2 |S| − 1
Paare (y,z) in M so, dass 〈x−2,y,z〉 isomorph zu einer Untergruppe von
U =NG(S) ist.

Ist ε = −1, also β = q+1
2 , so tritt Fall 2 von Schritt 2 nicht ein. Wegen Fall 1 und

mit Schritt 1 gibt es dann q+ 1 Paare (y,z) in M so, dass 〈x−2,y,z〉 = G gilt. Ist
ε= 1, so ist β = q−1

2 . Mit Fall 1 und Fall 2 gibt es nun maximal 2q− 1 Paare (y,z)
in M so, dass 〈x−2,y,z〉 ,G gilt. Da mit Schritt 1 außerdem |M |= 3q− 2 gilt, gibt
es also mindestens q − 1 Paare in M , deren Elemente zusammen mit x−2 ganz G
erzeugen. Das widerspricht der Annahme von Schritt 2 und es folgt die Behauptung
des Lemmas.

Lemma 5.53
Es gelte Voraussetzung 5.37. Weiter seien q > 9 und l := [G,g,0 | [α,1] , [β,2]] ein
HD. Dann ist l realisierbar.

Beweis
Mit den Lemmata 5.50 und 5.52 gibt es Elemente x,y,z ∈ G so, dass o(x) = α,
o(y) = o(z) = β, x · y · z = 1G und 〈x,y,z〉 = G gilt. Damit sind (RHD1), (RHD2)
und (RHD3) für l und das Tripel ((),(),(x,y,z)) erfüllt. Somit ist l realisierbar.

Lemma 5.54
Es gelte Voraussetzung 5.37. Weiter seien q = 9 und l := [G,g,1 | [α,1] , [β,2]] ein
HD. Dann ist l realisierbar.

Beweis
Seien g̃0 ∈ N und g̃0 > 1 so, dass l̃ := [G, g̃,1 | [α,1] , [β,1]] ein HD ist. Mit Lem-
ma 5.44 ist l̃ realisierbar. Seien daher ((a),(b),(c,g)) eine Realisierung für l̃ und
K1 := gG. Nach (RHD1) für l̃ gilt o(c) = α= 2 und o(g) = β = 4.

Unter Verwendung der Charaktertafel von G in [Atl] liefert Lemma 5.14 den
Wert d111 = 16. Damit gibt es x,y ∈K1 so, dass xy = g gilt. Wegen der Eigenschaft
(RHD2) der Realisierung ((a),(b),(c,g)) von l̃ folgt nun

1G = [a,b]cg = [a,b]cxy.

Da g ∈ 〈x,y〉 gilt, ist G = 〈a,b,c,g〉 = 〈a,b,c,x,y〉 wegen (RHD3) für l̃. Damit ist
((a),(b),(c,x,y)) eine Realisierung für l.
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Nun haben wir alle Hurwitzdaten aus den Zeilen 13 und 14 der Tabelle 4.1 in Voraus-
setzung 4.21 auf Realisierbarkeit überprüft. Wir fassen die Ergebnisse zusammen:

Lemma 5.55
Es sei l :=

[
G,g,g0

∣∣ [m1,n1], . . . , [mr,nr]
]
ein HD aus einer der Zeilen 13 oder 14

von Tabelle 4.1 in Voraussetzung 4.21. Dann ist l realisierbar.

Beweis
Seien q eine Primzahlpotenz und l̃ :=

[
G, g̃, g̃0

∣∣ [m1,n1], . . . , [mr,nr]
]
ein HD mit

kleinstmöglichem Cogeschlecht g̃0, das sich von l nur durch die Geschlechte g̃ und g̃0
unterscheidet. Da l wie in den Zeilen 13 oder 14 der Tabelle 4.1 von Voraussetzung
4.21 ist, gilt das auch für l̃. Ferner ist G � PSL2(q) und q ≥ 9 und es gilt g≥ 2 und
g̃≥ 2, da l und l̃ Hurwitzdaten sind.

Nun sind die Voraussetzungen der Lemmata 5.34, 5.36, 5.39, 5.40, 5.42 bis 5.46,
5.53 und 5.54 für l̃ erfüllt und diese liefern die Eigenschaft RHD für l̃. Ferner gibt es
ein n ∈N0 derart, dass g0 = g̃0 +n gilt. Lemma 5.20 liefert dann die Behauptung.

Im nachfolgenden Lemma verwenden wir die Notation für PSL und PSU aus [GLS3]:
Für alle n ∈ N, n ≥ 3 und Primzahlpotenzen q ∈ N, q ≥ 2 bezeichne PSL+

n (q) die
Gruppe PSLn(q) und PSL−n (q) die Gruppe PSUn(q).

Lemma 5.56
Seien ε ∈ {1,−1}, p ∈N eine Primzahl und f ∈N so, dass q := pf ≥ 3 gilt. Weiter
seien G= PSLε3(q), d := ggT(3, q− ε), α := q2+εq+1

d und l := [G,g,1 | [α,1]] ein HD.
Dann ist l realisierbar.

Beweis
Seien K1 eine G-Konjugiertenklasse von Elementen der Ordnung α und mit Table 2
in [SiFr] sei K2 eine G-Konjugiertenklasse von Elementen der Ordnung β := (q2−1)

d
(siehe vorletzte Zeile in Table 2 in [SiFr]; die Elemente aus dieser Konjugiertenklasse
haben Zentralisatorordnung β). Seien weiter x ∈ K1, y ∈ K2 und U := 〈x,y〉. Da
x,y ∈ U ist, wird |U | von α, β und damit auch von kgV(α,β) geteilt. Mit Lemma 3.4
sind α und |G|α = q3(q2− 1)(q− ε) teilerfremd. Daher gilt schon ggT(α,β) = 1 und
somit kgV(α,β) = αβ.

Schritt 1: Es ist U =G:
Angenommen, das gelte nicht. Sei dannM eine maximale Untergruppe von G so,

dass U M ist. Da x,y ∈ U gilt, werden |U | und |M | von kgV(α,β) = α · β geteilt.
Wir bestimmen den Isomorphietyp von M mittels Theorem 6.5.3 in [GLS3].

Aus Ordnungsgründen ist M nicht isomorph zu PSL3(q0), PSU3(q0), PGL3(q0)
oder PGU3(q0) für echte Teiler q0 von q. Ferner werden |PSL2(q)|, d−13(q − ε)2

und 3α nicht von αβ geteilt, da q ≥ 3 gilt. Daher ist M nicht wie in den Fällen
(b), (c) und (e) bis (g) von Theorem 6.5.3 in [GLS3].

Da α eine ungerade und nicht durch 3 teilbare Zahl ist, ist M weder isomorph
zu PSU3(2) noch zu PGU3(2), da die Ordnung dieser nur ein Produkt aus Potenzen
von 2 und 3 ist.
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Gilt M � PSL3(2), so ist wegen der Ordnung von M in [Atl] nur α= 7 möglich.
Dann folgt q(q + ε) = 6. Da q ≥ 3 gilt, folgt daraus q = 3 und ε = −1. Dann hat
y ∈ M jedoch Ordnung β = 8 und nach der Charaktertafel von PSL3(2) in [Atl]
enthält PSL3(2) kein Element der Ordnung 8, ein Widerspruch zu M � PSL3(2).

Falls M isomorph zu A6 oder M10 ist, so muss wegen |M | und ggT(α,6) = 1
schon α= 5 sein. Dann ist jedoch q · (q+ ε) = 4, ein Widerspruch zu q ≥ 3. Falls M
isomorph zu A7 ist, so muss aus Ordnungsgründen wieder α ∈ {5,7,5 · 7} sein. Wie
zuvor kann der Fall α = 5 nicht eintreten. Der Fall α = 7 führt zu q = 3, ε = −1
und β = 8, jedoch besitzt A7 keine Elemente der Ordnung 8. Der letzte Fall α= 35
kann nicht eintreten, da A7 keine Elemente der Ordnung 35 besitzt. Somit können
die Fälle (d) und (h) bis (k) von Theorem 6.5.3 in [GLS3] nicht eintreten.

Dann ist nur noch der Fall (a) von Theorem 6.5.3 in [GLS3] möglich. Nun ist M
eine maximal parabolische Untergruppe von G oder das Bild eines Stabilisators eines
echten, nicht ausgearteten Teilraumes von GF(q)3 unter dem natürlichen Gruppen-
homomorphismus von SU3(q) in PSU3(q). Wir bestimmen die Ordnung von |M | und
nutzen dafür die Abschnitte 3.3.3 und 3.6.2 in [Wil, S. 47, 67] sowie die Ordnungs-
formeln für lineare und unitäre Gruppen in [Tay, S. 19, 118]. Ist M eine maximal
parabolische Untergruppe, so gilt

|M |=
{
d−1q3(q− 1)(q2− 1), falls ε= 1,
d−1q3(q2− 1), falls ε=−1,

und wir sehen, dass weder für ε = 1 noch für ε = −1 die Ordnung von M durch α
teilbar ist. Daher ist M das Bild eines Stabilisators eines echten, nicht ausgearte-
ten Teilraumes von GF(q)3 unter dem natürlichen Gruppenhomomorphismus von
SU3(q) in PSU3(q). Dann ist M mit Abschnitt 3.6.2 in [Wil, S. 68, Z. 1f] isomorph
zu GU2(q)/Cd und hat Ordnung d−1q(q+1)(q2−1). Diese Zahl wird ebenfalls nicht
von α geteilt. Da M nun auch nicht wie im Fall (a) von Theorem 6.5.3 in [GLS3]
ist, erfolgt ein Widerspruch zur Annahme U ,G. �

Schritt 2: Realisierbarkeit von l:

Unter Verwendung der generischen Charaktertafel von G in [CHE] erhalten wir
d212 = d(q4 − εq3 + εq − 1) und d121 = d(q4 − εq3 − εq + 1) mit Lemma 5.14 (in
[CHE] gehört K1 zur generischen Klasse Nummer 8 und K2 zur generischen Klasse
Nummer 7, wenn d= 1 gilt; andernfalls gehört K1 zur generischen Klasse Nummer
11 undK2 zur generischen Klasse Nummer 10 in [CHE]). Mit Schritt 1 liefert Lemma
5.22 nun die Behauptung.

Bevor wir uns mit der Realisierbarkeit der Hurwitzdaten aus den Zeilen 17 und 18
der Tabelle 4.1 in Voraussetzung 4.21 für symplektische und orthogonale Gruppen
beschäftigen, werden wir zunächst zwei Hilfslemmata über Gruppen isomorph zu
PSL2(q).C2 beweisen, welche wir für die symplektischen und orthogonalen Gruppen
benötigen. Für Schritt 2 des ersten Lemmas, vermerken wir vorher
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Bemerkung 5.57
GAP-Berechnung zum Schritt 2 vom Beweis von Lemma 5.58:

gap> q:=5;; # oder 4 oder 7 oder 9
gap> G:=PSL(2,q);; d:=Gcd(2,q-1);; alpha:=(q+1) / d;;
gap> lalpha:=Filtered(G, x -> Order(x)=alpha);;
gap> z:=Random(lalpha);;
gap> l2:=Elements(ConjugacyClass(G,First(G,i->Order(i)=2)));;
gap> l:=[];;
gap> for x in l2 do for y in G do

> if Comm(x,y)=z^(-1) then Add(l,[x,y]);
> fi;od;od;

gap> Number(l,i->Group(Union(i,[z]))=G);
6 # im Fall q=5

# 32 im Fall q=7
# 10 in den Fällen q=9 und q=4

Lemma 5.58
Seien p eine Primzahl, f ∈ N, q := pf ≥ 4, d := ggT(q− 1,2) und α := q+1

d . Falls
p = 2 gilt, sei ferner f gerade. Sei weiter H � PSL2(q). Dann gibt es Elemente
x,y,z ∈H so, dass o(x) = 2, o(z) = α, [x,y] = z und 〈x,y,z〉=H gilt.

Beweis
Mit Satz II.8.4 in [Hup1] sei z ∈H ein Element der Ordnung α. Mit demselbem Satz
ist NH(〈z〉) eine Diedergruppe der Ordnung 2α. Seien K1 eine H-Konjugiertenklasse
von Involutionen, K2 = zH und M :=

{
(a,b) ∈K1×H

∣∣ [a,b] = z−1}.
Schritt 1: Berechnung von |M |:

Wir benutzen [CHE], um d112 zu berechnen. Ist t ∈ H eine Involution, so gilt
mit den Sätzen II.8.2 bis II.8.5 in [Hup1]

|CH(t)|=


q, falls q ≡ 0 mod 2,
q− 1, falls q ≡ 1 mod 4,
q+ 1, falls q ≡ 3 mod 4.

(5.3)

Ferner gibt es mit diesen Sätzen und dem Satz von Sylow nur genau eine H-Kon-
jugiertenklasse von Involutionen. Ist q ≡ 0 modulo 2, so gehört K2 zur generischen
Konjugiertenklasse Nummer 4 undK1 zur generischen Konjugiertenklasse Nummer 2
in [CHE]. Ist q ≡ 1 modulo 2, so gehört K2 zur generischen Konjugiertenklasse
Nummer 5 und K1 zur generischen Konjugiertenklasse Nummer 6 in [CHE]. In
beiden Fällen gehört zu der generischen Konjugiertenklasse zu K2 ein Parameter
i ∈ {1, . . . ,α} mit der Eigenschaft:

• Gilt q ≡−1 modulo 4, so ist i nicht durch α
2 teilbar.

• Gilt q ≡ 1 modulo 4 oder q ≡ 0 modulo 2, so ist i nicht durch α teilbar.
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Mit Bemerkung 5.38 können wir daher für K2 den Parameter i = 1 wählen. Dann
ist i nicht durch α bzw. α

2 teilbar (im Fall q ≡ −1 modulo 4). Nun liefert Lem-
ma 5.14 unter Verwendung der generischen Charaktertafel von H in [CHE] den
Wert d112 = α. Nach Wahl von i gilt somit d112 = α und aus Lemma 5.16 folgt
|M |= α · |CH(t)| , 0. �

Schritt 2: Es gibt Paare (t,b) ∈M so, dass 〈t,b,z〉=H gilt:

Mit einer kleinen Berechnung in [GAP] folgt die Aussage von Schritt 2 für die Fäl-
le q ∈ {4,5,7,9} (siehe Bemerkung 5.57). Sei daher q < {4,5,7,9}. Angenommen, die
Aussage von Schritt 2 gelte nicht. Seien (t,b) ∈M beliebig sowie U := 〈t,b,z〉. Dann
ist U ,H nach Annahme. Da q < {4,5,7,9} gilt, ist α > 5 und deshalb U =NH(〈z〉)
eine Diedergruppe der Ordnung 2α mit Hauptsatz II.8.27 in [Hup1] und gleichzeitig
eine maximale Untergruppe von H. Es ist t nicht die zentrale Involution in der Die-
dergruppe NH(〈z〉), da diese mit allen Elementen und insbesondere mit b ∈NH(〈z〉)
vertauschbar wäre, d.h. [t,b] = 1H , z. Damit gilt t,b ∈ NH(〈z〉) = 〈t,z〉 und t in-
vertiert z. Insbesondere ist |CH(t)∩NH(〈z〉)| ∈ {2,4}. Weil q < {4,5,7,9} gilt, folgt
|CH(t)| ≥ 8 mit der Gleichung (5.3). Daher sei g ∈ CH(t) \NH(〈z〉) beliebig. Dann
ist auch (t,g · b) ∈M .

Wir betrachten V := 〈t,g · b,z〉. Dann ist aus Ordnungsgründen NH(〈z〉) = 〈z, t〉
und eine Untergruppe von V . Da b ∈ 〈z, t〉 V gilt, folgt g = (gb)b−1 ∈ V . Weil
〈t,z〉 eine maximale Untergruppe von G ist, die g nicht enthält, gilt V = G. Das
widerspricht der Annahme für den Fall q < {4,5,7,9}. Damit ist alles gezeigt.

Lemma 5.59
Seien p eine Primzahl, f ∈N, q := pf ≥ 4, d := ggT(q− 1,2) und α := q+1

d . Im Fall
p = 2 sei f gerade. Sei weiter G � PSL2(q).C2. Dann gibt es Elemente x,y,z ∈ G
so, dass o(x) = 2, o(z) = α, [x,y] = z und 〈x,y,z〉=G gilt. Ferner ist:

|CG(x)|=


2q, falls p= 2,
2(q− 1), falls q ≡ 1 mod 4,
2(q+ 1), falls q ≡−1 mod 4.

Beweis
Sei H G so, dass H � PSL2(q) gilt. Mit Lemma 5.58 gibt es dann Elemente
x,y,z ∈ H so, dass o(x) = 2, o(z) = α, [x,y] = z und 〈x,y,z〉 = H gilt. Wir zeigen
zunächst, dass |CG(x) : CH(x)| = 2 gilt. Daraus und mit der Gleichung (5.3) auf
Seite 136 folgt die Aussage über |CG(x)|.

Sei zuerst p , 2. Dann wird entweder q+1
2 = α oder q−1

2 von 2 geteilt. Damit
ist CH(x) entweder eine Diedergruppe von Ordnung q+ 1 oder q− 1 mit den Sät-
zen II.8.3 und II.8.4 in [Hup1] (vgl. auch Bemerkung 5.38). Sei g ∈ CH(x) ein Element
der Ordnung α bzw. q−1

2 . Dann gilt NH(〈g〉) = CH(x).
Seien U := 〈g〉 und ∆ := UG. Dann operiert G transitiv und nicht-regulär auf ∆

per Konjugation. Ferner sind alle Elemente von ∆ Untergruppen von H, da H G
gilt. Nun operiert auch H auf ∆ transitiv mit Satz II.8.5 (a) in [Hup1]. Gilt V ∈ ∆,
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so ist NG(V ) der zugehörige Punktstabilisator und es folgt G=H ·NG(U) mit dem
Frattini-Argument (siehe z.B. 3.1.4 in [KuSt]). Ferner ist

NG(U)/NH(U) � (H ·NG(U))/H =G/H.

Daher gilt |CG(x) : U |= |NG(U) : U |= 4 und CH(x) hat Index 2 in CG(x).

Sei jetzt p= 2. Dann ist CH(x) eine Sylow 2-Untergruppe und elementarabelsch
der Ordnung q mit Satz II.8.2 in [Hup1] und Gleichung (5.3) auf Seite 136. CH(x)
kann also als ein Vektorraum V der Dimension f über GF(2) aufgefasst werden. Wir
wissen mit Hilfssatz II.8.1 in [Hup1], dass H transitiv auf der Menge der eindimen-
sionalen Teilräume von V wirkt, also transitiv auf der Menge aller Untergruppen
von V der Ordnung 2. Da H G gilt, ist für alle g ∈ G schon 〈x〉g H und damit
xg ∈H. Wieder mit dem Frattini-Argument folgt dann G=H ·NG(〈x〉) =H ·CG(x),
also hat CH(x) Index 2 in CG(x).

Sei p beliebig. Wegen |CG(x) : CH(x)| = 2 sei g ∈ CG(x) \H beliebig und wir
setzen w := gy. Dann gilt 1G = [x,y]z = [x,w]z, da g ∈ CG(x) ist. Wir betrachten
nun U := 〈x,w,z〉 und nehmen an, dass U ,G sei.

Dann ist auch U , H, da w < H ist. Ferner ist U , 〈x,z〉, da 〈x,z〉 H gilt.
Sei a ∈ U \H. Dann ist a ·w = agy ∈ U ∩H, weil G/H = {H,Ha} gilt. Wir können
annehmen, dass agy < 〈x,z〉 ist, da y < 〈x,z〉 gilt. Nach Lemma 5.58 können wir a
derart wählen, dass H = 〈x,z,agy〉 U gilt. Dann sind y ∈ 〈x,z,agy〉 = H und
y ∈ U . Nun ist g ∈ U und insgesamt folgt U = G, ein Widerspruch zur Annahme
U ,G.

Bevor wir die Realisierbarkeit der Hurwitzdaten aus Voraussetzung 4.21 für sym-
plektische und orthogonale Gruppen überprüfen, untersuchen wir zunächst den Zen-
tralisator einer speziellen Involution in PSp4(q) für gerade Primzahlpotenzen q ≥ 4.
Nachfolgend verwenden wir [AsSe] und verweisen auf die Notation der Quelle im
vierten, siebenten und achten Abschnitt auf den Seiten 8 bis 10 und 14 bis 24.

Bemerkung 5.60
Seien f ∈ N, f ≥ 2, q = 2f , n = 4, V ein n-dimensionaler Vektorraum über
F := GF(q), G := Sp(V ) � PSp(V ) sowie t ∈ G eine Involution. Wir bestimmen
CG(t) für t im Fall (7.11) in [AsSe]. Wir werden nachfolgend mit Matritzen arbeiten.
Daher erinnern wir an die im Abschnitt 1.1 dieser Arbeit eingeführte Bezeichnung Im
für die Einheitsmatrix der Größe m×m über einem beliebigen Körper sowie an den
Operator ∗ für Matrixmultiplikation. Zur besseren Übersicht lassen wir Blöcke mit
Nullmatritzen leer.

Nach den Voraussetzungen in (4.2) und (7.6) von [AsSe] ist 1≤ l ≤ n
2 = 2 gerade,

also gilt l = 2. Seien Cl := CSL(V )(t) und C := Cl ∩ Sp(V ) = CG(t). Nach (4.2) in
[AsSe, S. 9] können wir t als

t= jl =

Il In−2l
Il Il


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wählen. Sei g ∈ Cl. Dann ist nach (4.3) in [AsSe]

g =

X(g)
P (g) Y (g)
Q(g) R(g) X(g)


wobei X(g) und Q(g) von Größe l× l, Y (g) von Größe (n− 2l)× (n− 2l), P (g) von
Größe (n− 2l)× l und R(g) von Größe l× (n− 2l) ist sowie det(X)2 det(Y ) = 1F
gilt. Da l = 2 ist, verschwinden Y (g),P (g) und R(g) für alle g ∈ C (diese Matritzen
haben Größe 0×m bzw. m× 0 für ein m ∈N0, weil n− 2l = 4− 2 · 2 = 0 gilt).

Sei g ∈ C beliebig. Nach (7.11) in [AsSe] gilt nun (in der Notation von [AsSe])

F =
(

0F 1F
1F 1F

)
,X(g) =

(
1F 0F
x 1F

)
,Q(g) =

(
r z
y s

)
und g =

(
X(g)
Q(g) X(g)

)
,

wobei x,y,z,r,s ∈F sind. Ferner muss(
0F 0F
0F 0F

)
=X(g) ∗F ∗Q(g)T +Q(G) ∗F ∗X(g)T

nach (7.11) gelten, wobei MT die Transponierte der Matrix M sei. Durch Multipli-
kation erhalten wir

M1 :=X(g) ∗F ∗Q(g)T =
(

z s
r+ z(x+ 1F) y+ s(x+ 1F)

)

und
M2 :=Q(g) ∗F ∗X(g)T =

(
z z(x+ 1F) + r
s s(x+ 1F) + y

)
.

Da char(F) = 2 ist, gilt nun nach (7.11) in [AsSe](
0F 0F
0F 0F

)
=M1 +M2 =

(
0F s+ z(x+ 1F) + r

s+ z(x+ 1F) + r 0F

)
,

d.h. wir müssen s = −r− z(x+ 1F) = r+ z(x+ 1F) setzen und können y,r,z,x ∈ F
beliebig wählen. Damit ist

C =




1F 0F 0F 0F
x 1F 0F 0F
r z 1F 0F
y r+ z(x+ 1F) x 1F


∣∣∣∣∣∣∣∣∣ x,y,z,r ∈F

 .
Mit Satz II.7.1 in [Hup1] ist dann C eine Untergruppe einer Sylow 2-Untergruppe S
von SL(V ), die aus den unteren Dreiecksmatritzen mit 1F auf der Diagonalen be-
steht. Es ist |S|= q6 und die Einträge der Matritzen aus S unterhalb der Diagonalen
sind nach selbem Satz beliebig. Da die Matritzen aus C gegenüber denen aus S zwei
Freiheitsgrade verloren haben (doppeltes Vorkommen von „x“ in Zeile 2, Spalte 1

139



und Zeile 4, Spalte 3, sowie die Abhängigkeit r+ z(x+ 1F) in Zeile 4 Spalte 2 der
Matritzen aus C), hat C somit Ordnung |S|q2 = q4. Ein Vergleich mit |G| zeigt (siehe
z.B. Gleichung (3.22) in [Wil, S. 60]), dass dann C eine Sylow 2-Untergruppe von G
ist.

Lemma 5.61
Seien q ≥ 3 eine Primzahlpotenz, d := ggT(q2 − 1,2), α := q2+1

d und G � PSp4(q).
Dann ist das HD l := [G,g,1 | [α,1]] realisierbar.

Beweis
Mit den Theoremen 3.7 und 3.8 in [Wil, S. 92f] besitzt G eine maximale Untergruppe
M isomorph zu PSp2(q2).C2 � PSL2(q2).C2. Mit Lemma 5.59 gibt es x,y,z ∈M so,
dass o(x) = 2, o(z) = α, [x,y]z = 1G und 〈x,y,z〉=M gilt.

Ist q gerade, so gilt |CM (x)| = 2q2 mit Lemma 5.59. Ist q ungerade, so folgt
q2 ≡ 1 modulo 4. Ferner gilt |CM (x)|= 2(q2− 1) mit Lemma 5.59.

Ist q ungerade, so enthält CG(x) eine Sektion isomorph zu SL2(q) ◦ SL2(q) oder
zu PSL2(q) nach Table 4.5.1 in [GLS3]. Ist q gerade, so enthält CG(x) eine Sektion
isomorph zu PSL2(q) nach (7.9) und (7.10) in [AsSe] oder CG(x) ist eine 2-Gruppe
mit (7.11) in [AsSe]. Gilt (7.11) aus [AsSe] für x, so ist CG(x) eine Sylow 2-Un-
tergruppe von G und hat daher Ordnung q4 (siehe Details in Bemerkung 5.60).
Falls (7.9) oder (7.10) von [AsSe] für x gilt, folgt |CG(x)| ≥ q2(q2 + 1) > q4, da
CM (x) CG(x) und |CM (x)|= 2q2 ist. Insgesamt ist |CM (x)|< |CG(x)| für beliebige
Primzahlpotenzen q ≥ 3.

Schritt 1: Das HD l erfüllt (RHD1) und (RHD2):

Da |CM (x)| < |CG(x)| für beliebige Primzahlpotenzen q ≥ 3 ist, finden wir ein
Element g ∈ CG(x) \M und es gilt [x,g · y]z = [x,y]z = 1G. Nun erfüllt das Tripel
((x),(g · y),(z)) die Eigenschaften (RHD1) und (RHD2) für l. �

Sei T := 〈x,g ·y,z〉. Gilt T =G, so erfüllt das Tripel ((x),(gy),(z)) auch (RHD3)
für l und wir sind fertig. Seien also T , G und U G eine maximale Untergruppe
vonG so, dass T U gilt. NachWahl ist 〈x,z〉 M . Da auch y ∈M und insbesondere
g <M ist, folgt T M .

Schritt 2: Ist q ungerade, so erfüllt l auch (RHD3):

Sei q ungerade. Dann ist α = q2+1
2 und |T | und |U | werden von kgV(2,α) = 2α

geteilt. Gilt q ≥ 5, so ist α ≥ 13. Mit Theorem 3.8 und den Ordnungsformeln für
klassische Gruppen in [Wil] folgt U �M � PSL2(q2).C2 oder es gilt q = 3, α= 5 und
U � C2

4.Ω−4 (2) � C2
4.A5, da die Ordnungen der maximalen Untergruppen von G

aus den anderen Fällen im Theorem 3.8 in [Wil, S. 93] nicht durch α teilbar sind.
Sei q = 3. Mit der Charaktertafel vonG � PSp4(3) in [Atl] seienK1 eineG-Konju-

giertenklasse von Elementen der Ordnung α= 5 und K2 eine G-Konjugiertenklasse
von Elementen der Ordnung 9. Lemma 5.14 liefert d121 = 585 und d212 = 567. An-
hand der G-Konjugiertenklassen von maximalen Untergruppen von G in [Atl] sehen
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wir, dass G keine Untergruppe enthält, die sowohl Elemente aus K1 als auch Ele-
mente aus K2 besitzt. Zusammen mit Lemma 5.22 liefert das die Behauptung für l
im Fall q = 3.

Sei nun q > 3. Dann ist U � M (siehe oben). Mit Table 3.5.C in [KlLi, S. 72]
(Block C3 mit j = 10, Spalte V) ist MG die einzige G-Konjugiertenklasse von maxi-
malen Untergruppen isomorph zuM (für eine Erklärung zu Spalte V von Table 3.5.C
vgl. Abschnitt 3.2 in [KlLi, S. 61ff]). Daher gibt es ein h ∈G so, dass Uh =M gilt. Mit
Lemma 3.12 ist 〈z〉 eine Hall π(〈z〉)-Untergruppe von G und es gilt NG(〈z〉) M .
Mit den Sätzen III.5.8 und III.5.6 in [Hup1] können wir h ∈ G so wählen, dass
〈z〉h = 〈z〉 ist. Dann folgt h ∈NG(〈z〉) M und deswegen U =M , ein Widerspruch
zur Annahme T ,G.

Schritt 3: Ist q gerade, so erfüllt l auch (RHD3):

Sei q gerade. Dann ist α = q2 + 1 und |T | und |U | werden von kgV(2,α) = 2α
geteilt. Da q ≥ 4 gilt, ist α ≥ 17. Mit Theorem 3.7 und den Ordnungsformeln für
klassische und exzeptionelle Gruppen in [Wil] ist U isomorph zu M � SL2(q2).C2
oder GO−4 (q) � SL2(q2).C2 oder f ist ungerade und es gilt U � Sz(q), da die Ord-
nungen der maximalen Untergruppen von G aus den anderen Fällen im Theorem 3.7
in [Wil, S. 92] nicht durch α teilbar sind.

Mit Kapitel XI.3 in [HuB3] können wir den Fall U � Sz(q) ausschließen, da es
in Sz(q) keine Elemente der Ordnung α= q2+1 gibt. Damit gilt also U � SL2(q2).C2
und wegen Table 3.5.C in [KlLi, S. 72] ist U entweder zu M konjugiert in G oder U
liegt in der zweiten, von MG verschiedenen G-Konjugiertenklasse von maxima-
len Untergruppen isomorph zu M (siehe Block C3 mit j = 10 und Block C8 von
Table 3.5.C in [KlLi, S. 72]). Wie auch im Schritt 2 liefert der Fall U ∈MG einen
Widerspruch. Daher ist UG ,MG.

Es gilt U ·M ⊆G und

|U | · |M |= |U |2 = 4q4(q2− 1)2(q2 + 1)2 > q4(q2− 1)2(q2 + 1) = |G| .

Damit ist |U ∩M |= |U |·|M |
|U ·M | ≥ 4(q2 + 1) = 4α und gleichzeitig ist |U ∩M | ein Vielfa-

ches von 4(q2+1), da U∩M eine Untergruppe von U undM ist. Mit dem Hauptsatz
II.8.27 in [Hup1] und, da q ≥ 4 gilt, gibt es keine Untergruppe in SL2(q2), deren Ord-
nung ein echtes Vielfaches von 2(q2+1) ist. Damit folgt |U ∩M |= 4α und nach Wahl
U ∩M =NG(〈z〉).

Weiter ist |CU (x)| = 2q2 = |CM (x)| und |CU∩M (x)| ≤ 4, da x eine Involution
und α ungerade ist (nach Konstruktion können wir annehmen, dass x ∈N[M,M ](〈z〉)
gilt). Da wir zu Beginn |CG(x)| ≥ q4 gezeigt hatten, folgt |CG(x) \ (U ∪M)| ≥ 4.
Damit können wir g wie im Schritt 2 derart wählen, dass g ∈ CG(x) \M und
g · y < U ∪M gilt. Dann folgt T =G.

Lemma 5.62
Seien q ≥ 2 eine Primzahlpotenz, d := ggT(q4 − 1,2), α := q4+1

d , G � PΩ−8 (q) und
l := [G,g,1 | [α,1]] ein HD. Dann ist l realisierbar.
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Beweis
Nach Theorem 3.11 in [Wil, S. 94f] besitzt G eine maximale Untergruppe M iso-
morph zu PΩ−4 (q2).C2 � PSL2(q4).C2. Mit Lemma 5.59 gibt es x,y,z ∈M so, dass
o(x) = 2, o(z) = α, [x,y]z = 1G und 〈x,y,z〉=M gilt.

Ist q gerade, so gilt |CM (x)|= 2q4 mit Lemma 5.59. Ist q ungerade, so ist q4 ≡ 1
modulo 4 und es gilt |CM (x)|= 2(q4−1) mit selbigem Lemma. Ist q ungerade, so ent-
hält CG(x) einen Abschnitt isomorph zu Ω−6 (q), Ω+

6 (q) oder zu Ω−4 (q)×Ω+
4 (q) nach

Table 4.5.1 in [GLS3]. Insbesondere ist die Ordnung jedes dieser Abschnitte durch q
teilbar. Ist q gerade, so enthält CG(x) einen Abschnitt isomorph zu Sp2(q)×PΩ−4 (q),
Sp4(q) oder Sp2(q) � SL2(q) nach (8.6), (8.8), (8.10) und (7.6) in [AsSe]. Insbesonde-
re ist die Ordnung jedes dieser Abschnitte durch q2−1 teilbar. Da |CG(x)|> |CM (x)|
gilt, gibt es ein g ∈ CG(x) \M . Dann folgt [x,g · y]z = [x,y]z = 1G. Nun erfüllt das
Tripel ((x),(g · y),(z)) die Eigenschaften (RHD1) und (RHD2) für l.

Sei T := 〈x,g ·y,z〉. Gilt T =G, so erfüllt das Tripel ((x),(gy),(z)) auch (RHD3)
für l und wir sind fertig. Seien also T , G und U G eine maximale Untergruppe
vonG so, dass T U gilt. NachWahl ist 〈x,z〉 M . Da auch y ∈M und insbesondere
g <M ist, folgt T M .

G ist eine Unter- bzw. Faktorgruppe von GO−8 (q). Wir nutzen daher die Liste
der maximalen Untergruppen von GO−8 (q) in Theorem 3.11 in [Wil, S. 94f], um zu
entscheiden, in welchen maximalen Untergruppen U und T als Abschnitte liegen
können. Sei also M̂ eine maximale Untergruppe von GO−8 (q) so, dass U eine Sektion
von M̂ ist. Da T U gilt, ist

∣∣∣M̂ ∣∣∣ durch |T | = α = d−1(q4 + 1) teilbar. Aufgrund
der Restriktionen für die Existenz gewisser maximaler Untergruppen von GO−8 (q)
im Theorem 3.11 in [Wil, S. 94f] können wir die Fälle (v) bis (vii) und (x) und (xi)
des Theorems ausschließen. Die Fälle (i) bis (iv) und (viii) können ebenfalls nicht
eintreten, da in diesen Fällen

∣∣∣M̂ ∣∣∣ nicht durch α teilbar ist. Daher bleibt nur der
Fall (viii) von Theorem 3.11 in [Wil, S. 94f] übrig. Dort gilt M̂ �GO−4 (q2).C2 bzw.
U � PΩ−4 (q2).C2 � PSL2(q4).C2 �M .

Mit Table 3.5.F in [KlLi, S. 74] (Block C3 mit j = 16, Spalte V) istMG die einzige
Konjugiertenklasse von Untergruppen von G isomorph zu M (siehe Abschnitt 3.2
in [KlLi, S. 61f] für eine Erklärung zu Spalte V). Daher gibt es ein h ∈ G so, dass
U =Mh gilt. Mit Lemma 3.13 gibt es nur eine G-Konjugiertenklasse von zyklischen
Untergruppen der Ordnung α und es gilt NG(〈z〉) M . Ferner ist T eine Hall-Un-
tergruppe von G, da α= q4+1

d teilerfremd zu q, q4−1, q6−1 und damit auch zu |G|α
ist. Mit den Sätzen III.5.8 und III.5.6 in [Hup1] können wir h ∈ G so wählen, dass
〈z〉h = 〈z〉 gilt. Dann ist h ∈NG(〈z〉) M und damit U = M , ein Widerspruch zur
Annahme T ,G.

Mit der Tabelle 4.1 in Voraussetzung 4.21 müssen wir nun noch die Realisierbarkeit
von Hurwitzdaten

[
G,g,g0

∣∣ [m1,n1], . . . , [mr,nr]
]
überprüfen, für die G zu einer der

Familien Sz(q), 2G2(q) oder 3D4(q) von exzeptionellen Gruppen gehört.

142



Lemma 5.63
Seien f ∈ N, s := 2f , q := 2s2 ≥ 8 und G � Sz(q) sowie α := q− 2s+ 1, β := q− 1
und γ := q+ 2s+ 1. Dann sind α, β und γ paarweise teilerfremd.

Weiter seien n1,n3 ∈ {0,1} und n2 ∈ {0,1,2} so, dass 1 ≤ n1 + n2 + n3 ≤ 4 gilt
und l := [G,g,g0 | [α,n1] , [β,n2] , [γ,n3]] ein HD ist. Gilt n1 + n2 + n3 ≥ 3, so sei
g0 = 0. Andernfalls sei g0 = 1.
Dann ist l realisierbar.

Beweis
Seien K1, K2 bzw. K3 jeweils G-Konjugiertenklassen von Elementen der Ordnung α,
β bzw. γ. Es ist α · γ = q2 + 1. Da β = q− 1 und q2 + 1 teilerfremd sind, ist auch
ggT(α,β) = 1 = ggT(β,γ). Ferner gilt ggT(α,γ) = 1 und α ≥ 5, β ≥ 7 und γ ≥ 13
sind stets ungerade Zahlen, da q eine 2-Potenz ist. Damit sind α, β und γ auch
paarweise teilerfremd zu q. Für den Beweis nutzen wir [CHE]. Dann gehört K1 zur
generischen Konjugiertenklasse Nummer 7 in [CHE], K2 zur generischen Konjugier-
tenklasse Nummer 5 und K3 zur generischen Konjugiertenklasse Nummer 6.

Schritt 1: Seien i, j ∈ {1,2,3} beliebig und verschieden sowie U G so, dass U
sowohl mit Ki als auch mit Kj nichttrivialen Schnitt hat. Dann ist U =G:

Angenommen, das gelte nicht. Dann sei M eine maximale Untergruppe von G
so, dass U M gilt. Wegen Ki ∩ U , ∅ , Kj ∩ U sind nun |U | und |M | durch
α ·β = (q− 1)(q− 2s+ 1), α · γ = q2 + 1 oder β · γ = (q− 1)(q+ 2s+ 1) teilbar.

Mit Theorem 4.1 in [Wil, S. 117] (für q > 8) und [Atl, S. 28] (für q = 8), erfolgt
dann bereits ein Widerspruch, da es keine maximale Untergruppe von G gibt, deren
Ordnung durch αβ, αγ oder βγ teilbar ist. �

Schritt 2: Realisierbarkeit im Fall n1 = 1 = n3 und n2 ∈ {1,2}:
Mit Lemma 5.14 und der generischen Charaktetafel von G in [CHE] gilt:

d123 = q3 + q2(2s+ 1) + q+ 2s+ 1> 0.

Damit gibt es Elemente x ∈ K1, y ∈ K2 und z ∈ K3 so, dass xy = z gilt. Nun
erfüllt das Tripel ((),(),(x,y,z−1)) die Eigenschaften (RHD1) und (RHD2) für l
im Fall (n1,n2,n3) = (1,1,1) und mit Schritt 1 auch (RHD3). Damit ist l im Fall
(n1,n2,n3) = (1,1,1) realisierbar. Da β = q− 1 ungerade ist, folgt mit Lemma 5.21
angewendet auf die eben gezeigte Realisierbarkeit vom HD [G,g,0 | [α,1] , [β,1] , [γ,1]]
ebenso die Realisierbarkeit vom HD [G, g̃,0 | [α,1] , [β,2] , [γ,1]] (Fall (n1,n2,n3) =
(1,2,1) für l). �

Schritt 3: Realisierbarkeit für die verbliebenen Fälle:
Mit Lemma 5.14 und der generischen Charaktertafel von G in [CHE] folgt:

d121 = q3 + (1 + 2s)q2 + q+ (1 + 2s), d212 = q3 + (1 + 2s)q2− q− (1 + 2s),
d232 = q3 + (1− 2s)q2− q− (1− 2s), d323 = q3 + (1− 2s)q2 + q+ (1− 2s),
d131 = q3− q2 + (4s− 1)q+ 1 und d313 = q3− q2− (4s+ 1)q+ 1.
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Ferner gilt diji > 0 für alle i, j ∈ {1,2,3} mit i , j, da s > 1 und damit q ≥ 8
gilt. Wir wollen nun Lemma 5.22 zusammen mit diesen Koeffizienten und Schritt 1
anwenden. Für jedes Tripel (n1,n2,n3) ∈ {(1,0,0),(0,1,0),(1,1,0),(1,2,0)} liefert
Lemma 5.22 mit den Koeffizienten d121 und d212 und Schritt 1 die Realisierung von
l im Fall (n1,n2,n3). Für das Tripel (n1,n2,n3) ∈ {(0,0,1),(0,1,1),(0,2,1)} nutzen
wir die Koeffizienten d232 und d323 und für (n1,n2,n3) = (1,0,1) verwenden wir
die Koeffizienten d131 und d313, um die Realisierbarkeit für l im Fall (n1,n2,n3) aus
Lemma 5.22 zusammen mit Schritt 1 zu erhalten. Die Realisierbarkeit des verblieben
Falles (n1,n2,n3) = (0,2,0) für l erhalten wir mit Lemma 5.21 aus der eben gezeigten
Realisierbarkeit des HD [G,g,1 | [β,1]], da β = q− 1 eine ungerade Zahl ist. Damit
folgt die Behauptung.

Lemma 5.64
Seien f ∈ N, s := 3f , q := 3s2, α := q−1

2 sowie G � 2G2(q). Dann ist das HD
l := [G,g,1 | [α,1]] realisierbar.

Beweis
Sei K1 eine G-Konjugiertenklasse von Elementen der Ordnung α und mit Theo-
rem 4.2 (iv) in [Wil, S. 138] seien β := q+3s+1 sowie K2 eine G-Konjugiertenklasse
von Elementen der Ordnung β.

Schritt 1: Sei U G eine Untergruppe, die Elemente der Ordnung α und β enthält.
Dann ist U =G:

Angenommen, das sei falsch. Sei dann M eine maximale Untergruppe von G so,
dass U M gilt. Mit Theorem 4.2 in [Wil, S. 138] ist jede maximale Untergruppe, die
ein Element der Ordnung β besitzt, isomorph zu Cβ : C6, da β weder ein Teiler von
|PSL2(q)| noch von

∣∣2G2(q0)
∣∣ ist, wobei q0 ein echter Teiler von q sei. Da q ≥ 27> 6

gilt und M ein Element der Ordnung α ≥ 13 besitzt, erfolgt ein Widerspruch zur
Annahme. �

Schritt 2: Realisierbarkeit von l:

Unter Verwendung der generischen Charaktertafel von G in [CHE] (K1 gehört
zur generischen Konjugiertenklasse Nummer 11 und K2 zur generischen Konjugier-
tenklasse Nummer 14) ergibt sich mittels Lemma 5.14:

d121 = q5 + (2− 3s)q4 + (1− 3s)q3 + q2 + (2− 3s)q+ (1− 3s) und
d212 = q5 + (2− 3s)q4 + (1− 3s)q3− q2− (2− 3s)q− (1− 3s).

Für alle s≥ 1 sind d121 und d212 echt größer als 0, sodass Lemma 5.22 und Schritt 1
nun die Behauptung liefern.

Lemma 5.65
Seien q ≥ 2 eine Primzahlpotenz, α := q4−q2 +1 und G � 3D4(q). Dann ist das HD
l := [G,g,1 | [α,1]] realisierbar.
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Beweis
Sei K1 eine G-Konjugiertenklasse von Elementen der Ordnung α. Mit Teil (xi) von
Theorem 4.3 in [Wil, S. 144] seien β := q2 + q + 1 und x ∈ G ein Element der
Ordnung β so, dass |CG(x)| von β2 geteilt wird und CG(x) in einer maximalen
Untergruppe isomorph zu (Cβ ×Cβ) : SL2(3) enthalten ist. Sei weiter K2 := xG.

Schritt 1: Sei U G eine Untergruppe, die Elemente der Ordnung α und β enthält.
Dann ist U =G:

Angenommen, es gelte U ,G. Dann seiM eine maximale Untergruppe von G so,
dass U M ist. Nun wird |M | von α= q4−q2 +1≥ 24−22 +1 = 13 geteilt. Mit den
Ordnungsformeln in [Tay] und [Wil] ist α kein Teiler von

∣∣SL2(q3)
∣∣, |SL2(q)|, |G2(q)|,∣∣∣PGL±3 (q)

∣∣∣, ∣∣PSL2(q3)
∣∣, |PSL2(q)|,

∣∣∣SL±3 (q)
∣∣∣, ∣∣Cβ∣∣, ∣∣∣Cq2−q+1

∣∣∣, und |SL2(3)|= 8·3. Aus
Theorem 4.3 in [Wil, S. 144] folgt dann M � Cα : C4.

Da jedoch β = q2 + q+ 1≥ 22 + 2 + 1 = 7 auch ein Teiler von |M | ist, erfolgt ein
Widerspruch, weil Gruppen isomorph zu Cα : C4 keine durch β teilbare Ordnung
besitzen. �

Schritt 2: Realisierbarkeit von l:
Wir verwenden die generischen Charaktertafeln von G in [CHE]. K1 gehört zur

generischen Konjugiertenklasse Nummer 28, falls q ≡ 0 modulo 2 gilt, bzw. zur
Nummer 32, falls q ≡ 1 modulo 2 gilt. K2 gehört zur generischen Konjugiertenklasse
Nummer 26, falls q ≡ 0 modulo 2 gilt, bzw. zur Nummer 30, falls q ≡ 1 modulo 2
gilt. Mit Lemma 5.14 ergibt sich dann

d121 = q20− 2q19 + q18 + 2q17− 4q16 + 2q15 + q14− 2q13 + q12 + 4q11− 8q10

+ 4q9 + q8− 2q7 + q6 + 2q5− 4q4 + 2q3 + q2− 2q+ 1 und
d212 = q20− 2q19 + q18 + 2q17− 4q16 + 2q15 + q14− 2q13 + q12− 8q11 + 16q10

− 8q9 + q8− 2q7 + q6 + 2q5− 4q4 + 2q3 + q2− 2q+ 1.

Für alle q > 1 sind d121 und d212 echt größer als 0, wodurch die Behauptung nun
aus Lemma 5.22 und Schritt 1 folgt.

Lemma 5.66
Es sei l :=

[
G,g,g0

∣∣ [m1,n1], . . . , [mr,nr]
]
ein HD aus einer der Zeilen 13 bis 21 in

Tabelle 4.1 von Voraussetzung 4.21. Dann ist l realisierbar.

Beweis
Sei q eine Primzahlpotenz. SindG � PSL2(q), q ≥ 9 und l wie in den Zeilen 13 oder 14
der Tabelle 4.1 von Voraussetzung 4.21, so folgt mit Lemma 5.55 die Behauptung.

Die Lemmata 5.56 und 5.20 liefern die Behauptung in den Fällen G � PSL3(q)
oder G � PSU3(q), bzw. l wie in den Zeilen 15 oder 16 der Tabelle 4.1 in Vorausset-
zung 4.21.

Ist G eine symplektische oder orthogonale Gruppe und l wie in den Zeilen 17
oder 18 der Tabelle 4.1 in Voraussetzung 4.21, so ist l mit den Lemmata 5.61, 5.62
und 5.20 realisierbar.
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Ist l wie in den Zeilen 19, 20 oder 21 der Tabelle 4.1 von Voraussetzung 4.21 und
ist G isomorph zu Sz(q), 2G2(q) oder 3D4(q), dann folgt mit den Lemmata 5.63,
5.64, 5.65 und 5.20 die Realisierbarkeit von l.

5.6 Gruppen vom Lie-Typ – nicht-generische Fälle
Wie auch im Abschnitt zu PSL2(q) für Primzahlpotenzen q ≥ 9 geben wir zunächst
eine Tabelle zur Übersicht an, welches Hurwitzdatum aus der Zeile 7 von Tabelle 4.1
der Voraussetzung 4.21 in welchem der nachfolgenden Lemmata auf Realisierbarkeit
überprüft wird.

Hurwitzdatum Lemma Hurwitzdatum Lemma

[G,g,1 | [2,1]] 5.75 [G,g,0 | [3,2] , [4,1]] 5.68

[G,g,2 | [2,1]] 5.75 [G,g,0 | [3,2] , [7,1]] 5.69

[G,g,1 | [3,1]] 5.68 [G,g,0 | [3,1] , [4,2]] 5.68

[G,g,1 | [4,1]] 5.68 [G,g,0 | [3,1] , [4,1] , [7,1]] 5.72

[G,g,1 | [7,1]] 5.71 [G,g,0 | [4,2] , [7,1]] 5.71

[G,g,1 | [2,1] , [3,1]] 5.73 [G,g,0 | [2,1] , [3,2] , [4,1]] 5.77

[G,g,1 | [2,1] , [4,1]] 5.73 [G,g,0 | [2,1] , [3,2] , [7,1]] 5.80

[G,g,1 | [2,1] , [7,1]] 5.70 [G,g,0 | [2,1] , [3,1] , [4,2]] 5.77

[G,g,1 | [3,2]] 5.68 [G,g,0 | [2,1] , [3,1] , [4,1] , [7,1]] 5.78

[G,g,1 | [3,1] , [4,1]] 5.68 [G,g,0 | [2,1] , [4,2] , [7,1]] 5.79

[G,g,1 | [3,1] , [7,1]] 5.69 [G,g,0 | [3,2] , [4,2]] 5.68

[G,g,1 | [4,2]] 5.68 [G,g,0 | [3,2] , [4,1] , [7,1]] 5.80

[G,g,1 | [4,1] , [7,1]] 5.71 [G,g,0 | [3,1] , [4,2] , [7,1]] 5.79

[G,g,1 | [2,1] , [3,2]] 5.77 [G,g,0 | [2,1] , [3,2] , [4,2]] 5.77

[G,g,1 | [2,1] , [3,1] , [4,1]] 5.77 [G,g,0 | [2,1] , [3,2] , [4,1] , [7,1]] 5.80

[G,g,0 | [2,1] , [3,1] , [7,1]] 5.72 [G,g,0 | [2,1] , [3,1] , [4,2] , [7,1]] 5.79

[G,g,1 | [2,1] , [4,2]] 5.76 [G,g,0 | [3,2] , [4,2] , [7,1]] 5.80

[G,g,0 | [2,1] , [4,1] , [7,1]] 5.72 [G,g,0 | [2,1] , [3,2] , [4,2] , [7,1]] 5.80

Tabelle 5.2: Übersicht zur Realisierbarkeit von Ausnahme-Hur-
witzdaten aus Tabelle 4.1, Zeile 7, von Voraussetzung 4.21, wobei
G � PSL2(7) gilt.
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Des Weiteren sammeln wir wichtige Informationen über PSL2(7) aus [Atl] in

Bemerkung 5.67
Sei G= PSL2(7).

(i) Es ist |G| = 23 · 3 · 7. G hat Elemente der Ordnung 1, 2, 3, 4 und 7, wobei
sich nur die Elemente der Ordnung 7 in zwei G-Konjugiertenklassen aufteilen.
Ist g ∈ G# mit o(g) = 7, so sind gG und (g−1)G zwei verschiedene G-Kon-
jugiertenklassen. Insgesamt besitzt G nur jeweils eine Konjugiertenklasse von
zyklischen Untergruppen der Ordnung 2, 3, 4 und 7.

(ii) G besitzt drei Konjugiertenklassen von maximalen Untergruppen. Zwei der
drei Klassen bestehen aus Untergruppen isomorph zu S4, welche Index 7 in G
haben. Diese sind Normalisatoren von elementarabelschen Gruppen der Ord-
nung 4.
Die andere Konjugiertenklasse besteht aus Frobeniusgruppen der Ordnung 21
mit zyklischem Frobeniuskern der Ordnung 7. Diese sind Normalisatoren von
Sylow 7-Untergruppen von G und haben Index 8 in G.

(iii) Die Sylow 2-Untergruppen von G sind Diedergruppen der Ordnung 8 (siehe
z.B. Satz II.8.10 (b) in [Hup1]). Die Involutionenzentralisatoren sind genau die
Sylow 2-Untergruppen von G.

(iv) G besitzt keine echte Untergruppe, deren Ordnung durch 14 teilbar ist. An-
sonsten gebe es eine maximale Untergruppe, die diese Eigenschaft erfüllt.

Lemma 5.68
Seien G = PSL2(7) und n1,n2 ∈ {0,1,2}. Gilt dann n1 + n2 ≤ 2, so ist das HD
[G,g,1 | [3,n1] , [4,n2]] realisierbar. Andernfalls ist das HD [G,g,0 | [3,n1] , [4,n2]] rea-
lisierbar.

Beweis
Die Lemmata 5.34 und 5.36 liefern die Behauptung.

Lemma 5.69
Seien G= PSL2(7) und l ∈ {[G,g,1 | [3,1] , [7,1]] , [G,g,0 | [3,2] , [7,1]]} ein HD. Dann
ist l realisierbar.

Beweis
Seien K1 bzw. K2 eine G-Konjugiertenklasse von Elementen der Ordnung 3 bzw. 7.

Schritt 1: Realisierbarkeit für l = [G,g,0 | [3,2] , [7,1]]:
Unter Verwendung der Charaktertafel von G in [Atl] liefert Lemma 5.14 den Wert

d112 = 21. Seien also a,b ∈ K1 und c ∈ K2 so, dass ab = c gilt, sowie S := 〈c〉 und
N := NG(S). Dann ist N eine maximale Untergruppe und eine Frobeniusgruppe
(siehe Bemerkung 5.67). Wir wissen, dass c in genau einer Sylow 7-Untergruppe
enthalten ist, da die Sylow 7-Untergruppen von G zyklisch von Primzahlordnung
sind. Insbesondere gilt 〈c〉= S.

147



Da K1 die einzige G-Konjugiertenklasse von Elementen der Ordnung 3 ist, gilt
K1 ∩N , ∅. Genauer gilt |K1 ∩N | = 21− 7 = 14, da N eine Frobeniusgruppe mit
Frobeniuskern S ist (siehe Bemerkung 5.67). Sei M :=

{
(x,y) ∈ (K1 ∩N)2 ∣∣ xy = c

}
.

Weil |K1 ∩N | = 14 ist und (x,y1),(x,y2) ∈ M zu y1 = y2 führt (und analog für
die erste Komponente), gilt |M | ≤ 14. Jetzt ist also d112 = 21 > 14 ≥ |M | und mit
Lemma 5.19 finden wir a,b ∈ K1 so, dass ab = c und a < NG(〈c〉) = N gilt. Wir
beachten, dass der im Lemma 5.19 verlangte Wert∑

α,β

d
(N)
α,β,2

sicherlich höchstens so groß wie |M | ist. Ist nämlich (x1,y),(x2,y) ∈ M , so gilt
x1y = c= x2y bzw. x1 = x2. Das führt dazu, dass es höchstens |N \ 〈c〉|= 21− 7 = 14
Paare in M geben kann.

Da a < N ist, folgt auch b < N . Andernfalls würde a = b−1c ∈ N gelten. Nun
erfüllt das Tripel ((),(),(a,b,c−1)) die Eigenschaften (RHD1) und (RHD2) für den
Fall l = [G,g,0 | [3,2] , [7,1]]. Nach Konstruktion ist die Ordnung von T := 〈a,b,c−1〉
durch 21 teilbar und es gilt T N . Dann folgt T = G, da N die einzige maximale
Untergruppe von G in NG ist, die c enthält (vgl. Bemerkung 5.67). �

Schritt 2: Realisierbarkeit für l = [G,g,1 | [3,1] , [7,1]]:
Sei g̃ ∈ N so, dass l̃ := [G, g̃,0 | [3,2] , [7,1]] ein HD ist. Mit Schritt 1 sei

((),(),(x,y,z)) eine Realisierung für l̃. Nach Konstruktion in Schritt 1 ist z−1 ∈K2
und x ∈ K1. Sei K3 := zG. Unter Verwendung der Charaktertafel von G in [Atl]
ermitteln wir d231 = 3 mit Lemma 5.14. Dann gibt es b ∈ K3 und g ∈ K2 so, dass
gb= x gilt.

Da K2 = (b−1)G = gG ist, gibt es ein a ∈G so, dass g = (b−1)a gilt. Nun ist das
Tripel ((a),(b),(y,z)) wegen

1G = xyz = gbyz = (b−1)abyz = [a,b]yz

und G= 〈x,y,z〉 〈a,b,y,z〉 eine Realisierung für l, da ((),(),(x,y,z)) eine Realisie-
rung für l̃ ist.

Lemma 5.70
Sei G= PSL2(7). Dann ist das HD l := [G,g,1 | [2,1] , [7,1]] realisierbar.

Beweis
Seien K1 bzw. K2 eine G-Konjugiertenklasse von Elementen der Ordnung 2 bzw.
7 und K3 eine G-Konjugiertenklasse von Elementen der Ordnung 3. Lemma 5.14
liefert d123 = 3 = d113 unter Verwendung der Charaktertafel von G in [Atl]. Dann
gibt es x,a,g ∈K1, y ∈K2 und z ∈K3 so, dass xy = z = ag gilt. Da a,g ∈K1 und
Involutionen sind, gibt es ein b ∈G so, dass g = ab gilt. Nun ist

1G = z−1xy = [a,b]−1xy = [b,a]xy

und mit Bemerkung 5.67 (iv) folgt, dass das Tripel ((b),(a),(x,y)) eine Realisierung
für l ist.
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Lemma 5.71
Seien G = PSL2(7) und (g0,n) ∈ {(0,2),(1,1),(1,0)} so, dass l = [G,g,g0 | [4,n],
[7,1]] ein HD ist. Dann ist l realisierbar.

Beweis
Seien K1 bzw. K2 eine G-Konjugiertenklasse von Elementen der Ordnung 4 bzw. 7.
Unter Verwendung der Charaktertafel von G in [Atl] liefert Lemma 5.14 die Werte
d121 = 4 und d212 = 14. Mit Bemerkung 5.67 (iv) und Lemma 5.22 folgt nun die
Behauptung.

Lemma 5.72
Seien G = PSL2(7) und n,m ∈ {2,3,4} verschieden und so, dass n < m und
l = [G,g,0 | [n,1] , [m,1] , [7,1]] ein HD ist. Dann ist l realisierbar.

Beweis
Seien Kn bzw. Km eine G-Konjugiertenklasse von Elementen der Ordnung n bzw. m
und K1 eine G-Konjugiertenklasse von Elementen der Ordnung 7. Dann liefert Lem-
ma 5.14 den Wert

dm1n =
{

8, falls n= 2,
14, sonst

unter Verwendung der Charaktertafel von G in [Atl]. Damit gibt es Elemente a ∈Kn,
b ∈ Km und c ∈ K1 so, dass bc = a gilt. Weil o(c) = 7 gilt und n,m ∈ {2,3,4} ver-
schieden sind, ist

∣∣〈a−1, b,c〉
∣∣ durch kgV(2,7) = 14 teilbar. Mit Teil (iv) von Bemer-

kung 5.67 folgt 〈a−1, b,c〉 = G und es gilt 1G = a−1bc nach Konstruktion. Nun ist
das Tripel ((),(),(a−1, b,c)) eine Realisierung für l.

Lemma 5.73
Seien G= PSL2(7) und n ∈ {3,4} so, dass l = [G,g,1 | [2,1] , [n,1]] ein HD ist. Dann
ist l realisierbar.

Beweis
Seien g1,g2 ∈ N so, dass l1 := [G,g1,0 | [2,1] , [3,1] , [7,1]] und l2 := [G,g2,0 | [2,1],
[4,1], [7,1]] HD sind. Mit Lemma 5.72 seien ((),(),(x1,y1,z1)) eine Realisierung für l1
sowie ((),(),(x2,y2,z2)) eine Realisierung für l2. Nun gilt

x1y1z1 = z1x1y1 = 1G = z2x2y2 = x2y2z2 und 〈x1,y1,z1〉= 〈x2,y2,z2〉=G.

Ferner ist o(x1) = 2 = o(x2) sowie o(y1) = 3 und o(y2) = 4. Wir konstruieren je
einen Kommutator für z1 und z2. Seien K1 bzw. K2 eine G-Konjugiertenklasse von
Elementen der Ordnung 4 bzw. 7. Lemma 5.14 liefert d112 = 7 unter Verwendung
der Charaktertafel von G in [Atl]. Damit gibt es a1,a2,g1,g2 ∈K1 so, dass a1g1 = z1
und a2g2 = z2 gilt. Da K1 mit Bemerkung 5.67 (i) die einzige G-Konjugiertenklasse
von Elementen der Ordnung 4 ist, folgt g1−1,g2−1 ∈K1. Dann gibt es h1,h2 ∈G so,
dass a1 = (g1−1)h1 und a2 = (g2−1)h2 gilt.

Sei i ∈ {1,2}. Nun ist [hi,gi]xiyi = aigixiyi = zixiyi = 1G und die Realisierbarkeit
von li liefert die Eigenschaften (RHD1) bis (RHD3) für das Tripel ((hi),(gi),(xi,yi))
für l im Fall n= i+ 2.
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Lemma 5.74
Seien G = PSL2(7) und t ∈ G eine Involution. Weiter seien x,y ∈ G so, dass
o(x) = o(y) = 4 und xy = t gilt. Dann ist x= y und x,y ∈ CG(t).

Beweis
Mit Bemerkung 5.67 (i) sei K1 bzw. K2 = tG die G-Konjugiertenklasse von Elemen-
ten der Ordnung 4 bzw. 2. Weiter sei M := {(x,y) ∈K1×K1 | x · y = t}. Dann ist
|M |= d112 nach Lemma 5.13.

Es ist C := CG(t) eine Sylow 2-Untergruppe von G von Ordnung 8 und eine
Diedergruppe (siehe Bemerkung 5.67 (iii)). Ist t̃ ein Erzeuger des zyklischen Nor-
malteilers von C vom Index 2, so ist o(t̃) = 4. Da nach Voraussetzung xy = t gilt
und t eine Involution in G ist, gibt es nun die zwei Möglichkeiten x = y = t̃ und
x = y = t̃−1. Andere Möglichkeiten können in C nicht eintreten, da t̃ und t̃−1 die
einzigen Elemente der Ordnung 4 in C sind und t̃ · t̃−1 = 1G = t̃−1 · t̃ gilt. Das heißt,
dass (t̃, t̃),(t̃−1, t̃−1) ∈M sind und damit |M |= d112 ≥ 2 gilt.

Mit der Charaktertafel von G in [Atl] liefert Lemma 5.14 jedoch den Wert
d112 = 2. Das bedeutet M = {(t̃, t̃),(t̃−1, t̃−1)} und die Behauptung folgt.

Lemma 5.75
Seien G = PSL2(7), g0 ∈ {1,2} und l = [G,g,g0 | [2,1]] ein HD. Genau dann ist l
realisierbar, wenn g0 , 1 gilt.

Beweis
Seien zuerst g0 = 2 und g̃ ∈ N so, dass l̃ := [G, g̃,1 | [2,1] , [3,1]] ein HD ist. Mit
Lemma 5.73 ist l̃ realisierbar und wir wählen eine Realisierung ((a2),(b2),(x,y)) für l̃.
Dann gilt o(x) = 2, o(y) = 3, 1G = [a2, b2]xy und 〈a2, b2,x,y〉=G nach Definition 5.2.
Seien K1 := yG, z ∈G ein Element der Ordnung 7 sowie K2 := zG und K3 = (z−1)G.

Mit Lemma 5.14 und unter der Verwendung der Charaktertafel von G in [Atl]
erhalten wir d321 = 3. Dann gibt es a1,g ∈K2 so, dass a1−1g = y gilt. Da a1 und g
in G konjugiert sind, gibt es ein b1 ∈G so, dass g = a1b1 gilt.

Nun folgt 1G = [a2, b2]xy = y[a2, b2]x = a1−1a1b1 [a2, b2]x = [a1, b1][a2, b2]x. Weil
auch y ∈ 〈a1, b1〉 gilt, ist ((a1,a2),(b1, b2),(x)) eine Realisierung für l im Fall g0 = 2.

Sei nun g0 = 1. Angenommen, l sei realisierbar und ((x),(y),(c)) sei eine Rea-
lisierung für l. Dann gilt o(c) = 2, 1G = [x,y]c und 〈x,y,c〉 = G. Sei C := CG(c).
Mit der Charaktertafel von G = PSL2(7) in [Atl] seien K1 die Konjugiertenklas-
se von Elementen der Ordnung 2 in G sowie K4 und K5 die verschiedenen G-
Konjugiertenklasse der Elemente der Ordnung 7. Da c ∈ 〈x,y〉 gilt, ist auch 〈x,y〉=
〈x,y,c〉=G.

Aufgrund der möglichen Elementordnungen in G ist o(x),o(y) ∈ {2,3,4,7}. Da
c eine Involution ist, gilt insbesondere [x,y] = [y,x]. Daher können wir nachfolgend
die Rollen von x und y vertauschen. Es ist x , 1G , y, denn sonst wäre c = 1G im
Widerspruch zu o(c) = 2. Weiterhin können x und y nicht gleichzeitig von Ordnung 2
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sein, da G keine Diedergruppe ist.

Schritt 1: Weder x noch y hat Ordnung 7:

Angenommen es gilt o(x) = 7 (oder o(y) = 7). Dann sind auch x−1 und xy

Elemente der Ordnung 7 in G. Da x und x−1 in G nicht konjugiert sind, sind es
auch xy und x−1 nicht. Nach Voraussetzung gilt c = x−1xy und mit Lemma 5.13
folgt daher d451 , 0 , d541. Unter Verwendung der Charaktertafel von G in [Atl] ist
mit Lemma 5.14 jedoch

d451 = d541 = 24 · 24
168 ·

(
1− 2

3

(1
4 + 1

4 · 7
)

+ 1
3

)
= 0,

ein Widerspruch. �

Schritt 2: Weder x noch y hat Ordnung 4:

Angenommen, das sei falsch. Dann ist die Involution c = [x,y] = x−1xy das
Produkt von zwei Elementen der Ordnung 4. Mit Lemma 5.74 schlussfolgern wir
xy = x−1 sowie x ∈ C und y ∈NG(〈x〉). Da G= PSL2(7) gilt, ist C =NG(〈x〉) eine
Diedergruppe der Ordnung 8 und y ∈ C ist eine Involution. Weil G = 〈x,y〉 nach
Annahme ist, erhalten wir c ∈ Z(G) = 1 und damit einen Widerspruch. �

Mit den Schritten 1 und 2, den Vorbetrachtungen sowie den möglichen Element-
ordnung von x und y in G= PSL2(7) folgt nun o(x),o(y) ∈ {2,3} und x und y haben
nicht gleichzeitig Ordnung 2. Sei daher o.B.d.A. o(y) = 3. Mit den Rechenregeln für
Kommutatoren erhalten wir zunächst

[x,y−1] · cy−1 = [x,y−1] · [x,y]y−1 = [x,yy−1] = [x,1G] = 1G sowie (5.4)

o(cy−1) = 2 und [y−1,x] = cy
−1 = [x,y−1]. (5.5)

Damit schlussfolgern wir

c · cy = [x,y] · [x,y]y = [x,y2] = [x,y−1] (5.4)= cy
−1 (5.5)= [y−1,x]

= [y2,x] = [y,x]y · [y,x] = cy · c.

Jetzt ist V := 〈c,cy〉 G eine Kleinsche Vierergruppe und ferner gilt

[c,cy] = [c,cy−1 ] = [cy, cy−1 ] = 1G. (5.6)

Weil cy−1 = c · cy ist, folgt y ∈NG(V ).

Schritt 3: Es ist o(x) , 2:

Angenommen, es gilt o(x) = 2. Wir zeigen, dass x ∈NG(V ) ist.
Wegen 1G = [1G,y] = [x2,y] = cx · c erhalten wir

cx = c bzw. x ∈ C. (5.7)
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Damit folgt

(cy)x = cxy[y,x] = cxyc
(5.7)= (cy)c (5.6)= cy und

(cy−1)x = cy
2x = cxy[y,x]y[y,x] = cxycyc

(5.7)= (cy)cyc

= c−1y−1(c−1cyc)yc (5.6)= c−1cy
2
c

(5.6)= cy
2 = cy

−1
.

Also ist x ∈NG(V ). Nun gilt 1 , V G, weil bereits y ∈NG(V ) gezeigt wurde. Da
G eine einfache Gruppe und V eine Kleinsche Vierergruppe ist, erhalten wir einen
Widerspruch. �

Mit Schritt 3 ist nun o(x) = 3. Aus den Gleichungen (5.4) und (5.5) mit x anstelle
von y erhalten wir analog

ccx = [y,x2] = [y,x−1] = cx
−1 = [x−1,y] = [x2,y] = cxc und

[c,cx] = 1G = [cx−1
, c] = [cx, cx2 ].

Weiter ist mit (5.5) schon

cy
−1x−1 = (cy−1)x−1 = ([x,y−1])x−1 = [x ·x−1,y−1][x−1,y−1]−1 = [x−1,y−1]−1

eine Involution und damit gilt [x−1,y−1]−1 = cy
−1x−1 = [x−1,y−1]. Wir betrachten

nun D = [〈x〉,〈y〉]. Mit 1.5.5 in [KuSt] ist D ein Normalteiler von G = 〈x,y〉. Weil
c ∈ D gilt und G einfach ist, folgt bereits D = G. Da o(x) = o(y) = 3 ist, erhalten
wir aus den bisherigen Betrachtungen

D =
〈

[xk,yj ]
∣∣∣ k,j ∈ {0,1,2}〉

= 〈[x,y], [x−1,y], [x,y−1], [x−1,y−1]〉

= 〈c,cx−1
, cy
−1
, cy
−1x−1〉.

Sei U := 〈cx−1
, cy
−1〉. Wegen [c,cx−1 ] = 1G = [c,cy−1 ] zuvor gilt U C, also auch

c ∈ NG(U). Ferner ist schon cy
−1x−1 = cx

−1y−1 , weil y−1x−1 = [y,x]x−1y−1 und
[y,x] = c gilt. Weiter erhalten wir

1G = [cy−1
, c] = [cy−1

, c]x−1 = [cy−1x−1
, cx
−1 ] und

1G = [cx−1
, c] = [cx−1

, c]y−1 = [cx−1y−1
, cy
−1 ] = [cy−1x−1

, cy
−1 ].

Damit folgt cy−1x−1 ∈ CG(cx−1) ∩ CG(cy−1) NG(U). Nun ist D NG(U) und
wir folgern 1 , U = 〈cx−1

, cy
−1〉 D = G. Aus der Einfachheit von G folgt U = G.

Jedoch ist U durch zwei Involutionen erzeugt und damit eine Diedergruppe, ein
Widerspruch. Daher ist l im Fall g0 = 1 nicht realisierbar.

Lemma 5.76
Seien G= PSL2(7) und l = [G,g,1 | [2,1] , [4,2]] ein HD. Dann ist l realisierbar.

152



Beweis
Sei g̃ ∈N so, dass l̃ := [G, g̃,1 | [4,2]] ein HD ist. Mit Lemma 5.68 ist l̃ realisierbar und
wir wählen eine Realisierung ((a),(b),(x,y)) für l̃. Mit Definition 5.2 folgt o(x) = 4,
o(y) = 4, 1G = [a,b]xy und 〈a,b,x,y〉 = G. Ferner ist x2 eine Involution, o(x−1) = 4
und es gilt x= x2 ·x−1. Nun ist ((a),(b),(x2,x−1,y)) eine Realisierung für l.

Lemma 5.77
Seien G = PSL2(7) sowie g0 ∈ N0, n ∈ {1,2} und m ∈ {0,1,2} so, dass
n+m ∈ {2,3,4} und l = [G,g,g0 | [2,1] , [3,n] , [4,m]] ein HD ist. Sei g0 = 1, falls
n+m= 2 gilt. Andernfalls sei g0 = 0. Dann ist l realisierbar.

Beweis
Sei g̃ ∈ N so, dass l̃ := [G, g̃,g0 | [3,n] , [4,m]] ein HD ist. Mit Lemma 5.68 ist l̃
realisierbar und wir wählen ((a1, . . . ,ag0),(b1, . . . , bg0),(x1, . . . ,xn,y1, . . . ,ym)) als eine
Realisierung für l̃. Mit Definition 5.2 ist für alle i ∈ {1, . . . ,n} und alle j ∈ {1, . . . ,m}
dann o(xi) = 3, o(yj) = 4, 1G = [a1, b1] · · · [ag0 , bg0 ]x1x2 · · ·xny1y2 · · ·ym und

〈a1, . . . ,ag0 , b1, . . . , bg0 ,x1, . . . ,xn,y1, . . . ,ym〉=G.

Da nach Voraussetzung n , 0 ist, seien K1 := (x1)G und K2 eine G-Konjugierten-
klasse von Involutionen. Unter Verwendung der Charaktertafel von G in [Atl] ermit-
teln wir d211 = 12 mit Lemma 5.14. Damit gibt es Elemente u ∈ K2 und v ∈ K1
so, dass x = uv gilt. Nun folgt o(u) = 2, o(v) = 3 und x1 ∈ 〈u,v〉. Da ((a1, . . . ,ag0),
(b1, . . . , bg0),(x1, . . . ,xn,y1, . . . ,ym)) eine Realisierung für l̃ ist, ist nun ((a1, . . . ,ag0),
(b1, . . . , bg0),(u,v,x2, . . . ,xn,y1, . . . ,ym)) eine Realisierung für l.

Lemma 5.78
Seien G= PSL2(7) und l = [G,g,0 | [2,1] , [3,1] , [4,1] , [7,1]] ein HD. Dann ist l reali-
sierbar.

Beweis
Sei g̃ ∈ N so, dass l̃ := [G, g̃,0 | [2,1] , [4,1] , [7,1]] ein HD ist. Mit Lemma 5.72 ist l̃
realisierbar und wir wählen eine Realisierung ((),(),(x,y,z)) für l̃. Dann gilt o(x) = 2,
o(y) = 4, o(z) = 7, 1G = xyz und 〈x,y,z〉=G mit Definition 5.2.

Seien K1 = yG und K2 eine G-Konjugiertenklasse von Elementen der Ordnung 3.
Unter Verwendung der Charaktertafel von G in [Atl] erhalten wir d211 = 16 mit Lem-
ma 5.14. Dann gibt es a ∈K2 und b ∈K1 so, dass y = ab gilt. Nun ist ((),(),(x,a,b,z))
eine Realisierung für l.

Lemma 5.79
Seien G = PSL2(7) und n,m ∈ {0,1} so, dass l = [G,g,0 | [2,n] , [3,m] , [4,2] , [7,1]]
ein HD ist und n+m≥ 1 gilt. Dann ist l realisierbar.
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Beweis
Sei g̃ ∈ N so, dass l̃ := [G,g,0 | [2,n] , [3,m] , [4,1] , [7,1]] ein HD ist. Ist n+m= 1,
so ist l̃ mit Lemma 5.72 realisierbar, andernfalls mit Lemma 5.78. Wegen der Rea-
lisierbarkeit von l̃ seien a,b,c,d ∈ G so, dass o(c) = 4, o(d) = 7, 1G = abcd und
〈a,b,c,d〉 = G gilt. Ist n = 1, so sei o(a) = 2 und andernfalls a = 1G. Ist m = 1, so
sei o(b) = 3 und andernfalls b= 1G. Dann ist ((),(),(a,b,c,d)) eine Realisierung für l̃
(wir lassen a oder b in dem Tripel ((),(),(a,b,c,d)) weg, falls einer dieser beiden 1G
ist).

Sei K1 = cG. Mit der Charaktertafel von G in [Atl] und Lemma 5.14 erhalten
wir d111 = 16. Dann gibt es x,y ∈ K2 so, dass xy = c gilt. Nun ist das Tripel
((),(),(a,b,x,y,d)) eine Realisierung für l, da ((),(),(a,b,c,d)) eine Realisierung für l̃
ist.

Lemma 5.80
Seien G = PSL2(7) sowie n ∈ {0,1} und m ∈ {0,1,2} so, dass n+m ≥ 1 gilt und
l = [G,g,0 | [2,n] , [3,2] , [4,m] , [7,1]] ein HD ist. Dann ist l realisierbar.

Beweis
Sei g̃ ∈ N so, dass l̃ := [G,g,0 | [2,n] , [3,1] , [4,m] , [7,1]] ein HD ist. Ist n+m = 1,
so ist l̃ mit Lemma 5.72 realisierbar. Ist (n,m) = (1,1), so ist l̃ mit Lemma 5.78
realisierbar. In den verbliebenen zwei Fällen ist l mit Lemma 5.79 realisierbar. Die
Behauptung folgt nun aus Lemma 5.21 auf das RHD l̃ angewendet, da 3 ungerade
ist.

Lemma 5.81
Es sei l :=

[
G,g,g0

∣∣ [m1,n1], . . . , [mr,nr]
]
ein HD aus Zeile 7 der Tabelle 4.1 in

Voraussetzung 4.21. Ist l , [G,g,1 | [2,1]], so ist l realisierbar.

Beweis
Da l ein Hurwitzdatum aus der Zeile 7 der Tabelle 4.1 von Voraussetzung 4.21 ist,
gilt G � PSL2(7).

Sei l , [G,g,1 | [2,1]] und so, dass g0 ≥ 0 minimal ist. Aus der Minimalität von g0
folgt mit den Lemmata 5.68 bis 5.73 und 5.75 bis 5.80 die Realisierbarkeit von l. Die
Behauptung erhalten wir durch Anwendung von Lemma 5.20.

Mit Lemma 5.81 haben wir die Untersuchung der Realisierbarkeit der Hurwitzdaten
aus der Zeile 7 von Tabelle 4.1 abgeschlossen. Wir gehen jetzt zu den Hurwitzdaten
aus der Zeile 8 von Tabelle 4.1 in Voraussetzung 4.21 über. Wie auch im Abschnitt
zuvor zu PSL2(q) für Primzahlpotenzen q ≥ 9 oder zu PSL2(7) geben wir zunächst
eine Tabelle zur Übersicht an, welches dieser Hurwitzdaten in welchem der nach-
folgenden Lemmata auf Realisierbarkeit überprüft wird, sowie eine Bemerkung mit
den wichtigsten Informationen zu PSL2(8).
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Hurwitzdatum Lemma Hurwitzdatum Lemma

[G,g,1 | [2,1]] 5.84 [G,g,0 | [2,1] , [7,2]] 5.85

[G,g,2 | [2,1]] 5.88 [G,g,0 | [2,1] , [7,1] , [9,1]] 5.86

[G,g,1 | [7,1]] 5.83 [G,g,0 | [2,1] , [9,2]] 5.85

[G,g,1 | [9,1]] 5.83 [G,g,0 | [7,2] , [9,1]] 5.83

[G,g,1 | [2,1] , [7,1]] 5.87 [G,g,0 | [7,1] , [9,2]] 5.83

[G,g,1 | [2,1] , [9,1]] 5.87 [G,g,0 | [2,1] , [7,2] , [9,1]] 5.87

[G,g,1 | [7,2]] 5.83 [G,g,0 | [2,1] , [7,1] , [9,2]] 5.87

[G,g,1 | [7,1] , [9,1]] 5.83 [G,g,0 | [7,2] , [9,2]] 5.83

[G,g,1 | [9,2]] 5.83 [G,g,0 | [2,1] , [7,2] , [9,2]] 5.87

Tabelle 5.3: Übersicht zur Realisierbarkeit von Ausnahme-Hurwitz-
daten aus Zeile 8 von Tabelle 4.1 in Voraussetzung 4.21, wobei
G � PSL2(8) gilt.

Bemerkung 5.82
Sei G= PSL2(8). Mit [Atl] können wir folgendes festhalten:

(i) G hat Ordnung 23 · 32 · 7 und die Elemente von G haben Ordnung 1, 2, 3, 7
oder 9. Es gibt nur jeweils eine G-Konjugiertenklasse von Elementen der Ord-
nung 2 und 3. Es gibt jeweils genau drei G-Konjugiertenklassen von Elementen
der Ordnung 7 und 9.
Ist x ∈ G von Ordnung 7 oder 9, so sind xG, (x2)G und (x4)G die paarweise
verschiedenen Konjugiertenklassen von Elementen der Ordnung o(x). Ferner
sind x und x−1 konjugiert in G.
G besitzt jeweils genau eine Konjugiertenklasse von zyklischen Untergruppen
der Ordnung 2, 3, 7 und 9.

(ii) Es gibt drei G-Konjugiertenklassen von maximalen Untergruppen. Eine davon
besteht aus Frobeniusgruppen der Ordnung 56 mit jeweils einem Frobenius-
kern der Ordnung 8. Diese sind die Normalisatoren von Sylow 2-Untergruppen
von G.
Die anderen zwei Konjugiertenklassen bestehen aus Diedergruppen der Ord-
nung 14 oder 18, welche die Normalisatoren der Sylow 7-Untergruppen bzw.
der Sylow 3-Untergruppen von G sind.

(iii) Die Sylow 2-Untergrupen vonG sind elementarabelsch von Ordnung 8 und sind
gleichzeitig die Involutionenzentralisatoren. Die Sylow 3-Untergruppen und Sy-
low 7-Untergruppen sind zyklisch von Ordnung 9 bzw. 7. Für alle p ∈ {2,3,7}
gilt, dass sich je zwei Sylow p-Untergruppen nur trivial schneiden (siehe die
Sätze II.8.2 bis II.8.4 in [Hup1]).

(iv) G besitzt keine Untergruppe, deren Ordnung durch 7·3 teilbar ist. Andernfalls
hätte G eine maximale Untergruppe, die dies erfüllen würde.
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Lemma 5.83
Seien G � PSL2(8) und l := [G,g,g0 | [7,n1] , [9,n2]] ein HD. Für alle i ∈ {1,2} sei
ni ∈ {0,1,2} und es gelte 1≤ n1 +n2 ≤ 4. Gilt n1 +n2 ≥ 3, so sei g0 = 0. Andernfalls
sei g0 = 1. Dann ist l realisierbar.

Beweis
Die Lemmata 5.34 und 5.36 liefern die Behauptung.

Lemma 5.84
Das HD l := [PSL2(8),g,1 | [2,1]] ist nicht realisierbar.

Beweis
Angenommen, es sei l realisierbar. Seien G = PSL2(8) und ((a),(b),(c)) eine Reali-
sierung für l. Dann gilt o(c) = 2, 1G = [a,b]c und 〈a,b,c〉 = G nach Definition 5.2.
Da c eine Involution ist, folgt [b,a] = c= c−1 = [a,b]. Ferner ist c ∈ 〈a,b〉 und damit
〈a,b〉=G.

SeienK1 = aG,K2 = (a−1)G undK3 = cG. Wir untersuchen, welche Elementord-
nungen a und b annehmen können. Da [a,b] = [b,a] gilt, können wir die Rollen von a
und b vertauschen und wegen [a,b] = a−1ab genügt eine Untersuchung der möglichen
Ordnung von a. Wir können festhalten, dass o(a) , 1 ist, da sonst c= [a,b] = 1G wä-
re, im Widerspruch zu o(c) = 2. Ferner sind a und b nicht gleichzeitig von Ordnung 2,
da G sonst eine Diedergruppe wäre.

Angenommen, a habe Ordnung 3 oder 9. Mit der Charaktertafel von G in [Atl]
gilt dann K1 =K2 und Lemma 5.14 liefert d213 = 0. Aus 1G = [a,b]c= a−1abc sowie
a−1 ∈K2, ab ∈K1 und K1 = K2 erhalten wir jedoch d213 , 0 mit Lemma 5.13, ein
Widerspruch zur Annahme o(a) ∈ {3,9}.

Somit hat a oder b Ordnung 7 nach Bemerkung 5.82 (i). Da [a,b] = [b,a] gilt,
können wir o.B.d.A. o(a) = 7 annehmen. Mit [Atl] ist K1 = K2. Weil c ∈ G eine
Involution ist, seien S ∈ Syl2(G) und N := NG(S) so, dass c ∈ S gilt. Mit Bemer-
kung 5.82 (iii) ist S die einzige Sylow 2-Untergruppe von G, die c enthält. Weiter
ist N eine maximale Untergruppe von G und eine Frobeniusgruppe isomorph zu
(C2)3 : C7 mit Frobeniuskern S.

Sei M :=
{
(y,z) ∈ (K1 ∩N)2 ∣∣ yz = c

}
. Wir zeigen zunächst, dass |M | = 16 ist.

Gilt y ∈K1∩N , so ist y−1 ∈K1∩N und es istK1∩N = yN ∪̇(y−1)N . Mit Lemma 5.48
folgt yN = Sy ∈N/S und (y−1)N = Sy−1 ∈N/S. Damit erhalten wir∣∣∣yN ∣∣∣= ∣∣∣(y−1)N

∣∣∣= |Sy|= |S|= 8.

Nun ist |K1 ∩N |= 16. Ist z ∈K1∩N beliebig, so folgt cz−1 ∈ Sz−1, o(cz−1) = 7 und
cz−1 ist konjugiert zu z−1 mit Lemma 5.48. Ferner gilt cz−1z = c und somit auch
(cz−1,z) ∈M . Da z ∈K1∩N beliebig ist, folgt nun |M | ≥ 16. Gilt (y1, z̃),(y2, z̃) ∈M ,
so erhalten wir y1 = y2 und damit |M |= 16.

Unter Verwendung der Charaktertafel von G in [Atl] liefert Lemma 5.14 den
Wert d213 = 16. Dann gibt es y,z ∈K1 =K2 so, dass yz = c gilt. Aus der Definition
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von M und wegen |M | = 16 folgt nun y,z ∈N . Weil c = [a,b] = a−1ab mit (RHD2)
für l gilt, ist insbesondere (a−1,ab) ∈M und a,ab ∈N .

Seien K := {(x,y) ∈K1×G | [x,y] = c} und KN := K ∩ (K1 ×N). Mit Lem-
ma 5.16 ist |K| = 16 · 7. Ferner gilt auch |KN | = 16 · 7 mit demselben Lemma, da
K1 ∩N in zwei N -Konjugiertenklassen zerfällt und die Zentralisatorordnung eines
Elements der Ordnung 7 in G und in N jeweils 7 ist. Somit ist K = KN und es
folgt (a,b) ∈ K = KN . Nun ist also b ∈ N nach Wahl von KN . Ferner ist a ∈ N
wegen |M | = d213 und (a−1,ab) ∈M . Daher folgt G = 〈a,b〉 = N , ein Widerspruch
zur Annahme.

Lemma 5.85
Seien G= PSL2(8) und n ∈ {7,9} so, dass l := [G,g,0 | [2,1] , [n,2]] ein HD ist. Dann
ist l realisierbar.

Beweis
Mit der Charaktertafel von G in [Atl] seien K1 eine G-Konjugiertenklasse von Invo-
lutionen sowie K2 und K3 zwei verschiedene G-Konjugiertenklassen von Elementen
der Ordnung n. Lemma 5.14 liefert d123 = n unter Verwendung der Charakterta-
fel von G in [Atl]. Dann gibt es x ∈ K1, y ∈ K2 und z ∈ K3 so, dass xy = z gilt.
Nun ist 1G = xyz−1 und das Tripel ((),(),(x,y,z−1)) erfüllt (RHD1) und (RHD2)
für l. Sei T := 〈x,y,z−1〉. Gilt T = G, so ist auch (RHD3) für l und das Tripel
((),(),(x,y,z−1)) erfüllt.

Angenommen, es gelte T , G. Dann gibt es eine maximale Untergruppe U von
G so, dass T U ist. Ferner werden |T | und |U | von kgV(o(x),o(y)) = 2n geteilt.
Mit Bemerkung 5.82 (ii) ist U eine Diedergruppe der Ordnung 2n oder U ist der
Normalisator einer Sylow 2-Untergruppe und es gilt n= 7.

Angenommen, es sei U eine Diedergruppe der Ordnung 2n. Dann folgt U = T
aus Ordnungsgründen und U hat einen zyklischen Normalteiler I vom Index 2 und
von ungerader Ordnung n. Weiter gilt y,z ∈ I und somit auch x−1 = yz−1 ∈ I, ein
Widerspruch zu o(x) = 2.

Also ist U der Normalisator einer Sylow 2-Untergruppe von G und es gilt n= 7.
Sei C := CG(x). Dann ist C ∈ Syl2(G) und es gilt U = NG(C) mit den Teilen (ii)
und (iii) der Bemerkung 5.82. Wir betrachten U/C. Es ist Cy , Cz mit Lemma 5.48,
da nach Wahl yG und zG verschieden sind. Jedoch ist x= yz−1, also

C = Cx= Cyz−1 = Cy ·Cz−1.

Damit gilt Cy = Cz, der finale Widerspruch.

Lemma 5.86
Sei G= PSL2(8). Dann ist das HD l := [G,g,0 | [2,1] , [7,1] , [9,1]] realisierbar.

Beweis
Mit der Charaktertafel von G in [Atl] seien K1 eine G-Konjgiertenklasse von Invo-
lutionen und K2 bzw. K3 eine G-Konjugiertenklasse von Elementen der Ordnung 7
bzw. 9. Mit Lemma 5.14 ist d123 = 9 unter Verwendung der Charaktertafel von G
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in [Atl]. Damit gibt es x ∈ K1, y ∈ K2 und z ∈ K3 so, dass xy = z gilt. Nun ist
1G = xyz−1 und kgV(2,7,9) ist ein Teiler von 〈x,y,z−1〉. Mit Bemerkung 5.82 (iv)
ist das Tripel ((),(),(x,y,z−1)) eine Realisierung für l.

Lemma 5.87
Seien G = PSL2(8), g0 ∈ {0,1} und n,m ∈ {0,1,2} so, dass n+m ∈ {1,3,4} und
l := [G,g,g0 | [2,1] , [7,n] , [9,m]] ein HD ist. Sei weiter g0 = 0, falls n+m ≥ 3 gilt.
Andernfalls sei g0 = 1. Dann ist l realisierbar.

Beweis
Sei g̃ so, dass l̃ := [G, g̃,g0 | [7,n] , [9,m]] ein HD ist. Mit Lemma 5.83 ist l̃ realisierbar
und wir wählen a1, . . . ,ag0 , b1, . . . , bg0 ∈ G sowie x1, . . . ,xn ∈ G von Ordnung 7 und
y1, . . . ,ym ∈G von Ordnung 9 so, dass

((a1, . . . ,ag0),(b1, . . . , bg0),(x1, . . . ,xn,y1, . . . ,ym))

eine Realisierung für l̃ ist. Nach Definition 5.2 gilt dann

1G =
g0∏
i=1

[ai, bi] ·x1 · · ·xn · y1 · · ·ym

und G= 〈a1, . . . ,ag0 , b1, . . . , bg0 ,x1, . . . ,xn,y1, . . . ,ym〉.
Sei K1 eine G-Konjugiertenklasse von Elementen der Ordnung 2. Ist n ≥ 1, so

seien K2 := x1G und K3 := (x12)G. Andernfalls seien K2 := y1G und K3 := (y12)G,
da nach Voraussetzung dann m ≥ 1 gilt. Mit Bemerkung 5.82 (i) sind K2 und K3
verschieden und sie enthalten Elemente derselben Ordnung. Mit Lemma 5.14 ist
d132 = 7, falls n ≥ 1 gilt, bzw. d132 = 9, falls n = 0 gilt. Dann gibt es t ∈ K1 und
v ∈ K3 so, dass tv = x1 im Fall n ≥ 1 bzw. tv = y1 im Fall n = 0 gilt. Nun ist das
Tripel ((a1, . . . ,ag0),(b1, . . . , bg0),(t,v,x2, . . . ,xn,y1, . . . ,ym)) eine Realisierung für l,
falls n ≥ 1 gilt, bzw. das Tripel ((a1, . . . ,ag0),(b1, . . . , bg0),(t,v,y2, . . . ,ym)) ist eine
Realisierung für l, falls n= 0 gilt.

Lemma 5.88
Sei G= PSL2(8). Dann ist das HD l := [G,g,2 | [2,1]] realisierbar.

Beweis
Sei g̃ so, dass l̃ := [G, g̃,1 | [2,1] , [7,1]] ein HD ist. Mit Lemma 5.87 ist l̃ realisierbar
und wir wählen eine Realisierung ((a),(b),(x,y)) für l̃. Dann gilt nach Definition 5.2
o(x) = 2, o(y) = 7, 1G = [a,b]xy und 〈a,b,x,y〉=G.

Seien K1 := xG und K2 := yG. Da x eine Involution ist, gilt K1 = (x−1)G.
Unter Verwendung der Charaktertafel von G in [Atl] erhalten wir d112 = 7 mit Lem-
ma 5.14. Dann gibt es t,g ∈ K1 so, dass tg = y gilt. Da g = g−1 ist, gibt es ein
h ∈ G so, dass t = gh gilt. Nun ist y = tg = ghg = [h,g]. Weil ((a),(b),(x,y)) eine
Realisierung für l̃ ist sowie y ∈ 〈g,h〉 und 1G = [a,b]xy = y[a,b]x = [h,g][a,b]x gilt,
ist nun ((h,a),(g,b),(x)) eine Realisierung für l.
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Lemma 5.89
Es sei l :=

[
G,g,g0

∣∣ [m1,n1], . . . , [mr,nr]
]
ein HD in der Zeile 8 von Tabelle 4.1 in

Voraussetzung 4.21. Ist l , [G,g,1 | [2,1]], so ist l realisierbar.

Beweis
Da l ein Hurwitzdatum aus der Zeile 8 von Tabelle 4.1 in Voraussetzung 4.21 ist, gilt
G= PSL2(8). Nun liefern die Lemmata 5.83 bis 5.88 in Kombination mit Lemma 5.20
die Behauptung.

Damit haben wir die Untersuchung der HD l :=
[
G,g,g0

∣∣ [m1,n1], . . . , [mr,nr]
]
aus

Voraussetzung 4.21 abgeschlossen, in denen G eine lineare Gruppe von Dimension 2
ist. Wir müssen nun noch solche Hurwitzdaten l untersuchen, in denen G eine der
Gruppen PSL3(4), PSL4(3), PSL4(5) oder PSU4(3) ist.

Lemma 5.90
Seien G = PSL3(4) sowie n ∈ {0,1,2}, m ∈ {0,1} und l := [G,g,g0 | [5,n] , [7,m]]
ein HD. Weiter sei g0 = 0, falls n+m ≥ 3 gilt. Andernfalls sei g0 = 1. Dann ist l
realisierbar.

Beweis
Seien K1 bzw. K2 eine G-Konjugiertenklasse von Elementen der Ordnung 5 bzw. 7.
Unter Verwendung der Charaktertafel von G in [Atl] ergeben sich d121 = 585 und
d212 = 567 mit Lemma 5.14.

Mit der Liste der G-Konjugiertenklassen von maximalen Untergruppen von G
in [Atl] sehen wir, dass es keine maximale Untergruppe in G gibt, deren Ordnung
durch kgV(5,7) = 35 teilbar ist. Lemma 5.22 liefert nun die Behauptung.

Für das nächste Lemma benötigen wir zuerst folgende

Bemerkung 5.91
Seien F := GF(32), V ein zweidimensionaler F-Vektorraum und H := PSL2(V ) in
der natürlichen Operation auf V . Wir zeigen, dass CH(v) für alle v ∈ V # kein
Element der Ordnung 4 enthält. Seien dazu Ĥ := SL2(9) und γ1 ∈F# ein Erzeuger
von F#. Weiter seien γ2 := γ−1

1 , sowie B̂ = (b1, b2) eine F-Basis von V und

A :=
(
γ1 0F
0F γ2

)

in der Basis B̂. Dann gilt A ∈ Ĥ und o(A) = 8. Unter dem natürlichen Homomor-
phismus ϕ : Ĥ →H mit Kern(ϕ) = Z(Ĥ) hat a :=Aϕ ∈H Ordnung 4 und es gilt

A4 =
(
−1F 0F
0F −1F

)
.

Seien {0F2} , U V ein eindimensionaler Teilraum und v ∈ V # so, dass U = 〈v〉
gilt. Sei zuerst v ein skalares Vielfaches von b1 oder b2. Dann gilt für alle λ ∈ F
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schon λvA= λµv ∈ U für

µ=
{
γ1, falls v ∈ 〈b1〉,
γ2, falls v ∈ 〈b2〉.

Damit folgt a < CH(U), da weder γ1 noch γ2 genau 1F oder −1F sind.
Sei nun v kein skalares Vielfaches von b1 oder b2. Dann existieren α1,α2 ∈ F#

so, dass v = α1b1 +α2b2 gilt. Dann folgt für alle λ ∈F schon

λvA= λ(α1b1A+α2b2A) = λ(α1γ1b1 +α2γ2b2).

Gilt für alle λ ∈ F bereits λvA ∈ U , so ist λα1γ1b1 + λα2γ2b2 ein skalares Viel-
faches von v = α1b1 +α2b2. Dann muss γ1 = γ2 und damit γ1 = γ−1

1 gelten. Nun ist
o(γ1) = 2, ein Widerspruch zu 〈γ1〉=F# und

∣∣∣F#
∣∣∣= 8.

Daher ist a < CH(U). Da in H � PSL2(9) mit [Atl] alle Elemente der Ordnung 4
zueinander konjugiert sind, gibt es damit für keinen eindimensionalen Teilraum U
von V ein Element der Ordnung 4 in CH(U).

Lemma 5.92
Seien G = PSU4(3) und x,y ∈ G so, dass o(x) = 5 und o(y) = 12 gilt. Sei M G
eine maximale Untergruppe von G und so, dass x,y ∈M ist. Dann ist M isomorph
zur unitären Gruppe PSU4(2).

Beweis
Da x,y ∈ M gilt, wird |M | von kgV(5,12) = 60 geteilt. Insbesondere besitzt M
nach Voraussetzung ein Element der Ordnung 12. Mit der Liste der G-Konjugier-
tenklassen von maximalen Untergruppen von G in [Atl] und aus Ordnungsgründen
ist M isomorph zu E81 :A6, PSU4(2), PSL3(4), E16 :A6, A7 oder M10. Wir werden
zeigen, dass von diesen Gruppen nur solche, die isomorph zu PSU4(2) sind, Elemente
der Ordnung 12 besitzen.

Mit den Charaktertafeln von PSL3(4), A7 und M10 in [Atl] gibt es in diesen
Gruppen keine Elemente der Ordnung 12. Damit kann M nicht isomorph zu einer
dieser drei Gruppen sein.

Schritt 1: M ist nicht isomorph zu E16 :A6:
Angenommen, das gelte doch. Dies ist eine zerfallende Erweiterung. SeienH M

isomorph zu A6 und O := O2(M) � E16. Dann ist M = OH und |O|3 = 1. Also
gibt es ein g ∈ M so, dass |〈y〉 ∩Hg| von 3 geteilt wird. Wir können daher H als
Komplement von O in M so wählen, dass g = 1G gilt.

Mit der Charaktertafel von H in [Atl] besitzt H keine Elemente der Ordnung 6
und 12. Daher ist |〈y〉 ∩H|= 3 und somit gilt |O∩ 〈y〉|= 4. Da jedoch O elementa-
rabelsch und O∩ 〈y〉 zyklisch der Ordnung 4 ist, erfolgt ein Widerspruch. �

Schritt 2: M ist nicht isomorph zu E81 :A6:
Angenommen, das sei falsch. Wie auch zuvor istM eine zerfallende Erweiterung.

Seien H M isomorph zu A6 und O := O3(M). Auch hier ist M = OH. Mit der
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Charaktertafel von H in [Atl] besitzt H keine Elemente der Ordnung 12. Damit
ist 〈y〉 ∩O , 1 und aus Ordnungsgründen folgt |〈y〉 ∩O| = 3. Sei also z ∈ 〈y〉 ∩O
von Ordnung 3. Ferner gilt y ∈ CM (z), weil 〈y〉 zyklisch ist, und CM (z) enthält das
Element y3 der Ordnung 4. Wegen |O|2 = 1 und M = OH muss y3 dann in einem
M -Konjugierten von H liegen. Das ist mit Bemerkung 5.91 jedoch unmöglich. �

Somit ist nunM � PSU4(2) und mit der Charaktertafel von G in [Atl] enthältM
Elemente der Ordnung 5 und 12.

Lemma 5.93
Sei G= PSU4(3). Dann ist das HD l := [G,g,1 | [5,1]] realisierbar.

Beweis
Seien K1 eine G-Konjugiertenklasse von Elementen der Ordnung 5 und K2 eine
G-Konjugiertenklasse von Elementen der Ordnung 12. Unter Verwendung der Cha-
raktertafel von G in [Atl] erhalten wir d221 = 26880 mit Lemma 5.14. Damit gibt
es Elemente c ∈ K1 und b,g ∈ K2 so, dass gb = c gilt. Mit der Charaktertafel von
G in [Atl] ist b−1 ∈ K2. Dann gibt es ein a ∈ G so, dass g = (b−1)a gilt. Nun
folgt o(c−1) = 5 und 1G = gbc−1 = (b−1)abc−1 = [a,b]c−1, also erfüllt das Tripel
((a),(b),(c−1)) die Eigenschaften (RHD1) und (RHD2) für l.

Sei T := 〈a,b,c−1〉. Ist T = G so sind wir fertig. Seien daher T , G und M eine
maximale Untergruppe von G so, dass T M gilt. Wegen b,c ∈ T M , enthält M
nun Elemente der Ordnung 5 und 12. Mit Lemma 5.92 folgt M � PSU4(2). Wir
wollen Lemma 5.19 anwenden.

Zunächst gibt es mit der Liste der G-Konjugiertenklassen von maximalen Unter-
gruppen von G in [Atl] genau zwei Konjugiertenklassen von maximalen Untergrup-
pen isomorph zu M . Sei daher U G so, dass U �M , U <MG und c ∈ U gilt. Mit
den Charaktertafeln von G und M sowie der Liste der G-Konjugiertenklassen von
maximalen Untergruppen von G in [Atl] gilt |K1| = |G|

|CG(c)| = 27 · 36 · 7,∣∣∣cM ∣∣∣= |M |
|CM (c)| = 26 · 34 und

∣∣∣MG
∣∣∣ = 126 = 2 · 32 · 7. Da nun

∣∣∣MG
∣∣∣ · ∣∣∣cM ∣∣∣ = |K1| gilt

und K1∩M nicht in zwei oder mehrM -Konjugiertenklassen zerfällt, liegt c in genau
einem G-Konjugierten von M , nämlich in M selbst. Weiter zerfällt K2∩M mit den
Charaktertafeln von G und M in [Atl] in zwei M -Konjugiertenklassen, genauer gilt
K2 ∩M = bM ∪̇(b−1)M .

Seien nun Kα :=K1∩M = cM sowie Kβ := bM und Kγ := (b−1)M . Wir ermitteln

d
(M)
ββα = d

(M)
βγα = d

(M)
γβα = d

(M)
γγα = 210

mit Hilfe der Charaktertafel von M in [Atl] und Lemma 5.14. Nun folgt

4 · d(M)
βγα = 4 · 210 = 840< 26880 = d221.

Lemma 5.19 liefert, dass wir (b−1)a und b in K2 so wählen können, dass die Gruppe
〈(b−1)a, b,c〉 T in keinem G-Konjugierten von M liegt.
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Da auch 2·840< 26880 = d221 gilt, können wir dasselbe Resultat für U verwenden
und finden (b−1)a und b in K2 derart, dass 〈(b−1)a, b,c〉 T in keinem G-Kon-
jugierten von M oder U liegt. Mit Lemma 5.92 und der Liste der G-Konjugier-
tenklassen von maximalen Untergruppen von G sind wir dann fertig.

Lemma 5.94
Seien G= PSU4(3) und n ∈ {0,1} so, dass l := [G,g,1 | [5,n] , [7,1]] ein HD ist. Dann
ist l realisierbar.

Beweis
Schritt 1: Sei T G eine Untergruppe, die Elemente der Ordnung 7 und 9 besitzt.
Dann ist T =G:

Angenommen, es sei T ,G. Dann gibt es eine maximale Untergruppe M G so,
dass T M gilt. Seien a,c ∈ T so, dass o(a) = 9 und o(c) = 7 ist. Da a,c ∈ T M ist,
werden |T | und |M | von kgV(o(a),o(c)) = kgV(9,7) = 63 geteilt. Mit der Liste der G-
Konjugiertenklassen von maximalen Untergruppen von G und aus Ordnungsgründen
ist M isomorph zu A7, PSU3(3) oder PSL3(4). Nun ist a ∈ M ein Element der
Ordnung 9. Mit den Charaktertafeln von A7, PSU3(3) und PSL3(4) in [Atl] gibt es
in M jedoch kein Element der Ordnung 9, ein Widerspruch. Damit folgt T =G. �

Schritt 2: Realisierbarkeit von l:

Seien K1 bzw. K2 eine G-Konjugiertenklasse von Elementen der Ordnung 7
bzw. 9 und K3 eine G-Konjugiertenklasse von Elementen der Ordnung 5. Unter
Verwendung der Charaktertafel von G in [Atl] erhalten wir mit Lemma 5.14 die
Werte d121 = 17388 und d212 = 17253. Mit Lemma 5.22 und Schritt 1 ist nun l für
den Fall n= 0 realisierbar.

Für n= 1 erhalten wir d312 = 93312 mit Lemma 5.14 und mit der Charaktertafel
von G in [Atl]. Dann gibt es x ∈ K3, y ∈ K1 und g ∈ K2 so, dass xy = g gilt. Sei
K4 := (y−1)G. Erneut ergeben sich mit Lemma 5.14 die Werte d412 = 67068 und
d142 = 67068. Damit gibt es b,h ∈ K1 so, dass g = b−1h gilt. Ferner existiert ein
a ∈G so, dass h= ba ist, da b,h ∈K1 gilt.

Nun folgt 1G = g−1xy = (b−1ba)−1xy = [b,a]−1xy = [a,b]xy sowie o(x) = 5 und
o(y) = 7. Damit erfüllt das Tripel ((a),(b),(x,y)) (RHD1) und (RHD2) für l im Fall
n= 1. Betrachte T := 〈a,b,x,y〉. Da y ∈ T ein Element der Ordnung 7 und [a,b] ∈ T
ein Element der Ordnung 9 ist, liefert Schritt 1 die Eigenschaft (RHD3) für das
Tripel ((a),(b),(x,y)) für l im Fall n= 1. Damit folgt die Behauptung.

Lemma 5.95
Sei G= PSL4(3). Dann ist das HD l := [G,g,1 | [13,1]] realisierbar.

Beweis
Wir verwenden die Charaktertafel von G und die Liste der G-Konjugiertenklassen
von maximalen Untergruppen von G in [Atl]. SeienK1 bzw.K2 eine G-Konjugierten-
klasse von Elementen der Ordnung 5 bzw. 13. Mit Lemma 5.14 ist d121 = 23360 und
d212 = 23296. Die Gruppe G besitzt nach [Atl] keine maximalen Untergruppen, deren
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Ordnung durch kgV(5,13) = 5 · 13 = 65 teilbar ist und daher liefert Lemma 5.22 die
Behauptung.

Für das nächste Lemma sammeln wir ein paar Berechnungen in [GAP] in

Bemerkung 5.96
Berechnung der Werte d121 und d212 in [GAP], wobei G= PSL4(5) und K1 bzw. K2
Konjugiertenklassen von Elementen der Ordnung 13 bzw. 31 in G sind:
Falls nötig, muss vor folgendem GAP-Code das Paket ctbllib geladen werden.

gap> tbl:=CharacterTable("L4(5)");;
gap> ord:=OrdersClassRepresentatives(tbl);;
gap> Positions(ord,13);
> [ 24, 25, 26 ]
gap> i:=Random(last);;
gap> Positions(ord,31);
> [ 34, 35, 36, 37, 38, 39, 40, 41, 42, 43 ]
gap> j:=Random(last);
gap> ClassMultiplicationCoefficient( tbl, i, j, i); # für d_121
> 6000384
gap> ClassMultiplicationCoefficient( tbl, j, i, j); # für d_212
> 5999616

Das liefert d121 = 6000384 und d212 = 5999616.

Ermittlung der maximalen Untergruppen von PSL4(5) in [GAP], deren Ordnungen
durch 13 · 31 teilbar sind:

gap> G := PSL(4,5);;
gap> cm := ConjugacyClassesMaximalSubgroups(G);;
gap> # Ordnungen der maximalen Untergruppen
gap> cmo := List( cm, i -> Order( Representative( i ) ) );
> [ 46500000, 9000000, 46500000, 28800, 46800, 5760, 5760,

4680000, 4680000, 14400, 14400, 15600, 15600 ]
gap> # Liste derjenigen Ordnungen, die durch 13*31 teilbar sind
gap> Filtered( cmo, i-> IsInt(i / (13*31)) );
> [ ]

Das heißt, dass PSL4(5) keine maximale Untergruppe besitzt, deren Ordnung durch
13 · 31 teilbar ist.

Lemma 5.97
Sei G= PSL4(5). Dann ist das HD l := [G,g,1 | [31,1]] realisierbar.

Beweis
Es ist |G| = 56·(25−1)·(125−1)·(625−1)

4 = 27 · 32 · 56 · 13 · 31. Nun sind alle zyklischen
Untergruppen der Ordnung 13 bzw. 31 in G konjugiert. Seien K1 bzw. K2 eine
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G-Konjugiertenklasse von Elementen der Ordnung 13 bzw. 31. Unter Verwendung
der Charaktertafel von G, die mit [GAP] erreichbar ist (siehe Bemerkung 5.96),
liefert Lemma 5.14 die Werte d121 = 6000384 und d212 = 5999616. Mit weiteren
Berechnungen in [GAP] (siehe Bemerkung 5.96) hat G keine maximale Untergruppe,
deren Ordnung durch kgV(13,31) = 13 ·31 = 403 teilbar ist. Lemma 5.22 liefert nun
die Behauptung.

Lemma 5.98
Es sei l :=

[
G,g,g0

∣∣ [m1,n1], . . . , [mr,nr]
]
ein HD aus den Zeilen 7 bis 12 der Ta-

belle 4.1 von Voraussetzung 4.21. Falls nicht l = [PSL2(k),g,1 | [2,1]] und k ∈ {7,8}
gilt, dann ist l realisierbar.

Beweis
Die Behauptung folgt aus den Lemmata 5.81, 5.89, 5.90, 5.93 bis 5.97 und 5.20.

5.7 Zusammenfassung
Wir fassen die Ergebnisse dieses Kapitels mit Satz 4.22 zusammen:

Satz 5.99
Seien G einfach und nicht-abelsch sowie l :=

[
G,g,g0

∣∣ [m1,n1], . . . , [mr,nr]
]
ein HD.

Dann gilt:

(i) Falls Voraussetzung 4.21 gilt und nicht gleichzeitig l = [G,g,1 | [2,1]] und G
eine der Gruppen A5, PSL2(7) oder PSL2(8) ist, dann ist l ein realisierbares
AHD.

(ii) Falls l ein realisierbares AHD ist, dann ist l unter Vermutung 3.16 wie in
Voraussetzung 4.21 und für alle k ∈ {5,7,8} gilt l , [PSL2(k),g,1 | [2,1]].

Beweis
Zuerst gelte Voraussetzung 4.21. Nach Satz 4.22 ist dann l ein AHD und mit Lem-
mata 5.28, 5.32, 5.66 und 5.98 folgt die Behauptung (i) des Satzes.

Sei umgekehrt l ein RAHD. Dann ist l insbesondere ein AHD und realisierbar.
Unter Vermutung 3.16 liefert Satz 4.22 zusammen mit den Lemmata 5.28, 5.32, 5.66
und 5.98 die Behauptung (ii) des Satzes.
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6Sicherheit von Ausnahme-Hurwitzdaten

Im letzten Abschnitt haben wir die Realisierbarkeit der Ausnahme-Hurwitzdaten aus
Voraussetzung 4.21 untersucht und konnten zeigen, dass bis auf ein paar Sonderfälle
ein solches HD aus dieser Voraussetzung realisierbar ist. In diesem Abschnitt wollen
wir erneut auf die Fixität von Gruppen auf RF-Mengen eingehen. Genauer wollen
wir die realisierbaren AHD aus Voraussetzung 4.21 (siehe dazu Satz 5.99) und die
zugehörigen RF-Mengen auf globale Fixität 4 überprüfen. Warum das nötig ist, wird
am folgenden Beispiel deutlich.

Beispiel 6.1
Seien G � PSL2(7) und g0 ∈ N derart, dass l := [G,g,g0 | [2,1] , [4,1]] ein HD ist.
Dann ist l wie in Zeile 7 der Tabelle 4.1 in Voraussetzung 4.21 und Satz 5.99 liefert
für l die Eigenschaft RAHD. Sei also ((a1, . . . ,ag0),(b1, . . . , bg0),(x,y)) eine Realisie-
rung von l.

Dann gilt o(x) = 2, o(y) = 4 und 1G = [a1, b1] · · · [ag0 , bg0 ]xy sowie 〈a1, . . . ,ag0 ,
b1, . . . , bg0 ,x,y〉 = G. Mit Lemma 4.4 und Definition 4.6 sei Ω die von x und y
induzierte RF-Menge. Unter Verwendung von Lemma 4.16 berechnen wir nun die
Anzahl der Fixpunkte von Elementen der Ordnung 4 und von Involutionen von G in
Ω.

Schritt 1: Elemente der Ordnung 4 fixieren zwei Punkte in Ω:
Sei g ∈ G mit o(g) = 4. Mit der Charaktertafel von G in [Atl] gilt g ∈ yG und

g < xG. Mit Satz II.8.4 in [Hup1] ist NG(〈g〉) eine Diedergruppe der Ordnung 8. Nun
folgt mit Lemma 4.16

|fixΩ(g)|= |NG(〈g〉)| ·
(
αx(g)
o(x) + αy(g)

o(y)

)
= 8 ·

(
0
2 + 1

4

)
= 2.

�

Schritt 2: Involutionen fixieren sechs Punkte in Ω:
Sei t ∈G mit o(t) = 2. Mit der Charaktertafel von G in [Atl] gilt t ∈ xG und t ist

zu einer Potenz von y in G konjugiert. Mit Satz II.8.4 in [Hup1] ist NG(〈t〉) eine
Diedergruppe der Ordnung 8. Nun folgt mit Lemma 4.16

|fixΩ(t)|= |NG(〈t〉)| ·
(
αx(t)
o(x) + αy(t)

o(y)

)
= 8 ·

(
1
2 + 1

4

)
= 6.

�
Wir sehen also, dass G nicht mit Fixität 4 auf Ω operiert, da jede Involution sechs
Punkte in Ω fixiert.
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Der Umstand, dass ein RAHD nicht direkt zu einer Fixität-4-Operation auf einer
zugehörigen RF-Menge führt, ist der Definition von AHD in 4.18 geschuldet. In
dieser Definition liegt der Fokus auf lokaler Fixität, also der Fixität in der transitiven
Operation von G auf den Bahnen einer RF-Menge. Wir müssen nun den Sprung von
lokaler Fixität zu globaler Fixität (Anzahl der Fixpunkte auf der gesamten RF-
Menge) vollziehen. Das ist Gegenstand der folgenden

Definition 6.2
Seien G eine endliche Gruppe und l :=

[
G,g,g0

∣∣ [m1,n1], . . . , [mr,nr]
]
ein realisier-

bares AHD. Wir nennen l fast sicher (fast sicheres AHD oder kurz FAHD), wenn
es eine Realisierung ((a1, . . . ,ag0),(b1, . . . , bg0),(c1,1, . . . , c1,n1 , . . . , cr,1, . . . , cr,nr)) von l
so gibt, dass G auf der von c1,1, . . . , c1,n1 , . . . , cr,1, . . . , cr,nr induzierten RF-Menge mit
Fixität höchstens 4 operiert.

Wir nennen l sicher (sicheres AHD oder kurz SAHD), wenn für alle Realisierun-
gen ((a1, . . . ,ag0),(b1, . . . , bg0),(c1,1, . . . , c1,n1 , . . . , cr,1, . . . , cr,nr)) von l gilt, dass G auf
der von c1,1, . . . , c1,n1 , . . . , cr,1, . . . , cr,nr induzierten RF-Menge mit Fixität höchstens 4
operiert.

Warum wir zwischen „fast sicheren“ und „sicheren“ AHD und damit zwischen „es
gibt eine Realisierung“ und „für alle Realisierungen“ in Definition 6.2 unterscheiden,
wird an folgendem Beispiel deutlich.

Beispiel 6.3
Sei G := 〈(12345678),(28)(37)(46)〉 S8. Dann ist G eine Diedergruppe von Ord-
nung 16. Sei g ∈ N so, dass l := [G,g,2 | [2,2]] ein HD ist. Wir zeigen zunächst,
dass l ein AHD ist.

Sei M die Menge aller G-Konjugiertenklassen von zyklischen Untergruppen der
Ordnung 2. Dann gilt |M | = 3 und M = {((28)(37)(46))G,((12)(38)(47)(56))G,
((15)(26)(37)(48))G}. Ist x ∈ ((28)(37)(46))G ∪ ((12)(38)(47)(56))G, so ist x eine
Spiegelung, wenn wir G als Symmetriegruppe eines regelmäßigen Achtecks auffas-
sen. In diesem Fall gilt |NG(〈x〉) : 〈x〉| = 2 und G operiert mit Fixität 2 auf der
Menge der Rechtsnebenklassen von 〈x〉 in G.

Ist x ∈ ((15)(26)(37)(48))G = {(15)(26)(37)(48)}, so ist x die zentrale Involution
und die Operation von G auf G/〈x〉 per Rechtsmultiplikation ist nicht treu. Genauer
fixiert x in diesem Fall alle acht Punkte in G/〈x〉.

Wie in Definition 4.18 sei für alle a ∈ {1,2,3,4} die Zahl ta ∈ N0 die Anzahl
der Klassen C ∈M , für die gilt, dass G für alle U ∈ C mit Fixität a auf der Menge
der Rechtsnebenklassen von U operiert. Dann ist t1 = 0 = t3 = t4 und t2 = 2. Da
die Vielfachheit n der Verzweigung 2 in l genau 2 ist und nach Definition 4.18 nun
n= 2≤ 4 = 4t1 + 2t2 + t3 + t4 gilt, ist l ein AHD.

Wir geben zwei verschiedene Realisierungen für l an. Seien a1 = 1G = a2,
b1 = (12345678), b2 = (28)(37)(46), t = (15)(26)(37)(48) und x = (12)(38)(47)(56).
Dann ist t die zentrale Involution und x ist eine nicht-zentrale Involution von G.
Durch Nachrechnen der Eigenschaften (RHD1), (RHD2) und (RHD3) sehen wir,
dass die Tripel ((a1,a2),(b1, b2),(t, t)) und ((a1,a2),(b1, b2),(x,x)) Realisierungen
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für l sind. Seien jetzt Ω1 die von t und t induzierte RF-Menge und Ω2 die von x
und x induzierte RF-Menge. Wir ermitteln die Fixität der Operation von G auf Ω1,
und Ω2.

Sei α ∈ Ω1 so, dass Gα , 1 gilt. Dann ist nach Konstruktion und Lemma 4.4
Gα = 〈t〉. Ist hingegen β ∈Ω2 so, dass Gβ , 1 gilt, so ist Gβ konjugiert zu 〈x〉. Es
ist |NG(〈t〉) : 〈t〉| = 8 und |NG(〈g〉) : 〈g〉| = 2 für alle g ∈ xG. Mit Lemma 4.16 gilt
daher für alle g ∈G#

|fixΩ1(g)|=
{

0, g , t,

16, g = t,

und

|fixΩ2(g)|=
{

0, g < xG,

4, g ∈ xG.

Auf Ω2 operiert G also mit Fixität 4 und auf Ω1 nicht. Damit ist l kein sicheres
AHD, jedoch fast sicher.

Wir werden nun ein Kriterium beweisen, welches in dem Kontext dieser Arbeit eine
Schlüsselrolle einnimmt. Mit diesem können wir entscheiden, welche der realisierba-
ren AHD aus Voraussetzung 4.21 sicher sind.

Lemma 6.4
Sei l :=

[
G,g,g0

∣∣ [m1,n1], . . . , [mr,nr]
]
ein RAHD. Für alle i ∈ {1, . . . , r} besitze G

nur genau eine Konjugiertenklasse von zyklischen Untergruppen der Ordnung mi.
Sind m1, . . . ,mr paarweise teilerfremd, so ist l ein sicheres AHD.

Beweis
Nach Voraussetzung ist l ein RAHD. Seien also

((a1, . . . ,ag0),(b1, . . . , bg0),(c1,1, . . . , c1,n1 , . . . , cr,1, . . . , cr,nr))

eine beliebige Realisierung für l und Ω die von c1,1, . . . , c1,n1 , . . . , cr,1, . . . , cr,nr indu-
zierte RF-Menge. Da l ein AHD ist, operiert G insbesondere nicht-regulär auf Ω.
Daher seien g ∈G# und α ∈ fixΩ(g). Wir zeigen, dass |fixΩ(g)| ≤ 4 gilt.

Weil Ω die von c1,1, . . . , cr,nr induzierte RF-Menge ist, existieren δ ∈ αG sowie
i ∈ {1, . . . , r} und j ∈ {1, . . . ,ni} mit Lemma 4.4 so, dass Gδ = 〈ci,j〉 gilt. Ferner sind
Gα und Gδ in G konjugiert und wir erhalten, dass g zu einer Potenz von ci,j in G
konjugiert ist. Seien M := {c1,1, . . . , cr,1} und

M(g) := {ci,1 ∈M | Es gibt ein j ∈ {1, . . . ,ni} so, dass g zu einer Potenz
von ci,j konjugiert ist in G}.

Nun ist |M(g)| ≥ 1. Ferner ist |M | = r, da c1,1, c2,1, . . . , cr,1 paarweise verschiedene
Ordnungen haben und somit auch paarweise verschiedene Grupppenelemente sind.
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Angenommen, es gelte |M(g)| ≥ 2. Nun seien ci,1, ck,1 ∈ M(g) derart, dass
o(ci,1) , o(ck,1) und g in G zu einer Potenz von ci,1 und ck,1 konjugiert ist. Das
ist möglich, da nach Voraussetzung 〈cj,1〉G = . . .= 〈cj,nj 〉G für alle j ∈ {1, . . . , r} gilt.
Dann werden o(ci,1) =mi und o(ck,1) =mk von o(g) , 1 geteilt, im Widerspruch zur
paarweisen Teilerfremdheit von m1, . . . ,mr.

Damit ist |M(g)| = 1. Seien c ∈ G und i ∈ {1, . . . , r} so, dass M(g) = {c} sowie
mi = o(c) die zugehörige Verzweigungszahl und ni die Vielfachheit ist. Da l ein AHD
ist, sei weiter a ∈ {1,2,3,4} so, dass G mit Fixität a auf G/〈c〉 per Rechtsmultiplika-
tion operiert. Weil G nur eine Konjugiertenklasse von zyklischen Untergruppen der
Ordnung mi hat, gilt nach Definition 4.18

ni ∈


{1,2,3,4}, falls a= 1,
{1,2}, falls a= 2,
{1}, falls a ∈ {3,4}.

Mit Lemma 4.16 haben dann c, alle nichttrivialen Potenzen von c und deren G-Kon-
jugierte nur a ·ni ≤ 4 Fixpunkte in Ω, somit auch g.

Lemma 6.5
Seien G einfach, nicht-abelsch und l :=

[
G,g,g0

∣∣ [m1,n1], . . . , [mr,nr]
]
ein HD aus

den Zeilen 1 bis 6, den Zeilen 8 bis 12 oder den Zeilen 14 bis 21 der Tabelle 4.1
von Voraussetzung 4.21. Falls G eine der Gruppen A5 oder PSL2(8) ist, so sei
l , [G,g,1 | [2,1]]. Dann ist l ein sicheres AHD.

Beweis
Wir wollen Lemma 6.4 verwenden und müssen die Voraussetzungen prüfen. Falls
r = 1 gilt, genügt es zu zeigen, dass G nur eine Konjugiertenklasse von zyklischen
Untergruppen der Ordnung m1 besitzt.

Wir überprüfen zunächst die nicht-generischen Fälle aus Voraussetzung 4.21. Sei-
en zuerst G und l wie in Zeile 1 von Tabelle 4.1 in Voraussetzung 4.21. Dann gilt
G �A5, 1≤ r ≤ 3,m1, . . . ,mr ∈ {2,3,5} sind paarweise verschieden und nach Voraus-
setzung ist l , [G,g,1 | [2,1]]. Mit Satz 5.99 ist l ein RAHD. Es sind 2, 3 und 5 paar-
weise teilerfremd und mit Lemma 3.5 gibt es jeweils nur eine G-Konjugiertenklasse
von zyklischen Untergruppen der Ordnung 2, 3 und 5. Nun liefert Lemma 6.4, dass l
sicher ist.

Seien G und l wie in Zeile 8 von Tabelle 4.1 in Voraussetzung 4.21. Dann gilt
G � PSL2(8), 1 ≤ r ≤ 3, m1, . . . ,mr ∈ {2,7,9} sind paarweise verschieden und nach
Voraussetzung ist l , [G,g,1 | [2,1]]. Mit Satz 5.99 folgt die Eigenschaft RAHD für l.
Die Verzweigungszahlen 2, 7 und 9 sind paarweise teilerfremd und mit den Lemmata
3.5 und 3.15 gibt es jeweils nur eine G-Konjugiertenklasse von zyklischen Untergrup-
pen der Ordnung 2, 7 und 9. Lemma 6.4 liefert die Sicherheit von l.

Analog verfahren wir in den Zeilen 2 bis 6 und 9 bis 12 der Tabelle 4.1 von
Voraussetzung 4.21. In diesen Fällen ist entweder r = 1 und die Aussage zur Tei-
lerfremdheit wird nicht benötigt oder es ist r > 1 und wegen der Möglichkeiten für
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m1, . . . ,mr in den jeweiligen Fällen folgt auch die Teilerfremdheit dieser. Alle Hur-
witzdaten aus diesen Zeilen sind mit Satz 5.99 RAHD. Mit den Lemmata 3.5 und
3.15 gibt es in G nur jeweils genau eine Konjugiertenklasse von zyklischen Unter-
gruppen der Ordnung m1, . . . ,mr. Lemma 6.4 liefert dann, dass l in allen Fällen ein
sicheres AHD ist. Damit sind die nicht-generischen Fälle von Voraussetzung 4.21
geprüft.

Seien G und l wie in Zeile 14 der Tabelle 4.1 von Voraussetzung 4.21. Dann ist
q ≥ 16 eine Potenz von 2, G � SL2(q), 1≤ r ≤ 2 und m1, . . . ,mr ∈ {q− 1, q+ 1} sind
paarweise verschieden. Mit Satz 5.99 ist l ein RAHD.

Wir sehen, dass ggT(q − 1, q + 1) = 1 gilt, da q gerade ist und q − 1 und q + 1
ungerade sind. Mit Lemma 3.5 gibt es nur jeweils eine G-Konjugiertenklasse von
zyklischen Untergruppen der Ordnung q−1 und q+1. Lemma 6.4 liefert nun, dass l
sicher ist.

Seien G und l wie in den Zeilen 15 oder 16 der Tabelle 4.1 von Vorausset-
zung 4.21. Dann ist q ≥ 3 eine Primzahlpotenz, ε ∈ {1,−1}, G � PSLε3(q), r = 1
und m1 = q2+εq+1

ggT(3,q−ε) . Mit Satz 5.99 ist l ein RAHD und mit Lemma 3.15 gibt es nur
genau eine G-Konjugiertenklasse von zyklischen Untergruppen der Ordnung m1.
Lemma 6.4 liefert nun, dass l ein sicheres AHD ist.

Seien G und l wie in Zeile 19 der Tabelle 4.1 von Voraussetzung 4.21. Dann
gibt es k ∈ N so, dass s := 2k ≥ 2, q = 2s2 ≥ 8 und G � Sz(q) gilt. Ferner ist
1≤ r ≤ 3 und m1, . . . ,mr ∈ {q− 2s+ 1, q− 1, q+ 2s+ 1} sind paarweise verschieden.
Mit den Lemmata 3.5 und 3.15 besitzt G nur jeweils genau eine Konjugiertenklasse
von zyklischen Untergruppen der Ordnung q − 2s+ 1, q − 1 und q + 2s+ 1. Mit
Lemma 5.63 sind q − 2s+ 1, q − 1 und q + 2s+ 1 paarweise teilerfremd und mit
Satz 5.99 und Lemma 6.4 ist l nun ein SAHD.

Zuletzt seien G und l wie in den Zeilen 17, 18, 20 oder 21 der Tabelle 4.1 von
Voraussetzung 4.21. Dann gibt es eine Primzahlpotenz q so, dass G isomorph ist zu
PSp4(q), PΩ−8 (q), 2G2(q) oder 3D4(q). Ferner ist r = 1 und es gilt

m1 =



q2+1
ggT(q2−1,2) , falls G � PSp4(q),

q4+1
ggT(q4−1,2) , falls G � PΩ−8 (q),
q−1

2 , falls G � 2G2(q),

q4− q2 + 1, falls G � 2D4(q).

Mit Lemma 3.15 gibt es nur genau eine G-Konjugiertenklasse von zyklischen Unter-
gruppen der Ordnung m1. Da l mit Satz 5.99 ein RAHD ist, ist l mit Lemma 6.4
ein SAHD. Insgesamt folgt nun die Behauptung.
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Lemma 6.6
Seien q ≥ 7 eine ungerade Primzahlpotenz, G � PSL2(q) und l := [G,g,g0 | [m1,n1],
. . . , [mr,nr]] ein HD wie in den Zeilen 7 oder 13 der Tabelle 4.1 von Voraussetzung
4.21. Sei ε ∈ {1,−1} so, dass q ≡ ε modulo 4 ist. Weiter sei l , [PSL2(7),g,1 | [2,1]].
Dann ist l ein RAHD.

Gibt es i, j ∈ {1, . . . , r} so, dass i , j, mi = q−ε
4 , mj = q−ε

2 , ni ≥ 1 und nj ≥ 1
gilt, dann operiert G nicht mit Fixität maximal 4 auf der zugehörigen induzierten
RF-Menge. Andernfalls ist l sicher.

Beweis
Da l wie in den Zeilen 7 oder 13 der Tabelle 4.1 von Voraussetzung 4.21 ist und
l , [PSL2(7),g,1 | [2,1]] gilt, ist l mit Satz 5.99 ein RAHD.

Sei zuerst l so, dass es i, j ∈ {1, . . . , r} gibt wie folgt:

i , j, mi = q−ε
4 , mj = q−ε

2 , ni ≥ 1 und nj ≥ 1.

Wir zeigen, dass G nicht mit Fixität höchstens 4 auf der zugehörigen induzierten
RF-Menge wirkt. Zunächst gilt mi ≥ 2 und mj ≥ 4. Da l realisierbar ist, seien
((a1, . . . ,ag0),(b1, . . . , bg0),(c1,1, . . . , cr,nr)) eine beliebige Realisierung für l und Ω die
von c1,1, . . . , cr,nr induzierte RF-Menge. Da ni und nj beide größer oder gleich 1 sind,
seien g := ci,1 und h := cj,1. Es gilt o(g) = o(h2).

Mit den Sätzen II.8.3 bis II.8.5 in [Hup1] gibt es jeweils eineG-Konjugiertenklasse
von zyklischen Untergruppen der Ordnung mi = q−ε

4 und mj = q−ε
2 . Damit ist 〈g〉

zu 〈h2〉 konjugiert in G und deswegen ist g zu einer Potenz von h konjugiert in G.
Mit Lemma 4.4 seien jetzt ∆1,∆2 ⊆Ω zwei disjunkte G-Bahnen sowie α1 ∈ ∆1

und α2 ∈ ∆2 so, dass Gα1 = 〈g〉 und Gα2 = 〈h〉 gilt. Mit den Lemmata 3.3 und 3.15
operiert G mit Fixität 4 auf ∆1 und mit Fixität 2 auf ∆2. Ferner haben g, alle
nichttrivialen Potenzen von g und deren G-Konjugierte jeweils vier Fixpunkte in ∆1.
Weiter haben h, alle nichttrivialen Potenzen von h und deren G-Konjugierte genau
zwei Fixpunkte in ∆2. Da g zu einer nichttrivialen Potenz von h konjugiert ist in G,
hat g nun vier Fixpunkte in ∆1 und zwei Fixpunkte in ∆2. Somit besitzt g insgesamt
sechs Fixpunkte in ∆1 ∪̇ ∆2 ⊆Ω. Da die Realisierung von l beliebig gewählt war, ist
alles gezeigt.

Sei nun l so, dass für alle i ∈ {1, . . . , r} gilt:

Falls mi = q−ε
4 und ni ≥ 1 gilt, dann gibt es kein j ∈ {1, . . . , r} so,

dass mj = q−ε
2 und nj ≥ 1 gilt. Falls hingegen mi = q−ε

2 und ni ≥ 1 gilt,
dann gibt es kein j ∈ {1, . . . , r} so, dass mj = q−ε

4 und nj ≥ 1 gilt.

Wir zeigen, dass l sicher ist, und verwenden dabei Lemma 6.4. Wenn q ≥ 9 ist, gilt
nun l =

[
G,g,g0

∣∣∣ [ q−ε4 ,n1
]
,
[
q+ε

2 ,n2
]]

oder l =
[
G,g,g0

∣∣∣ [ q−ε2 ,n3
]
,
[
q+ε

2 ,n2
]]

mit
n1 ∈ {0,1} und n2,n3 ∈ {0,1,2} aufgrund der Voraussetzung.

Im Fall q = 7 ist l = [G,g,g0 | [2,n1] , [3,n2] , [7,n3]] oder l = [G,g,g0 | [3,n2],
[4,n4], [7,n3]] mit n1,n3 ∈ {0,1} und n2,n4 ∈ {0,1,2}.
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In allen Fällen ist r ≥ 1 und n1 + . . . + nr ≥ 1, da l nach Voraussetzung ein
AHD ist. Für q = 7 sehen wir, dass m1, . . . ,mr jetzt paarweise teilerfremd sind
und mit der Charaktertafel von G in [Atl] folgt, dass G nur jeweils genau eine
Konjugiertenklasse von zyklischen Untergruppen der Ordnung 2, 3, 4 und 7 besitzt.
Da l , [PSL2(7),g,1 | [2,1]] ein RAHD ist, ist l für q = 7 ein SAHD mit Lemma 6.4.

Sei q ≥ 9. Mit den Lemmata 3.5 und 3.15 gibt es nur jeweils genau eine G-Kon-
jugiertenklasse von zyklischen Untergruppen der Ordnung q−ε

4 , q−ε2 und q+ε
2 . Ferner

gilt ggT(q−1, q+1) = 2, da q ungerade ist. Somit ist ggT
(
q−1

2 , q+1
2

)
= 1 und daraus

und aus der Wahl von m1, . . . ,mr folgt, dass nun m1, . . . ,mr paarweise teilerfremd
sind. Da l ein RAHD ist, ist l ein SAHD mit Lemma 6.4. Insgesamt folgt die Be-
hauptung.

Wir fassen diese Ergebnisse zusammen:

Voraussetzung 6.7
Sei l :=

[
G,g,g0

∣∣ [m1,n1], . . . , [mr,nr]
]
ein HD und es gelte Voraussetzung 4.21. Für

alle k ∈ {5,7,8} sei weiter l , [PSL2(k),g,1 | [2,1]]. Gibt es ein ε ∈ {1,−1} und eine
ungerade Primzahlpotenz q ≥ 7 so, dass q ≡ ε modulo 4 und G = PSL2(q) gilt, so
gelte für alle i ∈ {1, . . . , r} schon:

Falls mi = q−ε
4 und ni ≥ 1 gilt, dann gibt es kein j ∈ {1, . . . , r} so, dass mj = q−ε

2
und nj ≥ 1 gilt. Falls hingegen mi = q−ε

2 und ni ≥ 1 gilt, dann gibt es kein
j ∈ {1, . . . , r} so, dass mj = q−ε

4 und nj ≥ 1 gilt.

Satz 6.8
Seien G einfach und nicht-abelsch sowie l :=

[
G,g,g0

∣∣ [m1,n1], . . . , [mr,nr]
]
ein HD.

Dann gilt:

(i) Unter Voraussetzung 6.7 ist l ein SAHD.

(ii) Ist l ein SAHD, so ist l unter Vermutung 3.16 wie in Voraussetzung 6.7.

Beweis
Zuerst gelte Voraussetzung 6.7. Dann ist l wie in Voraussetzung 4.21 und mit
Satz 4.22 ist l ein AHD. Weiter folgt die Realisierbarkeit von l mit Satz 5.99, da
nach Voraussetzung l , [G,g,1 | [2,1]] für G isomorph zu A5, PSL2(7) oder PSL2(8)
gilt.

Sei G � PSL2(q) für eine ungerade Primzahlpotenz q ≥ 7. Dann folgt mit Lem-
ma 6.5, dass l sicher ist. Seien also q ≥ 7 eine ungerade Primzahlpotenz und
G � PSL2(q). Weiter sei ε ∈ {1,−1} so, dass q ≡ ε modulo 4 gilt. Nach Voraus-
setzung 6.7 gibt es kein i, j ∈ {1, . . . , r} so, dass i , j, mi = q−ε

4 und mj = q−ε
2 sowie

ni ≥ 1 und nj ≥ 1 gilt. Nach Lemma 6.6 ist dann l sicher.

Umgekehrt sei l ein SAHD. Dann ist l insbesondere ein realisierbares AHD.
Unter Vermutung 3.16 ist nun l mit Satz 5.99 wie in Voraussetzung 4.21 und es gilt
l , [G,g,1 | [2,1]], falls G isomorph zu A5, PSL2(7) oder PSL2(8) ist. Lemmata 6.5
und 6.6 liefern die Behauptung, da l ein SAHD ist.
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7Riemannsche Flächen und RF-Mengen – II

In diesem Abschnitt möchten wir die Inhalte der vorigen Kapitel zusammenfüh-
ren und die Frage 2 dieser Arbeit beantworten. Zunächst erinnern wir an Lem-
ma 4.3, dass jede kompakte Riemannsche Fläche X vom Geschlecht mindestens 2
eine RF-Menge zu einer Gruppe G Aut(X) ist. In Lemma 5.7 haben wir gezeigt,
dass es zu jedem RF-Paar (G,Ω) mit realisierbarem Hurwitzdatum eine kompakte
Riemannsche Fläche X gibt, die als RF-Menge zu Ω äquivalent ist, und dass die
Gruppenelemente mit Fixpunkten in Ω und diejenigen mit Fixpunkten in X mitein-
ander identifizierbar sind. Damit sind alle Ergebnisse zu realisierbaren und sicheren
AHD mit Riemannschen Flächen vereinbar.

Im ersten Abschnitt dieses Kapitels beantworten wir Frage 2 dieser Arbeit unter
der Vermutung 3.16. Wir fassen dabei die Details von möglichen treuen Gruppen-
operationen mit Fixität höchstens 4 von einfachen und nicht-abelschen Gruppen
auf kompakten Riemannschen Flächen vom Geschlecht mindestens 2 tabellarisch
zusammen. Der zweite Abschnitt behandelt eine Leseanleitung der Tabelle und bei-
spielhafte Anwendungen dieser.

7.1 Beantwortung von Frage 2

Lemma 7.1
Seien G einfach und nicht-abelsch, l :=

[
G,g,g0

∣∣ [m1,n1], . . . , [mr,nr]
]
ein HD und es

gelte Voraussetzung 6.7. Dann gibt es eine kompakte Riemannsche Fläche X vom Ge-
schlecht g und Bahnenraum X/G vom Geschlecht g0 so, dass G Aut(X) gilt und G
mit l als Verzweigungsdatum auf X operiert. Ferner hat jedes g ∈G# höchstens vier
Fixpunkte in X.

Beweis
Da Voraussetzung 6.7 gilt, ist l mit Satz 6.8 ein SAHD und insbesondere ein rea-
lisierbares HD. Sei daher ((a1, . . . ,ag0),(b1, . . . , bg0),(c1,1, . . . , cr,nr)) eine Realisierung
für l, und mit Lemma 4.4 und Definition 4.6 sei Ω die von c1,1, . . . , cr,nr induzierte
RF-Menge.

Mit Lemma 5.7 gibt es dann eine kompakte Riemannsche Fläche X vom Ge-
schlecht g mit Bahnenraum X/G vom Geschlecht g0 so, dass G Aut(X) gilt und Ω
und X als RF-Mengen äquivalent sind. Da l ein SAHD ist, hat jedes nichttriviale
Element aus G höchstens vier Fixpunkte inΩ und damit auch in X nach Lemma 5.7.
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Voraussetzung 7.2
Seien X eine kompakte Riemannsche Fläche vom Geschlecht g ≥ 2 so, dass
1 ,G Aut(X) gilt, G nicht-regulär und mit Fixität 4 auf X operiert und
l :=

[
G,g,g0

∣∣ [m1,n1], . . . , [mr,nr]
]
ein Verzweigungsdatum zu X und G ist. Seien

q ≥ 2 eine Primzahlpotenz und für alle i ∈ {1, . . . , r} sei hi ∈ G# so, dass 1 , o(hi)
ein Teiler von mi ist.

Notation 7.3
Es gelte Voraussetzung 7.2 und es sei T := max{n1, . . . ,nr}. In Spalte III der Tabel-
le 7.1 auf den Seiten 175 und folgende sind Tabellen abgedruckt, zu denen folgender
Tabellenrahmen gehört:

|fixX(hi)| i= 1 i= 2 · · · i= r

ni = 1
ni = 2
...

ni = T

Für alle j ∈ {1, . . . , r} und k ∈ {1, . . . ,T} gilt:
Der Wert der Zelle in Spalte i = j und Zeile ni = k einer Tabelle ist die Fix-

punktanzahl von hj in X, wenn in nj = k für das Hurwitzdatum l gilt. Ferner ist der
Eintrag genau dann leer, wenn nj < k für das Hurwitzdatum l gilt.

Beispiel 7.4
Wir betrachten die Zeile 9 der Tabelle 4.1 von Voraussetzung 4.21. Dann ist
G= PSL3(4) und l = [G,g,g0 | [5,n1] , [7,n2]] sowie n1 ∈ {0,1,2} und n2 ∈ {0,1}.
Sei g ∈N so, dass l ein HD ist, und weiter seien h1,h2 ∈G# derart, dass o(h1) = 5
und o(h2) = 7 gilt. Dann sind 〈h1〉G und 〈h2〉G mit den Lemmata 3.5 und 3.15 die
einzigen G-Konjugiertenklassen von zyklischen Untergruppen der Ordnung 5 bzw. 7.

Mit Satz 6.8 wissen wir, dass l ein SAHD ist und mit Lemma 7.1 sei X eine
kompakte Riemannsche Fläche vom Geschlecht g so, dass G Aut(X) ist und G
mit l als Verzweigungsdatum auf X operiert.

Nach Voraussetzung darf n2 nicht den Wert 2 annehmen. Falls n1 = 1 gilt, sei
α1 := |fixX(h1)|. Wenn n1 = 2 ist, so sei α2 := |fixX(h1)|. Falls n2 = 1 gilt, sei
α3 := |fixX(h2)|. Dann erhalten wir folgende Tabelle im Sinne der Notation 7.3 (mit
Rahmen):

i= 1 i= 2
ni = 1 α1 α3
ni = 2 α2
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Satz 7.5
Es gelte Voraussetzung 7.2. Unter der Vermutung 3.16 gilt dann:

(i) l ist in Spalte I der Tabelle 7.1.

(ii) Es gilt n1 + . . .+ nr ≥ 1 und für alle i ∈ {1, . . . , r} gilt ni ≥ 0. Ferner sind
mit Notation 7.3 für alle i ∈ {1, . . . , r} die Spezifikationen für ni sowie die
Fixpunktanzahl von hi in X in der Spalte III der Tabelle 7.1 gegeben.

(iii) Es gelten die Spezifikationen für g0 in Spalte II der Tabelle 7.1 und es ist
g0 ≥ 0, falls n1 + . . .+nr ≥ 3 gilt, oder es ist g0 ≥ 1.

Gibt es ferner ein h ∈G# so, dass für alle i ∈ {1, . . . , r} schon o(h) kein Teiler von
mi ist, dann gilt |fixX(h)|= 0.

Beweis
Zunächst ist (G,X) mit Lemma 4.3 ein RF-Paar. Da l ein Verzweigungsdatum zu X
und der Wirkung von G auf X ist, erfüllt l nach [Bro] die Eigenschaften von Defini-
tion 4.8 und ist mit Satz 5.1 realisierbar. Da nach Voraussetzung jedes nichttriviale
Element von G höchstens vier Punkte in X fixiert und G nicht-regulär operiert, gilt
l ,

[
G,g,g0

∣∣ 0] und damit r ≥ 1. Somit ist l ein AHD mit Lemma 4.20 und fast
sicher nach Definition 6.2. Unter Vermutung 3.16 ist l mit Satz 6.8 wie in Voraus-
setzung 6.7. Wenn wir nun die Tabelle 4.1 und Voraussetzungen 4.21 und 6.7 mit
der Tabelle 7.1 und den Aussagen von Satz 7.5 vergleichen, sehen wir, dass wir nur
noch die Fixpunktanzahl der nichttrivialen Elemente von G bestimmen müssen.

Seien h ∈ G# und l =
[
G,g,g0

∣∣ [m1,n1], . . . , [mr,nr]
]
das zugehörige Verzwei-

gungsdatum. Da l als Verzweigungsdatum realisierbar ist, wählen wir eine Realisie-
rung ((ak),(bk),(ci,j)) von l. Gibt es kein i ∈ {1, . . . , r} so, dass o(h) ein Teiler von
mi ist, dann gibt es keine G-Bahn ∆ von X so, dass h in einem Punktstabilisator in
der Operation von G auf ∆ enthalten ist. Seien also h ∈ G# und i ∈ {1, . . . , r} so,
dass mi von o(h) geteilt wird. Mit der Auswahl von m1, . . . ,mr für l in Tabelle 7.1
sind m1, . . . ,mr paarweise teilerfremd. Daher gibt es kein j ∈ {1, . . . , r} so, dass j , i
und o(h) ein Teiler von mj ist. Mit den Lemmata 3.5 und 3.15 ist 〈ci,1〉G die einzige
G-Konjugiertenklasse von zyklischen Untergruppen von G der Ordnung mi und es
folgt 〈ci,1〉G = . . .= 〈ci,ni〉G.

Seien C := 〈ci,1〉, x ∈ X und ∆ := xG so, dass C = Gx ist. Da C nichttrivial ist,
operiert G mit Fixität a ∈ {2,3,4} auf ∆ mit Lemma 3.1 und nach Voraussetzung.
Wieder mit den Lemmata 3.5 und 3.15 ist h zu einer Untergruppe von C konjugiert
und es gilt |fix∆(h)|= a ∈ {2,3,4}. Dann folgt

|fixX(h)|=


2, falls a= 2 und ni = 1,
3, falls a= 3 oder
4, falls a= 2 und ni = 2 oder a= 4

und damit erhalten wir unter Beachtung der Notation 7.3 die Einträge in Spalte III
der Tabelle 7.1.
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Satz 7.6
Sei l :=

[
G,g,g0

∣∣ [m1,n1], . . . , [mr,nr]
]
ein HD. Gelten dann die Eigenschaften (i)

und (iii) von Satz 7.5 sowie die Spezifikationen für n1, . . . ,nr aus (ii) des Satzes, so
ist l ein SAHD.

Insbesondere gibt es eine kompakte Riemannsche Fläche X vom Geschlecht g so,
dass G Aut(X) gilt und G mit l als Verzweigungsdatum mit Fixität 4 auf X operiert.

Beweis
Die Eigenschaften für G, g0, m1, . . . ,mr und n1, . . . ,nr aus Tabelle 7.1 liefern, dass l
die Voraussetzung 4.21 erfüllt und l , [PSL2(k),g,g0 | [2,1]] für alle k ∈ {5,7,8} gilt.
Ferner erfüllt l die Voraussetzung 6.7. Mit Satz 6.8 ist l dann ein SAHD. Der Rest
folgt aus Lemma 7.1.

Mit den Sätzen 7.5 und 7.6 ist die Frage 2 dieser Arbeit nun unter der Vermutung 3.16
beantwortet.

7.2 Leseanleitung zur Tabelle 7.1 und Anwendung der Sätze
7.5 und 7.6

Bemerkung 7.7 (Leseanleitung zur Tabelle 7.1)
Unter Verwendung der Tabelle 7.1 wollen wir ein Verzweigungsdatum l zu einer
kompakten Riemannschen Fläche X vom Geschlecht g ≥ 2 konstruieren so, dass
G Aut(X) einfach und nicht-abelsch ist sowie X/G vom Gechlecht g0 ist und G
mit Fixität maximal 4 auf X operiert.

Zunächst ist der Isomorphietyp von G stets der erste Eintrag in den Listen der
Spalte I von Tabelle 7.1. Falls G zu einer unendlichen Familie von Gruppen gehört
und mit einem Parameter q definiert ist, so ist q ≥ 2 eine Primzahlpotenz und q ist
ggf. in der vierten Spalte der Tabelle 7.1 spezifiziert.

Seien daher l := [G,g,g0 | [m1,n1], . . . , [mrmax ,nrmax ]] die zu G gehörige Liste in
Spalte I von Tabelle 7.1 und l :=

[
G,g,g0

∣∣ [m1,n1], . . . , [mr,nr]
]
das Verzweigungs-

datum.

(i) Aus Spalte I sind der Maximalwert von r, und die Werte der Verzweigungs-
zahlen m1, . . . ,mr ablesbar:
Der Maximalewert rmax von r ist der höchste Index i von ni in der Liste l. Es
gilt stets r ≤ rmax und r ≥ 1 nach Definition 4.18.
Die Menge {m1, . . . ,mr} ist stets eine Teilmenge von {m1, . . . ,mrmax}. Beachte,
dassm1, . . . ,mr mit Definition 4.8 und Bemerkung 4.11 (ii) paarweise verschie-
den sind.

178



Beispiel:
Sei G = PSL2(8). Dann betrachten wir Zeile 9 der Tabelle 7.1. Nun ist
l = [PSL2(8),g,g0 | [2,n1] , [7,n2] , [9,n3]] nach Spalte I der Tabelle. Es ist
rmax = 3 und {m1, . . . ,mrmax} = {2,7,9}. Dann kann l die folgende Gestalt
annehmen:

• (r = 1) [G,g,g0 | [2,n1]], [G,g,g0 | [7,n2]], [G,g,g0 | [9,n3]],
• (r = 2) [G,g,g0 | [2,n1] , [7,n2]], [G,g,g0 | [2,n1] , [9,n3]],

[G,g,g0 | [7,n2] , [9,n3]],
• (r = 3) [G,g,g0 | [2,n1] , [7,n2] , [9,n3]].

(ii) Aus Spalte III sind Informationen über die Vielfachheiten n1, . . . ,nr ablesbar:
Beachte auch Notation 7.3 und Beispiel 7.4 auf der Seite 174 und folgend.
In Spalte III der Tabelle 7.1 sind kleinere Tabellen mir rmax Spalten und
T := max{n1, . . . ,nrmax} Zeilen abgedruckt. Eine Zelle in Zeile i ∈ {1, . . . ,T}
und Spalte j ∈ {1, . . . , rmax} ist genau dann leer, wenn nj < i gilt.
Sind i ∈ {1, . . . , r} und j ∈ {1, . . . , rmax} so, dass mi = mj ist, so sei ni ≤ nj .
Wir beachten, dass nach Definition 4.18 stets n1 + . . .+nr ≥ 1 ist.

Beispiel (Fortsetzung):
Sei G = PSL2(8), l habe die Gestalt [G,g,g0 | [2,n1] , [7,n2]] und es ist
l = [PSL2(8),g,g0 | [2,n1] , [7,n2] , [9,n3]]. Aus Spalte III der Tabelle 7.1 erhal-
ten wir die kleine Tabelle:

4 2 2
4 4

Wir lesen n1 ≤ n1 ≤ 1 und n2 ≤ n2 ≤ 2 ab. Dann kann l noch die folgende
Gestalt annehmen:

• [G,g,g0 | [2,1]] (hier ist n1 = 1 und n2 = 0),
• [G,g,g0 | [7,1]] (hier ist n1 = 0 und n2 = 1),
• [G,g,g0 | [7,2]] (hier ist n1 = 0 und n2 = 2),
• [G,g,g0 | [2,1] , [7,1]] (hier ist n1 = 1 und n2 = 1) oder
• [G,g,g0 | [2,1] , [7,2]] (hier ist n1 = 1 und n2 = 2).

(iii) Informationen über das Geschlecht g0 von X/G und über das Geschlecht g
von X sind aus Tabelle 7.1 ermittelbar:
Üblicherweise gilt g0 ≥ 0, wenn n1 + . . .+ nr ≥ 3 ist, und g0 ≥ 1 andernfalls.
Mit Lemma 4.15 auf der Seite 89 gibt es jedoch Ausnahmefälle, die auftreten
können. Sollte es also Tupel (n1, . . . ,nrmax), die mit Spalte I und III der Tabelle
vereinbar sind, und Werte g0 geben, die einen solchen Ausnahmefall darstellen,
so stehen genauere Spezifikationen für g0 und (n1, . . . ,nrmax) in der Spalte II
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von Tabelle 7.1. Der Wert für g kann anschließend über die Hurwitzformel
(siehe Definition 4.8 (ii) auf Seite 84) ermittelt werden.

Beispiel (Fortsetzung):
Sei G= PSL2(8). Wir betrachten weiterhin die neunte Zeile von Tabelle 7.1.
Es habe l die Gestalt [G,g,g0 | [2,1] , [7,2]]. Nun ist

n1 + . . .+nr = n1 +n2 = 1 + 2 = 3.

Üblicherweise gilt also g0 ≥ 0. Da es für diesen Fall keine Spezifikationen in
Spalte II der Tabelle 7.1 gibt, kann g0 jeden beliebigen Wert in N0 annehmen.
Ist beispielsweise g0 = 0, so erhalten wir mit der Hurwitzformel

g= 1 + |G|2 ·

2(g0− 1) +
r∑
j=1

nj ·
(

1− 1
mj

)
= 1 + 504

2 ·
(
−2 + 3−

(
1
2 + 2

7

))
= 1 + 252 ·

(
1− 11

14

)
= 55.

Nun habe l die Gestalt [G,g,g0 | [2,1]]. Es ist n1 + . . .+nr = n1 = 1≤ 2. Damit
gilt üblicherweise g0 ≥ 1. Jedoch gibt es für diesen Fall eine Spezifikation in
Spalte II der neunten Zeile der Tabelle 7.1, nämlich g0 ≥ 2. Jetzt kann g0 jeden
Wert in N annehmen, der echt größer als 1 ist.

(iv) Die Anzahl der Fixpunkte von Elementen von G auf X kann mit der Spalte III
der Tabelle 7.1 bestimmt werden.
Dafür ist nötig, dass l nach dieser Leseanleitung vollständig spezifiziert wurde.
Dann erfüllt l nämlich die Voraussetzungen von Satz 7.6. Dieser Satz liefert,
dass die Voraussetzungen von Satz 7.5 erfüllt sind, mit welchem wir die Fix-
punktanzahl von Elementen von G in X bestimmen können.
Seien h ∈G und h , 1G. Gibt es ein j ∈ {1, . . . , r} so, dass o(h) ein Teiler von
mj =mj ist, so ist die Fixpunktanzahl von h in X der Wert der Zelle in Spalte j
und Zeile nj der kleinen Tabelle in Spalte III von Tabelle 7.1 (für nj = 0 ist
die Fixpunktanzahl 0). Gibt es kein solches j, so ist die Fixpunktanzahl von h
in X genau 0.

Beispiel (Fortsetzung):
Sei l = [PSL2(8),g,g0 | [2,1] , [7,1] , [9,2]]. Wir schauen in die neunte Zeile der
Tabelle 7.1. Es ist m1 = 2, m2 = 7, m3 = 9, n1 = 1 = n2 und n3 = 2. Mit der
Spalte III der Tabelle 7.1 haben nun Elemente der Ordnung 2, 3 und 9 von G
genau vier Fixpunkte in X. Elemente der Ordnung 7 von G haben genau zwei
Fixpunkte in X. Mit der Charaktertafel von G in [Atl] gibt es keine weiteren
nichttrivialen Elemente von G.
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Nachfolgend stellen wir drei Beispiele zur Verwendung der Sätze 7.5, 7.6 und Tabel-
le 7.1 vor.

Beispiel 7.8 (Die Kleinsche Kurve)
Sei X die Kleinsche Kurve. Dann ist l := [G,3,0 | [2,1] , [3,1] , [7,1]] das Verzweigungs-
datum zu X und G := Aut(X) � PSL2(7) (siehe Beispiele 4.2 (i) und 4.10 (i)). Weiter
hat l die Form wie in Zeile 7 und Spalte I der Tabelle 7.1. Mit den Sätzen 7.6 und 7.5
können wir nun die Fixpunktanzahl von Elementen von G auf X bestimmen.

Mit der Spalte III der Tabelle 7.1 haben Elemente der Ordnung 2 von G genau
vier Fixpunkte in X. Elemente der Ordnung 3 von G haben genau zwei Fixpunkte
in X und Elemente der Ordnung 7 haben genau drei Fixpunkte in X. Nach [Atl] hat
PSL2(7) noch Elemente der Ordnung 4. Diese haben keine Fixpunkte in X.

Beispiel 7.9 (Die MacBeath-Kurve)
Sei X die MacBeath-Kurve. Dann ist l := [G,7,0 | [2,1] , [3,1] , [7,1]] das Verzwei-
gungsdatum von X und G := Aut(X) � PSL2(8) (siehe Beispiele 4.2 (ii) und
4.10 (ii)).

Es ist l nicht in der Form wie in Zeile 9 und Spalte I der Tabelle 7.1. Mit
Satz 7.5 operiert G nicht mit Fixität 4 auf X. Jedoch können wir die Fixpunktanzahl
von gewissen Elementen von G in X bestimmen.

Weil 3 zu 2 und zu 7 teilerfremd ist, haben Elemente der Ordnung 2 und 7 von G
dieselbe Fixpunktanzahl auf X wie auf einer kompakten Riemannschen Fläche X mit
dem Verzweigungsdatum l = [G,g,g0 | [2,1] , [7,1]]. Von dieser Operation können wir
die Fixpunktanzahl der Elemente von G mit Ordnung 2 und 7 auf X mit den Sätzen
7.6 und 7.5 bestimmen, da l ein Verzweigungdatum aus Zeile 9 (zu G = PSL2(8))
und Spalte I der Tabelle 7.1 ist.

Ist x ∈G von Ordnung 2 und y ∈G von Ordnung 7, so hat x mit Spalte III der
Tabelle 7.1 genau vier Fixpunkte in X und X und y fixiert genau zwei Punkte von
X und X. Elemente der Ordnung 9 von G haben keine Fixpunkte in X und X. Nun
hat G nach [Atl] nur noch nichttriviale Elemente der Ordnung 3. Mit Satz 7.5 hat
dann jedes Element der Ordnung 3 von G mindestens fünf Fixpunkte in X.

Wir bestimmen die genaue Anzahl von Fixpunkten von Elementen der Ordnung 3
von G in X. Dazu nutzen wir Lemma 4.16 auf Seite 91. Das ist möglich, weil
(G,X) nach Lemma 4.3 ein RF-Paar ist. Sei g ∈ G mit o(g) = 3. Nach [Atl] ist
|NG(〈g〉)|= 18. Mit Lemma 4.16 gilt nun

|fixX(g)|= |NG(〈g〉)| ·
(
1 · 0

2 + 1 · 1
3 + 1 · 0

7

)
= 18

3 = 6.

Weil es in G nur eine Konjugiertenklasse von zyklischen Untergruppen der Ord-
nung 3 gibt (siehe [Atl]), hat nun jedes Element der Ordnung 3 von G genau sechs
Fixpunkte in X.
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Beispiel 7.10 (Ein etwas anderes Beispiel)
Sei X eine kompakte Riemannsche Fläche vom Geschlecht 114049. Weiter sei be-
kannt, dass Aut(X) eine Untergruppe G isomorph zur Mathieugruppe M22 besitze
und X/G Geschlecht 0 habe. Zusätzlich sei bekannt, dass X/G drei Verzweigungs-
punkte besitze.

Wenn wir in Tabelle 7.1 schauen, so kann G nicht mit Fixität 4 auf X ope-
rieren, weil alle Verzweigungsdaten mit G = M22 höchstens zwei Verzweigungen
(n1 + . . .+nr) haben und ein Cogeschlecht (g0) von mindestens 1. Dennoch können
wir gegebenenfalls ein paar Informationen mit Tabelle 7.1 über die Fixpunktanzahl
erhalten. Wir bestimmen zunächst die Verzweigungszahlen m1, m2 und m3.

Es ist |G|= 443520 und mit der Hurwitzformel in Definition 4.8 (ii) ergibt sich

114049 = 1 + 443520
2 ·

(
2 · (0− 1) +

(
1− 1

m1

)
+
(
1− 1

m2

)
+
(
1− 1

m3

))
= 1 + 221760 ·

(
1−

(
1
m1

+ 1
m2

+ 1
m3

))
.

Also gilt
1
m1

+ 1
m2

+ 1
m3

= 1− 114049−1
221760 = 17

35 .

G besitzt nichttriviale Elemente der Ordnung 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8 und 11 mit der Cha-
raktertafel von G in [Atl]. Durch Ausprobieren erhalten wir m1 = 5 und
m2 = 7 =m3.

Das heißt, dass l = [G,114049,0 | [5,1] , [7,2]] ein mögliches Verzweigungsdatum
zu X und G ist. Nun hat l zwar die Form l = [M22,g,g0 | [5,n1] , [7,n2]] der Liste aus
Spalte I der fünften Zeile in Tabelle 7.1, mit Spalte III gilt jedoch n1 ≤ 1 und n2 ≤ 1.
In l ist die Vielfachheit der Verzweigungszahl m2 = 7 aber 2 und nicht höchstens 1
wie in l. Dennoch können wir die Anzahl der Fixpunkte von Elementen von G in X
ähnlich wie im letzten Beispiel bestimmen.

Seien h ∈ G und h , 1G. Sei zuerst o(h) = 5. Da die Vielfachheit zur Verzwei-
gungszahl 5 in l mit n1 in l vereinbar sind, können wir |fixX(h)|= 4 in Spalte III der
Tabelle 7.1 ablesen.

Sei o(h) = 7. Hier ist die Vielfachheit 2 zur Verzweigungszahl 7 in l nicht mit
n2 ≤ 1 in l vereinbar. Seien jetzt l = [G,g,g0 | [5,1] , [7,1]] und X eine kompakte
Riemannsche Fläche mit Verzweigungsdatum l. Dann erfüllt l die Eigenschaften
von Tabelle 7.1 und es folgt

∣∣∣fix
X
(h)
∣∣∣ = 3 mit Spalte III der Tabelle sowie mit den

Sätzen 7.6 und 7.5. Da sich l und l bei den Verzweigungen nur um die Vielfachheit
zur Verzweigungszahl 7 unterscheiden, nutzen wir Lemma 4.16 auf Seite 91 und
erhalten

|fixX(h)|= 2 ·
∣∣∣fix

X
(h)
∣∣∣= 6.

Also hat h genau sechs Fixpunkte in X.
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Zusammenfassung und Ausblick

In dieser Arbeit wurden treue Gruppenoperationen von einfachen und nicht-abel-
schen Gruppen mit Fixität höchstens 4 untersucht. Die Forschungsfragen dieser Dis-
sertation waren folgende:

Frage 1: Welche sind die einfachen, nicht-abelschen und transitiven Permutati-
onsgruppen von Fixität 4, die eine Involution in einem Vierpunktstabi-
lisator enthalten?

Frage 2: Welche einfachen und nicht-abelschen Gruppen G wirken mit Fixität ma-
ximal 4 auf kompakten Riemannschen Flächen X vom Geschlecht min-
destens 2 als Gruppen von Automorphismen und wie viele Fixpunkte
besitzen nichttriviale Elemente von G auf X?

Wir zeigten im Kapitel 2, dass die Gruppen M11, M12, PSU3(3) und PSL2(q)
für gewisse Primzahlpotenzen q ≥ 7 die einzigen transitiven, einfachen und nicht-
abelschen Permutationsgruppen von Fixität 4 sind, in denen es eine Involution mit
genau vier Fixpunkten auf der zugehörigen Bahn gibt, und fassten diese Informa-
tionen im Satz 2.41 auf der Seite 63 zusammen. Damit beantworteten wir die erste
Frage dieser Arbeit.

Mit Beginn des dritten Kapitels arbeiteten wir auf eine Antwort auf Frage 2 hin
und untersuchten zunächst transitive, einfache und nicht-abelsche Permutations-
gruppen von Fixität höchstens 4 und mit zyklischen Punktstabilisatoren. Anschlie-
ßend nutzten wir die Eigenschaften von Gruppenoperationen auf kompakten Rie-
mannschen Flächen, um RF-Mengen und Hurwitzdaten zu definieren, und klassifi-
zierten unter der Vermutung 3.16 von Seite 78 Gruppenoperationen von einfachen
und nicht-abelschen Gruppen auf RF-Mengen mit Bahnenfixität maximal 4 und ei-
ner Beschränkung der Maximalanzahl von nicht-regulären Bahnen der Operation.
In den Kapiteln 5 und 6 wurden diese auf gewisse Eigenschaften überprüft, die im
siebenten Kapitel zu einer Klassifikation der treuen Gruppenoperationen von ein-
fachen und nicht-abelschen Gruppen auf kompakten Riemannschen Flächen vom
Geschlecht mindestens 2 unter der Vermutung führte.

Diese Klassifikation ist das Resultat der Sätze 7.5 und 7.6 auf den Seiten 177 und
178. Sie zeigen auf, dass nur die Alternierenden Gruppen vom Grad n ∈ {5,6,7,8},
die sporadischen Gruppen M11, M22 und J1 sowie die Lie-Typ-Gruppen PSp4(q),
PΩ−8 (q), Sz(q), 2G2(q), 3D4(q), PSLn(q) und PSUn(q) für n ∈ {2,3,4} und gewisse
Primzahlpotenzen q mit Fixität maximal 4 auf kompakten Riemannschen Flächen
vom Geschlecht mindestens 2 treu operieren. Details über die Anzahl und Größe
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der nicht-regulären Bahnen und die Anzahl der Fixpunkte von nichttrivialen Grup-
penelementen wurden ermittelt und sind in Tabelle 7.1 auf Seite 175 und folgende
dargestellt. Sobald die Vermutung 3.16 bestätigt ist, ist die Frage 2 dieser Arbeit
vollständig beantwortet.

Das Ziel des BMW-Projekts, in welches sich diese Dissertation eingliedert, ist die
Klassifizierung der Paare (X,Aut(X)) von kompakten Riemannschen Flächen X vom
Geschlecht mindestens 2 und ihren Automorphismengruppen Aut(X), für die nicht
jeder Punkt von X, der von einem nichttrivialen Automorphismus h ∈Aut(X) fixiert
wird, ein Weierstraßpunkt ist. Mit dem Satz von Schoeneberg (vgl. V.1.7 Theorem in
[FaKr]) liegt der Fokus des Projekts auf der Klassifizierung der Flächen X und ihren
Automorphismengruppen, für die es einen nichttrivialen Automorphismus gibt, der
höchstens vier Fixpunkte auf der Fläche festlässt. Da sich das BMW-Projekt bisher
auf die Bahnenfixität solcher Operationen konzentrierte und transitive Permutati-
onsgruppen von Fixität 2, 3 und 4 untersuchte, trägt diese Arbeit mit den Ergeb-
nissen von Frage 1 zur ausstehenden Klassifikation von transitiven, einfachen und
nicht-abelschen Permutationsgruppen von Fixität 4 bei. Die Frage 2 dieser Arbeit
befasste sich mit der Klassifizierung solcher Paare (X,G) von kompakten Riemann-
schen Flächen X vom Geschlecht mindestens 2 und einfachen und nicht-abelschen
Gruppen 1 , G Aut(X), in der jeder nichttriviale Automorphismus von X in G
höchstens vier Punkte in X fest lässt. Dieser Zwischenschritt war und ist für das
Erreichen des Projektziels notwendig. Einerseits ist die Voraussetzung, dass alle
nichttrivialen Automorphismen höchstens vier Punkte auf der Fläche fixieren, ein
Spezialfall. Andererseits legt diese Arbeit mit der Voraussetzung 1 , G Aut(X)
eine Basis für die Bestimmung von Aut(X), falls G , Aut(X) ist. Durch sogenann-
te relative Projektionen (vgl. [Bro, S. 242]) kann unter gewissen Umständen aus
der Verzweigung von X/G auf die Verzweigung von X/Aut(X) geschlossen werden.
(Für einen Überblick dazu siehe den Gliederungspunkt (1.4) auf Seite 235, den Ab-
schnitt „Relative Projections“ auf den Seiten 242 bis 244 sowie Example 3.5 und
Example 3.6 auf den Seiten 250 bis 253 in [Bro].)

Damit liefert diese Dissertation einen wichtigen Beitrag zum Erreichen des Pro-
jektziels, der Klassifizierung der Paare (X,Aut(X)) von kompakten Riemannschen
Flächen X vom Geschlecht 2 und ihren Automorphismengruppen, für die nicht jeder
Fixpunkt eines nichttrivialen Automorphismus von X ein Weierstraßpunkt von X ist.
Jedoch ist das Projektziel noch nicht erreicht. Deshalb möchten wir in diesem Kapitel
einen Ausblick geben, welche Probleme noch gelöst werden müssen. Darüber hinaus
möchten wir anmerken, welche zusätzlichen Erkenntnisse und Hilfsmittel wünschens-
wert sind, um mit den Ergebnissen zu arbeiten. Dabei konzentrieren wir uns auf drei
Teilaspekte des BMW-Projekts; Transitive Gruppenoperationen von Fixität höch-
stens 4, Gruppenoperationen auf Riemannschen Flächen sowie Riemannsche Flächen
und Weierstraßpunkte.
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Transitive Gruppenoperationen von Fixität höchstens 4
Ist G eine endliche, transitive und nicht-reguläre Permutationsgruppe von Fixität 1,
2 oder 3 auf einer Menge Ω, so verstehen wir die Struktur von G und der Punkt-
stabilisatoren in dieser Operation durch Abschnitt V.8 in [Hup1] (für Fixität 1) und
durch [MaW1] und [MaW2] (für Fixität 2 und 3) gut. Transitive Gruppenoperatio-
nen von Fixität 4 sind jedoch bisher wenig erforscht. Es gibt erste Erkenntnisse in
der Sylow-Struktur solcher Gruppen, die in [BMW] erarbeitet wurden. Eine vollstän-
dige Strukturbeschreibung sowie Klassifikationen von einfachen, fast-einfachen und
quasi-einfachen Gruppen in transitiver Permutationswikung von Fixität 4 ist noch in
Arbeit. Mit der Beantwortung der ersten Frage dieser Dissertation konnten wir einen
Beitrag zur Klassifikation der einfachen und nicht-abelschen Permutationsgruppen
von Fixität 4 in transitiver Wirkung leisten. Für eine vollständige Klassifizierung
dieser fehlen noch die vier Fälle, in denen die Maximalanzahl der Fixpunkte von
Involutionen zwischen 0 und 3 ist.

Bei [MaW1] und [MaW2] sowie bei Satz 2.41 und der Voraussetzung 3.14 bzw.
Lemma 3.15 fällt auf, dass einfache Gruppen vom Lie-Typ sowohl in Fixität 2 und 3,
als auch in Fixität 4 eine generische Rolle einnehmen. Es fällt auch auf, dass die
Dimension des zugrundeliegenden Vektorraums der Gruppe vom Lie-Typ und der
Lie-Rang wachsen, je höher die zugelassene Fixität ist. Interessant könnte also sein,
welche Restriktionen wir an die Dimension des Vektorraums und den Lie-Rang einer
einfachen Gruppen vom Lie-Typ stellen müssen, damit diese transitiv, nicht-regulär,
treu und mit einer vorgegebenen Fixität auf einer Menge operieren kann. Dieselbe
Frage können wir auch für Alternierende und Sporadische Gruppen stellen:

Ist G eine alternierende oder sporadische Gruppe, die mit Fixität höchstens
k ∈N, k ≥ 2 als transitive und nicht-reguläre Permutationsgruppe auf einer Menge
operiert, wie groß ist dann der Grad der alternierenden Gruppe G bzw. welche
sporadische Gruppe ist G?

Wünschenswert wäre eine Bereitstellung der Ergebnisse zu transitiven Gruppen-
operationen von Fixität 2, 3 und 4 in einem Computeralgebrasystem wie [GAP],
soweit wie die Gruppen von GAP noch handhabbar sind. Das kann beispielsweise
durch eine Bibliothek von transitiven Gruppenoperationen für einfache, fast-einfache
und quasi-einfache Gruppen sowie Beispielen von Gruppen aus den Struktursätzen
von [MaW1] und [MaW2], in der die Gruppen als Permutationsgruppen und deren
Fixität in der gegebenen Permutationsdarstellung aufgeführt sind, realisiert werden.
Funktionen, die die Anzahl der Fixpunkte eines Elements einer Permutationsgruppe
oder gar die Fixität der Gruppe in der Permutationsdarstellung schnell berechnen,
ohne dabei auf die Markentafel der Gruppe zurückgreifen zu müssen, könnten eben-
falls nützlich sein.
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Gruppenoperationen auf Riemannschen Flächen

Diese Arbeit ist nach [SaWa] die zweite in dem BMW-Projekt, die sich mit der
Anwendung der bisherigen Ergebnisse des Projekts auf kompakte Riemannschen
Flächen vom Geschlecht mindestens 2 befasst, um diejenigen Flächen zu klassifizie-
ren, in denen jeder nichttriviale Automorphismus der Fläche höchstens vier Punkte
der Fläche fixiert. Dabei haben wir uns auf einfache Gruppen von Automorphismen
dieser Flächen beschränkt.

Einer der nächsten natürlichen Schritte könnte die Untersuchung der Gruppen-
operationen auf Flächen für fast-einfache und quasi-einfache Gruppen sein. Zu fast-
einfachen Gruppen liefern [MaW1] und [MaW2] ebenfalls eine Klassifikation für
Fixität 2 und 3. Quasi-einfache und nicht-einfache Gruppen weisen mit Theorem 5.1
in [MaW1] keine transitive Operation mit Fixität 2 auf. Für Fixität 3 gibt es bisher
kein solches Resultat. Für Operationen mit Fixität 4 gibt es Beispiele von quasi-
einfachen Gruppen. Beispielsweise operiert SL2(5) mit Fixität 4 auf der Menge der
Rechtsnebenklassen einer zyklischen Untergruppe der Ordnung 3.

Für die Untersuchung von Gruppenoperationen auf kompakten Riemannschen
Flächen für fast-einfache und quasi-einfache Gruppen wird es jedoch nötig sein,
andere als die in dieser Arbeit verwendete Methoden zu entwickeln. Dazu stellen wir
eine kurze Überlegung auf:

Seien l :=
[
G,g,g0

∣∣ [m1,n1], . . . , [mr,nr]
]
ein HD und G fast-einfach, aber nicht

einfach. Weiter seien T G einfach und T G∼ Aut(T ). Dann ist T G′. Wir
nehmen an, dass l realisierbar ist. Sei also ((a1, . . . ,ag0),(b1, . . . , bg0),(c1,1, . . . , cr,nr))
eine Realisierung für l. Dann gilt nach (RHD2)

1G = [a1, b1] · · · [ag0 , bg0 ] · c1,1 · · ·cr,nr .

Nun folgt c1,1 · · ·cr,nr = [bg0 ,ag0 ] · · · [b1,a1] ∈G′. Da G fast-einfach und nicht einfach
ist, gilt T G′ G. Um daher mit a1, . . . ,ag0 , b1, . . . , bg0 , c1,1, . . . , cr,nr für (RHD3)
ganz G erzeugen zu können, muss mindestens ein Element von a1, . . . ,ag0 , b1, . . . , bg0

aus G \G′ kommen. Möglicherweise müssen dann andere Konstruktionen als die in
dieser Arbeit verwendeten zur Bestimmung von Realisierungen erarbeitet werden.
Einen Einblick in diese Situation liefern die Lemmata 5.58 und 5.59 ab Seite 136 zu
fast-einfachen linearen Gruppen PSL2(q).C2.

Neben Gruppenwirkungen von einfachen, fast-einfachen oder quasi-einfachen
Gruppen auf kompakten Riemannschen Flächen ist auch die Untersuchung von Ope-
rationen von allgemeinen Gruppen auf solche Flächen für eine vollständige Bearbei-
tung der Projektziels nötig. Die Struktursätze in [MaW1] und [MaW2] für Fixität 2
und 3 liefern dazu Struktureinschränkungen der wirkenden Gruppe auf den nicht-
regulären Bahnen der kompakten Riemannschen Fläche, vor allem wenn die wir-
kende Gruppe eine {2,3}-Gruppe ist. Ausgehend von diesen Struktureinschränkun-
gen könnten Verzweigungsdaten

[
G,g,g0

∣∣ [m1,n1], . . . , [mr,nr]
]
von kompakten Rie-

mannschen Flächen untersucht werden, wobei G eine {2,3}-Gruppe ist. Beispiel 6.1
zeigt, dass dabei interessante Eigenschaften zu sehen sein werden.
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Ein weiterer nächster natürlicher Untersuchungsschritt hängt damit zusammen,
was die vorliegende Arbeit nicht leistet. Im zweiten Kapitel dieser Arbeit haben
wir uns primär mit einfachen und nicht-abelschen Gruppen von Automorphismen
von kompakten Riemannschen Flächen vom Geschlecht mindestens 2 beschäftigt, in
denen jeder nichttriviale Automorphismus maximal vier Punkte der Fläche fixiert.
Verglichen mit dem Ziel des BMW-Projekts sehen wir, dass die vorliegende Disserta-
tionsschrift nur eine Teilantwort für einfache und nicht-abelsche Gruppen erarbeitet.
Einerseits müssen von den Verzweigungsdaten l :=

[
G,g,g0

∣∣ [m1,n1], . . . , [mr,nr]
]

aus Voraussetzung 7.2 bzw. Tabelle 7.1 auf Seite 175 diejenigen heraus gearbeitet
werden, von denen G die volle Automorphismengruppe der zu l gehörigen kompakten
Riemannschen Fläche vom Geschlecht mindestens 2 ist. Andererseits müssen Rie-
mannsche Flächen und Gruppenoperationen auf diesen ergründet werden, in denen
es zwei Klassen von nichttrivialen Automorphismen gibt:

Jene, die höchstens vier Punkte der zugehörigen Fläche festlassen, und gleich-
zeitig solche, die mindestens fünf Punkte der Fläche fixieren.

Die Erforschung solcher Operationen ist das eigentliche Projektziel von Bau-
meister, Magaard und Waldecker, da diese mit dem Satz von Schoeneberg zu zwei
Klassen von Fixpunkten führen. Jene, die Weierstraßpunkte sind, und solche, die
es im Allgemeinen nicht sind. Jedoch sind die eben beschriebenen Gruppenopera-
tionen nicht in der Art und Weise handhabbar, wie wir Gruppenoperationen von
höchstens Fixität 4 auf kompakten Riemannschen Flächen untersucht und klassi-
fiziert haben. Die Realisierbarkeit von allen solchen Gruppenoperationen im Sinne
von Definition 5.2 zu überprüfen, scheint eine unlösbare Aufgabe zu sein.

Wünschenswert wäre auch hier eine Bereitstellung der Ergebnisse zu Gruppen-
operationen auf kompakten Riemannschen Flächen vom Geschlecht mindestens 2 in
einem Computeralgebrasystem wie [GAP]. Die Ergebnisse könnten in Form einer Da-
tenbank mit Gruppen und Realisierungen bereitgestellt werden, sowie in Form einer
Konstruktionsanweisung von Realisierungen mit Hilfe einer Funktion für Gruppen
vom Lie-Typ Lie(q) mit wachsendem q. Auch Prüffunktionen, die beantworten, ob
eine Liste l =

[
G,g,g0

∣∣ [m1,n1], . . . , [mr,nr]
]
ein Hurwitzdatum ist und ob ein HD

ein AHD ist, wären wünschenswert.
Das GAP-Paket MapClass [Map] ist ein Schritt in diese Richtung. Das Paket

enthält u.a. die Funktion GeneratingMCOrbits, welche für eine gegebene Gruppe,
ein gegebenes Cogeschlecht und ein gegebenes Verzweigungsdatum Realisierungen
berechnet.
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Riemannsche Flächen und Weierstraßpunkte
Auch die Vereinigung der Ergebnisse aus den vorigen zwei Teilaspekten des BMW-
Projekts mit der Struktur der Riemannschen Fläche und der Lage der Weierstraß-
punkte ist erstrebenswert. In dem Projekt wurde noch nicht explizit in diese Rich-
tung geforscht.

Wir wissen, dass jede kompakte Riemannsche Fläche vom Geschlecht g≥ 2 min-
destens 2g+2 und maximal g(g2−1) Weierstraßpunkte besitzt (vgl. III.5.11 Corollary
in [FaKr]). Es ist auch bekannt, dass die Menge der Weierstraßpunkte von Auto-
morphismen der Fläche invariant gelassen wird (vgl. V.1.2 Proposition in [FaKr]).
Andere Resultate im Zusammenhang mit Fixpunkten von Automorphismen und
Weierstraßpunkten finden sich u.a. in den Abschnitten V.2.10 bis V.2.14 in [FaKr].

Ein erstes Ziel in diesem Teilprojekt könnte sein, die Lage der Weierstraßpunkte
für die Ergebnisse aus dem Teilprojekt Gruppenoperationen auf Riemannschen Flä-
chen zu erarbeiten, d.h. in welchen Bahnen der Fläche unter der Gruppenoperation
die Weierstraßpunkte sind. Daran schließen sich folgende Fragen an:

Ist die Menge W(X) der Weierstraßpunkte einer kompakten Riemannschen Flä-
che X eine Teilmenge der Fixpunktmenge F (X) =

{
x ∈ X

∣∣∣ ∃h ∈Aut(X)# : xh = x
}
?

Gibt es Weierstraßpunkte, die nicht fixiert werden? Von welchen Automorphismen
werden sie in dem jeweiligen Beispiel fixiert? Welche Auswirkungen hat das auf die
Fläche? Können wir eine konkrete Fläche noch in einer anderen Art als durch ein
Verzweigungsdatum beschreiben? Mit folgendem Beispiel wollen wir auf einige dieser
Fragen eingehen.

Beispiel
Sei X die Kleinsche Kurve (vgl. Beispiel 4.2.(i) und [Mac2]). Dann ist X eine kom-
pakte Riemannsche Fläche vom Geschlecht 3 und mit Automorphismengruppe iso-
morph zu PSL2(7). Die Kleinsche Kurve können wir als algebraische Kurve mit der
Gleichung x3y + y3z + z3x = 0 in homogenen Koordinaten x,y,z beschreiben. Das
zugehörige Verzweigungsdatum von X und der Operation von G := Aut(X) auf X ist
[G,3,0 | [2,1] , [3,1] , [7,1]]. Dieses Verzweigungsdatum ist mit Satz 6.8 ein SAHD. Die
Menge der Weierstraßpunkte ist genau die Menge der Fixpunkte von den Elementen
der Ordnung 7 aus G (siehe Example 4.2 in [MaVö]).

Sei jetzt X die MacBeath Kurve (vgl. Beispiel 4.2.(ii) und [Mac1]). Dann ist X
eine kompakte Riemannsche Fläche vom Geschlecht g = 7 und mit Automorphis-
mengruppe isomorph zu PSL2(8). MacBeath zeigte in [Mac1], dass man diese Rie-
mannsche Fläche auch als algebraische Kurve mit einer Gleichung schreiben kann.
Das zugehörige Verzweigungsdatum von X und der Operation von G := Aut(X) auf X
ist [G,7,0 | [2,1] , [3,1] , [7,1]].

Dieses Verzweigungsdatum ist kein Hurwitzdatum aus Voraussetzung 6.7. Ferner
operiert G auf der Menge der Nebenklassen einer zyklischen Untergruppe der Ord-
nung 3 mit Fixität 6. In dieser Operation hat jedes Element der Ordnung 3 genau
sechs Fixpunkte. Ist also x ∈G ein Element der Ordnung 3, so ist mit V.1.7 Theo-
rem in [FaKr] jeder Punkt in fixX(x) ein Weierstraßpunkt. Nun hat X mindestens
|G|
3 = 168 Weierstraßpunkte und insgesamt kann X bis zu g(g2−1) = 336 = 2·168 Wei-
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erstraßpunkte haben nach III.5.11 Corollary in [FaKr]. Mit Example 4.2 in [MaVö]
hat X genau 168 Weierstraßpunkte und das sind die Fixpunkte von Elementen von
G von Ordnung 3.

Auch hier wäre eine Bereitstellung der Ergebnisse dieses Teilaspekts des BMW-Pro-
jekts in einem Computeralgebrasystem wünschenswert. Dabei sollten sowohl die Flä-
chen X, die Operation von Aut(X) auf X als auch die Lage der Weierstraßpunkte von X
in X/Aut(X) zugänglich sein.
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