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Abstract

Die vorliegende Dissertation klassifiziert einfache, nicht-abelsche und transitive Per-
mutationsgruppen G von Fixitat 4, in denen es eine Involution mit genau vier Fix-
pukten gibt. Die Fixitédt einer Gruppe G bei der Wirkung auf einer Menge Q) ist
dabei die Maximalanzahl der Fixpunkte von nichttrivialen Elementen von G in Q).
Des Weiteren werden Wirkungen von einfachen und nicht-abelschen Gruppen auf
kompakten Riemannschen Flachen ¥ vom Geschlecht mindestens 2 in Fixitdt maxi-
mal 4 unter einer Vermutung tiber transitive Permutationsgruppen klassifiziert, fiir
die jedes nichttriviale Gruppenelement héchstens vier Punkte festlisst und fiir die
die Punktstabilisatoren zyklisch sind. Dabei werden allgemeine gruppen- und charak-
tertheoretische Methoden sowie die lokale Struktur der Gruppen durch Zentralisato-
ren von Involutionen, Normalisatoren von Untergruppen und maximale Untergrup-
pen verwendet. Diese Arbeit gliedert sich in ein Projekt von Barabara Baumeister,
Kay Magaard und Rebecca Waldecker ein und untersucht dabei zwei unterschiedliche
Teilaspekte des Projekts.
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Einfiihrung

Riemannsche Flichen — benannt nach Bernhard Riemann — sind mathematische
Objekte, die in einer Vielzahl von mathematischen Gebieten auftauchen. Das Kon-
zept einer Riemannschen Fliche entstand im 19. Jahrhundert durch das Studium
algebraischer Kurven. Aber Riemannsche Fléchen sind nicht nur algebraische Kur-
ven sondern auch Mannigfaltigkeiten mit einer komplexen Struktur. Seit ihrer Ent-
deckung wurden Riemannsche Flachen analytisch, topologisch, geometrisch und al-
gebraisch weiter ergriindet, unter anderem durch Untersuchungen von Weierstraf3-
punkten und Automorphismen einer Fléche.

Ein Weierstralpunkt einer kompakten Riemannschen Flache ¥ vom Geschlecht
g > 2 ist ein Punkt so, dass eine meromorphe Funktion von X existiert, die an
diesem Punkt einen Pol der Ordnung hochstens g hat und an allen anderen Punk-
ten holomorph ist. Weierstrafpunkte sind jedoch nicht nur analytisch interessant.
Ihr Einfluss auf die Automorphismengruppe Aut(X) einer kompakten Riemannschen
Flache ¥ vom Geschlecht mindestens 2 wurde durch Hermann A. Schwarz deutlich,
der die Operation von Aut(X) auf der Menge W(X) der Weierstrapunkte unter-
suchte und damit die Endlichkeit der Automorphismengruppe nachwies (vgl. V.1.2
in [FaKr]). Adolf Hurwitz zeigte in [Hur], dass die Ordnung der Automorphismen-
gruppe einer kompakten Riemannschen Fliache ¥ vom Geschlecht g > 2 sogar durch
84 - (g — 1) beschrénkt ist. Dadurch entstanden verschiedene Forschungszweige, die
die endliche Gruppentheorie mit der Theorie kompakter Riemannscher Flachen vom
Geschlecht mindestens zwei verbanden. Unter anderem wurden Hurwitz-Gruppen,
symmetrische Geschlechte von Gruppen sowie Gruppenoperationen auf Flachen von
kleinem Geschlecht untersucht, um nur einige Zweige zu nennen.

Hurwitz-Gruppen sind Automorphismengruppen von kompakten Riemannschen
Fléchen vom Geschlecht g > 2, die die Ordnung 84(g—1) haben. Beispiele dafiir sind
die projektiven speziellen linearen Gruppen PSL2(7) und PSLa(8), welche isomorph
zur Automorphismengruppe der Kleinschen Kurve bzw. der MacBeath-Kurve sind
(vgl. [Macll Mac2]). In [Conll [Con2| fasst Marston Conder die bis dato bekann-
ten Hurwitz-Gruppen zusammen und solche, die keine Hurwitz-Gruppen sind. Bei-
spielsweise sind zwolf der 26 sporadischen Gruppen Hurwitz-Gruppen, die anderen
14 nicht. Die Alternierenden Gruppen A, sind fiir alle n > 168 und fiir gewisse n
im Bereich 3 <n <167 Hurwitz-Gruppen. Viele weitere Gruppen wurden auf diese
Eigenschaft untersucht.

Das symmetrische Geschlecht g einer Gruppe G ist die kleinste natiirliche Zahl
grofer oder gleich 2 so, dass es eine kompakte Riemannsche Flédche vom Geschlecht g
gibt, auf der G als Gruppe von Automorphismen wirkt. Den Begriff definierte Tho-
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mas Tucker in [Tuc| und er zeigte, dass die symmetrischen Geschlechte der Symme-
trischen und Alternierenden Gruppen S, und A,, wobei n > 168 gilt, % + 1 sind.
Marston Conder, Robert Wilson und Andrew Woldar fassten in [CWW] die bis dato
bekannten symmetrischen Geschlechte der sporadischen Gruppen zusammen. Nach
[Conl] wurden auch die symmetrischen Geschlechte von Diedergruppen, abelschen
Gruppen und p-Gruppen untersucht.

In [Bro] klassifizierte Allen Broughton Gruppenoperationen auf kompakten Rie-
mannschen Flichen vom Geschlecht 2 und 3, bis auf topologische Aquivalenz. Des
Weiteren gibt er einen Uberblick iiber weitere Forschungszweige im Zusammenhang
mit Gruppenwirkungen auf Riemannschen Fléachen.

Einen Zusammenhang zwischen der Anzahl der Fixpunkte eines Automorphis-
mus einer kompakten Riemannschen Flache ¥ vom Geschlecht mindestens zwei und
den Weierstrapunkten der Fliche entdeckte Bruno Schoeneberg in [Sch]. Er zeigte,
dass die Fixpunkte eines Automorphismus h € Aut(X) in X Weierstrapunkte sind,
wenn i mindestens finf Punkte in X fixiert, wobei h = 15y (x) gilt. Kay Magaard und
Helmut Voélklein nutzten diese Eigenschaft und zeigten in [MaVd)], dass die einzigen
Hurwitz-Gruppen, die transitiv auf der Menge der Weierstrafipunkte operieren, die
Automorphismengruppen der Kleinschen Kurve und MacBeath-Kurve sind (PSL2(7)
bzw. PSL2(8)) und eventuell die Automorphismengruppe der Hurwitz-Kurven vom
Geschlecht 14 (PSLy(13)). Sie unterschieden bei der Klassifizierung der kompakten
Riemannschen Fliachen ¥ mit transitiver Gruppenoperation auf der Menge W(¥) der
Weierstrafipunkte zwei Falle; nicht-reguldre und regulére Gruppenoperationen. Der
Fall der reguliren Gruppenoperationen auf W(X) motiviert die Klassifizierung der
Paare (X, Aut(X)) von kompakten Riemannschen Flichen X vom Geschlecht minde-
stens zwei und deren Automorphismengruppen, fir die die Menge F(X) aller Fix-
punkte von nichttrivialen Automorphismen von X keine Teilmenge von W(X¥) ist.

Die Klassifizierung dieser Paare ist das Ziel des Projekts von Barabara Baumei-
ster, Kay Magaard und Rebecca Waldecker (nachfolgend ,BMW-Projekt“ genannt),
zu dem auch die vorliegende Dissertationsschrift gehért. Sie nutzten das eben be-
schriebene Resultat von Bruno Schoeneberg, um den Fokus auf solche Gruppen von
Automorphismen einer kompakten Riemannschen Fléche zu legen, in denen es Au-
tomorphismen gibt, die hochstens vier Punkte der Flache festlassen, und wéahlten
zundchst einen rein gruppentheoretischen Ansatz. Da eine Riemannschen Fléiche X
unter der Operation einer Gruppe G in Bahnen zerfillt und jeder Automorphismus
h € G, h # 1g, der hochstens vier Fixpunkte in X hat, auch nur hochstens vier
Fixpunkte auf allen G-Bahnen von X besitzt, konzentrierte sich das BMW-Projekt
bisher auf die Klassifizierung transitiver Permutationsgruppen von Fixitét 4. Dabei
ist die Fixitat einer Gruppe bei der Wirkung auf einer Menge wie folgt definiert:

Definition 1.1 (Fixitat)

Seien G eine Gruppe, die auf einer Menge Q) operiert, sowie k € Ng. Wir sagen,
dass G mit Fixitdt k auf Q operiert bzw. dass G Fixitat k auf Q hat genau dann,
wenn jedes nichttriviale Element in G héchstens k Punkte in Q) fest ldsst und es ein
Element g € G¥ g¢ibt, das genau k Punkte in Q fiziert.
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Der Start des BMW-Projekts im Sommer 2012 miindete 2015 in [MaW1, MaW?2]
in Klassifikationen von einfachen und fast-einfachen, nicht-reguldren und transiti-
ven Permutationsgruppen sowie Strukturaussagen fiir allgemeine, nicht-reguldre und
transitive Permutationsgruppen von Fixitat 2 oder 3. Im Jahr 2019 veréffentlichten
Baumeister, Magaard und Waldecker in [BMW] erste Strukturaussagen fiir Fixitét
4. Eine Klassifizierung der einfachen und transitiven Permutationsgruppen, in de-
nen jedes nichttriviale Gruppenelement héchstens vier Punkte der zugehtrigen Bahn
fixiert, ist noch in Arbeit.

Neben den Riemannschen Fldchen und ihren Automorphismen, die die Haupt-
quelle der Motivation des BMW-Projekts ausmachen, ist die Untersuchung von
transitiven Permutationsgruppen mit einer Maximalanzahl an Fixpunkten auch aus
gruppentheoretischer Perspektive ein interessantes Forschungsgebiet, wie zahlreiche
Veroffentlichungen in den 1960er und 1970er Jahren zeigen. Nagayoshi Iwahori unter-
suchte 1964 in [Iwa] sogenannte (0,2)-Gruppen. Eine (0, %)-Gruppe ist eine transitive
Permutationsgruppe auf einer Menge (), in der jedes nichttriviale Element genau 0
oder k € N Fixpunkte in Q hat. Beispielsweise sind Frobeniusgruppen genau die
(0,1)-Gruppen.

In [PrS1] klassifizierten Oliver Pretzel und Adolf Schleiermacher 1975 einfache
(0,2)-Gruppen mit Punktstabilisatoren von gerader Ordnung und gaben Strukturbe-
schreibungen fiir allgemeine (0,2)-Gruppen. Fiir Primzahlen p > 2 bewiesen sie unter
gewissen Voraussetzungen zudem weitere Strukturresultate von (0,p)-Gruppen. In
[PrS2] beschiftigten Pretzel und Schleiermacher sich 1975 genauer mit (0,3)-Grup-
pen und konnten zeigen, dass in solchen Gruppen G entweder die Punktstabilisa-
toren sogenannte ,t.i.“ Untergruppen (von ,trivial intersection®) sind oder G einen
reguldren Normalteiler von Ordnung 9 oder 27 hat. Eine t.i. Untergruppe H einer
Gruppe G ist eine Gruppe, die mit ihren von H verschiedenen G-Konjugierten nur
trivialen Schnitt hat. Unter Verwendung der Resultate von Iwahori in [Iwa] konnten
Pretzel und Schleiermacher die Gruppen vollsténdig beschreiben, die den letzten
Fall erfullen. Mit [PrS2] ergénzten Oliver Pretzel und Adolf Schleiermacher 1977
die Klassifikation von (0,2)-Gruppen im Fall von Punktstabilisatoren von ungerader
Ordnung. Im Zusammenhang mit t.i. Untergruppen untersuchte Mark Hale Jr. 1971
in [Hal], wann in (0,b)-Gruppen fir b > 1 die Punktstabilisatoren t.i. sind.

Eine weitere und fir die Gruppentheorie sehr bedeutsame Arbeit im Zusammen-
hang mit Fixpunktanzahlen verdffentlichte Helmut Bender 1971, in der er transitive
Gruppen untersuchte, in denen Involutionen genau einen Punkt der zugehdrigen
Bahn fixieren (siche [Be2]). Seine Resultate trugen zur Klassifikation der endlichen
einfachen Gruppen bei. Francis Buekenhout und Peter Rowlinson untersuchten zwi-
schen 1974 und 1976 in [Roll, BuR1, BuR2] transitive Permutationsgruppen, bei
denen 4 das Maximum der Fixpunktanzahl von Involutionen ist und sie klassifi-
zieren unter anderem einfache, nicht-abelsche und transitive Permutationsgruppen
mit dieser Eigenschaft. Mit transitiven Permutationsgruppen, in denen Involutio-
nen eine vorgegebene Maximalanzahl an Punkten fixieren, befassten sich Mathema-
tiker*innen wie Helmut Bender ([Bell Be2]) 1968 und 1971, Francis Buekenhout
([Bull, Bu2]) 1972, Christoph Hering ([Her|) 1968, Yutaka Hiramine ([Hir]) 1978
und Peter Rowlinson ([Ro2l [Ro3l, Ro4]) zwischen 1972 und 1976. Christian Ronse
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untersuchte 1982 in [Ron| transitive Permutationsgruppen, in denen 15 die Maxi-
malanzahl von Fixpunkten von Involutionen ist, und fasste einige Ergebnisse von
Bender, Buekenhout, Hering, Hiramine und Rowlinson zusammen.

Dieses Forschungsgebiet ist nicht nur durch den Zusammenhang mit Riemann-
schen Flachen heute wieder aktuell. Auch nach 2010 befassten sich Mathematiker*in-
nen mit Teilaspekten dieses Forschungsfeldes. Martin Liebeck und Aner Shalev zeig-
ten 2015 in [LiSh|, dass viele primitive Permutationsgruppen vom Grad n Involu-
tionen besitzten, die mindestens n'/® Punkte in der zugehorigen Bahn festlassen.
Timothy Burness und Adam Thomas konnten 2018 diese Zahl fiir fast-einfache ex-
zeptionelle Gruppen, die keine Suzuki-Gruppen sind, in [BuT] auf nl/3 erhohen.

Durch neue Erkenntnisse in der Gruppentheorie seit 1970 und durch die Klas-
sifikation der endlichen einfachen Gruppen (siehe z.B. [KuSt, S. 328f] oder [Wil,
S. 3]) konnen schérfere und weitergehende Resultate in dem Forschungsgebiet der
transitiven Permutationsgruppen mit einer Maximalanzahl an Fixpunkten generiert
werden. Viele der eben vorgestellten Arbeiten und deren Resultate sowie die Klas-
sifikation der endlichen einfachen Gruppen sind Grundlage fiir das BMW-Projekt.
Die vorliegende Dissertationsschrift gliedert sich in jenes ein und nutzt deren bishe-
rige Ergebnisse. Diese Arbeit befindet sich an der Schnittstelle zwischen endlicher
Gruppentheorie und der Theorie kompakter Riemannscher Flachen und sie unter-
sucht verschiedene Teilaspekte des BMW-Projekts, die wie folgt formuliert werden
kénnen:

Frage 1: Welche sind die einfachen, nicht-abelschen und transitiven Permutati-
onsgruppen von Fixitdt 4, die eine Involution in einem Vierpunktstabi-
lisator enthalten?

Frage 2: Welche einfachen und nicht-abelschen Gruppen G wirken mit Fixitdt ma-
ximal 4 auf kompakten Riemannschen Fldchen X vom Geschlecht min-
destens 2 als Gruppen von Automorphismen und wie viele Firpunkte
besitzen nichttriviale Elemente von G auf X.?

Mit der ersten Fragestellung fithrt diese Arbeit die bisherige Strategie des BMW-
Projekts fort, um transitive Permutationsgruppen zu klassifizieren, bei denen jedes
nichttriviale Element hochstens vier Punkte der zugehorigen Bahn festlasst. In ei-
ner transitiven und treuen Fixitét-4-Operation einer Gruppe kénnen Involutionen,
also Gruppenelemente der Ordnung 2, welche nach dem Odd-Order-Theorem (siehe
[FeTh]) in einfachen und nicht-abelschen Gruppen stets vorhanden sind, insgesamt
bis zu vier Punkte der zugehorigen Bahn festlassen. Aufgrund des Umfangs des
BMW-Projekts fokussiert diese Arbeit dabei den Spezialfall, dass eine Involution
genau vier Fixpunkte hat. Dadurch weist die zugehorige einfache und nicht-abelsche
Gruppe spezielle Struktureigenschaften auf, die ausgenutzt werden, um mit einem
bedeutsamen Klassifikationsresultat von Daniel Gorenstein und Koichiro Harada in
[GoHal] den Untersuchungsradius einzugrenzen.
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Mit den bereits erwédhnten Arbeiten [Roll BuR1, [BuR2| von Francis Buekenhout
und Peter Rowlinson kann der Untersuchungsradius fiir die Frage 1 dieser Disserta-
tionsschrift noch stérker eingegrenzt werden, als durch [GoHal. In diesen Veréffent-
lichungen zitieren Buekenhout und Rowlinson ebenfalls [GoHal] und einige weitere
Arbeiten; darunter ist eine zu der Zeit des Erscheinens von [Roll, [BuR1, BuR2| nicht
publizierte Arbeit von Paul Fong, die nach meiner Recherche auch bisher nicht ver-
offentlicht wurde. Des Weiteren stellen sie ihre Berechnungen zur Klassifizierung der
einfachen, nicht-abelschen und transitiven Permutationsgruppen, bei denen 4 das
Maximum der Fixpunktanzahl von Involutionen ist, nicht dar. Auflerdem fehlt in
der Klassifikation von Buekenhout und Rowlinson das Beispiel PSL2(9) mit Punkt-
stabilisatoren isomorph zu S3, das ein Beispiel fiir eine transitive Gruppenoperation
von Fixitat 4 ist, bei der eine Involution genau vier Fixpunkte in der zugehorigen
Menge hat (vgl. Satz (7.5)). Aus diesen Griinden habe ich mich gegen die Ver-
wendung jener Klassifizierung in dieser Arbeit entschieden. Diese Dissertation bietet
eine andere Herangehensweise als Buekenhout und Rowlinson in [Roll,[ BuR1l BuR2],
verwendet dabei ebenfalls die Ergebnisse von |[GoHal und fithrt die Rechnungen aus.

Nach der Eingrenzung des Untersuchungsradius durch das Main Theorem in
[GoHa] wird die lokale Struktur der jeweiligen einfachen Gruppe studiert, um die
Existenz oder Nichtexistenz einer transitiven und treuen Fixitdt-4-Operation mit
einer Involution mit vier Fixpunkten nachzuweisen. Dabei benutzen wir Zentralisa-
toren von Involutionen, Normalisatoren von Untergruppen der Ordnung 3, maximale
Untergruppen und viele weitere Informationen iiber die lokale Struktur der jeweili-
gen einfachen Gruppe und Zahlargumente fiir Fixpunkte gewisser Elemente, um die
Punktstabilisatoren in der jeweiligen Operation zu bestimmen. Diese Dissertation
zeigt, dass die einzigen einfachen und nicht-abelschen Gruppen, die die Frage 1 posi-
tiv beantworten, die Mathieu-Gruppen M;; und M2, die unitdre Gruppe PSU3(3)
sowie lineare Gruppen PSLa(q) fiir gewisse Primzahlpotenzen ¢ > 7 sind. Diese Ant-
wort auf Frage 1 ist im Satz [2.4]] auf Seite [63] formuliert.

Mit der zweiten Frage untersucht diese Dissertation konkrete Gruppenwirkungen
auf kompakten Riemannschen Fldchen und erweitert damit das bisherige Vorgehen
des BMW-Projekts. Sie konzentriert sich dabei weiterhin auf einfache und nicht-
abelsche Gruppen von Automorphismen und verwendet rein gruppen- und charak-
tertheoretische Methoden. Dennoch wird auch eine Familie von fast-einfachen Grup-
pen und ihre Wirkung auf Riemannsche Flachen untersucht. Im Zusammenhang mit
der zweiten Fragestellung dieser Arbeit wurden von Rebecca Waldecker und mir be-
reits erste Ergebnisse in [SaWa] veroffentlicht. Die Dissertation umfasst jene Inhalte
und enthalt zahlreiche weitere Ergebnisse.

Unter einer treuen Operation einer Gruppe G auf einer kompakten Riemannschen
Fléche X zerfillt X in G-Bahnen, deren Punktstabilisatoren zyklische Untergruppen
von G sind (vgl. Proposition 3.1 in [Mir]). Wenn G auf X mit Fixitat hochstens 4
operiert, so wirkt G auch nur mit Fixitdt hochstens 4 auf den G-Bahnen von X,
wodurch die bisherigen Ergebnisse des BMW-Projekts angewendet werden kénnen.
WEeil die einfachen, nicht-abelschen und transitiven Permutationsgruppen von Fi-
xitdt 4 bisher nicht klassifiziert sind, erarbeitet diese Dissertation eine Vielzahl an
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Beispielen mit zyklischen Punktstabilisatoren und stellt eine Vermutung iiber deren
Vollsténdigkeit auf.

Um den Fokus auf die Wirkung einer Gruppe auf einer kompakten Riemannschen
Flache zu legen, modelliert diese Arbeit zunidchst Mengen, die aus der Sicht von
Gruppenoperationen dieselben Eigenschaften wie kompakte Riemannsche Flachen
aufweisen. Anschlielend werden die Ergebnisse des BMW-Projekts und die aufge-
stellte Vermutung iiber einfache und transitive Permutationsgruppen von Fixitat 4
verwendet, um Operationen auf den modellierten Mengen mit Bahnenfixitdt hoch-
stens 4 und gewisse Einschrankungen an die Anzahl der Bahnen zu klassifizieren.
Diese werden mit gruppen- und charaktertheoretischen Methoden auf unterschiedli-
che Eigenschaften untersucht, die in der Interpretation der modellierten Mengen als
kompakte Riemannsche Flachen zur Existenz dieser Flachen und zur Klassifikation
von Fixitat-4-Operationen auf diesen fihrt.

Diese Dissertation wird aufzeigen, dass nur die Alternierenden Gruppen vom
Grad n € {5,6,7,8}, die sporadischen Gruppen M;j;, My und J; sowie die
Lie-Typ-Gruppen PSp,(q), PQg (¢), Sz(q), *G2(q), *Da(q), PSLy(q) und PSU,(q)
fir n € {2,3,4} und gewisse Primzahlpotenzen ¢ mit Fixitdt maximal 4 auf kom-
pakten Riemannschen Flachen vom Geschlecht mindestens 2 treu operieren. Diese
Antwort auf die zweite Frage ist in den Sétzen und ab Seite formuliert.
Die Ergebnisse und weitere Details sind tabellarisch auf den Seiten und
dargestellt.

Dieses Kapitel endet mit der Vorstellung der Notation dieser Arbeit und einigen
grundlegenden Resultaten zu Gruppenwirkungen. Im zweiten Kapitel steht die Be-
antwortung von Frage 1 im Fokus unserer Untersuchungen. Dazu analysieren wir zu
Beginn die mathematische Situation und legen mit dem Main Theorem in [GoHal
den Untersuchungsradius fest. Anschlielend werden die Gruppen aus diesem Resul-
tat auf die Existenz einer transitiven und treuen Fixitat-4-Operation {iberpriift, in
der es eine Involution mit genau vier Fixpunkten auf der zugehorigen Bahn gibt.
Das Kapitel endet mit dem Satz[2.41] der die Ergebnisse dieses Teils zusammenfasst
und die Frage 1 beantwortet.

Mit Beginn von Kapitel |3| fokussiert sich diese Arbeit auf die Beantwortung der
zweiten Frage. Aufgrund der Eigenschaften von Gruppenoperationen auf kompak-
ten Riemannschen Flachen werden zur Vorbereitung fir die nachfolgenden Kapitel
zundchst transitive, treue, einfache und nicht-abelsche Permutationsgruppen von
Fixitat hochstens 4 mit zyklischen Punktstabilisatoren untersucht, einige wichtige
Eigenschaften dieser bewiesen und eine Vermutung aufgestellt.

Das Kapitel [d] beginnt mit einer detaillierten Beschreibung von allgemeinen Grup-
penoperationen auf kompakten Riemannschen Flachen vom Geschlecht mindestens 2
und motiviert das weitere Vorgehen dieser Dissertation, zuerst Gruppenoperationen
und spéter die Existenz einer zugehorigen Flache zu untersuchen. Anschlielend wer-
den RF-Mengen definiert, die aus der Sicht der Gruppenwirkungen dhnliche Eigen-
schaften wie kompakte Riemannsche Flichen vom Geschlecht mindestens 2 haben.
Das Studium von Gruppenwirkungen auf RF-Mengen steht im Vordergrund des vier-
ten Kapitels. Dieses endet mit einer Klassifikation von Operationen einfacher und
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nicht-abelscher Gruppen auf RF-Mengen mit Bahnenfixitédt hochstens 4 und weite-
ren Eigenschaften, die die Anzahl der Bahnen beschrénkt, wobei die Vermutung und
einige andere Resultate aus dem Kapitel [3| eingehen.

Im Kapitel 5] steht die Untersuchung der zuvor klassifizierten Wirkungen auf ge-
wisse Eigenschaften der wirkenden Gruppe im Fokus. Diese Eigenschaften, welche
vom Riemannschen Existenzsatz abgeleitet sind, sichern die Existenz einer zu der
Wirkung gehorigen kompakten Riemannschen Flache vom Geschlecht mindestens 2,
was zu Beginn des Kapitels formuliert wird. Anschlieend werden regulére Opera-
tionen untersucht und verschiedene Werkzeuge vorgestellt, die fiir den Nachweis der
Eigenschaften niitzlich sind. In vier Abschnitten werden dann die im Kapitel [4] klas-
sifizierten Wirkungen, nach der wirkenden Gruppe sortiert, auf diese Eigenschaften
iberpruft. Das fiinfte Kapitel endet mit einer Zusammenfassung der Ergebnisse, die
mit der Klassifikation aus dem vierten Kapitel kombiniert werden.

Das sechste Kapitel untersucht die Gesamtfixitét der zum Ende von Kapitel
zusammengefassten Wirkungen. Dazu definieren und motivieren wir zunéchst zwei
Begriffe und geben Beispiele an. Anschlielend beweisen wir ein Kriterium, welches
auf einen Grof3teil der zusammengefassten Wirkungen aus dem vorigen Kapitel an-
wendbar ist und eine Gesamtfixitdt von hochstens 4 liefert. Fiir die verbleibenden
Wirkungen weisen wir eine Gesamtfixitét von mindestens 5 nach und fassen schlus-
sendlich die Ergebnisse von Kapitel [f] zusammen.

In Kapitel [7] vereinen wir die Ergebnisse der Kapitel [3] bis [6] mit Gruppenwir-
kungen auf kompakten Riemannschen Fliachen vom Geschlecht mindestens 2 und
erreichen mit den zwei Sitzen und eine Antwort auf Frage 2 dieser Arbeit
unter der Vermutung von Kapitel 8] Dabei fassen wir die Details zu den klassifizier-
ten Fixitat-4-Operationen auf kompakten Riemannschen Fldchen in der Tabelle
zusammen und geben anschliefend eine Leseanleitung der Tabelle sowie Anwen-
dungsbeispiele der Sédtze an. Diese Dissertation endet mit einer Zusammenfassung
und einem Ausblick.

1.1 Notation

Die vorliegende Dissertationsschrift befindet sich an einer Schnittstelle aus Gruppen-
theorie, Topologie und komplexer Analysis, wobei der Fokus dieser Arbeit auf endli-
chen Gruppen liegt. Diese Ausfithrungen griinden auf Grundkonzepten der Gruppen-
und Permutationsgruppentheorie (Kapitel 1 bis 5 in [KuSt] sowie Kapitel I.1 bis 1.3,
1.5 bis 1.7 und III.1 bis II1.3 in [Hupl]). Wir arbeiten mit Symmetrischen Gruppen,
Matrixgruppen sowie einfachen Gruppen (siche Kapitel 4.3 und Anhang in [KuSt]
sowie Kapitel II.5 und II.6 in [Hupl]). Die Klassifikation der endlichen einfachen
Gruppen werden wir nicht direkt zitieren. Einige Resultate, die wir verwenden, be-
nutzen jedoch die Klassifikation. Des Weiteren sind kompakte Riemannsche Flachen
ein Teil dieser Arbeit. Daher empfehlen wir Grundkenntnisse iiber solche Flachen
(siche Kapitel I.1 in [Mir], Kapitel I.1 und 1.2 in [FaKx]). Wir verwenden zu grofien

15



Teilen die Notation und Bezeichnungen in [KuSt]. Nachfolgend werden wir eigene
Notation vorstellen, die nicht oder anders in [KuSt] vorkommt.

Im Bereich der Gruppentheorie bezeichnen wir Gruppen, Untergruppen und Nor-
malteiler mit Grofibuchstaben (beispielsweise G, U und N) sowie Elemente von
Gruppen mit Kleinbuchstaben (beispielsweise g, h, x und y). Die Verkniipfung einer
Gruppe ist die Multiplikation ,,-“, das neutrale Element der Gruppe G bezeichnen
wir mit 1¢, die triviale Gruppe {1¢} ist 1. Allgemein schreiben wir fiir das Nullele-
ment einer mathematischen Struktur M das Symbol 0p; und fiir das Einselement
15/, falls vorhanden. Das zu = € G inverse Element in einer Gruppe G bezeichnen
wir mit z~!. Konjugation von = € G mit y € G in einer Gruppe G notieren wir
als z¥ = y~lay. Ferner bezeichnen wir den Kommutator von z € G und y € G mit
[z,y] = 2 'y 12y und G# sei die Menge aller Elemente von G, die verschieden von
1 sind.

Die Automorphismengruppe einer mathematischen Struktur M bezeichnen wir
mit Aut(M). Die Elemente von Aut(M) schreiben wir in Kleinbuchstaben. Operiert
eine Gruppe G auf einer Menge, so notieren wir diese Menge mit einem groffen grie-
chischen Buchstaben sowie deren Elemente mit griechischen Kleinbuchstaben. Rie-
mannsche Flichen werden mit GroSbuchstaben im Frakturstil (X) sowie Elemente
und das Geschlecht einer (kompakten) Riemannschen Flache werden mit Kleinbuch-
staben im Frakturstil (¥ und g) geschrieben. Ist QO eine Menge, auf der eine Gruppe
G operiert, so bezeichnen wir fiir alle a € (Q mit GG, den Punktstabilisator von « in
G, mit o© die G-Bahn von o und mit fixq () fiir alle z € G die Menge der Fixpunkte
von z in QO unter der Wirkung von G.

Seien G eine endliche Gruppe und U eine Untergruppe von G. Wir schreiben
dann U < G und setzen G/U :={U - g | g € G} als die Menge der Nebenklassen von
Uin G. Gilt U # G, so schreiben wir auch U < G. Sind G und H isomorphe Gruppen,
so schreiben wir G = H. Ist H eine Gruppe und gibt es eine Untergruppe V von H so,
dass U =V gilt, so schreiben wir U 5 H bzw. U ist isomorph zu einer Untergruppe
von H. Ist N ein Normalteiler von G, so schreiben wir N <G und bezeichnen mit
G/N die Faktorgruppe G modulo N. Genauso schreiben wir N <J G, falls N ein
echter Normalteiler von G ist.

Die Notation fiir Isomorphietypen einfacher, nicht-abelscher Gruppen sowie fiir
Produkte von Gruppen ist an [Wil] angelehnt. Mit C,, D,,, @y, und SD,, bezeichnen
wir die Isomorphietyp von zyklischen Gruppen, Diedergruppen, Quaterniongruppen
und Semidiedergruppen der Ordnung n € N. Sind p eine Primzahl und k& € N, so
schreiben wir den Isomorphietyp einer elementarabelschen p-Gruppe der Ordnung
q:=pF als E, oder C’]],f. Wir bezeichnen mit id,, das neutrale Element von Sj,. Ist
M eine Menge, so scheiben wir idy;: M — M fiir diejenige Abbildung, die jedes
Element aus M fest lésst.

Die Menge N der natiirlichen Zahlen beginnt bei 1 und wir setzen No := NU{0}.
Das Symbol F verwenden wir fiir einen allgemeinen Korper und F# bezeichne die
Menge F\ {Op}. Fiir alle n € N und jeden Korper [F schreiben wir I, fiir die Ein-
heitsmatrix der Groéfle n x n mit Eintrdgen aus IF. Desweiteren bezeichnet * die
Matrixmultiplikation sowie die Hintereinanderausfithrung von Abbildungen.
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Falls nicht anders behauptet, seien ab sofort alle Gruppen endlich. In der gesam-
ten Arbeit werden wir Charaktertafeln und Elementkonjugiertenklassen von Grup-
pen sowie Potenzabbildungen bzw. p-power maps nutzen (siehe u.a. [Atl]). Vor allem
bei der Verwendung von p-power maps von Konjugiertenklassen endlicher, einfacher
Gruppen im Kapitel 2] dieser Arbeit wird die Wahl der Konjugiertenklasse wich-
tig sein, weswegen wir die Notation der Elementkonjugiertenklassen von [Atl] in
jenem Kapitel iibernehmen. So bezeichnet beispielsweise die Konjugiertenklasse 3A
in G = As die Menge ((123))G. Spéter in dieser Arbeit wird das Rechnen mit Cha-
rakteren und Konjugiertenklassen im Vordergrund stehen. Dafiir werden wir Ele-
mentkonjugiertenklassen einer Gruppe G fiir beliebige = € G als Mengen K = 2¢
schreiben sowie mit K ! die Menge (z~1)¢ bezeichnen.

1.2 Grundlagen

In dieser Arbeit untersuchen wir Gruppenwirkungen von endlichen Gruppen G auf
einer Menge Q, in der jedes nichttriviale Element g € G# hochstens vier Punkte in
Q fixiert. Dazu sammeln wir zunéichst einige grundlegende Resultate zu Gruppen-
wirkungen. Wir halten fest, dass die transitive Operation einer Gruppe H auf einer
Menge A # @ mit 4.1.1 in [KuSt] dquivalent zur Operation von H auf der Menge der
Rechtsnebenklassen von H,, fur alle o € A ist. O

Lemma 1.2

Seien G eine Gruppe und U < G eine nichttriviale Untergruppe von G. G operiere

auf Q := G/U und es sei x € G¥. Gilt 25 NU = @, so ist |fixg(z)| = 0.
Andernfalls sei ohne Beschrinkung der Allgemeinheit x € U. Dann gilt

[fixa (z)] = D [Na((:) : Nu((w:)l,
=1

wobei n € N, z1,...,2n € 2C und gi,---,9n € G derart sind, dass r1 =z, g1 = lg
und 29" = x fir alle i € {2,...,n} sowie ()N U = (x1)V U ... U {(z,)V gilt.

Beweis
Gilt 2N U = @, dann gibt es kein a € Q so, dass € Gy, ist. Demnach folgt
fixqy ()| = 0. Sei also % NU # @. Dann kénnen wir 0.B.d.A. 2 € U wihlen, da die
Operation von G auf der Menge der Rechtsnebenklassen von U dquivalent ist zur
Operation von G auf der Menge der Rechtsnebenklassen von UY fiir alle g € G.
Der Beweis unterteilt sich in zwei Schritte. Im ersten Schritt zeigen wir, dass x
mindestens Y v |[Ng({x;)): Ny({x;))| Punkte in Q fixiert. Im zweiten Schritt be-
weisen wir, dass x maximal > 1" [Ng((x;)): Ny({x;))| viele Punkte in Q fest lasst.
Wir formulieren zunéchst einige nétige Teilaussagen.
Wie in der Voraussetzung seien n € N, z = 21 und x,...,z, € & sowie g1 = ¢
und gg,...,gn € G derart, dass ()¢ NU = (21)YU...U{z,)V sowie 27 = 2 fiir alle
i€{2,...,n} gilt. Sei i € {1,...,n} beliebig.
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(7)

(i)

(id)

Sei g € Na({x;)). Dann ist Ug € fixq(x;):
Da g € Ng({z;)) beliebig ist, gilt 2;9 ' € (;) und insbesondere z;9 ' € U.

Dann folgt U = Ux;9% = Ugx;g~! bew. Ug = Ugz;. O
Sei g € Ng({(z;)). Fir alle j € {1,...,n}\ {i} ist dann Uggigj_1 € fixq (z;):

Wegen (i) gilt Ugx; = Ug. Ferner ist z; = 29 = (xjgf)gi_l. Nun folgt
Ug=Ugz; = Uggigj_la:jgjgi_l und damit auch Uggigj_1 = Uggigj_lxj. O

Seien j € {1,...,n} beliebig und g,h € Ng((z;)). Dann ist Uggigj_1 = Uhgigj_1
genau dann, wenn Ny ((z;))g = Ny ({z;))h gilt:
Sei zuerst Ny ({x;))g = Ny ({x;))h. Dann ist g € Ny ((z;))h und es existiert ein
u € Ny({z;)) <U so, dass g = u- h gilt. Nun folgt

Uggig; ' = Uuhgig; ' = Uhgig; ',

da u € Ny ((z;)) <U war.

Sei umgekehrt U gg,-gj_1 =U hg,-gj_l. Dann gibt es ein v € U derart, dass
ugg,-g;1 = hgig;1 gilt. Nun ist ug = h und genauer u = hg~' € Ng((x;))NU.
Damit folgt NU(<xl>)g = NU(<$1>)h O

Seien j € {1,...,n} und j =i sowie g € Ng({z;)) und h € Ng((z;)). Dann gilt
Uggigj_1 zUh:
Angenommen das ist falsch. Dann gilt g- g; - gj_1 -h~! € U und ferner auch

1 1

. 71. -
= (2;)9°9% P da g € Ng({(z:)),
A da (901'5”)93'71 =% = T

= (z;), da h € Na((z))).

<xi>g~gi-g]1~h*

Damit sind (z;) und (z;) durch ggigjflh_1 € U konjugiert in U. Nun folgt
insgesamt (z;)V = (z;)V, im Widerspruch zur Wahl von i # j und zur Voraus-
setzung. 0

Schritt 1: Aufzihlung der Elemente in fixq(z):

Mit (7) ist fur alle i € {1,...,n} und g € Ng((z;)) schon Ug € fixg(x;). Wegen
(77) (fiir i = j) gilt fiir beliebige ¢ € {1,...,n} und verschiedene hi,hy € Ng({(z;))
genau Uhy = Uhg, wenn Ny ((z;))h1 = Ny ({x;))hs ist.

Sind also m € N und hq,...,hy € G so, dass |[Ng((z)): Ny({(z))| = m und
Na({(z))/Ny((z)) = {Ny({z))h1,...,Ny({x))hm} gilt, so sind Uhy,...,Uhy, paar-
weise verschiedene Elemente von fixg(z). Das ist analog fiir z9,...,x, anstelle von

x.

Gilt Ny ({z;))-h € Ng({z;))/Ny ({x;)) fur beliebiges i € {2,...,n} so ist Uhg; mit
(it) ein Fixpunkt von z in Q und mit (4%) verschieden von Ugg;, wenn
Ny((z:)) - g € Na({z:)) /Ny ((z:)) und Ny ((3)) - g # Ny ({zs)) - h gilt.
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Dabei sichert (iv), dass alle diese aufgezihlten Fixpunkte Ug und Uhg; von = mit
Ny ((z))g € Ne((2))/Nu({(z)) und Ny((z)) - h € Ng({xi))/Nu({:)) fiir beliebiges
i €{2,...,n} paarweise verschieden sind. Somit gilt nun

> _ING((z:): Nu({ai))| = lfixo(2)].
i=1

O

Schritt 2: Das Element x fiziert hochstens Y i1 |[Ng((x;)): Ny ({z;))| viele Punkte

Seien Uy € fixq(z) beliebig und y := 29" Dann gilt Ugz = Ug und damit auch
y € U. Nun kénnen wir wegen ()N U = (x1)V U...U (2,)Y genau drei Fille
unterscheiden:

Fall 1: Es gilt y € ().
Dann ist g,g7! € Ng((z)) und Ny ((x))g € No({z))/Ny({(z)). Ferner gilt fiir
alle h € Ny ((z))g mit (4) schon Uh =Ug.

Fall 2: Esist y ¢ (z) und (y)V = (2)V.
Dann gibt es ein u € U so, dass ()% = (y) gilt. Sei weiter k € N so, dass z% = y*
ist. Zunéchst sind  und y in G konjugiert, weil y = 29" war. Wegen z = y/*
sind auch y und y* in G' zueinander konjugiert. Sei also h € Ng((y)) so, dass
y" =y ist. Nun gilt 2%9 = (y*)9 = (y9)* = 2¥ und damit folgt ug € Ng((x)).
Da u € U gilt, ist Uug = Ug € fixg(x) ein Fixpunkt.

Fall 3: Es gilt y ¢ (z) und (y)V # (z)V.
Dann gibt es wegen der Definition von M, ein i € {2,...,n} so, dass
()Y = (;)V ist. Ferner existieren ein « € U und ein k € N so, dass y* = z;"
gilt. Da x;, z und y in G sowie y und z;* in U zueinander konjugiert sind, gibt

es ein h € Ng((z;)) so, dass zl' = 2¥ ist.

Nun folgt 29 wh™" = yuh™" = (z;5)h"" = 2;. Da 29 = ; war, kénnen wir
91'_1 = g~ 'uh~! wihlen. Mit (ii) folgt Uh™'g; € fixg(z). Da v € U war, gilt
nun

Uh™tgi=Unh Y (g luh™H t=UL thutg=Uy.
Mit diesen drei Féllen haben wir folgendes gezeigt:
Gilt Ug € fixq(z), so gibt es ein i € {1,...n} derart, dass Ny ((x;))-gg; ! in

Ng({(zi))/Ny({z;)) enthalten ist (mit g1 = 1¢). Damit folgt, dass Ug einer der in
Schritt 1 aufgezdhlten Fixpunkte ist. Deswegen gilt

> _ING({(x:): Ny((z:))| < [fixa(z)],
i=1

wodurch die Behauptung bewiesen ist. |
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Lemma 1.3
Seien G eine transitive Permutationsgruppe auf einer Menge Q und a € Q beliebig.
Ferner wirke G mit Fizitdt 4 auf Q. Dann gilt:

(i) Ist p > 5 eine Primzahl, die |Gq| teilt, dann enthdlt G eine Sylow p-Unter-
gruppe von G.

(ii) Sei H < G, ein nichttrivialer Vierpunktstabilisator. Fir alle g € G gilt dann
HYNH e {1,H} (H ist t.i.). Falls |H| von 3 geteilt wird, so enthdlt H eine
Sylow 3-Untergruppe von G oder Ng(H) besitzt eine Untergruppe, die Ay auf
fixq(H) induziert.

Falls Ng(H) nicht transitiv auf fixq(H) operiert, dann ist Ng(H)/H eine
elementarabelsche Gruppe der Ordnung 4 und |Ng,(H)/H|=2.

(iii) Sei 1+ X <Gq. Falls X genau einen oder zwei Punkte in Q fiziert, dann ist
ING(X): Ng,(X)| € {1,2}. Fualls X genau vier Punkte in Q fest lisst, dann
gilt Ng(X) < Ng(H) und |[Ng(H) : Ng,,(H)| € {2,4}, wobei H wie in (i) ist.
Falls in diesem Fall |Ng(X)| von 3 geteilt wird, dann auch |Gq|. Wenn X
genau drei Punkte in Q) fiziert, so ist [Ng(X): Ng,(X)| <3.

Beweis
Teil (7) ist die Aussage von Lemma 4 in [BMW]. Teil (i) und alle bis auf die letzte
Aussage in (ii7) wurden in Lemma 6 in [BMW] bewiesen.

Fiir die verbliebene Aussage sei {a,3,7} = A C Q so, dass A = fixg(X) gilt.
Ist Ng(X)/X =1, so sind wir fertig. Sei also Ng(X)/X nichttrivial. Die Elemente
von Ng(X)/X bewirken Symmetrien der Menge A. Das bedeutet, dass Ng(X)/X
eine Untergruppe isomorph zu einer Untergruppe von &3 und gegebenenfalls wei-
tere Elemente enthélt, die A punktweise fixieren. Die Untergruppe Ng, (X)/X von
Ng(X)/X besitzt alle Elemente von Ng(X)/X, die A punktweise fixieren oder eine
Transposition auf {/3,7} bewirken. Damit folgt die Behauptung. [ |

Der Begriff der Markentafel einer Gruppe, wurde von William Burnside in [Burl
S. 236f] eingefithrt. Die Markentafel einer Gruppe G ist eine quadratische Matrix
M, wobei die Grofle von M genau die Anzahl m € N der G-Konjugiertenklassen von
Untergruppen Ki,...,K,, ist. Die Zeilen und Spalten dieser Matrix sind mit jenen
Konjugiertenklassen beschriftet. Sind A,B< G und i,j € {1,...,m} so, dass A € K
und B € K; gilt, so ist der Eintrag in Zeile ¢ und Spalte j der Matrix M die Anzahl
der Fixpunkte von B in der transitiven Operation von G auf G/A.

Weil mit 4.1.1 in [KuSt] jede transitive Operation einer Gruppe G auf einer Men-
ge Q) dquivalent zur Operation von G auf G/G,, fiir ein « € Q ist, kbnnen wir mit
Hilfe der Markentafel von G tiberpriifen, ob GG transitive Fixitat-4-Operationen auf-
weist und welche das sind. Im Computer-Algebra-System GAP (siehe [GAP]) kann
die Markentafel einer Gruppe berechnet werden. Das GAP-Paket [TOM] ist eine
Bibliothek mit Markentafeln von einigen einfachen Gruppen und ihren Erweiterun-
gen. Wir werden nachfolgend zwei GAP-Algorithmen vorstellen, die diese Markenta-
feln und das Paket [TOM] verwenden. Der erste Algorithmus berechnet die Anzahl
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der Fixpunkte von nichttrivialen Elementen von G in einer transitiven Operation
auf einer Menge. Der zweite Algorithmus {iberpriift mit Hilfe der Markentafel einer
Gruppe G, ob G eine Fixitdat-4-Operation aufweist. Beide Algorithmen finden ihre
Anwendung in dieser Arbeit.

Bemerkung 1.4

Seien G eine Gruppe und U < G. Weiter seien () eine Menge, auf der G transitiv
operiert, und « € Q so, dass G, = U gilt. Die nachfolgende GAP-Funktion [GAP]
berechnet die Anzahl der Fixpunkte |fixg(g)| von beliebigen g € G# in Q mittels
der Markentafel von G.

Input: Die Markentafel tom von G und eine natiirliche Zahl num so, dass die von
RepresentativeTom( tom, num ) in GAP ausgegebene Gruppe isomorph zu U ist.

Output: Eine Liste, deren Elemente selbst Listen sind. Diese Teillisten haben die
Léange 3 und sind in der Form [ o(g), |Ca(9)|, |fixa(g9)] |-

FixedPointsTom:=function(tom, num)

local G, indC, mat, CN, 1;

if not IsTableOfMarks(tom) then

ErrorNoReturn("the first given parameter is not a table of
marks!");

fi;

if not num in [1..Length(MarksTom(tom))] then
ErrorNoReturn("the second given parameter is not a number

between 1 and Length(MarksTom(tom))!");
fi;

G := UnderlyingGroup(tom);;
indC := Filtered ( [2..Length(MarksTom(tom))], i -> IsCyclic(
RepresentativeTom( tom, i ) ) );;
mat := MatTom(tom) [num];;
CN := OrdersTom(tom);;
1 := List( indC, i -> [ CN[i], Order( Centraliser( G,
RepresentativeTom( tom, i ) ) ), mat[i] ] );;
return 1;
end;

Bemerkung 1.5

Sei G eine Gruppe. Die nachfolgende GAP-Funktion [GAP] ermittelt transitive
Fixitat-4-Operationen von G und gibt nur solche aus, in denen ein nichttriviales
Element von G genau vier Fixpunkte aufweist. Gibt es eine transitive Fixitét-4-
Operation von G auf einer Menge Q) und ist a € G, so wird die Struktur von G,
die Michtigkeit von Q und die Zeilennummer von (G4) in der Markentafel tom
ausgegeben.
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Input: Die Markentafel tom einer Gruppe G.

Output: Fine Liste, deren Elemente selbst Listen sind. Diese Teillisten haben die
Lange 3 und sind in der Form | Zeilennummer in tom, Struktur des Punktstabilisa-
tors, Liange der Bahn |.

TestTomF4:=function(tom)
local marks, g, fin;
marks := MarksTom(tom);;
fin := [ 1;;
for g in [1..Length(marks)] do
if Set( [ 2 .. Length( marks[g] ) ], i -> marks[g][i] < 5 )
= [ true ] and ( 4 in marks[g] )
then Add( fin, [ g, StructureDescription( RepresentativeTom(
tom, g) ), marks[g]l[1]1] );
fi;
od;
return fin;
end;
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Transitive Fixitat-4-Operationen und
Involutionen mit vier Fixpunkten

In diesem Kapitel untersuchen wir transitive und treue Fixitédt-4-Operationen von
einfachen und nicht-abelschen Gruppen, in denen es eine Involution mit genau vier
Fixpunkten gibt, und werden Frage 1 beantworten. Die Existenz einer Involution mit
vier Fixpunkten in einer transitiven Fixitdt-4-Operation einer Permutationsgruppe
G auf einer Menge Q) hat grofle Auswirkungen auf G und Q. Wir fassen wichtige
Eigenschaften im folgenden Lemma zusammen:

Lemma 2.1
Seien G eine transitive Permutationsgruppe auf einer Menge () von Fizitdt 4 sowie
a€Q undt € G, eine Involution mit vier Fizpunkten in ().

Dann ist |Q| gerade, G, enthdlt keine Sylow 2-Untergruppe von G und jedes
2-Element von Gﬁ hat 2 oder 4 Fizpunkte in Q). Gibt es ferner eine Sylow 2-
Untergruppe S von G, diet in ihrem Zentrum enthdlt, so ist |Cq(t) : Cq, (t)] € {2,4}.

Beweis

Da t € G,, eine Involution ist, ist X := (t) eine Gruppe der Ordnung 2 und es gilt
Ng(X)=Cg(t) und Ng, (X)=Cgq,(t). Weil die X-Bahnen von Q Lénge 1 oder 2
haben, die Fixpunkte von ¢ in () genau in den Bahnen der Lange 1 sind und ¢ nach
Voraussetzung genau vier Punkte in Q fixiert, ist |QQ| gerade.

Da G transitiv auf Q) operiert, gilt |G| = |Q|-|Gq|. Weil |Q| sowie |G| gerade
sind, kann G, keine Sylow 2-Untergruppe von G enthalten. Mit Lemma 8 (a) in
[BMW] folgt damit die Aussage iiber die Anzahl der Fixpunkte von 2-Elementen
aus G, in Q).

Mit Lemma (#7) ist k :=|Cq(t) : Cq, (t)] < 4. Angenommen, es sei k = 3.
Sei weiter H < G, ein bzgl. Inklusion maximaler Vierpunktstabilisator und so, dass
fixq (t) = fixq (H) gilt. Aufgrund der Annahme gibt es ein Element y € Cq(t)\Cgq,, (1)
derart, dass y> € Cg, (t) ist. Insbesondere ist o(y) durch 3 teilbar. Weil ¢ € H ist,
gilt nach Lemma (77) jetzt Cq(t) < Ng(H). Daher ist y € Ng(H). Ferner gilt
mit selbem Lemma auch |Ng(H): Ng, (H)| € {2,4}, wodurch y € G, folgt. Das
widerspricht k = 3.

Sei zum Schluss S € Syly(G) derart, dass t € Z(5) gilt. Dann ist S < Cg(t) und
weil |Q| gerade ist, folgt nun mit letztem Absatz k € {2,4}. [ |
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Wir arbeiten unter folgender

Voraussetzung 2.2

Seien () eine Menge und G eine einfache und nicht-abelsche Gruppe, die transitiv,
treu und mit Fizitat 4 auf Q operiert. Ferner seien o € QO und t € G, so, dass
o(t) =2 und |fixq(t)| =4 gilt, sowie C := Cg(t) und Co :=CNGy.

Seien G und Q wie in Voraussetzung Da eine Involution von G genau vier
Punkte von Q fixiert, ist G mit Theorem 14 in [BMW] vom sektionalen 2-Rang
hochstens 4 oder G besitzt eine stark eingebettete Untergruppeﬂ Dann ist G mit

dem Main Theorem in [GoHal S. 1f] und Theorem 14 (b) in [BMW] isomorph zu
einer der folgenden Gruppen:

(Lie-1) PSLa(q), PSL3(q), PSUs(q), PSp,(q), Ga(q), 2G2(q), 3D4(q), PSL4(q) mit
g 1 modulo 8, PSUy4(¢) mit ¢ # 7 modulo 8, PSL5(¢) mit ¢ = —1 modulo 4
oder PSUs(g) mit ¢ =1 modulo 4, wobei in allen Féllen ¢ > 3 eine ungerade
Primzahlpotenz ist, (der Lie-Typ-Fall in ungerader Charakteristik)

(Lie-2) PSL3(4), oder PSLa(q), PSU3(q) oder Sz(q), wobei in allen Féllen g > 4 eine
gerade Primzahlpotenz ist, (der Lie-Typ-Fall in gerader Charakteristik)

(Alt) A7, As, Ag, Ajg oder Ay, (der alternierende Fall)
(Spo) M1, Mia, Maa, Mas, Ji, Ja, J3, McL oder Ly. (der sporadische Fall)

Wir bemerken, dass sich die Notation dieser Arbeit von der in [GoHal unterscheidet,
und verweisen auf die Bemerkung nach dem Main Theorem in [GoHal S. 2].

Wir beginnen nun mit der Untersuchung der Gruppen und unendlichen Serien
in (Lie-1), (Lie-2), (Alt) und (Spo). Wir werden dabei in einzelnen Lemmata jede
dieser Gruppen bzw. unendlichen Serien von Gruppen auf die Einhaltung der Vor-
aussetzung [2.2] iiberpriifen, um am Ende des Kapitels eine Klassifikation unter dieser
Voraussetzung beweisen zu konnen und damit Frage 1 zu beantworten.

Wurde eine Operation im Sinne von Voraussetzung [2.2 nachgewiesen, so geben
wir die Anzahl der Fixpunkte eines Elements der Gruppe in einer nachfolgenden
Bemerkung an. Diese Informationen kénnen mit Lemma oder mit dem in Be-
merkung[I.4] vorgestellten Algorithmus ermittelt werden. Die Darstellung werden wir
tabellarisch halten und dabei die Anzahl der Fixpunkte eines Elements der Grupp-
pe mit seiner Konjugiertenklasse in der Notation von [Atl] identifizieren. Das ist
moglich, da Punktstabilisatoren in einer transitiven Operation zueinander konju-
giert sind. Dabei werden wir zu einer Elementordnung nur diejenigen Elementkonju-
giertenklassen auffithren, die zu konjugierten zyklischen Untergruppen der Gruppe
fithren. (Beispielsweise werden fiir die Gruppe As die Konjugiertenklassen 5A und

LSektionaler 2-Rang hochstens 4 bedeutet, dass jede Sektion H/N von G mit H < G und
N ( H eine elementarabelsche 2-Untergruppe von Ordnung maximal 2% = 16 besitzt. Eine stark
eingebettete Untergruppe H von G hat die Eigenschaft, dass |H| gerade und |H N HY| fiir alle
g € G\ H ungerade ist.
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5B* zur Klasse 5A zusammengefiihrt.) Die tabellarisch aufgefiihrten Elementkonju-
giertenklassen und deren Nummer sind mit den Konjugiertenklassen der jeweiligen
Gruppe in [Atl] identifiziert.

Bis zum Ende des Kapitels werden wir Informationen tiber Konjugiertenklassen,
Charaktere, Struktur, Ordnung und Index maximaler Untergruppen, Ordnungen
von Zentralisatoren von Elementen, p-power maps und vieles mehr fiir die jeweilige
einfache Gruppe aus [Atl] nutzen.

2.1 Alternierende Gruppen

In diesem Abschnitt untersuchen wir die Gruppen aus dem alternierenden Fall des
Main Theorems in [GoHal. Das sind die Gruppen A7, Ag, Ag, Ajg und A;;. Wir
beginnen mit derjenigen alternierenden Gruppe vom kleinsten Permutationsgrad:

Lemma 2.3
Es gelte Voraussetzung[2.2. Dann ist G nicht isomorph zu Az.

Beweis

Angenommen, das sei nicht so. Mit der Charaktertafel von G in [Atl] gibt es genau
eine G-Konjugiertenklasse von Involutionen und es gilt |C| = 24 = 23 - 3. Mit Lem-
ma wird |G4| von 6 geteilt und sei z € Cy, N 3A mit der p-power-map von G in
[Atl]. Wir setzen X := (z), N := Ng(X) und N, := NN G,. Mit [Atl] ist N eine
maximale Untergruppe von G, hat Ordnung 72 und ist isomorph zu (A4 xC3) : Cs.
Mit den Lemmata [1.3] (¢77) und [2.1| folgt schon |N : N, | € {2,4}.

Ferner gilt |Cg(z)| = 36 mit [Atl]. Da Cg(z) < N gilt und A4 keine Untergruppen
vom Index 2 besitzt, folgt Cg(x) = A4 xC3. Damit wirken die Elemente in N\ Cg(x)
per Konjugation auf x als invertierende Involutionen.

Aus [N : N,| =4 folgt N, = (C3xC3) : Ca, da Ay keine Untergruppe vom Index 2
besitzt. Jedoch ist dann gleichzeitig t € Cq(x) und t € N\ Cg(x). Das ist unméglich.
Nun ist also |N : No| =2 und Ny = Cg(2).

Angenommen, es gilt G, = N,. Da G, ein direktes Produkt aus X und einer
Untergruppe isomorph zu Ay ist, sei K < G, ein Komplement von X in G, so,
dass t € K ist. Dann ist t“ N K = t& und t9 N G, = t% weil |G, : K| = 3 gilt.
Ferner ist |Ck(t)| =4 und |Cx (t)| = 3. Dann folgt |Cy| =12 und Lemma |1.2f liefert
Ifixq ()| = 2, ein Widerspruch zur Voraussetzung (2.2

Nun ist also N,y ¢ G und insbesondere gilt dann G, g N. Sei M < G eine
maximale Untergruppe von G so, dass G, < M gilt. Dann besitzt M schon eine
Untergruppe isomorh zu A4 xCs3. Insbesondere wird |M| von 36 geteilt. Mit der
Liste der G-Konjugiertenklassen von maximalen Untergruppen von G in [Atl] folgt
nun M = Ag und |M : G4 ist ein echter Teiler von 10. Da N, = A4 xC3 nicht zu
FEyg : Cy isomorph ist, folgt mit der Liste der maximalen Untergruppen von M in
[Atl] schon G, = M. Dann ist |QQ| =7, ein Widerspruch zu Lemma ]
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Lemma 2.4
Es gelte Voraussetzung . Dann ist G 2 As.

Beweis
Angenommen, das sei nicht so. Mit der Charaktertafel von G in [Atl] gibt es zwei
Klassen von Involutionen. Wir zeigen zunéchst eine Zwischenbehauptung:

Schritt 1: FEs gilt 2BN Gy = 9:

Angenommen, das sei falsch. Weiter sei y € G, N 2B. Dann gilt mit der Charak-
tertafel von G in [Atl] schon |Cg(y)| = 96 = 2°-3. Mit den Lemmata (i) und
wird dann |G| von 23 -3 geteilt. Wir betrachten = € Cq, (y) N 3A, N := Ng((z))
und N, := N NG, mit Lemma [1.3] (7).

Mit [At]] gilt |Cg(z)| = 180. Ferner ist N eine maximale Untergruppe von G
von Ordnung 360 und N ist isomorph zu (As xC3) : Ca. Da Cg(z) < N gilt und As
keine Untergruppe vom Index 2 besitzt, folgt C;(z) = A5 xC3 und die Elemente aus
N\Cg(z) wirken per Konjugation auf z als invertierende Involutionen. Ferner besitzt
N eine Untergruppe isomorph zu S5 mit [Atl] und weiter folgt |N : Nyo| € {1,2} mit
Lemma (i), da As keine Untergruppen vom Index 2, 3 oder 4 besitzt und
() =Z(Cq(x)) < Ny ist.

Angenommen, es gilt |N: Ny| = 1. Da N eine maximale Untergruppe von G
ist mit [Atl], folgt G, = N. Da N eine Untergruppe isomorph zu Ss enthélt, gibt
es mindestens zwei Konjugiertenklassen von Involutionen ¢; und t2 in G, wobei
t1 eine Doppeltransposition und 5 eine Transposition in der natiirlichen Wirkung
von Sp seien. Mit der Charaktertafel von S5 und wegen Cg(z) = As xCs gilt nun
|Cq,, (t1)| =24 und |Cg, (t2)| = 12.

Falls t5 € y© ist, so gilt |fixg(y)| > % = 8 mit Lemma Das ist unmoglich.
Nun ist also o € y@ = 2B und mit der Charaktertafel von G in [Atl] folgt ¢5 € 2A.
Dann gilt jedoch [fixq (t2)| > 2 = 16 mit Lemma Das ist ein Widerspruch zur
Voraussetzung [2.2

Nun gilt also |N: No| = 2 und damit N, = Cg(x) = As xCs. Falls G, = N,

ist, so folgt mit der Charaktertafel von As in [Atl] und wegen ||i‘;|| = 3 schon

y9 N Gy =y% und |Cq, (y)| = 12. Zusammen mit Lemma [1.2] liefert das insgesamt
fixq (y)| = 8. Das ist unmoglich.

Daher gilt N, < G, und es sei M < G eine maximale Untergruppe von G mit
Go < M. Nun folgt M 2 N, da sonst M = N = G, ist. Ferner wird |M| von 180
geteilt und M enthélt eine Untergruppe isomorph zu As xC3. Da mit der Liste der
Konjugiertenklassen von maximalen Untergruppen von A7 und Sg in [Atl] keine die-
ser beiden Gruppen eine Untergruppe isomorph zu N, = A5 xC3 enthéalt, erfolgt ein
Widerspruch mit der Liste der G-Konjugiertenklassen von maximalen Untergruppen
von G in [Atl]. O

Mit Schritt 1 gilt nun 2B N G, = @. Daher ist ¢t € 2A und |C] = 20 -3 mit
[Atl]. Wegen Lemma wird nun |Ga| von 2% -3 geteilt. Sei jetzt X < G, eine
elementarabelsche 2-Gruppe von maximaler Ordnung.
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Schritt 2: Es gilt | X| > 8:

Da C' im Normalisator W einer elementarabelschen Gruppe Y der Ordnung 8
enthalten ist, wobei Y N 2A = Y'# gilt, hat W Ordnung 1344 mit [At]]. Weil |C| = 192
mit [At]] gilt, folgt |W : C| = 7. Da W = Cy? : PSLy(7) nach [At]] ist, folgt mit der
Liste der PSLs(7)-Konjugiertenklassen von maximalen Untergruppen in PSLa(7)
schon C' = 093 : Sy. Sei V < C ein Komplement von Y in C so, dass V N Cy, maximal
ist. Da |C': Cy| € {2,4} mit Lemma [2.1] gilt, kénnen wir nun mehrere Moglichkeiten
unterscheiden.

Zuerst sei |C: Cy| = 2. Dann gilt entweder Y << C, und |V : VN C,| = 2 oder
V <Cq und |Y NC,| = 4. Im ersten Fall besitzt C,, eine elementarabelsche Unter-
gruppe der Ordnung 8. Fiir den zweiten Fall betrachten wir erneut W =Y : PSLa(7).
In der natiirlichen Wirkung von SL3(2) = PSLy(7) auf Y, einem dreidimensionalem
GF(2)-Vektorraum, hat jedes Element von Ordnung 3 in SL3(2) die Gestalt einer
Monomialmatrix (vgl. Satz 7.2 in [Hupl]). Eine Monomialmatrix in SL3(2) ist eine
Permutationsmatrix, die die Basisvektoren permutiert. Da es in V N C,, ein Element
h der Ordnung 3 gibt, kbnnen wir h als eine solche Matrix auffassen. Das Element
h operiert auf den eindimensionalen Teilrdumen von Y, indem h den Teilraum (t)
fixiert und die iibrigen sechs eindimensionalen Teilrdume sich auf (h)-Bahnen der
Lénge 3 verteilen. Da jedoch |Y NCy| =4 und |(Y NCy) \ (t)| = 2 gilt, erhalten wir
einen Widerspruch zu dieser Operation von h auf Y. Damit kann der oben genannte
zweite Fall nicht eintreten.

Sei nun |C': Cy| = 4. Dann gilt entweder Y < C, und |V : VNCy| =4, V<O,
und YNCy = (t) oder |V : VNCy| =2 und |Y NCy| = 4. Der letzte Fall kann wegen
der eben betrachteten natiirlichen Operation von SL3(2) auf Y nicht eintreten, da
V' N Cy ein Element der Ordnung 3 enthélt. Im ersten Fall ist Y << C,, eine elemen-
tarabelsche Untergruppe der Ordnung 8. Falls zuletzt V < C, und Y NC,, = (t) gilt,
so enthélt V eine Kleinsche Vierergruppe K und es ist (t)- K < C,, elementarabelsch
der Ordnung 8. O

Da mit Schritt 2 jetzt |X| > 8 gilt, sei Y < X < G, so, dass |Y| = 8 ist. Mit
Schritt 1 besteht Y# nur aus Involutionen aus der G-Konjugiertenklasse 2A. Wir
betrachten jetzt N := Ng(Y) und N, := NN G,. Mit [At]] ist N eine maxima-
le Untergruppe von G und isomorph zu Eg : PSL3(2). Mit Lemma (@it) gilt
|N : No| < 4. Da PSL3(2) mit [Atl] keine Untergruppen vom Index 2, 3 oder 4 be-
sitzt und Y < G, gilt, muss schon [N : Ny| =1 sein. Dann ist G, = N, da N eine
maximale Untergruppe von G ist. Nun folgt |Q| = 15, ein Widerspruch zu Lemma
Damit ist alles gezeigt. [ |

Lemma 2.5
FEs gelte Voraussetzung [2.3 Dann ist G nicht isomorph zu eine der Gruppen Ag,
Aiqo oder Aq1.

Beweis

Angenommen, das sei falsch. Seien n € {9,10,11} und G isomorph zu A,. Mit der
Charaktertafel von G in [Atl] besitzt G zwei Konjugiertenklassen 2A und 2B von
Involutionen.
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Schritt 1: G enthdlt kein Element aus der Elementkonjugiertenklasse 3A:

Angenommen, das sei doch so und sei x € G, N 3A. Dann gilt |Cg(x)| = 3| Ap—3]
mit [Atl] und N := Ng((x)) = (Ap_3xC3) : Cq ist eine maximale Untergruppe
von GG. Sei Ny := NNGy. Da € G, nun 1, 2, 3 oder 4 Punkte in Q fixiert, gilt
|N : No| <4 mit Lemma (77). Der Fall Index 3 kann nicht eintreten, da A, _3
keine Untergruppe vom Index 3 besitzt und damit x ¢ N, folgen wiirde. Der Fall
Index 4 kann ebenfalls nicht eintreten, da A, _3 keine Untergruppe vom Index 2 oder
4 besitzt. Somit ist Cq(z) = A,_3 x C3 in G,, enthalten und wir finden ein Element
y € No N 2A mit der p-power map von G in [Atl]. Da G, = G gilt, sei M < G eine
maximale Untergruppe von G so, dass Go < M ist.

Sei zuerst n = 9. Dann ist [N|; =5 und |G|; = 25. Ferner enthélt N eine Un-
tergruppe isomorph zu A47. Mit Lemma (i) besitzt G, dann eine Sylow 5-Un-
tergruppe von G und eine Sylow 7-Untergruppe von G. Das bedeutet nun, dass
|Go| von 5-3-|A,—3]| geteilt wird. Fiir n = 10 folgt aus Ordnungsgriinden automa-
tisch G = G4, da A1 mit [Atl] keine maximale Untergruppe besitzt, deren Ordnung
durch 5-3-|A7| = 37800 teilbar ist. Fiir n = 11 gilt wegen der Ordnung von G, sofort

M = Ao. Da hier |G| von 15-|As| = 302400 geteilt wird, 1£L = 6 gilt und M
keine Untergruppen vom Index 2, 3 oder 6 besitzt, folgt G, = M. Dann ist |Q| =11
und fiir n > 9 erhalten wir einen Widerspruch mit Lemma

Somit gilt n = 9. Dann ist aus Ordnungsgriinden und mit der Liste der G-Kon-
jugiertenklassen von maximalen Untergruppen von G in [Atl] nur M = N moglich.

Da G, hochstens Index 2 in N hat (siehe oben), folgt
03 X.AG %’CG(.%)gGagNE (03 XAG) : CQ.

Weil y € Ci(x) und o(y) = 2 gilt, ist y in einer Untergruppe isomorph zu Ag von
Ca(z) enthalten. Da es mit [Atl] in Ag nur genau eine Konjugiertenklasse von Invo-
lutionen gibt, gilt ‘CCG(JC) (y)’ =3-8=24und |Cn(y)| =2-3-8 = 48. Das Gleiche gilt
fir Involutionen z € N\ Cg(z). Weiter ist |C(y)| = 480 nach [Atl], da y € 2A war.
Lemma liefert nun fixg(y) > % =10 >4, falls G, = Cg(z) oder G, = N gilt.
Das widerspricht der Voraussetzung und es folgt die Behauptung von Schritt 1.

O

Nach Schritt 1 ist G, N 3A = @. Damit enthéilt G, keine Sylow 3-Untergruppe
von G und mit Lemma 8 (b) in [BMW] hat nun jedes Element von Ordnung 3 in
G genau drei Fixpunkte in Q). Gilt ¢ € 2A, so ist mit Lemma (4i7) und mit der
p-power map von G in [Atl] wieder G, N 3A = &, ein Widerspruch zu Schritt 1.

Somit gilt t € 2B. Nach [At]] ist 3 ein Teiler von |C| und damit auch von |G| mit
Lemma [2.1] Gilt n =11, so gibt es mit der p-power map von G in [Afl] ein Element
x € C'N6A so, dass #3 =t und 22 € 3A ist. Da |C: Oy € {2,4} mit Lemmagilt,
folgt 2 € G, im Fall n = 11. Das widerspricht Schritt 1. Wir miissen also nur noch
n € {9,10} betrachten.
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Schritt 2: Es gilt |Q] = 84:

Ist n =9, so sei mit der p-power map in [Atl] x € 3C N C = @. Es gilt
|Ng((x))| = 22-3% und mit Lemma (7i) enthdlt G, eine 3-Untergruppe von
Ordnung 9. Weiter ist |C| = 2°-3 und mit Lemma [2.1] wird |G| von 2% - 32 geteilt.

Fir n = 10 sei x € 3B N C # @ mit der p-power map in [Atl]. Es gilt
ING((z))] =2%-3% und wieder mit Lemma (7ii) enthalt G, eine 3-Untergruppe
von Ordnung 9. Es ist |C] =27 -3 und mit Lemma [2.1) wird |G| von 2° - 3% geteilt.

Seien S, € Syl3(G4) und S € Syl3(G) so, dass So < S gilt. Es ist |S| = 81 und wir
wissen, dass |Sq| > 9 sowie S, = S gilt. Da insbesondere | S, | # 3 ist, kann nur der Fall
(d) von Lemma 10 in [BMW] eintreten und es folgt, dass es in QO genau eine S-Bahn
A C Q der Lange 3 gibt und die anderen Bahnen von S in Q \ A regulér sind. Dann
existiert ein k € Ny so, dass |Q| = k-81+-3 gilt. Ferner ist |QQ]-|Go| = |G|. Da G keine
Untergruppe vom Index 3 besitzt, kénnen wir & > 0 annehmen. Da |G| > 2* - 32
fiir n =9 bzw. |Gga| > 27 - 32 fiir n = 10 ist, erhalten wir durch Umstellen, dass fiir

k> 16 im Fall n =9 bzw. k > 78 im Fall n=10 schon 81k +3 = |0 > &L, gilt.
G|

Durch Berechnung von 1o fiur 1 <k <15, falls n =9 gilt, bzw. 1 < k <77, falls
n = 10 gilt, erhalten wir, dass nur fiir k = 1 die Zahl |QQ| = 81k + 3 ein Teiler von |G|
ist. Also folgt k=1 und |Q| = 84. O

Im Fall n =10 gilt mit Schritt 2 nun |Gq| = 21600. Mit der Liste der G-Konju-
giertenklassen von maximalen Untergruppen von G = Ajg in [Atl] besitzt G jedoch
keine Untergruppe, deren Ordnung durch 21600 teilbar ist. Im Fall n =9 gilt wegen
Schritt 2 schon |G| = 2160. Mit [At]] ist dann G, der Normalisator einer zyklischen
Untergruppe X der Ordnung 3, wobei das erzeugende 3-Element von X nach [Atl]
in der Konjugiertenklasse 3A enthalten ist. Das ist ein Widerspruch zu Schritt 1 und
insgesamt folgt die Behauptung. |

Wir haben die alternierenden Gruppen aus dem Main Theorem von [GoHal iiber-
prift und konnten zeigen, dass keine Gruppe aus dem Fall (Alt) auf einer Menge Q
transitiv und mit Fixitdt 4 operiert so, dass eine Involution genau vier Fixpunkte
in O hat. Mit dem Algorithmus in Bemerkung konnen wir feststellen, dass die
Gruppe A7 zwei nicht-dquivalente, transitive Fixitdt-4-Operationen besitzt, in de-
nen Involutionen weniger als vier Punkte auf der jeweiligen Bahn festlassen. In der
einen Operation hat A7 zyklische Punktstabilisatoren der Ordnung 5. Diese werden
wir in Lemma [3.7] genauer betrachten. Die andere Fixitéit-4-Operationen vermerken
wir an dieser Stelle:

Bemerkung 2.6

Sei G = A7. Der in Bemerkung [I.5 vorgestellten Algorithmus liefert, dass G in der
natiirlichen Operation auf Q :={1,...,7} mit Fixitdt 4 wirkt. Mit dem Algorithmus
aus Bemerkung [T.4] ermitteln wir die Fixpunktanzahl von nichttrivialen Elementen
von G in dieser Operation:
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ze|2A 3A 3B 4A 5A 6A TA
fixo()] [ 3 4 1 1 2 0 0

Tabelle 2.1: Anzahl der Fixpunkte der Elemente = € A# in der natiirlichen Opera-
tion.

2.2 Sporadische Gruppen

In diesem Abschnitt werden wir die sporadischen Gruppen aus dem Main Theorem
von |GoHal untersuchen. Das sind die Gruppen Mjy, Mo, Mag, Mas, J1, Jo, J3,
McL und Ly.

Im ersten Lemma dieses Abschnittes untersuchen wir Fixitdt-4-Operationen der
Mathieu-Gruppe M1 unter Voraussetzung Dafiir miissen wir die Struktur einer
gewissen Untergruppe des Normalisators einer Sylow 3-Untergruppe von M7y sowie
die Untergruppenstruktur von GLg(3) verstehen. Wir sammeln zunéchst die notigen
Informationen in einer

Bemerkung 2.7

(7) Mit einer kurzen Rechnung in [GAP] bestimmen wir die Isomorphietypen der
Untergruppen von GL2(3) vom Index 2 und 4:

gap> G:=GL(2,3);;

gap> cs:=Filtered( ConjugacyClassesSubgroups( G ), i -> Index(
G, Representative(i) ) in [ 2, 4 1);;

gap> List( cs, i —-> StructureDescription( Representative(i) ) );

> [ "D12", "SL(2,3)" ]

Das heifit, dass die Untergruppe von GL2(3) vom Index 2 nur SLy(3) ist und
dass die Untergruppen von GL2(3) vom Index 4 Diedergruppen der Ordnung
12 sind.

(7) Seien V ein zweidimensionaler Vektorraum iiber dem Korper GF(3) und
K € Syly(GL(V)). Seien B = (v1,v2) eine geordnete Basis von V sowie H eine
Untergruppe von V- K, wobei |H| = 22.3%2 und U := H N K elementarabelsch
der Ordnung 4 seien. Fur Lemma [2.8] wollen wir |Cy ()| fur alle Involutionen
x € H bestimmen.

Wir fassen K als Matrixgruppe auf und wegen der Ubersichtlichkeit seien
0,1,—1 die Elemente Ogp(3), lar(3): —Llar(3)- Wir finden

01 -1 -1
a.-(l 1) undb.—(o 1)

s0, dass K = (a,b) gilt. Es ist o(a) = 8, o(b) = 2 und a® = a3. Mit Satz 1.14.9 (4)
in [Hupl] ist K eine Semidiedergruppe. Seien C := (a), D := (a?,b) und
Q= <a2,ab> die zyklische, diedrische und Quaternionenuntergruppe von K
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vom Index 2. Es gilt CND = (a?)=CNQ=DNQ und CUDUQ = K. Die
Involutionen in K sind a?, b, a®b, a*b und a%b, wobei a* die zentrale Involution
von K und in ihrer eigenen K-Konjugiertenklasse ist. Die Involutionen b, a2b,
a*b und a%b sind iiber C konjugiert in K.

Die C-Bahn von V7# ist genau V#. Die (a?)-Bahnen von V# sind {vi,
v1 + v, —v1, —v1 —v2} und {va,v1 — 2, —v2,v2 —v1}. Die (ab)-Bahnen von V#
sind {v1,v9, —v1, —v2} und {v1 +ve,v1 —va,v2 —v1, —v1 —va }. Die (a*)-Bahnen
von V7# haben alle Méchtigkeit 2 und sind {v1,—v1}, {v1 + v2,—v1 — v},
{v2,—v2} und {v1 —v2,v9 —v1}. Damit ist |Cy (a?)| = 1.

Die (b)-Bahnen von V# sind {vy,—v; —wva}, {—v1,v1 +v2}, {v1 —v2,v2 —v1},
{v2} und {—wv2}. Wir sehen, dass (b) damit einen eindimensionalen Teilraum
von V elementweise fixiert. Da C' auf V# transitiv wirkt und b zu a2b, a*b
und a%b iiber C' konjugiert ist, fixieren somit auch (a?b), (a*b) und (a%b) je-
weils einen eindimensionalen Teilraum von V elementweise. Damit folgt fiir
alle z € bX schon |Cy ()| = 3.

Nach Voraussetzung ist U = H N K elementarabelsch der Ordnung 4. Daher
folgt fiir alle 2 € U# schon |Cyy(x)| = 4. Da C und Q keine elementarabelschen
Untergruppen der Ordnung 4 besitzen und CUDUQ = K gilt, 1st U<D.
Ferner ist a* € U und ‘bKﬂ U’ =2. Da H = VU gilt, folgt |C(a*)| =4 und

|Cy(x)| =12 fiir alle z € b5 N U.

Lemma 2.8
Es gelte Vomussetzung und es sei G = Myy. Dann gilt |QQ| =12 und die Punkt-
stabilisatoren sind isomorph zu PSLa(11).

Beweis

Mit der Charaktertafel von G in [Atl] gibt es nur eine G-Konjugiertenklasse von
Involutionen und es gilt |C| = 2*-3. Mit Abschnitt 5.3.8 in [Wil, S. 202 f] ist ferner
C' eine maxiale Untergruppe von G und isomorph zu GL2(3). Daher ist t € G, die
zentrale Involution in C'. Mit Lemma [2.1] folgt |C': Cy| € {2,4}.

Schritt 1: Es ist |C:Cq| =4

Angenommen, das gilt nicht. Nun folgt |C,| = 24, C, ist ein Normalteiler von
C = GL2(3) und es gilt Cy, = SLy(3) (vgl. Bemerkung (7)). Seien S, € Syly(Cq).
Dann ist S, eine Quaternionengruppe der Ordnung 8 und es folgt S, € Syly(Gq)
mit Lemma[2.1] weil |G|, = 16 ist. Insbesondere besitzt S nur genau eine Involution
und mit dem Satz von Sylow gilt dann t¢ N G, = tC>. Nun folgt mit Lemma

schon |fixg(t)| = ||(§;G(€t = 32 =224, ein Widerspruch zur Voraussetzung O

Mit Schritt 1 ist |C: Cy| = 4 und damit |C,| = 12. Ferner ist C,, eine Dieder-
gruppe der Ordnung 12 (vgl. Bemerkung (7)).
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Schritt 2: FEs gilt G, # Cqy:

Angenommen, es sei Go = Cy. Dann zerfillt t“N G, in mindestens zwei Go-Kon-
jugiertenklassen, niamlich tGo = {t}, bestehend aus der zentralen Involution, und
eine Klasse tQGO‘ mit to € G, von invertierenden Involutionen. Es gilt |Cq, (t2)] =4
und |Cg(t2)] = 48, da ¢t und t2 in G konjugiert sind. Mit Lemma folgt nun

Ifixqy (¢)] > “C%%— ||C%G(€f2))|| =8B +48 =4112=16 > 4, ein Widerspruch zur erlaubten

Fixpunktanzahl von t in Q. O

Mit Schritt 2 ist Cy eine echte Untergruppe von G. Weiter gilt mit [Atl]
|G| =2%-32.5-11. Ferner wissen wir mit Schritt 1, dass |Gqly = 4 gilt, weil es mit
[Atl] nur eine Konjugiertenklasse von Involutionen gibt und die Sylow 2-Untergrup-
pen von G Semidiedergruppen der Ordnung 16 sind. Mit den Schritten 1 und 2 gibt
es ein k € N so, dass |Ga| =22-3-k gilt und k # 1 ein Teiler von 3-5- 11 ist. Sei
jetzt M < G eine maximale Untergruppe von G so, dass G, < M gilt. Mit der Liste
der G-Konjugiertenklassen von maximalen Untergruppen von G in [Atl] kénnen wir
nun mehrere Félle unterscheiden. Da k ungerade ist, gilt schon M 2 C.

Schritt 3: M ist keine Symmetrische Gruppe vom Grad 5:

Angenommen, es gilt M = S5. Nach [Atl] ist dann C, eine maximale Unter-
gruppe von M. Mit Schritt 2 folgt G, = M. In der natiirlichen Operation von
M seien t; € M eine Doppeltransposition und t2 € M eine Transposition. Mit
[At]] ist t9 N M = MUY und |Cq, (t1)] = 8, |Cq, (t2)] = 12. Lemma liefert
Ifixq (t)| = %8 + % = 10, ein Widerspruch zur erlaubten Fixpunktanzahl von ¢ in Q.

O

Schritt 4: M ist nicht isomorph zu Mig:

Angenommen, es gilt M = Mjo. Mit [At]] folgt t“ N M =tM und |Cys(t)] = 16.
Da G eine Untergruppe von M ist, gilt Cyp, < Cys(t). Das bedeutet, dass |Cy| = 12
ein Teiler von |Cjs(t)| = 16 ist, ein Widerspruch. O

Schritt 5: M ist nicht der Normalisator einer Sylow 3-Untergruppe:

Angenommen, das gilt doch. Mit Schritt 2 und [At]] ist nun |G| = 22-32. Ferner
sind die Sylow 2-Untergruppen von G, elementarabelsch der Ordnung 4. Mit Be-
merkung (7) und Lemma folgt nun |fixq (t)] > 28 + 18 = 16, da es mit [Af]]
nur eine G-Konjugiertenklasse von Involutionen gibt. Das widerspricht der erlaubten
Fixpunktanzahl von ¢ in Q). O

Mit der Liste der G-Konjugiertenklassen von maximalen Untergruppen von GG
in [Atl] und mit den Schritten 3 bis 5 folgt nun M = PSLg(11). Da C, < M mit
[At]] eine maximale Untergruppe von M ist und C, < G nach Schritt 2 gilt, folgt
Go =M. [ |

Bemerkung 2.9

Seien G und Q) wie in Lemma Wir stellen die Anzahl der Fixpunkte der jeweiligen
Gruppenelemente in Q) in einer Tabelle dar. Diese wurden unter Verwendung des
Algorithmus in Bemerkung [T.4] ermittelt.
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xe\2A 3A 4A 5A 6A BA 11A
fixa()[ [ 4 3 0 2 1 0 1

Tabelle 2.2: Fixpunktanzahl der Elemente x € Mﬁ in der Operation aus Lemma

Lemma 2.10
Es gelte Voraussetzung und es sei G = Mis. Dann ist |QQ] =12 und die Punkt-
stabilisatoren sind isomorph zu Mi1.

Beweis
Nach [Atl] besitzt G zwei Konjugiertenklassen von Involutionen.

Schritt 1: G besitzt keine Involution aus der G-Konjugiertenklasse 2A aus [Atl]:

Angenommen, das gilt doch. Sei a € G, eine Involution aus der Klasse 2A. Da G
mit Fixitdt 4 auf Q operiert, hat a zwei oder vier Fixpunkte in (O mit Lemma
Nun ist [Cg(a) : Cg, (a)| € {1,2,4} mit Lemmata (737) und und wir setzen
C:=Cg(a) und C, :=Cg,(a). Nach [At]] ist C' eine maximale Untergruppe von G
der Ordnung 240 und isomorph zu Cs x S5. Dann gilt schon ’C’ : C’a‘ € {1,2}, da

C keine Untergruppe vom Index 4 besitzt, die a enthélt. Da a € G, die zentrale
Involution in C ist, gibt es nur die Moglichkeiten C’a = (9 x As oder C’a =C=
02 X 85.

Angenommen, es gilt Co = C. Dann ist C < Gq = G, also Gy = C, da C eine
maximale Untergruppe von G ist. Sei N < C' ein Komplement von Z(C) = (a) in C.
Dann ist N =S5 und G, = (a) x N. In der natiirlichen Wirkung von N sei z € N
eine Doppeltransposition. Da a die zentrale Involution in C ist, gilt a® = 2C. Mit
[At]] gilt \C’G (a)| = 240 und |Cg,(2)| =2-8. Ist z zu a in G konjugiert, so gilt
mit Lemma |1.2| fixq(z) > 240 =15 > 4. Ist z nicht zu a in G konjugiert, so gilt mit
[At]] |Ca(=z )\ =192 und Lemma u 2| liefert fixg(z) > 12 = 12 > 4. Beides fithrt zu
einem Widerspruch zur erlaubten Fixpunktanzahl von a bzw. z in (). Damit folgt
‘é’ : C’a’ =2.

Sei jetzt M < G eine maximale Untergruppe von G so, dass G, << M gilt. Dann
ist auch Cy x Ag = C‘a < M. Mit der Liste der G-Konjugiertenklassen von maximalen
Untergruppen von G sowie der Ordnung der Repréasentanten dieser in [Atl], ist M
aus Ordnungsgriinden isomorph zu Mj1, Mg : Co oder es gilt M = C. Die Fille
M = Mj1 und M = My : Cy konnen wir mit Hilfe von [Atl] direkt ausschlielen,
da keine dieser zwei Gruppen eine Untergruppe isomorph zu Cy = Oy x A besitzt.
Daher ist M = C und Gy, = C,,.

Da C, eine zerfallende Erweiterung ist, seien N < C, und N = As. In der natiirli-
chen Operation von N sei ferner z € N eine Doppeltransposition. Nun sind z&* und
a%e verschieden, da a € Z(Cy,) ist. Ferner gilt |Cq, (2)| = 8 und |Cq(z)| € {240,192},
je nachdem ob z zu a konjugiert ist in G oder nicht. Ist z zu a in G konjugiert, so
gilt fixg(z) > %0 = 30 > 4 mit Lemma Andernfalls ist fixq(z) > % =24 >4.
Beides liefert einen Widerspruch zur Voraussetzung [2.2] O

33



Mit Schritt 1 gilt ¢ € 2B und nach [At]] ist |C| durch 3 teilbar. Mit Lemmal[1.3] (7)
enthélt G,N C ein Element z der Ordnung 3. Mit der p-power map in [Atl] ist = € 3A.
Seien N := Ng((x)) und N, := N NG,.

Gibt es ein y € Ny N 3B, so enthilt G, wegen 2A NNg((y)) # @ und Lem-
ma (7ii) auch ein Element der Konjugiertenklasse 2A (siehe [Atl]). Das wider-
spricht Schritt 1. Daher gilt [N : N,| = 3 mit Lemma (7i) und N, enthélt ei-
ne elementarabelsche Untergruppe Y der Ordnung 9. Da C, mit Lemma [2.I] In-
dex 2 oder 4 in C hat und 32 ein Teiler von |G| ist, wird |G| von 2% - 32 ge-
teilt. Sei M < G eine maximale Untergruppe von G so, dass G, < M ist. Nun
wird auch |M| von 24-3% = 144 geteilt. Dann folgt mit [Atl] aus Ordnungsgriinden
|M| € {7920,1440,432}. Sei K := Ng_(Y) = C3%: SDs.

Schritt 2: FEs gilt M = My

Angenommen, es ist |M| = 432. Dann gilt M = Ng(Y) und M = C3? : GL2(3)
mit [Atl]. Insbesondere ist |M : G| = 3, da |G| nicht von 27, jedoch von 144 geteilt
wird. Damit ist Go = K. In M zerfillt t& in zwei Konjugiertenklassen, eine zen-
trale Involution in GL2(3) und die nicht-zentralen Involutionen in GL2(3). Damit
zerfallt t& in G auch in mindestens zwei Klassen. Durch Berechnungen der Zentra-
lisatorordnungen dieser Involutionen in G, erhalten wir [fixg ()] > 122 + 12 = 28
mit Lemma [1.2] ein Widerspruch zur erlaubten Fixpunktanzahl von ¢{. Damit ist
| M| # 432.

Angenommen, es gilt |M| = 1440. Dann ist M = Mg : Cy = Ag : (C2?) mit [Atl].
Da |Gq| von 2432 geteilt wird, hat G, héchstens Index 10 in M. Ist |M : G| = 10,
so folgt G, = K wie im Fall zuvor. Dann ist wieder |fixq(¢)| > 4, ein Widerspruch.
Da M keine Untergruppen vom Index 5 besitzt, muss also G, héchstens Index 2 in
M haben. Die Untergruppen vom Index 2 von M sind isomorph zu Sg, PGL2(9)
und Mg mit [Atl]. Ferner enthélt keine von diesen eine Untergruppe isomorph zu
C52: SDig = K. Damit ist M = G,. Nun enthilt Gy, mit [At]] ein Element der Ord-
nung 10. In G gibt es nur eine Konjugiertenklasse von Elementen der Ordnung 10.
Potenzieren wir ein Element dieser Klasse mit 5, so erhalten wir mit der p-power map
von G in [Atl] eine Involution aus der Klasse 2A. Schritt 1 liefert einen Widerspruch.
Damit ist jetzt |M|= 7920 und M = M;; mit [Atl]. O

Mit Schritt 2 ist K <Go <M = Mj;. Gilt K = G4, so folgt |fixg (t)| > 28 analog
zu Schritt 2. Also ist G4 # K und es gilt G, = M, da K nach [Atl] eine maximale
Untergruppe von M ist. |

Bemerkung 2.11

Da es in der Gruppe G = M2 mit [Atl] zwei verschiedene Konjugiertenklassen von
Untergruppen isomorph zu M7y gibt, finden wir damit zwei verschiedene Operatio-
nen von G auf einer Menge () mit 12 Elementen. Das driickt sich auch darin aus,
welche Elemente von G wie viele Punkte von Q fixieren. Wir stellen daher die An-
zahl der Fixpunkte von den jeweiligen Gruppenelementen in einer Tabelle dar. Diese
wurden unter Verwendung des Algorithmus in Bemerkung [T-4] ermittelt.
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Seien dazu Q1,Q9 zwei Mengen der Méachtigkeit 12 so, dass G wie in Lemma [2.10
auf Q1 und Q» operiert und so, dass fiir jedes a € (1 und jedes & € Qo gilt, dass
Go und G4 nicht konjugiert sind in G.

T € ‘ 2A 2B 3A 3B 4A 4B 5A 6A 6B 8A 8B 10A 11A
0 4 3 0 4 0 2 0 1 2 0 0 1
0 4 3 0 0 4 2 0 1 0 2 0 1

Tabelle 2.3: Fixpunktanzahl der Elemente x € Mf; in der Operation aus Lemma

210

Wir méchten an dieser Stelle auf ein Problem aufmerksam machen, das die Arbeit
mit der Markentafel einer Gruppe in [GAP] und der Charaktertafel dieser Gruppe
in [Atl] betrifft. In dem in Bemerkung notierten Algorithmus hitten wir gern
den Befehl CN := OrdersTom(tom) ;; durch CN := ClassNamesTom(tom) ;; ausge-
tauscht. Letzterer gibt jeder Konjugiertenklasse von Untergruppen der Gruppe eine
Bezeichnung, die an die Notation der Elementkonjugiertenklassen in [Atl] angelehnt
ist. Diese Vertauschung ist jedoch nicht moglich, da die Bezeichnungen in [GAP]
im Allgemeinen nicht mit den Bezeichnungen der Elementkonjugiertenklassen in der
Charaktertafel der Gruppe in beispielsweise [Atl] iibereinstimmen. Im Beispiel M2
sind in der Markentafel TableOfMarks ("M12") u.A. die Konjugiertenklassen 3A und
3B gegeniiber der Konjugiertenklassen von M2 in [Atl] vertauscht.

Durch die zusétzliche Ausgabe der Zentralisatorordnung der Elemente in dem
Algorithmus in Bemerkung [I.4]ist eine Zuordnung der jeweiligen Konjugiertenklasse
zwischen [GAP] und [Atl] einfacher.

Lemma 2.12
Es gelte Voraussetzung . Dann ist G % Mos.

Beweis

Angenommen, es sei G = Moo, Mit [At]] ist ¢ € 2A. Weiter gilt |C| = 384 = 27-3 und
mit Lemma (#ii) sowie der p-power map von G in [Atl] ist Cy N 3A = @. Ferner
gilt |C': Cy| € {2,4} mit Lemma Daher wird |G| von 25 -3 geteilt. Sei M eine
maximale Untergruppe von G so, dass Go < M ist. Dann wird auch |M| von 2°-3
geteilt und mit [Atl] gilt |M]| € {20160,5760,1920,1344}.

Angenommen, es sei |M| = 20160. Dann gilt M = PSL3(4) und |M : G| < 210.
Mit JAtl] ist |Caz(¢)| nicht durch 3 teilbar, ein Widerspruch zu 3 € 7(Cl,).

Nun ist |M| € {5760,1920,1344} und M ist nach [Atl] isomorph zu einer der
Gruppen Ejg : Ag, F16: S5 oder Eg : PSL3(2). Ferner ist M eine zerfallende Er-
weiterung mit nichttrivialem N := Og(M). Sei K < M ein Komplement von N
in M so, dass |K NG| maximal ist. Ferner ist |N| € {23,24} und |K|, = 23 mit
[Atl]. Da |Galy > 2° gilt und M = NK eine zerfallende Erweiterung ist, existieren
retfNGyNN und y € t“ NGy N K. Dann ist 2C«UyC« CtCNG,.

Da K isomorph zu einer der Gruppe Ag, S5 oder PSL3(2) ist, gilt mit [Atl]
nun |Ck(y)| = 8 oder es ist |[M| = 1920, K = S5, y ist eine Transposition in der
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natiirlichen Wirkung von S5 und es gilt |Cx (y)| = 12. Ferner ist |Cn(y)| ein echter
Teiler von |N|, da K im semidirekten Produkt M = NK treu auf N operiert.

Angenommen, es ist |Cx (y)| = 8. Da |N| € {2%,23} gilt, ist |Cas(y)| ein Teiler
von 2% und insbesondere nicht durch 3 teilbar. Damit werden |Cg(y) : Cas(y)| und
|Ca(y) : Cg, (v)| von 6 geteilt, weil |C|=27-3 und G, < M gilt. Nun folgt

fixq ()| = |Ca(z) : Ca, (@) +(Ca(y) : Ca, (y) >0+ 6=6

mit Lemma Das widerspricht der erlaubten Fixpunktanzahl von ¢ in Q).

Somit folgt |M|= 1920, K = S5, und alle Involutionen in G, N K sind Transpo-
sitionen in der natiirlichen Wirkung von Ss. Insbesondere ist also |Ck (y)| = 12. Da
|G| von 2° -3 geteilt wird, muss N = Oy(M) < G, und G, /N = S3 gelten. Dann
ist jedoch |Cq, (y)| ein Teiler von 2* und insbesondere nicht durch 3 teilbar. Nun ist
|Ca(y) : Cq, (v)] ein Vielfaches von 22 -3 und Lemma liefert erneut

fixq (8)| > [Ca() : Ca, ()| +1Ca(y) : Ca.(y)| > 0+27-3.
Das widerspricht der erlaubten Fixpunktanzahl von ¢ in Q). |

Lemma 2.13
E's gelte Voraussetzung . Dann ist G % Mos.

Beweis

Angenommen, das gelte doch. Da G mit [Atl] nur genau eine Konjugiertenklasse
2A von Involutionen besitzt, ist ¢ € 2A. Ferner gilt |C] = 2688 = 27 -3 -7 und mit
Lemma wird |Gy| von 2°-3 -7 geteilt. Mit der p-power map von G in [At]]
sei x € G NC N 3A. Da |Cg(x)| von 5 geteilt wird, ist 5 auch ein Teiler von
|Go| mit Lemma (iii). Insgesamt wird |Gy jetzt von 2°-3.5-7 geteilt. Sei
M < G eine maximale Untergruppe mit G, < M. Aus Ordnungsgriinden ist mit der
Liste der G-Konjugiertenklassen von maximalen Untergruppen von G in [Atl] dann
|M| € {443520,40320,20160}. Wir erinnern daran, dass |Cy| durch 7 teilbar ist.

Angenommen, es gilt | M| = 40320. Dann ist M isomorph zu Mz oder zu Ag mit
[At]]. In beiden Féllen ist |Cps(t)| nicht durch 7 teilbar mit [Atl], |Cy| jedoch schon.
Wegen G, < M erhalten wir einen Widerspruch.

Angenommen, es gilt M = PXL3(4). Dann ist G = PSL3(4) : 25 in Atlas-Notation
und |M : Gy teilt 12. Sei N := O*(M). In M zerfillt & in mindestens zwei Klassen
tM C N und t31 C (M \ N). Mit [At]] ist [Cps(t1)] = 128 = 27. Da N = PSL3(4)
keine Untergruppen vom Index maximal 6 enthélt, ist N < G,. Danun |M : G,| <2
gilt, folgt [fixq ()| > |Ca(t1) : Ca, (t1)] = [Ca(tr) : Car(t1)] > 21 mit Lemma [1.2] ein
Widerspruch zur Voraussetzung [2.2]

Mit der Liste der G-Konjugiertenklassen von maximalen Untergruppen von G
in [At]] ist nun M = Co*: A7 und es gilt |M : G4 teilt 12. Seien N := Oy(M) und
K ein Komplement von N in M. Da |N| = 2% ist und |G| von 2° geteilt wird, gibt
es ein g € G so, dass KING, = 1 gilt. Seien 0.B.d.A. K so gewéhlt, dass g = 1
gilt, und to € K NG, eine Involution. Dann ist tg = tG, da es nur eine Klasse von
Involutionen in G gibt, und tNN = @. Mit [At]] folgt |C (t2)| = 23-3 und |Cn (t2)]
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teilt 23, da K im semidirekten Produkt M = N : K treu auf N operiert. Daher gilt
insgesamt |C)z(t2)| < 26-3 und insbesondere ist |C(t2)| nicht durch 7 teilbar. Somit
folgt |fixq ()| > 7, der finale Widerspruch zur erlaubten Fixpunktanzahl von ¢t. W

Lemma 2.14
Es gelte Voraussetzung . Dann ist G 2 Jp.

Beweis

Angenommen, das gelte doch. G besitzt nach [Atl] nur eine Klasse von Involutionen.
Damit ist ¢ € 2A und ferner gilt |C| = 120 = 23-3-5 sowie C' = Cy x As. Da Aj keine
Untergruppen vom Index 2 oder 4 besitzt und (t) = Z(C) < G, gilt, folgt C < Gy
mit Lemma (#it). Das widerspricht Lemma [ |

Lemma 2.15
Es gelte Voraussetzung . Dann ist G 2 Ja.

Beweis
Angenommen, das gelte doch. Mit [Atl] besitzt G zwei Konjugiertenklassen von
Elementen der Ordnung 2.

Schritt 1: FEs ist G, N 24 = &:

Ist schon t € 2A, so sind wir fertig. Sei also ¢ € 2B. Nach [Atl] ist |C|=2*-3-5
und mit Lemma [2.1| wird nun |G| von 22-3-5 geteilt. Mit Lemma (7) enthalt
G eine Sylow 5-Untergruppe S von G von Ordnung 25 und ferner besitzt S << Gy,
ein Element x aus der G-Konjugiertenklasse 5A.

Wir betrachten N := Ng((z)). Es gilt N = A5 xDjp mit [Atl] und N ist eine
maximale Untergruppe von G. Ferner enthélt IV eine zyklische Untergruppe Y der
Ordnung 15 mit € Y. Da As keine Untergruppe vom Index 3 hat, besitzt auch N
keine Untergruppe vom Index 3 und G, enthilt Y mit Lemma (4it).

Sei z € Y ein Element der Ordnung 3. Mit der p-power map in [Atl] ist z € 3A
und Cg(2) = C3. Ag enthilt eine Involution ¢ aus der G-Konjugiertenklasse 2A. Da
Ag keine Untergruppen vom Index 2, 3 oder 4 besitzt und (z) = Z(Cg(2)) < G, gilt,
ist auch t € Gy, wie behauptet. O

Schritt 2: |Gg| wird von 2°-3%-52 geteilt:

Mit Schritt 1 sei z € G4 N 2A. Mit Lemma [2.1] gilt |fixq(z)| € {1,2,4}. Mit der
Charaktertafel von G in [At]] ist |Cg(z)| = 1920 = 27 -3 -5 und mit Lemma ()
und Lemma [2.1| wird nun |Gy | von 2°-3- 52 geteilt.

Sei also y € G4 N Cg(x) ein Element der Ordnung 3. Dann ist mit der p-power
map in [Atl] schon y € 3A. Da |Cg(y)| von 33 geteilt wird, ist 32 mit Lemma (7i1)
ein Teiler von |Gy |. Das ist Schritt 2. O

Da |G| mit Schritt 2 von 2°-32.52 = 7200 geteilt wird und mit [At]] die Ordnung
der ordnungsgrofiten maximalen Untergruppe von G kleiner als 7200 ist, folgt nun
G4 = G. Das widerspricht der Voraussetzung. |
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Lemma 2.16
Es gelte Voraussetzung . Dann ist G 2 Js.

Beweis
Angenommen, das gelte doch. Mit [At]] ist |C| = 27-3-5 und mit Lemma ist
|G| durch 2°-3-5 teilbar. Wir kénnen x € Cy, N 3A mit [Atl] wihlen. Aus [At]]
folgt wiederum |Cg(z)| = 23-33-5. Mit Lemma (ii7) wird |G| nun auch von 32
geteilt.

Sei M < G eine maximale Untergruppe so, dass G < M ist. Da insgesamt 2°-3%.5
ein Teiler von |Gy ist, folgt |M| = 2880 und M = Cy*: (C3 x As) mit [Atl]. Seien
N :=02(M) und K ein Komplement von N in M.

Da |G| von 25 geteilt wird und |N| = 24 gilt, kénnen wir K als Komplement
von N in M so wihlen, dass |GoNK| > 1 gilt und maximal ist. Sei to € K NG,
eine Involution. Da es in G mit [Atl] nur eine Klasse von Involutionen gibt, ist
t¢ = t&. Ferner gilt |C (t2)] = 22-3 und |Cn(t2)] ist ein Teiler von 2%. Insbesondere
ist dann |Cjys(t2)| nicht durch 5 teilbar. Mit Lemma folgt nun |fixg (t)| > 5, ein
Widerspruch zur erlaubten Fixpunktanzahl von t. |

Lemma 2.17
Es gelte Voraussetzung [2.2. Dann ist G weder zu McL noch zu Ly isomorph.

Beweis
Angenommen, das gelte doch. Mit der Charaktertafel von G in [Atl] gibt es nur eine
G-Konjugiertenklasse von Involutionen und |C| ist durch 35 teilbar. Mit Lemma
enthdlt G, eine Untergruppe von C vom Index 2 oder 4. Insbesondere enthélt G,
eine Sylow 5-Untergruppe und eine Sylow 7-Untergruppe von G mit Lemma (7).

Gilt G =Ly, so ist |Go| wegen |C : Cy| € {2,4} insgesamt durch 26-3%.56.7.11
teilbar. Ist G = McL, so enthélt C,, mit der p-power map von G in [Atl] Elemente der
Ordnung 3 aus den G-Konjugiertenklassen 3A und 3B. Sei z € C,N 3A. Da 36 ein
Teiler von |Cg(z)| ist, wird |Cg,, ()| mit Lemma (ii7) von 35 geteilt. Insgesamt
ist 2°-35.53.7 ein Teiler von |G|, falls G = McL ist.

In beiden Féllen ist mit [Atl] schon |G,| echt groBer als die Ordnung der ord-
nungsgréften maximalen Untergruppe von G. Damit folgt G, = G, ein Widerspruch
zur Voraussetzung. |

Wir haben die sporadischen Gruppen aus dem Main Theorem von [GoHa] auf transi-
tive und treue Fixitdt-4-Operationen mit Involutionen in einem Vierpunktstabilisa-
tor tiberpriift. Mit dem Algorithmus in Bemerkung kénnen wir feststellen, dass
die Gruppen Mii, Moo und J; weitere transitive Fixitat-4-Operationen besitzen,
in denen Involutionen weniger als vier Punkte auf der zugehorigen Bahn festlassen.
Dabei werden wir in Lemma[3.7] diejenigen Operationen mit zyklischen Punktstabili-
satoren genauer betrachten. An dieser Stelle vermerken wir nur solche ohne zyklische
Punktstabilisatoren.
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Bemerkung 2.18

e Seien G = Mj; und U < G so, dass U der Normalisator einer Sylow 11-
Untergruppe von G ist. Der in Bemerkung|[L.5| vorgestellten Algorithmus liefert,
dass G auf Q := G/U mit Fixitdt 4 operiert. Mit dem Algorithmus aus Be-
merkung ermitteln wir die Fixpunktanzahl von nichttrivialen Elementen
von G in dieser Operation:

z€|2A 3A 4A 5A 6A B8A 11A
fixg(x)] [ 0 0 0 4 0 0 1

Tabelle 2.4: Fixpunktanzahl der Elemente x € Mﬁ in einer Fixitat-4-Operation.

e Seien G = M und U < GG so, dass U eine Frobeniusgruppe der Ordnung 55 ist.
Der in Bemerkung vorgestellten Algorithmus liefert, dass G auf Q := G/U
mit Fixitédt 4 operiert. Mit dem Algorithmus aus Bemerkung ermitteln wir
die Fixpunktanzahl von nichttrivialen Elementen von G in dieser Operation:

ze|2A 3A 4A 4B 5A 6A 7A B8A 11A
fixg()[[ 0 0 0 0 4 0 0 0 1

Tabelle 2.5: Fixpunktanzahl der Elemente = € M;; in zwei Operationen von Fixi-
tét 4.

2.3 Gruppen vom Lie-Typ in gerader Charakteristik

Ab diesem Abschnitt wollen wir die unendlichen Familien von Gruppen vom Lie-
Typ aus dem Main Theorem von |[GoHa] und dem Theorem 14 (b) aus [BMW] auf
Erfillung der Voraussetzung iiberpriifen. Dabei konzentrieren wir uns in den
Beweisen auf generische Argumente. Kleine Spezialfélle, bei denen die generischen
Argumente nicht greifen, kénnen in dhnlicher Weise wie zuvor mit Hilfe des Atlas of
Finite Groups [Atl] iiberpriift werden. Da sich die Argumente dabei nicht von den
bisherigen Argumenten der letzten Abschnitte unterscheiden, nutzen wir ab sofort
[GAP] und die in den Bemerkungen und vorgestellten Algorithmen fiir die

Uberpriifung von Spezialfillen.

Lemma 2.19
Es gelte Voraussetzung . Seien q > 4 eine 2-Potenz und G' = PSLy(q). Dann ist

q = 8 und die Punktstabilisatoren sind zyklisch von Ordnung 2 oder Diedergruppen
der Ordnung 6, 14 oder 18.
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Beweis
Mit GAP [GAP] gilt die Aussage des Lemmas bereits fiir ¢ € {4,8,16}. Angenomen,
es sei g > 32.

Sei S € Syly(G) so, dass ¢t € S gilt. Da S nach Satz I11.8.2 (a) in [Hupl] elemen-
tarabelsch ist, gilt S < C. Mit 3.(6) und Lemma 4.1 (iv) in [Be2] gilt C = S. Weiter
gibt es mit 3.(3), 3.(5) und 3.(6) in [Be2] eine zyklische Untergruppe D von G von
Ordnung ¢ — 1 so, dass Ng(S) =S - D gilt. Mit Lemma werden |Cy| und |G|
von £ > 8 geteilt.

Angenommen, G, sei eine 2-Gruppe. Dann gilt G, = Cy. Da S und damit auch
G elementarabelsch ist nach Lemma I1.8.2 (a) in [Hupl], sind alle Involutionen
in G, paarweise nicht konjugiert in G,. In G gibt es nach Lemma 4.1 () in [Be2]
jedoch nur eine Konjugiertenklasse von Involutionen. Damit hat jede Involution nach
Lemma mindestens 4 > 8 Fixpunkte in (), ein Widerspruch zu Voraussetzung

Sei also z € G, von ungerader Ordnung. Ist o(x) ein Teiler von ¢+ 1, so folgt
G = G mit dem Satz von Dickson (Hauptsatz I11.8.27 in [Hupl]), da ¢ > 32 gilt. Also
ist o(z) ein Teiler von ¢ — 1 mit Satz I11.8.5 (a) in [Hupl] und wir kénnen x € Ng(S)
annehmen. Da ¢—1 ein Teiler von |Cg(x)| und ungerade ist, wird |G| nach Lemma
1.3| (¢44) von % geteilt. Sei also D in G so gewahlt, dass D NG, maximal ist und
x enthélt. Sei weiter Y := D NG,. Nach Wahl wird |Y| von %1 geteilt.

Wir betrachten die Operation von Y auf C, per Konjugation in Ng(S). Es ist
4 ein Teiler von |Cy| und %1 ein Teiler von |Y|. Wegen der Operation von Y auf

C,, per Konjugation in Ng(S) hat nun C, mindestens %(q — 1)+ 1 Elemente. Diese

Zahl ist jedoch echt gréBer als 4. Daher muss schon £ ein Teiler von |Cy| sein. In
der Operation von Y auf C,, per Konjugation in Ng(S) zerfillt C, in Bahnen: Die
Bahn {15} und eine Bahn der Lénge ¢—1 oder {15} und hichstens drei Bahnen der
Lénge %(q— 1). Im ersten Fall ist |Cy| = ¢ und damit |Q| ungerade, ein Widerspruch
zu Lemma . Wir betrachten den zweiten Fall. Sei k € {1,2,3}. Dann gilt folgende

Aquivalenz:

Sa-1)=4-1
& 2kq—2k=3q—6
& (3—2k)g=2(3—k).

Wenn wir k € {1,2,3} in die letzte Gleichung einsetzen, erhalten wir ¢ =4 fiir k =1,
q=—2 fiir k=2 und ¢ =0 fiir £ = 3. Da nach Annahme jedoch ¢ > 32 gilt, erhalten
wir einen Widerspruch und die Behauptung ist bewiesen. |

Bemerkung 2.20

Sei G = PSL2(8). Wir fassen die Ergebnisse aus Lemma zusammen und geben
die Anzahl der Fixpunkte eines jeden Elements in G# in der jeweiligen Operation
an. Seien dazu Q1 wie im Fall (7) des Lemmas. Seien Uy, Us,Us < G Diedergruppen
der Ordnung 6, 14 oder 18. Weiter seien Qg := G /Uy, Q3 := G/Us und Q4 := G/Us.
Ist € G# beliebig, so bestimmen wir mit dem in Bemerkung vorgestellten
Algorithmus die Fixpunktanzahl von z in 1, Q9, Q3 und Q4 und halten diese in
Tabelle fest.
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ze |2A 3A TA 9A

fixq, (x) 4 0 0 0
fixq, () 4 3 0 0
fixg,(x)] | 4 0 1 0
fixg,(x)] | 4 1 0 1

Tabelle 2.6: Fixpunktanzahl der Elemente 2 € PSLy(8) in den vier Operationen
von Lemma [2.19]

Lemma 2.21
Es gelte Voraussetzung . Dann ist G # PSU3(q) fir eine beliebige 2-Potenz q > 4.

Beweis

Fir ¢ € {4,8} folgt die Aussage bereits aus GAP [GAP]. Seien n € N, ¢ :=2" > 16
und angenommen, die Behauptung sei falsch. Seien S € Syly(G) und N := Ng(S)
so, dass t € S ist. Weiter sei d := ggT(3,¢+1). Wir nutzen die Eigenschaften (1)-(9)
im Abschnitt 3 von [Be2):

Mit (1), (3), (5) und (6) finden wir eine zyklische Untergruppe D von G von
Ordnung #Jl so, dass N =5-D und SND =1 gilt, sowie Untergruppen X, K < D
mit | X| = %, |[K|=¢—1, KNX =1und D= K-X. Mit 3.(4), 3.(6) und Lemma
4.1 (i) in [Be2] ist CNN =S - X. Da nach Theorem 6.5.3 in [GLS3] die maximal
parabolischen Untergruppen von G die einzigen maximalen Untergruppen sind, die
eine Sylow 2-Untergruppe enthalten, und N eine maximal parabolische Untergruppe
ist, folgt C'<< N und daher C =5 X.

Mit Lemma 2.1 gilt |C': C,| € {1,2,4}. Weil | X| ungerade ist, ist ein Konjugier-
tes von X in GG, enthalten. Wir kénnen 0.B.d.A. annehmen, dass X selbst in G,
enthalten ist. Damit wird |G| nun von %-qs . % geteilt. Sei jetzt M eine maximale
Untergruppe von G so, dass G, < M gilt. Da %1 > 1 ist, ist M mit Theorem 6.5.3
in [GLS3] eine maximal parabolische Untergruppe von G. Weil C, < NN M und N
eine stark eingebettete Untergruppe von G ist, folgt M = N.

Angenommen, d-|X| ist eine 3-Potenz. Dann gibt es m € N derart, dass 3™ =
d-|X|=¢q+1=2"+1 ist. Somit gilt 2" = 3" — 1. Ist m ungerade, so gilt 2" =
3m—1=(3-1)(3"" 1 +3m2 4 . +341). Der letze Faktor ist eine Summe mit m
vielen Summanden und gleichzeitig ein Teiler von 2". Da m ungerade ist, ist auch
diese Summe stets ungerade. Also folgt m = 1 und n = 1. Das widerspricht 2™ > 16.

Somit ist m gerade. Sei { := 2. Nun folgt 2" = 3™ — 1 = (3! — 1)(3' +1). Ist !
ungerade, so gilt m = 2 und n = 3, ein Widerspruch zu ¢ = 2" > 16. Somit muss [
gerade sein. Dann ist 3' + 1 = (—1)! + 1 = 2 modulo 4. Weil 3! + 1 ein Teiler von 2"
ist, folgt 3! +1 =2 und damit ! = 0. Das widerspricht [ = % und m € N.

Nun ist d-|X| keine 3-Potenz, also insbesondere auch |X| nicht. Weil | X| > 1
aber ungerade ist, finden wir einen Primteiler p > 5 von %1. Mit Lemma (7) ist

2
dann eine Sylow p-Untergruppe P von G in G, enthalten. Es ist % ein Teiler

von |G|. Ferner ist ggT(¢+ 1,9 —1) =1, da ¢ = 2" gilt. Damit ist P < G nicht in
N enthalten. Das widerspricht G, << N. [ |
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Lemma 2.22
Es gelte Voraussetzung . Dann ist G nicht isomorph zu PSL3(4).

Beweis
Die Aussage des Lemmas folgt aus GAP [GAP]. [ |

Lemma 2.23
Es gelte Voraussetzung . Dann ist G # Sz(q) fir eine beliebige 2-Potenz q > 4.

Beweis

Fir ¢ = 8 liefert GAP [GAP] zwei mogliche Operationen mit zyklischen Punktsta-
bilisatoren der Ordnung 5 oder 13. Beide sind ungerade, insbesondere ist Voraus-
setzung [2.2 nicht erfiillt. Also gilt die Behauptung bereits fiir ¢ = 8. Sei also ¢ > 32
und angenommen, die Behauptung sei falsch.

Seien S € Syly(G) und N := Ng(S) so, dass t € S ist. Mit 3.(1), 3.(3), 3.(5) und
3.(6) in [Be2] finden wir eine zyklische Untergruppe Y von G von Ordnung ¢ — 1
so,dass N=S5-Y und SNY =1 gilt. Mit 3.(4), 3.(6) und Lemma 4.1 (iv) in [Be2]
ist CNN = S. Da nach Theorem 4.1 in [Wil, S. 117] die maximal parabolischen
Untergruppen von G die einzigen maximalen Untergruppen sind, die eine Sylow
2-Untergruppe enthalten, und N eine maximal parabolische Untergruppe ist, folgt
C < N und daher C = 5.

Angenommen, es sei G, eine 2-Gruppe. Mit dem Satz von Sylow und wegen
C =8 gilt G4 = Cy. Dann hat G, mit Lemma (éi7) mindestens i -q > 8 Invo-
lutionen. Weil mit 3.(4) in [Be2] die Involutionen in Z(S) enthalten sind, sind sie
paarweise nicht konjugiert in G,. In G gibt es nach Lemma 4.1 (7) in [Be2] jedoch nur
eine Konjugiertenklasse von Involutionen. Damit hat jede Involution nach Lemma
mindestens acht Fixpunkte in (), ein Widerspruch zu Voraussetzung Also
gibt es in G, ein Element z von ungerader Ordnung. Da %q2 ein Teiler von |G|
ist, ist mit Theorem 4.1 in [Wil, S.117] o(x) ein Teiler von ¢ — 1. Da ¢ — 1 ungerade
und nicht durch 3 teilbar sowie Y eine zyklische Gruppe ist, enthélt G, mit Lemma
[1.3|(¢) und (éii) ein G-Konjugiertes von Y. Da G4 NZ(S) mindestens eine Involution
enthilt und alle Konjugierten von Y transitiv per Konjugation auf Z(.S) operieren,
gilt Z(S) < G,. Ferner operiert Y Z(5)/Z(S) transitiv auf S/Z(S) per Konjugation,
wodurch S zu einer Untergruppe von G, wird. Nun folgt N = G. Dann ist |Q]
ungerade, im Widerspruch zu Lemma [2.1 |

Wir haben die Gruppen vom Lie-Typ in gerader Charakteristik aus dem Main
Theorem von |GoHa] und aus Theorem 14 (b) aus [BMW] auf transitive Fixitét-
4-Operationen iiberpriift, in denen es eine Involution mit genau vier Fixpunkten
gibt. Mit dem Algorithmus in Bemerkung konnen wir feststellen, dass die Grup-
pe Sz(8) zwei nicht-dquivalente, transitive Fixitdt-4-Operationen besitzt, in denen
Involutionen weniger als vier Punkte auf der jeweiligen Bahn festlassen. Wie wir
spater in Lemma [3.8 sehen werden, weist jede Gruppe aus der unendlichen Fami-
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lie der Suzuki-Gruppen Sz(q) zwei transitive Fixitét-4-Operationen mit zyklischen
Punktstabilisatoren von ungerader Ordnung auf.

2.4 Gruppen vom Lie-Typ in ungerader Charakteristik

Wir behandeln die Familien PSLa(q) und 2G2(q) separiert von den anderen Fami-
lien von Gruppen vom Lie-Typ in ungerader Charakteristik, da sich beide wegen
ihrer besonderen Strukturen von den anderen unterscheidet. Zunéchst beleuchten
wir 2Ga(q):

Lemma 2.24
Es gelte Voraussetzung und seien n € N und q := 3%+, Dann ist G nicht
isomorph zu 2Ga(q).

Beweis

Angenommen, die Behauptung sei falsch. Es ist t € G, eine Involution und mit

Abschnitt 4.5.3 in [Will S. 137] gilt C = (t) x PSLa(q). Weiter ist mit Lemma

bereits |C': Cy| € {2,4}. Weil ¢ > 27 ist, enthélt jedoch PSLa(q) keine Untergruppe

der Ordnung 2 oder 4. Ferner ist ¢t in Cy enthalten. Daher gilt C' = C,. Wegen

IC| =q-(¢*>—1) undi|g = ¢*(¢> + ¢+ 1) folgt nun, dass |Q| ungerade ist. Das
2.1

widerspricht Lemma [ |

Weil wir mit dem Satz von Dickson (siche Satz I1.8.27 in [Hupl]) die Untergrup-
penstruktur von PSLa(q) fiir eine ungerade Primzahlpotenz ¢ > 5 sehr gut kennen,
werden wir anders als bisher oder spéter in diesem Abschnitt vorgehen. Wir werden
fiir diese Gruppen zuerst alle transitiven, treuen und nicht-reguléren Fixitét-4-Ope-
rationen klassifizieren und anschliefend diejenigen Wirkungen herausarbeiten, in de-
nen es eine Involution mit genau vier Fixpunkten gibt. Dabei werden wir Abschnitt
I1.8 in [Hupl] verwenden.

Voraussetzung 2.25

Seien p eine ungerade Primzahl, n € N und q := p™ so, dass ¢ > 5 gilt. Ferner seien
G = PSLy(q) und Q eine Menge so, dass G transitiv, treu und nicht-reqular auf Q
operiert, sowie o € Q).

Lemma 2.26
Es gelte Voraussetzung[2.25 und ferner gelte einer der folgenden Fdlle:

(i) Es gilt g =1 modulo 4, |QQ| =2(¢+1) und G, hat Index 2 im Normalisator
einer Sylow p-Untergruppe von G.

(ii) Es gibt ein e € {1,—1} so ist, dass ¢ =€ modulo 4 ist, |Q|=2-q-(q+¢) gilt

und Go, zyklisch von Ordnung 9= ist.

Dann operiert G mit Fizitat 4 auf Q.
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Beweis

Seien x € Ga#, X = (x), N := Ng(X) und N, := NNGy. Zuerst seien Q und G,
wie in (7). Dann ist einerseits X die einzige G,-Konjugiertenklasse von zykli-
schen Untergruppen der Ordnung o(z) in G, da G4 zyklisch ist. Andererseits gilt
N = D,_. und ferner ist N, zyklisch von Ordnung 7= mit den Sétzen I1.8.3 und
I1.8.4 in [Hupl]. Da es nach Satz I1.8.5 (a) in [Hupl] nur eine G-Konjugiertenklasse
von zyklischen Untergruppen der Ordnung o(z) gibt, gilt |fixg(z)| = |N : No| =4
mit Lemma .21

Seien jetzt () und G, wie in (i) sowie S € Syl,(G) so, dass S < G, gilt. Da Ng(S5)
eine Frobeniusgruppe mit Frobeniuskern S nach Beispiel V.8.6, Definition I11.16.1
und Satz I1.8.2 in [Hupl] ist, sei K << Ng(S) ein Frobeniuskomplement. Nach Vor-
aussetzung in (¢) hat KNGy Index 2 in K. Ferner ist K zyklisch von Ordnung q%l
mit den Sétzen I1.8.2 und I1.8.3 in [Hupl].

Ist x € S, so haben wir zwei Moglichkeiten, die eintreten koénnten. Es ist
|N : No| =2 und die Anzahl der G-Konjugiertenklassen und der G,-Konjugierten-
klassen von zyklischen Untergruppen der Ordnung p stimmt iiberein, oder es gilt
IN : No| =1 und X© zerfillt in G, in zwei Konjugiertenklassen. In beiden Féllen
liefert Lemma [1.2] dann |fix ()| = 2. Gilt z € S, so ist o(z) ein Teiler von %% und
es ist o(x) < 43=. Dann erhalten wir wie im Fall (77) fiir ¢ = 1 mit Lemma [1.2|schon
fixq (z)] = 4. [ |

Lemma 2.27

Es gelte Voraussetzung und set ¢ > 17. Dann gilt die Umkehrung von Lem-
ma[2.20, Genauver hat Go Index 2 im Normalisator einer Sylow p-Untergruppe von
G oder es gibt ein € € {1,—1} so, dass ¢ =& modulo 4 gilt und G4 zyklisch von
Ordnung 4= ist.

Beweis

Es sei e € {1,—1} so, dass ¢ = ¢ modulo 4 gilt. Angenommen, G, sei weder zyklisch
von Ordnung qT_E noch habe G, Index 2 im Normalisator einer Sylow p-Untergruppe
von . Nach Voraussetzung operiert G mit Fixitdt 4 auf QQ und wir wahlen z € etis
so, dass |fixg(z)| = 4 ist. Seien X := (), N := Ng(X) und N, := NNGqy. Mit
Lemma [1.3] (#i) folgt aus |fixg(z)| =4 schon |N : No| € {2,4}.

Schritt 1: FEs ist x kein p-Element:

Angenommen doch. Da p ungerade ist, enthélt G, mit Lemma (7) automa-
tisch eine Sylow p-Untergruppe S von G, falls p > 5 gilt. Fiir p = 3 enthélt N eine
Sylow 3-Untergruppe, da diese mit Satz I1.8.2 in [Hupl] elementarabelsch ist. Weil
|N : No| € {2,4} ist, enthalt auch N, eine Sylow 3-Untergruppe fiir p = 3.

Seien wieder p ungerade und beliebig, S € Syl,(G) so, dass S < G gilt, sowie
M := Ng(S). Es ist M eine Frobeniusgruppe mit Frobeniuskern S und zyklischem
Frobeniuskomplement der Ordnung % nach Beispiel V.8.6, Definition II1.16.1 und
Satz 11.8.2 in [Hupl]. Da ¢ > 17 gilt, ist auch ¢ —1 > 16. Nach Lemma (4it)
sei dann K < M ein Frobeniuskomplement so, dass 1 # Y := K NG, gilt. Es ist
Y| > qg—l nach diesem Lemma.
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Weiter folgt Ng(Y) = D1 mit Satz I1.8.3 (a) in [Hupl]. Da Ng(Y)NM = K
ist, gilt |Y| > q%41 mit Lemma (7ii). Damit hat G4, N M Index maximal 2 in M.
Gilt GaNM < Gq, so ist mit dem Satz von Dickson (Hauptsatz I1.8.27 in [Hupl])
und wegen g > 17 schon G, = G, ein Widerspruch. Daher gilt G, < M. Da G, nach
Annahme nicht Index 2 in M hat, folgt schon G, = M. Mit Lemma 3.11 in [MaW]]
operiert dann G nur mit Fixitdt 2 auf ), ein Widerspruch. O

Da x nach Schritt 1 kein p-Element ist, folgt mit Satz I1.8.5 (a) in [Hupl], dass
21 oder LEL von o(z) geteilt wird. Mit den Sétzen I11.8.3 und I1.8.4 in [Hupl] ist N
eine Diedergruppe von Ordnung ¢ — 1 bzw. ¢+ 1.

Schritt 2: FEs ist N, keine Diedergruppe:

Angenommen, N, sei eine Diedergruppe. Weiter sei t € N, eine Involution. Mit
dem Satz I1.8.5 (a) in [Hupl] gibt es genau eine G-Konjugiertenklasse von Involu-
tionen, da nur eine der beiden Zahlen q21 und qH gerade ist. Ferner folgt mit dem
Satz von Dickson G, = N, da ¢ > 17 gilt.

Gilt |Ny| =0 modulo 4, so zerfallt t¢ in N, in drei Konjugiertenklassen, wobei
dann |Cq,, (t)| € {|Na|,4} gilt, je nachdem ob ¢ die zentrale Involution oder eine der
invertierenden Involutionen in der Diedergruppe N, ist. Jedoch gilt
|Cq(t)] € {¢g—1,¢+ 1}. Insgesamt liefert Lemma dann |fixq(t)| > 4, da ¢ > 17
gilt. Das widerspricht der erlaubten Fixpunktanzahl von t.

Ist |N,| =2 modulo 4, so gilt t“ NN, =tV Ferner folgt |Cq(t)| € {¢—1,q+1}

und |Cg, (t)] = 2, da t in der Diedergruppe N, eine invertierende Involution ist.
Lemma liefert erneut den Widerspruch [fixg(¢)| > 4, da ¢ > 17 gilt. O

Schritt 3: Es gilt [N : No| =4

Nach Schritt 2 ist also N, keine diedrische Untergruppe von G,. Da N eine
Diedergruppe ist, muss dann N, zyklisch sein. Angenommen es sei [N : N, | = 2.

Ist Go = N, so ist |N,| € {q+1 @} und Lemma 3.11 in [MaWT] liefert, dass
2 nur maximal 2 Fixpunkte in () hat. Also gilt N, < Go.

Mit dem Satz von Dickson, wegen Schritt 2 und da g > 17 gilt, enthélt G, dann
ein Element der Ordnung p und es ist |N,| = . Lemma (7ii) liefert, dass
G eine Untergruppe einer Sylow p—Untergruppe S von G vom Index maximal 3
enthdlt. Da N, < G4, gilt, besitzt G, nun eine Untergruppe U, die Index maximal 3
in Ng(95) hat. Weil Ng(S) eine Frobeniusgruppe und N, ein Frobeniuskomplement
von Ng(9) ist, gilt sogar S <U und damit Ng(S) =U. Mit dem Satz von Dickson
und wegen g > 17 folgt dann Ng(S) = G4 und Lemma 3.11 in [MaW1] liefert einen
Widerspruch zur Voraussetzung [fixg(x)| = 4. O

Nach Schritt 3 hat N, Index 4 in N und ist zyklisch mit Schritt 2. Nach Annahme
war N sc Go. Mit dem Satz von Dickson und wegen ¢ > 17 wird nun % von o(x)
geteilt, G, ist im Normalisator einer Sylow p-Untergruppe enthalten und besitzt
selbst ein Element der Ordnung p. Sei S € Syl,(G) so, dass [SN G| maximal ist.
Lemma (#i7) liefert, dass Sy := S NG, Index maximal 3 in S hat. Ferner kann
Index 3 nur dann auftreten, wenn p = 3 gilt. Insgesamt folgt |Ng(S): Go| € {2,6},
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da N, < G ist. Der Fall Index 6“ liefert zusammen mit Lemma dass ein p-
Element mehr als vier Punkte in ) fixiert. Der Fall Index 2 tritt nach Annahme
nicht ein. Insgesamt erfolgt der Widerspruch zur Annahme, dass G, weder zyklisch
von Ordnung %5 ist noch G, Index 2 im Normalisator einer Sylow p-Untergruppe
von G hat. |

Lemma 2.28

Es gelte Voraussetzung [2.25 und es sei ¢ < 13. Ferner operiere G mit Fixitat 4 auf
Q. Dann ist ¢ > 7 und G, sowie Q sind wie in (i) oder (ii) von Lemma oder
es gilt einer der folgenden Fidlle:

e qist 7 oder9, Go =83 und |Q| ist 28 oder 60,

e ¢=9, G, ist elementarabelsch der Ordnung 9 und |Q| = 40,

e ¢=9, G, ist eine Diedergruppe der Ordnung 10 und |Q| = 36 oder
e q ist 11 oder 13, Go = Ay und |Q] ist 55 oder 91.

Beweis
Das liefern Berechnungen in [GAP]. Siehe dazu Bemerkung u

Bemerkung 2.29

Nach erfolgreichem Laden der Funktion TestTomF4 aus Bemerkung und des
Pakets TomLib in GAP erhalten wir durch die Eingabe der nachfolgenden Befehle alle
transitiven und treuen Operationen mit Fixitat 4 fiir die Gruppen PSLa(q) fir alle
ungeraden g < 13. Das sind genau die im Lemma [2.28) angegebenen Moglichkeiten.

> TestTomF4( TableOfMarks( "A5" ) );

[ ]

> TestTomF4( TableOfMarks( "L2(7)" ) );

([rc2", 841, [ "s3", 28] ]

> TestTomF4( TableOfMarks( "L2(9)" ) );

tfm e, 18071, [ "s3", 607, [ "s3", 60 ], [ "C3 x C3", 40 1,
[ "p10O", 36 1, [ "(C3 x C3) : C2", 20 ] ]
TestTomF4( TableOfMarks( "L2(11)" ) );

[ "c3", 220 1, [ "A4", 551 ]

TestTomF4 ( TableOfMarks( "L2(13)" ) );

[ ["c3", 3641, [ "A4", 91 1, [ "c13 : C3", 28 ] ]

VvV m VvV

Lemma 2.30
Es gelten die Voraussetzungen [2.9 und[2.25, Dann gilt einer der folgenden Falle:

(i) Es ist ¢ — 1 durch 8 teilbar, es gilt |Q| = 2q(q+ 1) und G ist zyklisch von
Ordnung ‘%1 oder es gilt |QQ] =2(q¢+1) und Gy hat Index 2 im Normalisator
einer Sylow p-Untergruppe.

(i) Es ist q+ 1 durch 8 teilbar, es gilt |Q] = 2q(q — 1) und G4 ist zyklisch von

+1
Ordnung =.
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(iii) Es gilt q="17, |Q| =28 und G4 ist isomorph zu S3.

(iv) Es gilt g =9 und es ist |QQ] =60 sowie G, = S3 oder es gilt |QA] =36 und G4
ist eine Diedergruppe von Ordnung 10.

Beweis
Die Aussagen in (¢) und (7) folgen aus Lemmata [2.26] [2.27| und [2.28| zusammen mit
der Untersuchung, wann eine Involution im Punktstabilisator liegt:

Ist ndmlich € € {1,—1} so, dass ¢ = ¢ modulo 4 gilt, so muss 4= noch durch 2
teilbar sein, damit die Punktstabilisatoren in den Aussagen (¢) und (i) von Lemma
[2:26] von gerader Ordnung sind. Das liefert die Einschrankung, dass ¢ — e durch 8

teilbar sein muss.

Fiir die Aussagen in (74) und (7v) untersuchen wir die tibrigen Fille aus Lem-
ma die nicht schon in den Aussagen (i) und (i7) stehen. Wir verwenden dabei
die Charaktertafeln und Listen von G-Konjugiertenklassen von maximalen Unter-
gruppen von G in [Atl] fur die Gruppen G = PSLa(q) fir g € {7,9,11,13}.

Zuerst seien g € {7,9} und G, isomorph zu S3 oder ¢ =9 und G, eine Die-
dergruppe der Ordnung 10. Dann enthélt G, Elemente der Ordnung 2. Ferner gibt
es in G nur eine Konjugiertenklasse von Involutionen, die in G, nicht zerfillt, da
G, eine Diedergruppe ist und |Ga|2 =2 gilt. Sei z € Gﬁ eine Involution. Dann ist
|Cq(z)] =8 und |Cg, (z)| = 2 mit [Atl]. Lemma liefert nun [fixg(x)| = 4. Das
sind (#4) und (7v).

Falls ¢ =9 und G, elementarabelsch der Ordnung 9 ist, so hat keine Involution
einen Fixpunkt in Q). Falls ¢ € {11,13} und G, = Ay ist, so gilt |G|, =4 = |G,
und |Q] ist ungerade. Damit ist alles gezeigt. [ |

Damit sind die Untersuchungen zu PSL(q) und 2G2(q) abgeschlossen. Wir beschif-
tigen uns nun mit den iibrigen unendlichen Familien aus (Lie-1) (siehe Seite [24)).
Dafiir werden wir die Sprache aus der Theorie der linear algebraischen Gruppen
verwenden und mit parabolischen Untergruppen arbeiten (siehe [Car] oder |[GLS3]).

Voraussetzung 2.31

Seien p eine ungerade Primzahl, n € N, q:=p™ >3 und € € {1,—1}. Weiter sei G
eine der Gruppen PSL5(q), PSLi(q) mit ¢ Z e modulo 8, PSLg(q) mit ¢ = —e modu-
lo 4, PSpy(q), G2(q) oder 3D4(q).

Lemma 2.32
Es gelte Voraussetzung und seien n € N, ¢ :=3" > 9 und G = PSU3(q). Dann
ist |Q| nicht kongruent zu 3 modulo 9.

Beweis

Angenommen, die Behauptung sei falsch. Seien S, € Syl3(Go) und S € Syl3(G)
so, dass S, < S ist. Weil ¢ eine 3-Potenz ist, gilt Z(SU3(q)) = 1 und deshalb
SUs(q) = PSU3(g). Mit Table 4.5.1 in [GLS3] gibt es nur eine G-Konjugiertenklasse
von Involutionen. Ferner ist nach Abschnitt 3.6.2 in [Wil, S. 68] der Stabilisator
eines nicht-singuléren Teilraums von Dimension 1 in SU3(g) isomorph zu GUsz(gq).
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Es ist |Z(GU3z(q))| = ¢+ 1 gerade. Daher enthélt C' eine Untergruppe isomorph
zu GUa(q). Jedoch ist der Stabilisator eines nicht-singuldren eindimensionalen Teil-
raums in SUz(q) nach Theorem 3.9 in [Wil, S. 93] eine maximale Untergruppe von G.

Nun gilt also |C| = g(g+1)(¢> — 1). Ferner ist mit Lemma [2.1] |C': C | € {2,4}.

Nach Annahme gilt weiter |S: S,| = 3. Daher wird |G,| nun von 3q und von
(q+ 1)(g% — 1) geteilt. Da ¢ > 9 ist, folgt mit Theorem 6.5.3 in [GLS3] dann schon
Ga =G. [ |

Voraussetzung 2.33
Es gelte Voraussetzung [2.31]. Seien q eine 3-Potenz und ¥ ein ungetwistetes Wur-
zelsytem zu G° mit Fundamentalsystem I1. Seien Y das getwistete Wurzelsystem zu
Y und 11 das getwistete Fundamentalsystem zu IT sowie > und I1 die Reduktion von
Y bzw. I1 modulo der in Definition 2.3.1 in [GLS3] definierten Aquivalenzrelation.
Weiter habe G (un-)getwisteten Rang mindestens 2 (vgl. Remark 2.3.3 in [GLS3]).
Mit Z"' St bzw. T bezeichnen wir die Teilmenge der positiven Wurzeln von Z )y
bzw. X.

Sei S € Syl3(G). Fiir alle & € St bezeichne X4 < S die Wurzeluntergruppe von
& in S. Sei ferner P<S so, dass |S: P| =3 gilt.

Zunéchst bemerken wir, dass ¥ = Y =3 fiir die ungetwisteten Gruppen, X # r=1%
fiir die Steinberg-Gruppen aufler PSU2y,41(¢) und X = ¥ = 3 fiir PSUsgy,41(q) und
die Suzuki-Ree-Gruppen gilt (vgl. Gleichung (2.3.2) in |[GLS3| S. 42]).

Die Voraussetzung, dass G (un-)getwisteten Rang mindestens 2 hat, bedeutet
‘ﬁ‘ > 2. Die noch zu untersuchenden unendlichen Familien von Gruppen vom Lie-
Typ PSL3(q), PSLa(q), PSLs(q), PSU4(q), PSUs(q), PSpy(q), G2(g) und *Dy(q)
in ungerader Charakteristik ¢ > 3 besitzen die Eigenschaft (un-)getwisteten Rang

mindestens 2. Diese Eigenschaft benutzen wir um nachfolgend zu zeigen, dass nur
PSU3(3) die Voraussetzung erfiillt.

Lemma 2.34
Es gelte Voraussetzung . Seia € Xt so, dass X £ P ist. Dann ist & € I1.

Beweis

Angenommen, es sei & € I1. Es ist S = [[. acs+ Xa nach Theorem 2.3.7 in [GLS3].
Seien m € N und IT := {51,...,ﬁm}. Da |S: P| = 3 ist, gilt somit XB < P fir
alle 3 € 3\ {a}. Da & ¢ IT nach Annahme ist, gilt auch & e II. Insbesondere ist
Xél’ Xﬁ < P. Weiter gibt es i1,...,im € No so, dass @ =}>7L; ;- 8; gilt. Dann
ist & = ilbl +... +Z'mgm.

Fiir die ungetwisteten Gruppen PSL3(q), PSL4(q), PSLs(¢) und PSp,(q) folgt
aus Theorem 2.3.4 (d) und den Chevalley Kommutator Formeln in Theorem 1.12.1(b)
n [GLS3| bereits X4 < [XBN""XBm] < (XBI,...,XBm) < P, ein Widerspruch zur
Annahme.

Sei nun G = G(q). Dann ist IT =TI =IT = {£,7} und
£ =5 =5 = {&8,+7,£(5+7), £(8+27), £(6+37),£(26+37)}
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mit Remark 1.8.8 in [GLS3], wobei 3 eine lange und + eine kurze Wurzel ist. Nun
ist a=ae{B+,6+27,6+37,26+37}. Weiter ist X, < [X3,X,] <(Xg,Xy)<P
mit Theorems 2.4.5(a) und 1.12.1(b)4 in [GLS3|, ein Widerspruch zur Annahme.

Sei G = 3Dy(q). Dann ist I1 =TI = {3,7} und

S =3 ={+8,+7,£(B+7),£(B+27),£(8+37),£(26+37)}

mit Remark 1.8.8 und Abschnitt 2.3 in [GLS3|, wobei wie oben /3 eine lange und
~ eine kurze Wurzel ist. Wie zuvor ist nach Annahme & =a € {+~,5+ 27,8+
37,28 + 3v}. Nun folgt X5 < [Xj,X,] < P mit Theorem 2.4.5(b)5 in [GLS3], ein
Widerspruch zur Annahme.

Sei jetzt G = PSUy(q). Dann ist IT1 =TT = {4,7} und

2= ={£8,+7,£(8+7),£(28+)}

mit Remark 1.8.8 und Abschnitt 2.3 in [GLS3], wobei § eine kurze und  eine lange
Wurzel ist. Insbesondere gilt & = & € {8+ 7,25+ v} nach Annahme. Mit Theorem
2.4.5(b)3 in [GLS3| folgt nun X4 < [Xg,X,] < P, ein Widerspruch.

Also muss G = PSU3(q) sein. Dann ist IT = {3,7} und

Y= {£8, 17, £(B+7), £(B +27),£27,£2(8+7)}

mit Remark 1.8.8 und Abschnitt 2.3 in [GLS3|, wobei § eine lange und ~y eine
kurze Wurzel ist. Ferner ist I1 = {B,ﬁ/} und ¥ = {:I:BA,:I:’?,:I:(,B/—E),:I:(@)}.
Nach Table 2.4 und Theorem 2.4.1 in [GLS3] ist B vom Typ II und 4 vom Typ
IV. Es gilt & € {(ﬁ/ﬁt\v),(ﬁ/—k?y)} Jedoch ist mit Theorem 2.4.5(c)2 dann bereits
Xa<[X B,Xﬁy] < P, der finale Widerspruch zur Annahme. [ |
Lemma 2.35

Es gelte Voraussetzung [2.33. Dann gibt es eine mazimal parabolische Untergruppe
R von G so, dass O3(R) < P gilt.

Beweis
Nach Lemma gibt es ein & € I so, dass X4 € P ist. Da |S: P| = 3 ist, gilt
fir alle 8 € X1\ {a} bereits X;eP. DaG (un-)getwisteten Rang mindestens 2

hat, ist insbesondere IT\ {4} # @. Mit den Bezeichnungen wie in Definition 2.6.4
in |[GLS3] betrachte nun die parabolische Untergruppe R = Pray von G. Diese ist
maximal parabolisch mit Definition 2.6.6 in [GLS3] und ferner ist Uysy = O3(P4y)
und Pg) = Uyqay : Liay, wobel X4 << Lysy und L4y ein Levi-Komplement von R ist.
Insbesondere ist X4 £ Ufa) und aus |S: P| =3 folgt dann Utay < P, wie behauptet.

|

Fir die noch zu untersuchenden Gruppen aus (Lie-1) bendtigen wir im Lemma
gewisse Informationen iiber diese Gruppen. Das sind die Ordnung einer Sylow
p-Untergruppe, wobei p die definierende Charakteristik der Gruppe vom Lie-Typ
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ist, deren Nilpotenzklasse, Abschnitte von Zentralisatoren von Involutionen und die
Struktur der Levi-Untergruppen von maximal parabolischen Untergruppen. Da diese
Informationen nur teilweise und nicht immer explizit zitierbar sind, sammeln wir alle
oben genannten Informationen in nachfolgender Bemerkung.

Bemerkung 2.36
Es gelte Voraussetzung Wir benutzen die Standardnotation (a,b) fir den grof-
ten gemeinsamen Teiler ggT(a,b) zweier natiirlicher Zahlen a und b.

Nach Theorem 2.6.5 in [GLS3] gibt es in jeder Gruppe vom Lie-Typ paraboli-
sche Untergruppen. Diese werden mit Hilfe von Wurzeln und Wurzeluntergruppen
definiert (vgl. Definition 2.6.4 in [GLS3]). Man nennt eine parabolische Untergruppe
P einer Gruppe G vom Lie-Typ maximal parabolisch, wenn sie aus allen Funda-
mentalwurzeln bis auf eine konstruiert wurde (vgl. Definition 2.6.6 in [GLS3]). Mit
Theorem 2.6.5 in |[GLS3] kann jede parabolische Untergruppe P von einer Gruppe
G vom Lie-Typ geschrieben werden als P =U - L, wobei U = O,(P) das unipotente
Radikal fiir die definierende Charakteristik p der Gruppe G vom Lie-Typ und L eine
sogenannte Levi-Untergruppe von P ist. Ferner gilt UNL =1 und damit P=U : L.

Ist t € G eine Involution, so kénnen wir mit Table 4.5.1 in [GLS3] die Konjugier-
tenklasse von t in G und Sektionen L* von Cg(t) bestimmen, da ¢ ungerade ist. Wir
werden am Beispiel PSL3(q) diese Untersuchung detailliert ausfithren. Alle nachfol-
genden Gruppen kénnen auf gleiche Art ebenfalls detailliert untersucht werden, wir
notieren jedoch nur die wichtigsten Informationen:

Wir schreiben fiir alle moglichen Konjugierten von ¢ in Table 4.5.1 in [GLS3] nur
diejenigen Konjugierten heraus, fiir die in der Spalte coset mod Inn(K) eine ,,1¢ steht
(andere Angaben als ,,1“ fithren zu Konjugiertenklassen von dufleren Automorphis-
men von G von Ordnung 2) und wir notieren die zugehérige Sektion L* = O (Ci(t))
in der jeweiligen Version (Spalten 6 und 7 der Table 4.5.1 in [GLS3]). Wir verwenden
die Notation fiir die verschiedenen Typen von Involutionen sowie L* aus Table 4.5.1
in [GLS3]. Fiir die Gruppen G2(q), 2G2(q) und 2Dy4(q) kénnen wir die Struktur von
Ce(t) mit [Wil] vollstandig angeben.

Mit den Theoremen 3.2.2 und 3.3.1 sowie Remark 1.8.8 in |[GLS3| koénnen wir
fiir alle oben genannten Gruppen vom Lie-Typ bis auf Ga(q) die Nilpotenzklasse
von S bestimmen, indem wir die Hohe h(«) der hochsten Wurzel o des Wurzel-
systems ¥ C R™ fiir ein gewisses n € N von G bestimmen (wir nutzen die No-
tation aus [GLS3]). Wir konnen jede Wurzel des Wurzelsystems ¥ von G als R-
Linearkombination von Wurzeln aus dem Fundamentalsystem IT C ¥ darstellen,
wobei IT eine linear unabhéngige Menge von Wurzeln ist. Genauer ist I1 sogar eine
R-Basis des R-Erzeugnis von Y. Die Summe der Koeffizienten einer solchen R-
Linearkombination wird dabei als Hohe bezeichnet (vgl. Abschnitt 1.8 in [GLS3| S.
8 ff]). Neben dem Wurzelsystem und dem Fundamentalsystem von G ist auch das
Negative der hochsten Wurzel von G in Remark 1.8.8 in [GLS3] angegeben (fiir un-
getwistete G fiir getwistete G verweisen wir auf Abschnitt 13.3 in Kombination mit
Abschnitt 3.6 in [Car]).

Die Nilpotenzklasse der Sylow p-Untergruppe von G bendtigen wir im Lem-
ma nur fiir die Primzahl p = 3. Wir werden nachfolgend jedoch fiir alle oben
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genannten Gruppen G und alle Primzahlen p > 3 die Nilpotenzklasse der Sylow
p-Untergruppe S von G herausarbeiten, wobei g = p™ gilt.

G =PSL3(q):

Nach Abschnitt 3.3.1 in [Wil, S. 44, Z. 28] gilt |G| = 574+ (6>~ 1) - (¢ ~ 1)
und damit |S| = ¢3. Fiir alle n € N, n > 3 gibt es nach Abschnitt 3.3.3 in [Wil, S.
47, 7. 3ff] ein k € N so, dass 1 < k < n ist und die Levi-Untergruppen von GL,(q)
zu GLg(q) x GL,,_x(q) isomorph sind. Mit dieser Levi-Struktur in GL,,(¢) und dem

Wissen, dass
SL,(q) = {A € GLy(q) \ det A = 1GF(q)}

und

PSLn(q) = SLn(q)/(Z(GLn(q)) N SLy(q))

gilt, konnen wir nun fiir PSL3(q), PSL4(q) und PSL5(q) die Struktur der Levi-Unter-
gruppen bestimmen.

Sei dazu P < GL3(q) eine maximal parabolische Untergruppe von G und L < P
eine Levi-Untergruppe. In GL3(q) ist L = GL1(q) x GLa(q) = Cy—1 x GL2(q). Weiter
gilt L N SL3(q) = GLa(¢) und in PSL3(q) ist

(L N SLs(q)) - Z(SL3(q))/Z(SL3(q)) = GL2(q)/C(g-1,3)-

Nachfolgend (fiir n € {4,5}) bezeichnen wir mit Ly, den Isomorphietyp der Levi-
Untergruppe in GL,(q), Lgy, den Isomorphietyp der Levi-Untergruppe in SL,(q)
und Lpgy, den Isomorphietyp der Levi-Untergruppe in PSL, (¢). Analog bezeichnen
wir mit Lgy bzw. Lpgy den Isomorphietyp der Levi-Untergruppe in SU,(q) bzw.
PSU,(q) fir n € {3,4,5}.

Sei t € G eine Involution. Wir benutzen Table 4.5.1 in [GLS3, S. 172 f{], um
die Struktur einer Sektion L* von Cg(t) zu bestimmen. Im Fall von G = PSL3(q)
betrachten wir in der Tabelle den Block fiir K = A%, (q), wobeim > 2, ¢ € {1,—1} und
n=m+1 gilt. Da G = PSL3(q) ist, folgt m =2, n =3 und £ = 1. Mit dieser Tabelle
sowie Theorem 4.5.1 in [GLS3] gibt es nun acht mogliche generische Konjugierte von
t. Das sind der Reihenfolge nach ¢y, ¢; fiir 2 < i < 3, {(;,41)/2 filr ungerades m,
t’(m +1)/2 fir ungerades m, 1 fiir ungerades m, 1 fiir gerades m, 5 fiir ungerades
m oder v4 fiir ungerades m.

Wie zu Beginn der Bemerkung bereits erwéahnt, interessieren wir uns nur fiir
die Konjugierten von ¢, fiir die in der Spalte coset mod Inn(K) eine 1 steht. Da-
durch fallen die Konjugierten 71, 2 und 74 aus unserer Untersuchung heraus, weil
fiir diese g oder ¢’ in der Spalte coset mod Inn(K) steht und solche Eintrige zu
involutorischen Graphautomorphismen von G fiihren. Die dritte und vierte Zeile des
Blocks K = A:,(q) in Table 4.5.1 in [GLS3| miissen wir auch nicht weiter betrach-
ten, da m = 2 nicht ungerade ist. (Das sind #(;,4.1)/2 und t'(m+1)/2.) Weil m =2 und
damit & = 1 gilt, ist 2 < i < & =1 fiir kein 4 € N erfiillt. Daher gibt es kein t;
fir G = PSL3(q) wie in der zweiten Zeile im Block K = A$, (¢) von Table 4.5.1 in
[GLS3]. Nun bleibt also nur der Fall ¢; tibrig.
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Zunéchst sind n = 3 ungerade und ¢ — 1 gerade. Daher ist der 2-Anteil von ¢ —1
grofer als der 2-Anteil von n = 3. Mit der fiinften Spalte coset mod Inn(K) von
Table 4.5.1 in |GLS3] ist nun #; ein inner Automorphismus von G und t ist zu ¢;
in G konjugiert. Mit der sechsten und siebenten Spalte von Table 4.5.1 in [GLS3]
folgt L* = A5, _;(q) und L* ist in der sogenannten ,universal Version. Das bedeutet
L* = SLy(q) ist eine Sektion von Cg(t).

Das Fundamentalsystem I'T = {a; — a2,a2 — ag} zum Wurzelsystem von As (zu
PSL3(q) gehorend) erhalten wir mit Remark 1.8.8 in [GLS3|. Ferner ist die héchste
Wurzel o = a3 —az =1- (a1 —az)+1- (a2 —ag). Damit gilt fiir die Héhe h(«) der
hochsten Wurzel o genau h(a) =1+ 1 = 2. Mit Theorem 3.3.1 in [GLS3| ist h(«)
genau die Nilpotenzklasse der Sylow p-Untergruppe S von G = PSL3(pf).

G = PSL4(q) und ¢ Z 1 modulo 8:
Nach Abschnitt 3.3.1 in [Wil, S. 44, Z. 28] gilt

1
!GI=m-qG-(qz—l)'(q3—1)-(q4—1)

und damit |S| = ¢%. Die Levi-Untergruppen Lqr, sind mit Abschnitt 3.3.3 in [Wil,
S. 47, Z. 3ff] isomorph zu GL1(g) x GL3(g) = Cy—1 x GL3(q) bzw. GL2(g) x GL2(q).
Dann ist Lgy, isomorph zu GL3(q) bzw. GLa(q) x SLa(q) und Lpgj, ist isomorph zu
GL3(q)/C4,g—1) bzw. (GLa(q) x SL2(q))/C4,q-1)-

Sei t € G eine Involution. Da nach Voraussetzung ¢ — 1 nicht von 8 geteilt wird,
ist ¢ nicht konjugiert zu ¢; in G mit Table 4.5.1 in [GLS3]. Weil m =3 = —1 modulo
4 gilt, ist ¢t mit Table 4.5.1 in [GLS3] konjugiert zu tm+1 = t2 in G und es gilt

2

L* = SLy(q) o SLa(q) oder es sind ¢ = 3 modulo 4, ¢ konjugiert zu t/,., = t, sowie

2
L* = PSLs(¢?). Das waren nach Table 4.5.1 in [GLS3] alle Moglichkeiten fiir ¢ und L*,
da ¢ Z 1 modulo 8 gilt.
Weiter sind IT = {a1 — a2,a2 — a3,a3 — a4} ein Fundamentalsystem zum Wurzel-
system von As (zu PSL4(q) gehorend) und

a=a;—as=1-(a;—az)+1-(ag—a3)+1-(a3—aq)

die hochste Wurzel im Wurzelsystem. Damit ist h(«) = 3 die Nilpotenzklasse von S.

G =PSL5(q) und ¢ = —1 modulo 4:
Mit Abschnitt 3.3.1 in [Wil, S. 44, Z. 28] gilt

1

m'qlo‘(q2_1)'(qg—l)'(q4_1)‘(q5_1)

Gl =

und damit |S| = ¢'°. Die Levi-Untergruppen Lq;, sind nach Abschnitt 3.3.3 in [Wil,
S. 47, Z. 3] isomorph zu GL1(q) x GL4(q) = Cq—1 x GL4(q) bzw. GL2(q) x GL3(q).
Dann ist Lgy, isomorph zu GL4(q) bzw. GL3(q) x SLa(q) sowie

Lpsy, = GL4(q)/C5,4—1) bzw. Lpsy = (GL3(q) x SLa2(q))/Cs,4-1)-
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Sei t € G eine Involution. Da ¢ ungerade, g — 1 gerade sowie der 2-Anteil von 5
genau 1 ist, sind mit Table 4.5.1 in [GLS3] ¢ konjugiert zu t; in G und L* = SL4(q)
oder t ist konjugiert zu to in G und L* = SLa(q) X SL3(q). Das waren nach Table
4.5.1 in [GLS3] alle Moglichkeiten fiir ¢ und L*, da ¢ = —1 modulo 4 gilt.

Ferner sind IT = {a; — a2,a2 — az,a3 — a4,a4 — a5} ein Fundamentalsystem zum
Wurzelsystem von A4 (zu PSL5(g) gehorend) und

a=a;—as=1-(a1—a2)+1-(ag—az)+1-(ag3—aq)+1-(ag—as)
die hochste Wurzel im Wurzelsystem. Damit ist h(«) = 4 die Nilpotenzklasse von S.

G =PSU3(q):

Mit Abschnitt 3.6 in [Wil, S. 66, Z. 3ff] gilt |G| = 5 q7-¢*-(¢*~ 1) (¢ +1) und
damit |S| = ¢3. Die Levi-Untergruppen Lsy in SU3(q) sind nach Abschnitt 3.6.2 in
[Wil, S. 67, Z. 36ff] isomorph zu GL1(¢?) x SU1(q) = Cy2_1- Dann ist Lpgy isomorph
71 Cg2-1)/(3,g+1)-

Sei t € G eine Involution. Da g+ 1 von 2 geteilt wird und 3 ungerade ist, ist ¢
mit Table 4.5.1 in [GLS3] konjugiert zu ¢; in G und es gilt L* = SUsg(q) = SLa(q).

Es sind IT = {a; — a2,a2 — a3} ein Fundamentalsystem zum Wurzelsystem von
As (zu PSL3(q) gehorend) und e« =a; —az3=1-(a; —az)+1-(az — a3) die hoéchste
Waurzel im Wurzelsystem. Das Wurzelsystem von 245 (zu PSUs(q) gehorend) ent-
steht aus dem von Ao sowie einem Graphautomorphismus, der auf der Menge der
Wurzeln operiert und die Wurzel p; = a1 —ag mit der Wurzel py = a2 —a3 vertauscht.
Da alle Wurzeln eines Wurzelsystems Linearkombinationen der Fundamentalwurzeln
sind, konnen wir diesen Graphautomorphismus linear fortsetzen. Das entstandene

Fundamentalsystem ist IT = {%(pl —|—p2)} (vgl. Abschnitt 13.3 in [Car]) und es gilt
& = a1 —ag = 2-(3(p1 +p2)). Damit ist k(&) = 2 die Nilpotenzklasse von S.

G =PSUy(q) und g 2 —1 modulo 8:
Nach Abschnitt 3.6 in [Wil, S. 66, Z. 3ff] gilt

1

m~q6-(q2—1)-(q3+1)-(q4—1)

|G| =

und damit |S| = ¢%. Die Levi-Untergruppen Lgy sind isomorph zu
GL2(¢®)  bzw.  GLi(¢?) x SUz(q) = Cpe_1 x SLa(q)

nach Abschnitt 3.6.2 in [Wil, S. 67, Z. 36ff]. Dann gilt Lpsy = GL2(¢%)/C(4,4+1) bzw.
Lpsu = (Cg2—1) X SL2(q))/C 4,441

Sei t € G eine Involution. Da nach Voraussetzung ¢ 4+ 1 nicht von 8 geteilt wird,
ist ¢ nicht zu ¢; konjugiert in G mit Table 4.5.1 in [GLS3]. Weil m = 3 = —1 modulo
4 gilt, ist ¢t mit Table 4.5.1 in |[GLS3| konjugiert zu tm+1 = t2 in G und es gilt

2
L* = SLy(q) o SLa(q) oder es sind ¢ = 1 modulo 4, t zu t,,., = t) konjugiert in G
2

und L* = PSLy(¢?). Das waren nach Table 4.5.1 in [GLS3] alle Méglichkeiten fiir ¢
und L*, da ¢ 2 —1 modulo 8 gilt.
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Ferner sind I'T = {aj — a2,a2 — a3,a3 — a4} ein Fundamentalsystem zum Wurzel-
system von Az (zu PSL4(q) gehorend) und

a=a;—as=1-(a1—a2)+1-(ax—a3)+1-(a3—aq)

die héchste Wurzel im Wurzelsystem. Das Wurzelsystem von 2A3 (zu PSU4(q) ge-
horend) entsteht aus dem von A3z sowie einem Graphautomorphismus, der auf der
Menge der Wurzeln operiert und die Wurzel p; = a1 — a2 mit der Wurzel p3 = a3 —ay
vertauscht sowie po = as — ag fest ldsst. Das entstandene Fundamentalsystem ist

I1= {%(m +p3),p2} (vgl. Abschnitt 13.3 in [Car]) und es gilt
a=ay—as=2(3(p1+ps)) +1-pa.
Damit ist h(&) = 3 die Nilpotenzklasse von S.

G = PSUs(g) und ¢ =1 modulo 4:
Mit Abschnitt 3.6 in [Wil, S. 66, Z. 3ff] gilt

10
G| = —1

(5,g+1)

und damit |S| = ¢'°. Die Levi-Untergruppen Lgy sind nach Abschnitt 3.6.2 in [Wil,
S. 67, Z. 36ff] isomorph zu GL1(¢?) x SU3(q) = Cg2—1 X SUs(q) bzw. GLa(g?). Dann
ist Lpgy isomorph zu (Cg2_1) X SU3(q))/C5 441) bzw. GLg(qQ)/C(57q+1).

Sei t € G eine Involution. Da g+ 1 von 2 geteilt wird und 5 ungerade ist, ist ¢
mit Table 4.5.1 in [GLS3| konjugiert zu ¢; in G und es gilt L* = SU4(q) oder es ist
t konjugiert zu t3 in G und L* = SUsa(q) x SU3(q). Das waren nach Table 4.5.1 in
[GLS3] alle Moglichkeiten fiir t und L*, da ¢ =1 modulo 4 gilt.

Weiter sind I'T = {a; — a2,a2 — a3,a3 — a4,a4 — as} ein Fundamentalsystem zum
Wurzelsystem von A4 (zu PSL5(g) gehorend) und

(=1 (@+1D) (" =1 (" +1)

a=a;—as=1-(a1 —a2)+1-(az—a3)+1-(az—a4)+1-(as—as)

die héchste Wurzel im Wurzelsystem. Das Wurzelsystem von 244 (zu PSUs(q) ge-
horend) entsteht aus dem von A4 sowie einem Graphautomorphismus, der auf der
Menge der Wurzeln operiert und die Wurzel p; = a1 — a9 mit der Wurzel py = a4 —as
vertauscht sowie ps = ao — a3 mit p3 = az — a4 vertauscht. Das entstandene Funda-
mentalsystem ist [T = {%(Pl +p4), 3 (p2 +p3)} (vgl. Abschnitt 13.3 in [Car]) und es
gilt @& =a; —as = 2-(%(}71 +p4)) + 2-(%(;02 +p3)). Damit ist h(&) = 4 die Nilpotenz-
klasse von S.

G =PSpy(q):

Mit Abschnitt 3.5 in [Wil, S. 60f] gilt |G| =3 -¢*- (¢> —1) - (¢* — 1) und damit
auch |S| = ¢*. Die Levi-Untergruppen L von G sind nach Theorem 3.8 in [Wil, S.
93] isomorph zu GLj(q) o SLa(gq) bzw. GLa(q)/Cs.

Sei t € G eine Involution. Dann ist ¢ mit Table 4.5.1 in [GLS3] konjugiert zu
tz =t in G und es gilt L* = SLy(q) 0 SLa(q) oder es sind ¢ konjugiert zu to (im Fall

2
¢ =1 modulo 4) bzw. t, (im Fall ¢ =3 modulo 4) in G und L* = PSLy(q).
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Weiter sind IT = {a; — ag2,2a2} ein Fundamentalsystem zum Wurzelsystem von
Cs (zu PSpy(q) gehorend) und o =2a1 =2 (a1 —az) + 1 - (2a2) die hochste Wurzel
im Wurzelsystem. Damit ist h(a) =2+ 1 =3 die Nilpotenzklasse von S.

G = 3D4(q):
Mit Abschnitt 4.6.2 und Gleichung (4.67) in [Wil, S. 142] gilt

Gl=¢*(P+d"+1)(° - 1)(*—1)

und damit |S| = ¢'?. Die Levi-Untergruppen L von G sind nach Theorem 4.3 in
[Wil, S. 144] isomorph zu SLa(q3).Cy—1 bzw. SLa(q).Cys_1.

Sei t € G eine Involution. Dann ist ¢ mit Table 4.5.1 in [GLS3] konjugiert zu to
in G und es gilt Cg(t) = Co'(PSLa(¢3) x PSL2(q)).C2 nach Abschnitt 4.6.5 in [Will
S. 144, 7. 9f].

Ferner sind IT = {a1 — a2,a2 — a3,a3 — a4,a3 + a4} ein Fundamentalsystem zum
Wurzelsystem von Dy (zu P () gehérend) und

a:a1+a2=1'(al—a2)+2-(ag—a3)+1-(a3—a4)—|—1'(a3+a4)

die hochste Wurzel im Wurzelsystem. Das Wurzelsystem von 3Dy (zu 3Dy(q) geho-
rend) entsteht aus dem von Dy sowie einem Graphautomorphismus der Ordnung 3,
der auf der Menge {p1,p3,ps} der Wurzeln p; = a1 —ag, ps = az—aq und py = az+ay
operiert und die Wurzel po = as — a3 fest lasst. Das entstandene Fundamentalsystem
ist TT = {%(pl +p3 +p4),p2} (vgl. Abschnitt 13.3 in [Car]) und es gilt

a=a1+az= 2'p2+3'(%(p1 +p3+p4)).
Damit ist h(&) =2+ 3 =5 die Nilpotenzklasse von S.

Fiir die verbliebene Gruppe Ga(q) ist Theorem 3.3.1 in [GLS3] nicht immer
anwendbar, da Go(3f) fir f € N einen Sonderfall von Theorem 3.3.1 in [GLS3]
darstellt. Genauer ist dabei nur die Identifizierung der Hohe der héchsten Wurzel
mit der Nilpotenzklasse einer Sylow 3-Untergruppe nicht méglich. Wir werden daher
eine andere Strategie verwenden, die Nilpotenzklasse einer Sylow 3-Untergruppe zu
berechnen.

G = G2 (q):
Mit Abschnitt 4.3.3 und Gleichung (4.25) in [Wil, S. 122] gilt

Gl =¢°(®—1)(¢* - 1)

und damit |S| = ¢%. Die Levi-Untergruppen L von G sind nach Abschnitt 4.3.5 bzw.
Table 4.1 in [Wil, S. 125, 127] isomorph zu GLa(q).

Sei t € G eine Involution. Dann ist ¢ mit Table 4.5.1 in |[GLS3] konjugiert zu ¢;
in G und es gilt Cg(t) = Cy"(PSLa(q) x PSLa(q)).C2 nach Abschnitt 4.3.6 in [Wil,
S. 125, Z. 341].

Fiir die Nilpotenzklasse einer Sylow p-Untergruppe von G sei zunéchst p > 5. Mit
den Theoremen 3.2.2 und 3.3.1 in [GLS3] ist dann die Nilpotenzklasse einer Sylow
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p-Untergruppe von G durch die Héhe der héchsten Wurzel im Fundamentalsystem
berechenbar. Sei also I'T = {a1,a2} ein Fundamentalsystem zum Wurzelsystem von
Ga. Da a = 2a; + 3 nach Remark 1.8.8 in [GLS3] die hochste Wurzel im Wurzel-
system ist und h(a) = 5 gilt, hat jede Sylow p-Untergruppe von G Nilpotenzklasse 5.

Nun wollen wir die Nilpotenzklasse fiir Sylow p-Untergruppen von G im Fall
p = 3 erarbeiten. Zunéchst sei noch p beliebig. Wir verwenden die Notation in [GLS3|
S. 65] fiir die Konstruktion von unipotenten Radikalen und parabolischen Untergrup-
pen, um eine Zentralreihe einer Sylow 3-Untergruppe zu ermitteln. Wir konstruieren
zundchst eine Zentralreihe fiir das unipotente Radikal Uy, einer maximal parabo-
lischen Untergruppe Py,,} in G. Es gilt nach Definition 2.6.4 und Remark 1.8.8 in
[GLS3]

U{Dé2} = U{lag} = <X0617X011+a2aXa1+2a2aXa1+3a27X2a1+3a2>,
U{2a2} = <X2a1+3a2> = Ug < Z(U®)7
3 _

Mit Theorem 3.2.2 in [GLS3] ist 1 = U} , < UZ |, < U} . eine Zentralreihe von
: faz} % Ufaz)  Ulaa) ralre

Ufq,) mit elementarabelschen Faktoren. Diese Konstruktion war unabhéngig von p.

Ferner erhalten wir aus dieser Zentralreihe, dass [U. {az)}s U{az}] < U{2a2} = (X2a,+3az)

gilt. Das bedeutet, dass fiir alle Wurzeln

S {Oq,Oél + ag,a1 + 209, a1 + 3aig, 20 —|-30ég} =X

schon [Xo,,Xg] < X2q,43as = U{2a2} folgt.

Sei jetzt p = 3 und vergleiche [GLS3, S. 99]. Es gilt P,,) = Pfo,) und damit
auch Ugq,) = Ufqy) (Die zwei Konjugiertenklassen von maximal parabolischen Un-
tergruppen sind isomorph; vergleiche auch die Abschnitte 4.3.5 bis 4.3.7 in [Wil,
S. 123ff]). Ferner gibt es einen involutorischen Graphautomorphismus +, fiir den
a] = ag sowie ag = aq gilt. Graphautomorphismen lassen das Wurzelsystem invari-
ant. Ferner werden positive Wurzeln auf positive Wurzeln und Wurzeluntergruppen
auf Wurzeluntergruppen abgebildet. Es ist Uy eine Sylow p-Untergruppe von G und
nach Definition 2.6.4 in [GLS3| gilt

U@ = Ué = <Xa1aXa2aon1+oz27Xa1+2oz2,Xa1+3o¢27X2a1+3042>7
Ué = <X0t1+a2aXa1+2027X041+3012>X2a1+30t2>'
Ferner ist der Faktor Uy /U2 nach Theorem 3.2.2 in [GLS3] elementarabelsch und
es gilt [Ug,Ugp] <UZ. Wir wissen schon, dass [Xa,,Xg] < Xoa,+3q, fir alle 8 € £
gilt. Fiir die Konstruktion von [Ug, Uy, Ug] < [Ug,U2] miissen wir also noch wissen,

was [Xa,,Xg] fiir alle € X1\ {a1} ist. Aufgrund des involutorischen Graphauto-
morphismus v von G2 gilt nun

Xy, UZ] = ([Xay, UR)" = [Xa,", (U2)]
= [Xan, U] < (U},,}) < Z(Ug)" = Z(Us),
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da v Wurzeln auf Wurzeln sowie Wurzeluntergruppen auf Wurzeluntergruppen ab-
bildet und charakteristische Untergrupen invariant lasst. Daher folgt

[Uz,Ug,Ug] < [Ug, U3 < Z(Uy)

und
Ug,Ug,Uz,Us| < [Ug,Z(Ug)] = 1.

Nun ist die Nilpotenzklasse von Ug hochstens 3, da wir eine absteigende Zentralreihe
der Lange 4 gefunden haben. Ferner ist die Nilpotenzlasse von Uz mindestens 3, da
Ug isomorph zu einer Untergruppe von Py, ist, Uy,,} Nilpotenzklasse 2 hat, der

p-Anteil von ‘P{OQ} JU. {az}| genau g ist und eine Sylow p-Untergruppe der Levi-Un-

tergruppe Ly,,) < P(q,) nichttrivial auf Ufa,} operiert.

Damit sind alle fiir Lemma benétigten Informationen gesammelt und wir
fassen diese in den Tabellen 2.7] und 2.8 zusammen.

G t&  Sektion L* in Cg(t) |S]  Klasse von S
PSLg(q) i SLy (q) q3 2
PSL4(q) t2  SLa(q)oSLa(q) ¢ 3
th  PSLa(¢?)

PSL5(q) t1 SL4(q) g0 4
to SLo (q) X SLg(q)

PSU;3 (q) t SLo (q) q3 2

PSU4(q) t2  SLa(q)oSLa(q) ¢ 3
th  PSLa(¢?)

PSU; (q) t SU4(q) qlo 4
to SUs (q) X SUg(q)

PSpy(q)  t1 SLa(q)oSLa(q) ¢ 3

to, t/2 PSLQ(q)

G2(q) t Cy (PSLa(g) o PSLa(q)).Co ¢ 3 (fir p=23)
5 (fiir p > 3)

3D4(q) ty Oy’ (PSL2(¢?) o PSLa(q)).C2 ¢'2 5

Tabelle 2.7: Konjugiertenklassen von ¢ in G, Abschnitte L* in Cg ()
aus Table 4.5.1 in [GLS3], Ordnung von S € Syl,(G) aus [Wil| und
deren Nilpotenzklasse fiir einfache Gruppen G vom Lie-Typ vom
sektionalen 2-Rang maximal 4 in ungerader Charakteristik p.
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G Levi-Untergruppe L Bemerkung

PSL3(q)  GL2(q)/C(q-1,3) Zwei Kk von mpU (vgl. Abschnitt 3.3.3, letz-
ter Absatz in [Wil, S. 471])

PSL4(q)  GL3(q)/Cg—1,4)
(GL2(q) x SL2(9))/Ca,q-1)

PSL5(q)  GL4(q)/Cg-1,5)
(SLa(q) x GL3(q))/C5,4-1)

PSU3(q)  Cp2_1/Clg+1,3) Eine Kk von mpU (vgl. in [KILi, S. 71]: Table
3.5.B, Block (', j = 20, Spalte V; fiir die No-
tation von Py, siehe S. 58, Zeile 30ff; fiir eine
Erkldarung zu Spalte V von Table 3.5.B siehe
Abschnitt 3.2, S. 611f.)

PSU4(q) GLZ(QQ)/C(q-i-lA)
(C(q271) X SUQ(Q))/C(47Q+1)
PSUs(q) GLa(¢%)/Cgs15)
(C(q2,1) X SU3((1))/C(5,§/+1)

PSpy(q)  SLa(¢*).Cq—1
SLa(g)-Cpa_y

#Da(q)  GLi(q) o SLa(q)
GL2(q)/C2

Ga(q) GL2(q) Zwei Kk von mpU (vgl. Abschnit 4.3.5. und
Table 4.1 in [Wil, S. 123f, 127])

Tabelle 2.8: Isomorphietypen von Levi-Untergruppen L von einfa-
chen Gruppen G vom Lie-Typ vom sektionalen 2-Rang maximal 4
in ungerader Charakteristik.

Abkiirzungen: , Kk* Konjugiertenklasse(n), ,,mpU*“ maximal para-
bolische(n) Untergruppe(n), (a,b) := ggT(a,b)

Lemma 2.37

Es gelten die Voraussetzungen und . Gilt ¢ =3, so ist G =PSU3(3) und G,
ist isomorph zum semidirekten Produkt einer Sylow 3-Untergruppe von G mit einer
zyklischen Gruppe der Ordnung 8.

Beweis
Unter Verwendung der Table Of Marks Bibliothek [TOM] in |[GAP| erhalten wir
folgende Fixitéat-4-Operationen:
Die Gruppen PSL3(3), PSL4(3) und G2(3) weisen keine Fixitat-4-Operationen auf.
Die Gruppen PSU4(3) und PSp,(3) weisen jeweils eine Fixitéat-4-Operation mit zy-
klischen Punktstbailisatoren der Ordnung 5 auf. Da diese Ordnung jedoch ungerade
ist, widerspricht das der Voraussetzung. Die Gruppe PSU3(3) weist die in der Be-
hauptung angegebene Operation auf.

Da nach Voraussetzung [2.31] ¢ = 1 modulo 4 fiir PSUs(g) gilt, muss der Fall
G = PSUs(3) nicht untersucht werden. Es bleibt also noch zu zeigen, dass G weder
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PSL5(3) noch 3Dy(3) ist.

Angenommen, es sei G = 3Dy(3). Nach Table 4.5.1 in [GLS3| besitzt G ge-
nau eine Konjugiertenklasse von Involutionen. Nach Abschnitt 4.6.5 in [Wil, S. 144,
Z. 9f] gilt C = Co (PSLa(q®) x PSL2(q)).Co. Mit Lemma wird dann |G| von
|PSLo(27) x PSLa(3)| = 24-3% . 7- 13 geteilt. Da |G| =26-3'2.72.132.73 ist, wird
|G| mit Lemma [1.3] (7) sogar von 24-3%.72.132 geteilt. Nach Theorem 4.3 in [Wil,
S. 144] wird jedoch die Ordnung keiner maximalen Untergruppe von G durch 72132
geteilt. Damit folgt G, = G, ein Widerspruch zur Voraussetzung.

Angenommen, es sei G = PSL5(3). Mit Table 4.5.1 in [GLS3| besitzt G genau
zwei Konjugiertenklassen von Involutionen. Mit [GAP] ermitteln wir |C| € {28 -3%-
13, 29.35.5.13}. Ferner ist |G| = 2°-310.5.112.13. Seien S, € Syly(G,) und
S € Syl,(G) so, dass t € So < S gilt. Es ist C, < S4 und mit Lemma wird
|S,| von 26 geteilt. Nun gilt (d) oder (e) von Lemma 9 aus [BMW] und |S,| wird
deshalb von 27 geteilt. Da S, # 1 ist, gilt Z(S) NS, # 1. Insbesondere enthilt S,
eine Involution £ aus Z(S). Es ist S < C(f). Also ist mit oben ‘Cg(ﬂ‘ =29.36.5.13,
wodurch |G| nun nach Lemma (7ii) auch von 5 geteilt wird.

Seien T, € Syl3(Gqa) und T' € Syl3(G) so, dass T, < T ist. Nach Lemma 2.1 ist
3% ein Teiler von |T,|. Ferner hat T' Nilpotenzklasse 4 (siche Bemerkung . Da
IT| = 30 gilt, ist T insbesondere nicht von maximaler Klasse. Daher gilt Fall (d)
oder (e) von Lemma 10 aus [BMW] und |T,,| wird nun von 3% geteilt. Insgesamt ist
also 27-3%.5.13 ein Teiler von |G| und T, hat Index héchstens 3 in 7.

Gilt |T : T, | = 3, so liefert uns Lemma eine maximal parabolische Untergrup-
pe M von G so, dass O3(M) < T, < G ist. Die moglichen maximal parabolischen
Untergruppen sind nach Bemerkung @ und Abschnitt 3.3.3 in [Wil, S. 47, Z. 91]
isomorph zu C3% : GL4(3) (vom Index 11% in G) oder C3% : (SLa(3) x GL2(3)) (vom
Index 10-11% in G). Die Ordnung letzterer Gruppe wird nicht von 5 geteilt, |Gy
jedoch schon. Dadurch ist M = C3* : GL(4,3). Da O3(M) < G, ist, enthilt G nach
Lemma (iéi7) eine Untergruppe von M vom Index hochstens 4 in M. Index 1 oder
3 konnen wir direkt ausschliefien, da sonst |Q| € {121,3-121} und |Q| ungerade ist,
im Widerspruch zu Lemma Also ist T << Gq. Insgesamt gibt es mit Theorem
2.6.5 (c) in |[GLS3| und mit dem Satz von Sylow vier G-Konjugiertenklassen von ma-
ximal parabolischen Untergruppen. Weil T'< G, ist, enthilt G, nun mit Theorem
2.6.5 (d) in [GLS3| und Lemma (7ii) Untergruppen vom Index hochstens 4 von
jeder der vier nicht-konjugierten maximal parabolischer Untergruppen von G, die T’
enthalten. Dann ist |G| grofer als die Ordnung der ordnungsgroBten maximal para-
bolischen Untergruppe von G. Da maximal parabolische Untergruppen mit Theorem
2.6.7 in |[GLS3] maximale Untergruppen sind, folgt G, = G, ein Widerspruch. N

Bemerkung 2.38

Seien G = PSU3(3) und |QQ| = 28 wie in Lemma Mit dem in Bemerkung
vorgestellten Algorithmus berechnen wir die Fixpunktanzahl von nichttrivialen Ele-
menten von G auf () und notieren diese in der nachfolgenden Tabelle:
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ze|2A 3A 3B 4A 4C 6A T7A BA 12A
fixp@)| | 4 1 1 4 0o 1 0 2 1

Tabelle 2.9: Fixpunktanzahl der Elemente 2 € PSU3(3)? in der Operation von Lem-
ma 2.0l

Lemma 2.39

Seien ¢ > 9 eine 3-Potenz, n € {2,3,4}, e € {1,—1} und K = SL (q). Dann besitzt
K keine Untergruppe vom Index 3. Insbesondere gilt:

Gilt Voraussetzung ist ¢ > 9 eine 3-Potenz und ist M < G eine mazimal pa-
rabolische Untergruppe von G und L < M eine Levi- Untergruppe, so besitzt L keine
Untergruppe vom Index 3.

Beweis

Angenommen, die erste Behauptung sei falsch. Dann sei U . K eine Untergruppe
vom Index 3 in K. Mit dem Hauptsatz 1.6.2 in [Hupl] gibt es einen Normalteiler
N <U < K von K derart, dass K/N isomorph zu einer Untergruppe von S3 ist.
Jedoch ist K eine quasi-einfache Gruppe und damit folgt N < Z(K). Ferner ist
K/Z(K) einfach und nicht-abelsch, ein Widerspruch zu K/N = S3 und N < Z(K).
Daher gilt der erste Teil des Lemmas.

Nun zum zweiten Teil: Es gelte Voraussetzung Seien g > 9 eine 3-Potenz,
M < G eine maximal parabolische Untergruppe von G und L < M eine Levi-
Untergruppe. Angenommen, es sei X < L eine Untergruppe vom Index 3.

Seien n € {3,4,5} und G = PSL,,(¢q). Wir betrachten das Urbild L von L unter
dem natiirlichen Homomorphismus SL,(¢) — G. Dann ist L = GL,_1(q) oder es
ist n € {4,5} und L = GLy_2(q) x SLa(q) (siche Tabelle [2.8). Seien Ly, Ly < L
die disjunkten Faktoren des Produkts (im ersten Fall ist L = L;). Da X Index
3 in L hat, hat X N L; Index hochstens 3 in L1 und X N Ly hochstens Index 3
in Ls. L1 und Lo sind lineare Gruppen von Dimension mindestens 2 oder trivial.
Insbesondere finden wir quasi-einfache Untergruppen K von L; und Ko von Ls.
Weil |GLy,(¢)/SLn(q)| = ¢ —1 ist, hat K1 N X bzw. Ko N X Index hochsten 3 in K
bzw. Ko. Mit dem ersten Teil des Lemmas erhalten wir dann einen Widerspruch.
Insbesondere hat dann L auch keine Untergruppe vom Index 3.

Ist G = PSU3(q), so ist L zyklisch von Ordnung ¢? — 1 und wir sehen, dass L
keine Untergruppe vom Index 3 besitzt, da ¢ eine 3-Potenz ist. Seien n € {4,5} und
G = PSU,(q). Wir betrachten das Urbild L von L unter dem natiirlichen Homo-
morphismus SU,(¢) — G. Dann ist L = GLy(¢?) oder L = SU,,_5(q) X Cy2_y (siehe
Tabelle . Seien L1, Lo < L die disjunkten Faktoren des Produkts (im ersten Fall
ist L = Ly). Wir sehen, dass ggT(3,|Lz|) =1 ist. Da X Index 3 in L hat, hat X N L;
Index 3 in Lj. Das widerspricht jedoch dem ersten Teil des Lemmas, da L; quasi-
einfach ist oder eine quasi-einfach Untergruppe vom Index ¢ + 1 enthélt. Mit dem
ersten Teil des Lemmas erhalten wir dann einen Widerspruch. Insbesondere hat dann
L auch keine Untergruppe vom Index 3.

Die Félle G = PSpy(q) und G = G2(q) kénnen mit dhnlichen Argumenten wie
zuvor behandelt werden. Dabei wird der obige Ubergang von L zu L obsolet. Die
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anderen Argumente bleiben gleich. Wir miissen noch G = 3Dy(q) iiberpriifen. Sei
zuerst L = GLa(q)/C2. Da |GL2(q)/SLa(q)| = ¢—1 und ¢ > 9 ist, hat L eine Unter-
gruppe K isomorph zu SLa(q). Nach Wahl muss X N K Index 3 in K haben. Jedoch
ist K quasi-einfach und wir erhalten einen Widerspruch mit dem ersten Teil des
Lemmas. Also ist L = GL1(q) o SLa(q) = Cy—1 0 SLa(q). Wir sehen, dass L wieder
eine Untergruppe K = SLa(q) enthélt. Da ¢ — 1 und 3 teilerfremd sind, muss also
XNK Index 3 in K haben, ein erneuter Widerspruch mit Teil 1 des Lemmas. Damit
ist alles bewiesen. [ |

Lemma 2.40
Es gelten die Voraussetzungen 2.3 und [2.31. Dann gilt ¢ < 3.

Beweis
Angenommen, die Behauptung sei falsch. Sei also p™ = ¢ > 3.

Schritt 1: |G| wird von p geteilt:

Da t € G, nach Voraussetzung vier Punkte in Q) fixiert, ist mit Lemma [2.1
schon |C': Cy| € {1,2,4}. Nach Table 4.5.1 in [GLS3] enthélt C' einen Abschnitt K
isomorph zu einer endlichen Gruppe vom Lie-Typ oder einem Produkt mehrerer
Lie-Typ-Gruppen iiber ¢ und in Dimension mindestens 2 (siche Tabelle bzw.
Bemerkung fiir Details). Insbesondere ist dann p ein Teiler von |C| und wegen
Lemma [1.3| (77) auch ein Teiler von |G|, da p ungerade ist. O

Schritt 2: Gilt p > 5, so enthdlt G, eine Sylow p-Untergruppe von G und eine
Untergruppe einer maximal parabolischen Untergruppe von G vom Index héchstens 4:

Mit Schritt 1 und mit Lemma (7) enthalt G, eine Sylow p-Untergruppe S
von G. Ferner besitzt S <G, eine Untergruppe U, deren Normalisator Ng(U) eine
maximal parabolische Untergruppe von G ist (siehe Theorem 2.6.5 (d) in [GLS3]).
Mit Lemma [1.3] (i) gilt [Ng(U) : Ng,, (U)| < 4, wie behauptet. O

Schritt 3:  Gilt p = 3, so enthdlt G, eine Sylow p-Untergruppe von G und eine
Untergruppe einer mazimal parabolischen Untergruppe von G vom Index hdchstens 4
und verschieden von p=3:

Seien jetzt p=3 und S € Syl,(G) so, dass |G, N S| maximal ist. Wir betrachten
Lemma 10 in [BMW]. Mit Schritt 1 ist G, keine 3'-Gruppe, also gilt nicht (a) von
Lemma 10 in [BMW]. Aufgrund der Ordnung von G ist |S| > ¢® > 729 > 9 mit
[Wil] (siehe Tabelle bzw. Bemerkung [2.36). Somit gilt auch Lemma 10 (b) in
[BMW] nicht. Daher ist nun einer der tibrigen Félle (c), (d) oder (e) von Lemma 10
in [BMW] erfiillt. Mit Tabelle bzw. Bemerkung ist S nicht von maximaler
Nilpotenzklasse, da 3" = ¢ > 3 und somit ¢ > 9 nach Voraussetzung gilt. Damit kann
auch Lemma 10 (c¢) von [BMW] nicht eintreten und es gilt einer der Félle (d) oder
(e) aus dem Lemma.

Angenommen, es gilt Lemma 10 (d) von [BMW]. Dann gibt es ein k£ € N so, dass

Q| = k-S| +3=3- (k5] +1) gilt. Bs ist |S| > 720 nach Tabelle Da k-5 ein

61



Vielfaches von 3 ist, wird k- @ + 1 nicht von 3 geteilt. Dann ist Q] =3- (l{:@ + 1)

durch 3 und nicht durch 9 teilbar. Wegen |Q| = % enthilt G, nun eine Index 3
Untergruppe einer Sylow 3-Untergruppe von G. Nach Wahl von S gilt |[S: G, N S| =
3. Mit Lemmal[2.32ist dann bereits G nicht isomorph zu PSU3(¢). Lemma [2.35|liefert
uns eine maximal parabolische Untergruppe R von G so, dass U := O3(R) < SNG4
gilt. Nun ist |Ng(U) : Ng, (U)] = 3 mit Lemma [1.3] (¢ii) und wegen |S: G4 N S| = 3.

Sei jetzt L < Ng(U) eine Levi-Untergruppe von Ng(U) so, dass |L N G| maximal
ist. Dann gilt Ng(U)=U -L und UNL =1 nach Theorem 2.6.5 (g) in [GLS3]. Da
U <G, gilt, ist nach Wahl LN G, eine Untergruppe vom Index 3 in L. Mit Lemma
erhalten wir einen Widerspruch. Daher gilt Lemma 10 (e) von [BMW]. Dann
ist S << G, und es existiert eine Untergruppe U von S < G4 so, dass Ng(U) eine
maximale parabolische Untergruppe ist (siche Theorem 2.6.5 (d) in [GLS3]). Mit
Lemma [1.3] (i#) und wegen S < G, folgt [N(U) : Ng,, (U)| € {1,2,4}. O

Mit den Schritten 2 und 3 gibt es eine maximal parabolische Untergruppe R von
G so, dass RN G, Index hochstens 4 in R hat. Insbesondere enthélt G, eine Sylow
p-Untergruppe S von G.

Seien G = PSUs3(q) und M < G eine maximale Untergruppe von G so, dass

Go < M gilt. Nach den Schritten 2 und 3 gilt RN Gy < M. Mit den Tabellen
3. (2 -

und und den Schritten 2 und 3 wird |[RNG,| von ggT(4’q§_(1q).gg1T)(q+L3) geteilt.

Mit Theorem 6.5.3 in |[GLS3] und Tabelle gilt dann R = M und G, ist in R

enthalten. Mit Table 4.5.1 in |[GLS3] ist
¢+1  q(@®-1(+1)
geT(B3,q+1)  eeTB,q+1)
Nach Abschnitt 3.6.2 in [Wil, S. 67, Z. 36ff] folgt
R/Oy(R) = (GL1(¢*) x SU1(4))/Cagr(s.441)-
Es sind GLq(q?) zyklisch von Ordnung q*—1 und SU;(g) trivial. Daher ist R/Op(R)
Da R/Oy,(R) zyklisch und ¢ ungerade ist,

|C] = [SLa(q)]-

zyklisch und hat die Ordnung W .
q°—1

enthélt R genau eine Klasse von Involutionen und es gilt |Cr(t)| < ¢ - TG
Lemma liefert |fix(t)] > ¢+ 1 >4, da g > 3 gilt. Das liefert einen Widerspruch
zur erlaubten Fixpunktanzahl von ¢ in Q).

Dann ist GG also einer der {ibrigen Gruppen aus Voraussetzung Anhand
der Tabelle 2.8 wissen wir, dass G mindestens zwei nicht-konjugierte maximal pa-
rabolische Untergruppen besitzt. Mit den Schritten 2 und 3 enthélt G, eine Sylow
p-Untergruppe von G und mit dem Satz von Sylow gibt es dann Untergruppen
U,U < S <Gq so, dass Ng(ﬁ) und Ng(U) nicht-konjugierte maximal parabolische
Untergruppen von G sind. Mit Lemma (@i1) gilt also

[NG(U): Ng, (0)| <4 und [N (U): Ne, (U)| <4,

Da ferner maximal parabolische Untergruppen mit Theorem 2.6.7 in [GLS3] maxi-
male Untergruppen von G sind, folgt G = G,. Das liefert den finalen Widerspruch.
|
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2.5 Beantwortung von Frage 1

Nun wurden alle Gruppen aus dem Main Theorem von [GoHa] iiberpriift. Die Ergeb-
nisse der Lemmata aus diesem Kapitel fassen wir im nachfolgenden Satz zusammen.
Jener liefert damit eine Antwort auf Frage 1 dieser Arbeit.

Satz 2.41

Seien G eine einfache und nicht-abelsche Gruppe sowie Q) eine Menge, auf der G
transitiv, treu und mit Fizitat 4 operiere. Weiter existiere eine Involution in G, die
vier Punkte von Q) fixiere, und es sei o € Q. Dann gilt einer der folgenden Fille:

(i) G ist isomorph zu PSL2(8) und

(i.1) |Q| =254 und G4 ist zyklisch von Ordnung 2,

(i.2) Q| =84 und G, = S3,

(i.3) Q| =36 und Gy, ist eine Diedergruppe der Ordnung 14 oder
(i.4) |Q| =28 und G, ist eine Diedergruppe der Ordnung 18.

(ii) Es gibt eine ungerade Primzahlpotenz q=pf > 7, G ist isomorph zu PSLa(q)
sowre

(ii.1) ¢ =1 modulo 8, |QQ| =2(q+1) und G4 hat Index 2 im Normalisator einer
Sylow p-Untergruppe von G,

(i1.2) ¢ =1 modulo 8, |Q| =2q(q+ 1) und G, ist zyklisch von Ordnung q%l,
(i1.3) = —1 modulo 8, |Q| =2q(q—1) und G, ist zyklisch von Ordnung %1,
(ii.4) q="7, |Q] =28 und G, = S3,

(ii.5) ¢=9, |Q| =60 und G, = S3 oder

(ii.6) ¢=9, |Q| =36 und G, ist eine Diedergruppe von Ordnung 10.

(iii) G = PSU3(3), |Q| = 28 und Gy ist der Normalisator einer Sylow 3-Unter-
gruppe von G und hat Ordnung 27 - 8.

(@'v) G ’EMU, ’Q’ =11 und Ga EPSLQ(ll).

(v) G = Ma, |Q| =12 und G, ist isomorph zu M.

Beweis

Wegen Theorem 14 (b) und (d) in [BMW] hat G sektionalen 2-Rang maximal 4 oder
G besitzt eine stark eingebettete Untergruppe. Mit dem Main Theorem in [GoHal
und Theorem 14 (b) in [BMW] ist dann G isomorph zu einer der Gruppen in (Lie-1),
(Lie-2), (Alt) oder (Spo). (siehe Seite [24)).

Die Lemmata [2.24] [2.30], 2.37] und [2.40] untersuchen die Gruppen aus dem Fall
(Lie-1) und liefern die Aussagen in () und (74) des Satzes. Die Gruppen des Falls
(Lie-2) werden in den Lemmata [2.19| und [2.21] bis [2.23| behandelt. Aus diesen Lem-
mata folgt Aussage (7) des Satzes. Die Alternierenden Gruppen aus dem Fall (Alt)
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treten wegen der Lemmata und [2.5| nicht auf. Die Sporadischen Gruppen des
Falls (Spo) werden in den Lemmata 2.10] und [2.12] bis [2.17] untersucht. Deren
Ergebnisse stehen in den Aussagen (iv) und (v). [ |
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Transitive Operationen von Fixitat
hochstens 4 mit zyklischen
Punktstabilisatoren

Mit der Beantwortung von Frage 1 dieser Arbeit wenden wir uns nun der Frage 2
zu. Fir diese wollen wir treue Gruppenoperationen von Fixitdt hochstens 4 auf
kompakten Riemannschen Flachen untersuchen. Wie bereits im ersten Kapitel dieser
Arbeit beschrieben, zerfillt eine kompakte Riemannsche Flache ¥ unter der treuen
Wirkung einer Gruppe G in Bahnen. Wirkt G mit Fixitat hochstens 4 auf X, so auch
auf den G-Bahnen von ¥. Da wir mit Proposition I11.3.1 in [Mir| wissen, dass fiir alle
x € X der Punktstabilisator G, in G zyklisch ist, erarbeiten wir in diesem Kapitel
transitive Operationen von einfachen und nicht-abelschen Permutationsgruppen in
Fixitat hochstens 4 und mit zyklischen Punktstabilisatoren. Fiir Fixitdt 2 und 3
kénnen wir die Publikationen [MaW1l [MaW?2] des Projekts verwenden. Fir Fixi-
tdt 4 werden wir einige Operationen nachweisen und eine Vermutung aufstellen.
Wir beobachten zunachst:

Lemma 3.1
Sei G eine einfache und nicht-abelsche Gruppe. Dann gibt es keine Menge Q) so,
dass G auf einer nicht-requldren G-Bahn von QO mit Fixitdt 1 operiert.

Beweis

Angenommen, das ware falsch. Sei A C Q) eine nicht-reguldre G-Bahn so, dass G mit
Fixitdt 1 auf A operiert. Dann ist G nach Satz V.8.2 (a) in [Hupl] eine Frobenius-
gruppe zu A. Das widerspricht der Einfachheit von G. |

Voraussetzung 3.2
Sei G eine einfache, nicht-abelsche, transitive und nicht-regulire Permutationsgrup-
pe von einer Menge A. Fiir alle o € A sei der Punktstabilisator Go zyklisch.

Lemma 3.3
Es gelte Voraussetzung[3.9 Ferner operiere G mit Fizitit hochstens 3 auf A und sei
o € A beliebig. Dann sind G, |A| und |Go| wie in Tabelle[3.1]

G |A| |Gal Fizitét Bemerkungen

PSL3(4) 26.32.7 5 2

PSLa(q)  qlg—1) (g+1)/d 2 q>4, d:=ggT(2,¢—1)
PSLa(q) q(g+1) (¢—1)/d 2 q>4, d:=ggT(2,q—1)
Sz(q) A +1) g—1 2 neN, g=22n+1
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G |A| |Gl Fizitit Bemerkungen

Az 23.32.5 7 3
As 26.32.5 7 3
Mao 27.3%2.5.11 7 3
PSL4(3) 27-35.5 13 3
PSL4(5) 27-32.56.13 31 3
PSU4(3) 27-35.5 7 3
PSL3(q) ¢*(a—1)(*—1) (P+q+1)/d 3 q>2, d:=ggT(3,q—1)
PSUs(q) ¢*(a+1)(¢*—1) (F—q+1)/d 3 q>3, d:=ggT(3,q+1)

Tabelle 3.1: Transitive, nicht-abelsche und einfache Permutations-
gruppen G auf einer Menge A mit Fizitdt 2 oder 8 sowie zugehdorige
Punktstabilisatorordnungen |G| fir ein o € A.

Beweis

Da G nach Vorausetzung (3.2 nicht-regulér auf A operiert, ist die Fixitdt der Ope-
ration von G auf A mit Lemma mindestens 2. Da G, nach Voraussetzung [3.2
zyklisch ist, liefern die Theoreme 1.2 in [MaW1] und 1.1 (#) in [MaW2] den Inhalt
der Tabelle 3.1 [ |

Bevor wir uns mit Fixitdt-4-Operationen beschéftigen, werden wir noch zwei Aussa-
gen Uber einfache, nicht-abelsche, transitive und nicht-reguldre Permutationsgrup-
pen von Fixitat hochstens 3 beweisen, die wir in spéateren Kapiteln ben6tigen werden.
Fiir das nachfolgende Lemma tiber die Gruppen PSL3(q) und PSU3(q) fiir beliebige
Primzahlpotenzen ¢ verwenden wir die in [GLS3, S. 68f] benutzte Notation
PSL3 (¢) = PSL3(g) und PSL3 (¢) = PSU3(q).

Lemma 3.4
Seien q > 2 eine Primzahlpotenz, € € {1,—1}, G = PSL5(q) sowie d := ggT(q—¢,3).
Ist U eine Untergruppe von G der Ordnung d='(¢>+eq+1), so sind |U| und |G|/ |U]
teilerfremd.

Beweis
Zunichst ist |G : U| = ¢*(¢*> — 1)(¢—¢) und |U| = d =1 (¢®> + eq+1) mit [Tay} S. 118].
Ferner gilt ggT(q,q2 +eg+1)=1. Da ¢ — ¢ ein Teiler von ¢® — 1 ist, geniigt es

geT(¢® = 1,d7 (¢ +eq+1)) =1
zu zeigen. Wegen ¢ +eq + 1 = eq + 2 modulo ¢ — 1 folgt
geT (¢’ —1,¢* +eq+1) =geT(q" — 1,eq +2).

Da (g —2)(eq+2)+3=¢?> —4+3 = ¢*> —1 und damit auch ¢ — 1 = 3 modulo eq+2
gilt, folgt

geT(q* —1,¢* +eq+1) = ggT(eq+2,3) = ggT(q—¢,3) =d € {1,3}.
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Falls nun ¢ — e durch 9 teilbar ist, so gilt d =3 und ¢> +eq+1=e?+e24+1=3
modulo 9. Ist ¢ — & durch 3 und nicht durch 9 teilbar, so folgt ¢ = 3 + & modulo 9.
Insbesondere ist dann fiir jede Wahl von € € {1, 1} schon ¢% +e¢+1 = 3 modulo 9.
Somit gilt ggT(d~1(¢® +eq+1),3) =1 fiir jede Wahl von g. Damit ist auch

2
ggT <q2 . 17 q +3q—|—1> =1
fir jede Wahl von ¢. Daraus folgt die Teilerfremdheit von |U| und |G : U]. |

Lemma 3.5

Es gelte Voraussetzung[3.2. Ferner operiere G mit Fizitit k < 3 auf A und es seien
a €A und U := Gy. Dann ist UC die einzige G-Konjugiertenklasse von zyklischen
Untergruppen der Ordnung |U|. Ist h € G so, dass o(h) ein Teiler von |U| ist, so
ist (h) konjugiert zu einer Untergruppe von U und es gilt |fixp(h)| = k.

Beweis
Mit Lemma sind G, |A| und |U| in Tabelle Sei h € G* so, dass o(h) ein
Teiler von |U| ist.

Falls G eine der Gruppen PSL3(4), A7, Ag, M2z, PSL4(3), PSL4(5) oder PSU4(3)
ist, sehen wir mit Tabelle dass |U| eine Primzahl und teilerfremd zu |G : U] ist.
Daher ist U eine Sylow-Untergruppe von . Die Aussagen iiber die Anzahl der
G-Konjugiertenklassen von zyklischen Untergruppen der Ordnung |U| sowie, dass
(h) zu einer Untergruppe von U konjugiert ist, folgt nun aus dem Satz von Sylow.

Fiir PSLa(q) bzw. Sz(q) folgt die Aussage iiber die Anzahl der G-Konjugierten-
klassen von zyklischen Untergruppen der Ordnung |U| aus Satz I1.8.5 (a) in [Hup]]
bzw. Satz XI.3.10 (c) in [HuB3] und ebenso, dass (h) konjugiert zu einer Unter-
gruppe von U ist. Wir miissen also diese Aussagen noch fiir PSU3(¢) und PSL3(q)
nachweisen.

Mit der Notation von PSL3(q) = PSLJ (¢) und PSU3(q) = PSL; (¢) in [GLS3|
S. 68f] seien € € {1,—1}, G = PSL5(q) sowie d :=ggT(q —¢,3). Mit Lemma [3.4] sind
|U| und |G|/ |U| teilerfremd. Damit ist U eine Hall 7(U)-Untergruppe von G und mit
den Sétzen I11.5.8 und IIL.5.6 in [Hupl] ist dann U die einzige G-Konjugiertenklasse
von zyklischen Untergruppen der Ordnung |U|. Weiter ist damit auch (h) konjugiert
zu einer Untergruppe von U.

Fiir die Bestimmung der Fixpunktanzahl von nichttrivialen Elementen sei wieder
G beliebig. Weiter sei z € U so, dass U = (z) gilt. Wir zeigen noch, dass [fixy(z)| =k
gilt. Da U zyklisch ist, ist U damit keine Frobeniusgruppe. Falls k£ = 3 gilt, sehen
wir mit Tabelle dass |U| ungerade ist. Nun liefern Lemmata 2.5 in [MaW2] fiir
k=3 und 2.15 in [MaWI]] fiir k£ = 2, dass U ein k-Punktstabilisator ist. Das bedeutet
|fixs ()| = k. Insbesondere ist auch fiir alle nichttrivialen Potenzen 27 # 15 von x

mit j € N schon ’ﬁXA(.Tj)’ =k. [ |

Mit Lemma [3.5| ist alles gezeigt, was wir in spéateren Kapiteln fiir Transitive Ope-
rationen von Fixitét hochstens 3 und mit zyklischen Punktstabilisatoren bendtigen.
Nun konzentrieren wir uns auf Gruppenwirkungen von Fixitdt 4 und werden zeigen,
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dass die Tripel (G,|A|,|Gq4|) in Tabelle Beispiele fiir transitive und treue Fixi-
tat-4-Operationen von nicht-abelschen und einfachen Gruppen G auf einer Menge A
und mit zyklischen Punktstabilisatoren sind.

Nr. G |A| |Gal Bemerkungen

1 PSLp(8) 22.32.7 2

2 PSU4(3) 27-35.7 5

3 Az 23.32.7 5

4 My 24.32.11 5

5 Moo 27.32.7.11 5

6 i 23.7-11-19 15

7 PSLa(q) 2q(g+1) (¢g—1)/4 ¢>7,¢g=1 mod4

8 PSLz(q) 2q(¢—1) (g+1)/4  ¢>7,q=-1 mod4

9 PSpy(e) q'(¢* 1) (*+1)/d  ¢>3,d=ggT(¢*—1,2)
10 POg(e) ¢ -1)(¢*-1)(¢°*-1) (¢*+1)/d  ¢>2,d=geT(¢*+1,2)
11 Sz(q) Plg—1)(g—2r+1) q+2r+1 neN,r=2" ¢g=2r2
12 Sz(q) *(q—1)(g+2r+1) g—2r+1 neN,r=2" q=2r2
13 2Ga(q)  24°(¢®+1) (¢—1)/2  neN, g=3"*
14 3Dy(q) ¢ -+ +1)(*-1) ¢" - +1 ¢>2

Tabelle 3.2: Transitive, nicht-abelsche und einfache Permutations-
gruppen G auf einer Menge A mit Fixitat 4 sowie zugehorige Punkt-
stabilisatorordnungen |G, | fir ein o € A.

Um zu zeigen, dass die Tripel (G, |A[,|G4|) in Tabelle[3.2) Beispiele fiir transitive
Fixitdt-4-Operationen von G auf einer Menge A sind, miissen wir die Fixpunktan-
zahl von Gruppenelementen auf A bestimmen. Wir erinnern daher an Lemma |1.2
und beweisen nachfolgend zunéchst einen Spezialfall von jenem Lemma mit zykli-
schen Punktstabilisatoren. Ein dhnliches Resultat kann in Remark 3.2 in [MaVd]
nachgelesen werden.

Korollar 3.6
Seien U < G zyklisch und g € G#. Gibt es ein h € G so, dass g € U ist, dann gilt
Ng(UM) < Ng({g)) und ‘ﬁXG/U(Q)‘ = ‘Ng(<g>) : Uh‘. Andernfalls ist ‘ﬁXG/U(g)’ =0.

Beweis

Falls es kein h € G gibt so, dass g € U" gilt, so folgt automatisch ’ﬁXG /U(g)‘ =0
mit Lemma Seien also X := (g) und h € G so, dass g € U" ist. Da U" zyklisch
und g € U" ist, ist X charakteristisch in U" und es gilt U" < Cq(g) < Ng(X),
Ng(UM) < Ng(X) sowie XGNU" = XU") | Da fiir alle y € G die Operation von G
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auf G/U aquivalent zur Operation von G auf G/UY ist, folgt mit Lemma schon
fixg(9)] = ING(X) : N (X)| = [Ng(X) - U, =

Lemma 3.7
Sei G eine transitive, einfache und nicht-abelsche Permutationsgruppe auf einer
Menge A. Seien o € A sowie Gy, zyklisch und ferner gelte einer der folgenden Fille:

(i) G=PSLy(8) und |Go| =2,

(i) G ist isomorph zu einer der Gruppen PSU4(3), A7, M1 oder Mas und
|GOé| =5,

(i) G=Jy und |Gyl =15 oder

(iv) es gibt ein e € {1,—1} und eine ungerade Primzahlpotenz q > 7 so, dass ¢=¢
modulo 4, G =PSLa(q) und |Go| = 1= gilt.

Dann operiert G mit Fixitdt 4 auf A und G besitzt nur genau eine Konjugiertenklasse
von zyklischen Untergruppen der Ordnung |Gql.

Ist h € G* so, dass o(h) ein Teiler von |G| ist, dann ist h konjugiert zu einer
Untergruppe von G4. Insbesondere hat jedes nichttriviale Element von G genau null
oder vier Fizpunkte in A.

Beweis

Die Aussage iiber die Anzahl der G-Konjugiertenklassen der zyklischen Untergrup-
pen von Ordnung |G| folgt fiir die nicht-generischen Félle PSLy(8), PSU4(3), Az,
M1, Mao und J; mittels Charaktertafel der jeweiligen Gruppe in [Atl]. Fir den
generischen Fall PSLa(q) fiir eine ungerade Primzahlpotenz g > 7 liefert das Satz
I1.8.5 in [Hupl].

Wir miissen noch zeigen, dass G mit Fixitat 4 auf A operiert, wenn G und G
wie in einem der Fille (7) bis (7v) des Lemmas sind, und dass jedes Element h € G7,
fir das o(h) ein Teiler von |G4| ist, in einem G-Konjugierten von G, enthalten
ist. Wegen der Anzahl der G-Konjugiertenklassen von zyklischen Untergruppen der
Ordnung G, gibt es bis auf dquivalente Operationen immer nur eine Wirkung von
G auf A, die zu untersuchen ist.

Seien G = PSLy(8) und G, zyklisch von Ordnung 2 wie im Fall (7) des Lemmas.
Mit Lemma [2.19|operiert dann G mit Fixitat 4 auf A. Da G, zyklisch von Ordnung 2
ist, hat mit der Charaktertafel von G in [Atl] nun jede Involution von G genau vier
Fixpunkte in A und alle anderen nichttrivialen Elemente von G fixieren keine Punkte
von A.

Sind G und G, wie im Fall (iv) des Lemmas, so haben wir im Lemma
gezeigt, dass G mit Fixitdt 4 auf A operiert und dass jedes Element x € Gﬁ genau
vier Punkte in A fixiert. Sind die Bezeichnungen wie im Fall (7v) des Lemmas und ist
h € G¥ so, dass o(h) ein Teiler von |Gq| = 4= ist, so ist o(h) teilerfremd zu ¢ und
e Mit Satz I1.8.5 in [Hupl] ist jetzt (h) zu einer Untergruppe von G, konjugiert.
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Seien jetzt G und G, wie im Fall (i7) oder (74) des Lemmas. Mit 4.1.1 in [KuSt]
ist die Operation von G auf A &quivalent zur Operation von G auf der Menge
der Rechtsnebenklassen von G. Da wir Korollar anwenden wollen, nutzen wir
diese Aquivalenz aus und schreiben direkt [fixa(g)| anstelle von ’ﬁxG /Gl (g)’ fiir

alle g € G#. Wir werden zunichst den Index |Ng(Ga) : Ng, (Gao)| = |Na(Ga) : Gal
bestimmen und im Anschluss die Fixpunkte von nichttrivialen Elementen von G
zéhlen. Ist g € G7 so, dass o(g) ein Teiler von |G| ist, so gibt es kein h € G derart,
dass g € G gilt. Mit Korollar folgt dann |fixa(g)| = 0. Fiir die Anzahl der
Fixpunkte von nichttrivialen Elementen von G in A werden wir also nur diejenigen
Elemente g € G¥ untersuchen, fiir die o(g) ein Teiler von |G| ist.

Seien zuerst G = J; und |G,| = 15 wie im Fall (77) des Lemmas. Nach [At]] ist
N¢(Gq) eine maximale Untergruppe von G und hat Ordnung 60. Daher gilt schon
ING(Ga) : Go| = 4.

Sei jetzt g € G* so, dass o(g) ein Teiler von |Gy ist. Dann hat g Ordnung
3, 5 oder 15 und mit der Charaktertafel von G in [Atl] gibt es nur jeweils eine
Konjugiertenklasse von zyklischen Untergruppen der Ordnung 3, 5 und 15 von G.
Wieder mit [Atl] gilt |[Ng({g))| = 60. Korollar liefert dann Ng((9)) = Na(Ga)
und [fixa(g)] = 4.

Seien jetzt G und |Go| =5 wie im Fall (#) des Lemmas. Zunéchst gilt
[Ca(Ga)l = |Gal =5

mit den Charaktertafeln von PSU4(3), A7, Mj; und May in [Atl]. Daher folgt
Cc(Gq) = Gq. Ferner ist Ng(Ga)/Ca(Gy) isomorph zu einer Untergruppe von
Aut(G,). Da G, = Cg(Gq) gilt und G4, zyklisch von Ordnung 5 ist, folgt

ING(Ga) : Gal € {1,2,4}.

Wir erinnern daran, dass G nur eine Konjugiertenklasse von zyklischen Untergrup-
pen der Ordnung |G| =5 besitzt.

Sei G = A7 oder G = M1;. Dann gibt es mit der Liste der Konjugiertenklassen
von maximalen Untergruppen von G in [Atl] eine Untergruppe M < G so, dass
Go <M und M = S5 gilt. Mit der Liste der M-Konjugiertenklassen der maximalen
Untergruppen von M in [Atl] ist Nj;(Gq) eine maximale Untergruppe von M und
hat Ordnung 20. Daher folgt |Ny/(Go): Ga| = 4. Da Npr(Go) < Ng(Gq) sowie
NV (Ga) : Gol =4 und |[Ng(Ga) : Go| < 4 gilt, folgt Nas(Go) = Ng(Gq)- Das liefert
ING(Go) : Go| = 4.

Sei nun G = Mo oder G = PSU4(3). Mit der Liste der G-Konjugiertenklassen
von maximalen Untergruppen von G in [Atl] gibt es eine Untergruppe M < G
so, dass Go < M und M = A7 gilt. Da Cg(Go) = G, [Ny (Go)| = 20 sowie
ING(Ga) : Gao| € {1,2,4} bereits gezeigt wurde, folgt wie zuvor die Gleichheit von
Ng(Gq) und Npf(Gg) sowie |[Ng(Go) : Go| = 4.

Seien wieder G isomorph zu A7, M1y, Mag oder PSU4(3) und g € G7 so, dass o(g)
ein Teiler von |G, | ist. Da G, Ordnung 5 hat, folgt o(g) =5 und g ist konjugiert zu
einem Erzeuger von G, mit [Atl]. Korollar liefert dann Ng((g9)) = Ng(Gq) und
fixa(g)] = 4. =

70



Lemma 3.8

Seien n € N, r := 2", q := 2r® und G = Sz(q). Weiter seien a = q—2r + 1,

B:=q+2r+1 und v € {a,B}. Dann besitzt G eine zyklische Untergruppe U, der

Ordnung v und genau eine Konjugiertenklasse von zyklischen Untergruppen der Ord-

nung . Ferner operiert G auf der Menge der Nebenklassen von U, mit Fizitdt 4.
Ist h € G so, dass o(h) ein Teiler von v ist, dann ist (h) konjugiert zu einer

Untergruppe von U, in G und h hat vier Fizpunkte in G /U,.

Beweis

Wir verwenden Theorem XI.3.10 in [HuB3]. Die Existenz von U, folgt aus Teil (a)
des Theorems. Mit Teil (b) ist |[Ng(U,) : Uy| = 4 und wegen Teil (c) gibt es nur eine
G-Konjugiertenklasse von Untergruppen isomorph zu U,. Wir miissen noch Fix-
punkte der nichttrivialen Elementen von G zéhlen. Dazu zeigen wir zunéchst:

Schritt 1: Es ist Uy eine Hall w(Uy)-Untergruppe von G:
G

Wir miissen zeigen, dass |U,| und o] teilerfremd sind. Mit der Ordnungsformel
Y

fiir G in [Wil, S. 116] gilt zunéchst |G| = ¢*(¢> +1)(¢—1). Ferner ist
vefa, By ={—-2r+ 1, +2r+1}

nach Voraussetzung und es gilt a- 3 = (¢® — 2r +1)(¢> +2r +1) = ¢*> + 1. Weiterhin
ist ggT(¢? +1,¢) = 1 und damit auch ggT(v,q) = 1. Ferner gilt

CH1=¢—-1+2=(q+1)(¢—1)+2=2 modq—1.
Da ¢ gerade ist, folgt ggT(¢? +1,q — 1) = ggT(¢q — 1,2) = 1. Weiterhin gilt auch
C+r+1=—2r+1+4r=4r=2""2 mod¢®>—2r +1.

Aus ggT(v,2) =1 folgt also ggT(a, 8) = 1. Nun haben wir ggT(v,|G| /v) = 1 gezeigt.
Damit ist Uy eine Hall 7(U,)-Untergruppe von G. O

Schritt 2: Die nichttrivialen Elemente von G fixieren genau null oder vier Punkte
in G/U,:

Sei g € G beliebig. Sind o(g) und v teilerfremd, so gibt es mit Schritt 1 kein
h € G so, dass g € U;L ist. Dann folgt mit Korollar schon ‘ﬁxG U, (g)‘ = 0. Sei
also ggT(o(g),7) #1. Da v und g teilerfremd sind mit Schritt 1, wird « von o(g)
geteilt. Mit Theorem XI1.3.10 in [HuB3]| gibt es dann ein h € G so, dass g € U;‘ gilt.
Mit Korollargilt nun Ng(Ule) < Ng((g)) und ’ﬁXG/UW (g)’ = ‘Ng(<g>) : Uf;‘ Weil
Ng(U,) mit Theorem 4.1 in [Wil, S. 117] (fir ¢ > 8) und [Atl, S. 28] (fiir ¢ = 8)
eine maximale Untergruppe von G ist, folgt N(;(U?) = N¢({(g)). Damit gilt dann

‘ﬁXG/U7 (g)‘ =4. u
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Lemma 3.9

Seien n € N, q := 32"l G = 2Gy(q) und o := q%l. Dann besitzt G eine zyklische
Untergruppe U der Ordnung «. Ferner operiert G auf der Menge der Nebenklassen
von U mit Fizitit 4 und UC ist die einzige G-Konjugiertenklasse von zyklischen
Untergruppen der Ordnung o. Ist h € G¥ so, dass o(h) ein Teiler von |U| ist, dann
ist (h) konjugiert zu einer Untergruppe von U in G und h hat vier Fizpunkte in
G/U.

Beweis

Mit Theorem 4.2.(7) in [Wil, S. 138] seien M eine maximale Untergruppe von G
so, dass M isomorph zu Co x PSLa(q) ist, sowie My < M mit My = PSLy(q). Da ¢
gerade ist, gibt es mit Satz I11.8.3 in [Hupl| Elemente der Ordnung o = %1 in My
und damit auch in G. Daher sei U < G zyklisch von Ordnung « und so, dass U << M
gilt.

Schritt 1: U ist eine Hall w(U)-Untergruppe von G:

Es ist a = % ungerade, da ¢ = 32"*t!1 =32".3 =1.(—~1) modulo 4 und damit
qg—1=-2=2 modulo 4 gilt. Ferner ist % =2¢3(¢3 + 1) mit [Wil, S. 137] und es
gilt ggT(q,q — 1) = 1. Weiterhin folgt

3

CH1=g-1D+¢+1=¢>+1 modg—1
=q(¢g—1)+q+1=q+1=2 modqg-—1.
Damit gilt ggT (q3 +1, %) =ggT (%,2) =1, da % ungerade ist. Jetzt sind «
und |G|/« teilerfremd und U ist eine Hall 7w(U)-Untergruppe von G. a

Da U zyklisch von Ordnung « und mit Schritt 1 eine Hall-Untergruppe von G
ist, folgt mit den Sétzen I11.5.8 und II1.5.6 in [Hupl] dann, dass alle zyklischen
Untergruppen von G von Ordnung « in G konjugiert sind.

Schritt 2: G operiert mit Fizitit 4 auf G/U per Rechtsmultiplikation:

Sei 2 € U# ein Erzeuger von U. Nach Theorem 1.2 in [MaWT1] operiert My mit
Fixitdt 2 auf der Menge der My-Nebenklassen von U. Ferner gilt [Ny, (U) : U| =2
und Ny, (U) ist eine Diedergruppe. Da M ein direktes Produkt von My mit einer
zyklischen Untergruppe der Ordnung 2 ist, folgt |[Nas(U) : U| = 4.

Angenommen, es gilt Ng(U) # Njs(U). Da G einfach und nicht-abelsch ist, gibt
es dann eine andere maximale Untergruppe My < G so, dass Ng(U) < M3 ist. Ferner
folgt U, Nps(U) < Mz und damit wird |Ms| von 4o = 2(g—1) geteilt. Aus Ordnungs-
grinden kann My nicht isomorph zu einer der Gruppen aus den Féllen (¢) und (i)
bis (vi) aus Theorem 4.2 in [Wil, S. 138] sein, da keine dieser Gruppen eine durch
4o teilbare Ordnung besitzt. Daher ist nur My = Cy x PSLa(q) wie im Fall (i) die-
ses Theorems moglich und dort ist Nz, (U) = Ng(U) = Nps(U) = Dag. Daher gilt
INa(U) :U| =4.

Sei jetzt g € G* beliebig. Ist o(g) kein Teiler von |U], so ist g in keinem G-Kon-
jugierten von U enthalten und es folgt ‘ﬁxG /U(g)‘ = 0 mit Korollar Sei also o(g)
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ein Teiler von U. Da U nach Schritt 1 eine Hall 7(U)-Untergruppe von G ist, gibt es
ein h € G so, dass g € U" gilt. Wieder mit Korollar ist dann Ng(U") < Ng((g9))

und ‘ﬁXG/U(Q)‘ = ‘Ng(<g>) : Uh‘. Wir zeigen noch, dass Ng(U") = Ng((g)) gilt:
Da G einfach ist, sei M3 < G eine maximale Untergruppe so, dass Ng({g)) < M3
gilt. Ferner ist Ng(U") < M3. Wie bereits zuvor gezeigt wurde, ist dann M3 isomorph
zu M und insbesondere gilt Nyz, (U") = Ng(U™"). Das bedeutet Ng({g)) = Naz, ({9)).
Es ist o(g) ein Teiler von a = %. Mit den Sétzen I1.8.3, I1.8.5 und II.8.27 in
[Hupl] gilt nun [Ny ((9))] = 2 |Daa| = 4a = ‘Ng(Uh) , da ¢ > 27 und « stets
ungerade ist. Damit folgt Ng({g)) = Ng(U™) und insbesondere

fixgu(9)| = |[No(U™): U"] = 4.
Damit operiert G mit Fixitat 4 auf G/U. [ ]

Lemma 3.10

Seien q > 2 eine Primzahlpotenz, G = 3Dy(q) und o := ¢* — ¢*> + 1. Dann besitzt G
eine zyklische Untergruppe U der Ordnung o und G hat nur eine Konjugiertenklasse
von zyklischen Untergruppen der Ordnung «. Ferner operiert G auf G/U mit Fizi-
tit 4. Ist h € G so, dass o(h) ein Teiler von |U| ist, dann ist (h) konjugiert zu
einer Untergruppe von U in G und h hat vier Fizpunkte in G/U.

Beweis

Nach Table I und IT in [Klel S. 184f] besitzt G Elemente der Ordnung «. Sei also U
wie in der Voraussetzung. Mit dem Hauptsatz in [Klel S. 182] hat Ng(U) Ordnung
4o und ist eine maximale Untergruppe in G. Ferner gilt |Ng(U): U| = 4 und der
Hauptsatz in [Kle] liefert die Aussage iiber die Anzahl der G-Konjugiertenklassen
von zyklischen Untergruppen der Ordnung «. Wir zeigen als néchstes, dass G mit
Fixitat 4 auf der Menge der Rechtsnebenklassen von U operiert.

Seien g € G# und h € G so, dass g € U" gilt. Weil Ng(U") mit dem Hauptre-
sultat in [Kle] eine maximale Untergruppe von G ist, folgt Ng(U") = Ng((g)) und
‘ﬁXG JU (g)‘ = 4 mit Korollar Damit operiert G mit Fixitat 4 auf der Menge der
Rechtsnebenklassen von U.

Sei g € G* so, dass o(g) ein Teiler von |U| = ¢* — ¢® + 1 ist. Mit [Wil, S. 142]
sehen wir, dass |U| und |G : U| = ¢'2(¢° —1)(¢* +¢* +1)(¢> — 1) teilerfremd sind und
damit U eine Hall 7w(U)-Untergruppe von G ist. Insbesondere ist dann (g) konjugiert
zu einer Untergruppe von U. [ |

Bis auf Gruppen aus den unendlichen Serien PSp,(¢) und P€g (¢) haben wir schon
die in Tabelle angegebenen Beispiele auf Fixitit 4 iiberpriifen konnen. Fiir die-
se Gruppen aus den unendlichen Familien der symplektischen und orthogonalen
Gruppen miissen wir uns zunéchst mit Operationen einer anderen unendlichen Serie
beschéaftigen.
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Lemma 3.11

Seien p eine Primzahl, n € N, ¢ :=p™ >4 und d := ggT(q—1,2). Falls p =2 gilt,
sei zusdtzlich n gerade. Weiter sei G = PSLa(q).Co. Dann gibt es eine zyklische Un-
tergruppe U von G der Ordnung o := %1. Ferner operiert G mit Fizitat 4 auf G/U
und G hat nur eine Konjugiertenklasse von zyklischen Untergruppen der Ordnung c.

Beweis

Sei M :=G'. Da q > 4 gilt, ist G fast einfach und damit M = PSLy(q). Die Faktor-
gruppe G /M besteht aus Diagonal-, Kérper- oder Diagonalkérperautomorphismen
(vgl. Abschnitt 3.3.4 und Theorem 3.2 in [Wil, S. 48ff]). Falls p = 2 ist, so besteht
G/M nur aus Korperautomorphismen (siche Theorem 3.2 in [Will, S. 50])E|

Mit Satz I1.8.4 in [Hupl|] gibt es Elemente der Ordnung « in M. Daher sei U
wie in der Voraussetzung. Mit demselbem Satz ist Nj;(U) eine Diedergruppe von
Ordnung 2a und je zwei verschiedene M-Konjugierte von U haben einen trivialen
Schnitt. Mit Satz I1.8.5 in [Hupl] gibt es nur genau eine M-Konjugiertenklasse von
zyklischen Untergruppen der Ordnung «.

Sei jetzt A := U%. Dann operiert G per Konjugation schon transitiv und nicht-
reguldr auf A. Ferner sind alle Elemente von A in M enthalten, da M ein Normalteiler
von G ist und U < M gilt. Daher operiert auch M auf A transitiv mit Satz I1.8.5
in [Hupl]. Ist V € A, so ist Ng(V') der zugehorige Punktstabilisator in der Opera-
tion von G auf A. Nun gilt mit dem Frattini-Argument (siehe z.B. 3.1.4 in [KuSt])
G =M - Ng(U). Ferner ist

Ne(U)/Ny(U) = (M - Na(U))/M = G/M.
Daher gilt |[Ng(U) :U| = 4. Seien nun g € G# und h € G so, dass g € U" ist. Es

gilt U" € M und damit auch g € M. Mit den Lemmata 3.1 und 3.11 in [MaWI]
operiert M auf M/U mit Fixitat 2. Ausgehend von dieser Operation von M, folgt

‘ﬁXM/U(g)‘ = ‘NM(<g>) : Uh’ € {1,2} und Np(U") < Nas({g)) mit Korollar Es
ist ‘NM(Uh) : Uh‘ = 2. Daraus folgt Nys({g)) = Nas(U") und analog zu oben auch
Ng(U") = Ng({g)). Korollar liefert nun ’ﬁXG/U(g)’ = 4. Damit operiert G mit

Fixitéat 4 auf G/U. u
Lemma 3.12 ,
Seien q > 2 eine Primzahlpotenz, G = PSpy(q) und o := WQ’TIZ)' Dann besitzt G

eine zyklische Untergruppe U der Ordnung o und G operiert auf G/U mit Fizitdt
4. Ferner besitzt G nur genau eine Konjugiertenklasse von zyklischen Untergruppen
der Ordnung o und U ist eine Hall w(U)-Untergruppe von G.

Sei M < G eine maximale Untergruppe von G so, dass U < M 1ist. Dann ist
M = PSLs(¢?).C2 oder es gilt ¢ =3 und M = Eyg : As. Ist ¢ > 4, so ist ferner
Ng(U)< M. Ist h € G¥ so, dass o(h) ein Teiler von |U| ist, dann ist (h) konjugiert
zu einer Untergruppe von U in G und h hat vier Fizpunkte in G/U.

m Fall p = 2 gilt schon laren) +1lar(en) = O0gr(2n) in GF(2™) und M besitzt keine Diagonal-
automorphismen. Die Voraussetzung n =0 modulo 2 im Fall p =2 im Lemma ist fiir die Existenz
eines involutorischen Koérperautomorphismus von M also notwendig.
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Beweis
Schritt 1: FExistenz einer zyklischen Untergruppe von Ordnung o in G:

Nach Theorem 3.7 (iv) (fiir ¢ gerade) und Theorem 3.8 (vi) (fiir ¢ ungerade)
in [Will S. 92f] hat G eine maximale Untergruppe M isomorph zu PSps(¢?).Co
bzw. PSL2(¢?).C. Lemma liefert die Existenz von zyklischen Untergruppen
der Ordnung « in M und damit auch in G. O

Mit Lemma operiert die Untergruppe M = PSL(¢?).Cy von G mit Fixi-
tat 4 auf der Menge der M-Nebenklassen einer zyklischen Untergruppe von M der
Ordnung «. Seien also U wie in der Behauptung und M eine maximale Untergruppe
von G mit U< M.

Schritt 2: Es gilt M = PSLQ(q2).CQ oder ¢q=3 und M = E14: As:

Wir unterscheiden zwei Falle:

Fall 1: Es sei ¢ eine 2-Potenz.

Da |U| = a = ¢®> + 1 gilt, ist M = Spy(¢?).Cy = PSL(¢?).C2 mit Theo-
rem 3.7 (i) in [Wil, S. 92] oder es gilt M = GO (¢q) = PSLa(¢?).Cs wie im
Fall (vii) des Theorems. Die Félle (i) und (vii) von Theorem 3.7 in [Will
fiihren somit zu isomorphen maximalen Untergruppen, die jedoch im Allge-
meinen nicht konjugiert sind in G. (Vergleiche dazu auch den Block C3 mit
j =10 und den Block Cg in Table 3.5.C in [KILi, S. 72] bzw. beispielhaft die
Liste der Konjugiertenklassen von maximalen Untergruppen von PSp,(4) in

[ATL, S. 44].)

In den anderen Fiéllen des Theorems 3.7 in [Wil, S. 92] (bis auf (iz)) ist die
Ordnung der jeweiligen Gruppe nicht durch o = ¢ + 1 teilbar. Im Fall (iz)
des Theorems gilt M = Sz(q), falls ¢ eine ungerade 2-Potenz ist. Jedoch ent-
halt M mit Theorem XI.3.10 und Lemma XI.3.1 in [HuB3] keine zyklische
Untergruppe der Ordnung «. Daher ist auch dieser Fall unmdéglich und es folgt
M = PSLQ((]2).CQ.

Fall 2: Es sei ¢ ungerade.

Da |U| = a = 1(¢? +1) gilt, ist M = PSpy(¢?).Ca = PSLy(¢?).C2 mit Theo-
rem 3.8 (vi) in [Wil, S. 93] oder es gilt ¢ =3, « =5 und M = C2*.Q; (2) wie
im Fall (zi) des Theorems. Dabei ist 2 (2) = A5 nach [Atl]. Die Félle (¢) bis
(v) und (vi?) bis (z) von Theorem 3.8 in [Wil] kdnnen nicht eintreten, da die
Ordnung der Gruppe jeweils nicht durch oo = %(q2 + 1) teilbar ist.
Wie bereits erwithnt, gilt Q (2) = PSL2(22) = As. Nach [Atl, S. 2] ist ferner
GOy (2) = S5 = PGLy(5). Fur ¢ > 5 gilt a > 12. Jedoch besitzen weder As
noch S5 Elemente der Ordnung 12 oder héher. Daher ist nur der Fall ¢ = 3
moglich und damit scheidet der Fall (zi7) von Theorem 3.8 in [Wil, S. 93] aus.
(]
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Schritt 3: Operation mit Fizitat 4 auf G/U:

Fiir ¢ = 3 und damit a = 5 liefern Berechnungen in [GAP] genau |[Ng(U) : U| =4
sowie ‘ﬁXG /U(g)‘ € {0,4} fiir alle g € G* mit dem Algorithmus in Bemerkung
Ferner gibt es nur eine Konjugiertenklasse von zylischen Untergruppen der Ordnung
a mit der Charaktertafel von PSp,(3) in [Atl]. Seien also ¢ > 4 und M < G eine
maximale Untergruppe mit U < M.

Mit Schritt 2 wissen wir, dass M = PSLs(¢?).C> gilt. Lemma liefert dann
INy(U) : Ul =4. Da U < Ng(U) und g # 3 gilt, ist Ng(U) mit Schritt 2 isomorph
zu einer Untergruppe von M. Nun ist jedoch Njp/(U) die bzgl. Inklusion grofite
Untergruppe von M, die U normalisiert. Daher gilt Nj;(U) = Ng(U) und ferner
auch |[Ng(U):U| = 4. Des Weiteren gibt es wegen Lemma nur eine M-Kon-
jugiertenklasse von zyklischen Untergruppen der Ordnung «.

Seien jetzt g € G, X := (g) und h € G so, dass g € U" gilt. Korollar lie-
fert No(U™) < Ne(X) und [fixgir(9)| = [No(X) : UP|. Nun gilt Ng(X) < M, also
insbesondere Nyn(X) = Ng(X), da M" eine maximale Untergruppe von G war,
die Ng(U h) enthalten hat, und mit Schritt 2 alle maximalen Untergruppen von G,
die U" enthalten, isomorph zu M" sind. Dann folg‘iVMh (X): Nyn(X)| = 4 mit

6 O

Lemma [3.11) und weiter ’ﬁXG/U(g)) = 4 mit Korollar

Schritt 4: Anzahl der G-Konjugiertenklassen von zyklischen Untergruppen der Ord-
nung o:

Seien d := ggT(¢?> —1,2) und U < G eine zyklische Untergruppe der Ordnung a.

Es gilt |G| = CL=D@HD 114 |G U| = ¢* (2 — 1)2
d

Wir zeigen, dass |U| =d~!(¢? +1) und |G : U| keine gemeinsamen Teiler haben.
Es gilt ggT(q,¢*> +1) =1 und ggT(¢®> — 1,¢*> +1) € {1,2}, da ¢ eine Primzahlpotenz
ist.

Ist g eine 2-Potenz, so folgt ggT(¢?>—1,¢*+1) = 1, weil ¢>—1 und ¢®+1 ungerade
sind. Ist ¢ ungerade, so gilt |U| =a = L;l. Ferner folgt fiir ¢ kongruent zu 1 oder
3 modulo 4 schon ¢>4+1 =141 = 2 modulo 4. Daher ist & ungerade und es gilt
geT(¢®> —1,a0) = 1.

Somit ist U eine Hall 7(U)-Untergruppe von G. Da U zyklisch ist, liefern nun
die Sétze I11.5.8 und IIL.5.6 in [Hupl], dass U die einzige G-Konjugiertenklasse von
zyklischen Untergruppen der Ordnung |U| ist. O

Sei jetzt g € G so, dass o(g) ein Teiler von |U| ist. Da U eine Hall 7(U)-Un-
tergruppe von G ist, gibt es ein h € G so, dass g € U" ist. Dann kennen wir nach
Schritt 3 schon die Fixpunktanzahl von g in G. |
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Lemma 3.13
Seien q > 2 eine Primzahlpotenz, G =PQg (¢) und o := ggT%ZJrJ:l,Z)' Dann besitzt G
eine zyklische Untergruppe U der Ordnung o und G operiert auf der Menge der Ne-
benklassen von U mit Fixitdt 4. Ferner besitzt G nur genau eine Konjugiertenklasse
von zyklischen Untergruppen der Ordnung «.

Sei M < G eine maximale Untergruppe von G so, dass U < M ist. Dann gilt
M =PSLa(q*).Co und ferner ist Ng(U) < M.

Ist h € G* so0, dass o(h) ein Teiler von |U| ist, dann ist (h) konjugiert zu einer
Untergruppe von U in G und h hat vier Fizpunkte in G/U.

Beweis

Schritt 1: FExistenz einer zyklischen Untergruppe von Ordnung o in G:

Nach Theorem 3.11 (iz) in [Wil, S. 94f] besitzt G eine Untergruppe M, welche
isomorph zu P (¢?).C2 bzw. PSLa(¢*).Cy ist. Mit Lemmaexistiert dann eine
zyklische Untergruppe von M der Ordnung o und M operiert mit Fixitat 4 auf der
Menge der M-Nebenklassen dieser Untergruppe. O

Seien also U wie in der Voraussetzung und M < G eine maximale Untergruppe
so, dass U < M ist.

Schritt 2: Es gilt M = PSLa(q*).Ca:

Sei d := ggT(¢*+1,2). Es ist G eine Unter- bzw. Faktorgruppe von GOg (q). Wir
nutzen daher die Liste der maximalen Untergruppen von GOg (¢) in Theorem 3.11 in
[Will S. 94f], um zu entscheiden, in welchen maximalen Untergruppen U als Sektion
liegen kdénnte. Sei also M eine maximale Untergruppe von GOg (¢) so, dass U eine
Sektion von M ist. Dann ist ‘M’ durch |U| = a=d (¢* +1) teilbar.

Aufgrund der Restriktionen an n aus dem Theorem 3.11 in [Wil] fiir die Existenz
gewisser maximaler Untergruppen von GO, (¢) kénnen wir die Félle (v) bis (vii)
und (z) und (27) des Theorems ausschlieBen. In diesen Féllen muss n ungerade sein.
In unserer Situation gilt jedoch n = 4. Die Falle (¢) bis (¢v) und (vii) konnen ebenfalls

nicht eintreten, da in diesen Féllen ’M ’ nicht durch « teilbar ist. Daher bleibt nur
der Fall (viii) von Theorem 3.11 in [Wil, S. 94f] iibrig und es gilt M = GOy (¢%).C»
bzw. M = P (¢?).C2 = PSLa(q*).Cs. Insbesondere folgt analog Ng(U) < M und
damit Ng(U) = Ny (U). O

Schritt 3: G operiert mit Fizitit 4 auf G/U:

Mit Schritt 2 ist M isomorph zu PSLa(¢*).Co und es gilt Ng(U) = Ny (U). Mit
Lemma [3.11] gibt es nur eine M-Konjugiertenklasse von zyklischen Untergruppen der
Ordnung o Seien g € G#, X := (g) und h € G so, dass g € U" gilt. Mit Korollar

folgt Ne(U™) < Na(X) und [fixgu(g)| = | Na(X) : UM]. Weil Nyu(U") = N(U")
und Nyu({g)) = Npn (U?) mit Lemma gilt, ist mit Schritt 2 auch Ng(X) < M".
Dann folgt Ng(U") = Nym(X) = Ng(X) und insbesondere ‘ﬁxG/U(g)‘ =4. a
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Schritt 4: Anzahl der G-Konjugiertenklassen von zyklischen Untergruppen der Ord-
nung o

Nach Schritt 2 ist M isomorph zu PSLa(¢*).Cy. Table 3.5.F (im Block Cj
mit j =16 und Spalte V) in [KILi S. 74] liefert, dass M die einzige Konju-
giertenklasse von Untergruppen von G isomorph zu M ist (fir eine Erklarung zu
Spalte V der Table 3.5.F vgl. Abschnitt 3.2 in [KILi, S. 61ff]). Da es mit Lem-
ma 3. 11 nur eine M-Konjugiertenklasse von zyklischen Untergruppen der Ordnung «
gibt, gibt es folglich auch nur eine G-Konjugiertenklasse von zyklischen Untergrup-
pen der Ordnung o = m. Mit [Wil, S. 70ff, 77] sehen wir, dass |U| und
|G :U| = ¢"%(¢> — 1)(¢* —1)(¢% — 1) teilerfremd sind. Insbesondere ist dann U ei-
ne Hall 7(U)-Untergruppe von G. Ist jetzt g € G¥ so, dass o(g) ein Teiler von o
ist, dann ist (g) zu einer Untergruppe von U in G konjugiert. Mit Schritt 3 folgt

‘ﬁXG/U(g)‘ =4 u

Wir haben gezeigt, dass jeder Eintrag in Tabelle [3.2] ein Beispiel fiir transitive,
treue und nicht-regulidre Operation in Fixitét 4 einer endlichen, einfachen und nicht-
abelschen Gruppe liefert. Wir fassen diese Beispiele zusammen:

Voraussetzung 3.14
Seien G eine transitive Permutationsgruppe auf einer Menge A, o € A, G zyklisch
und q > 2 eine Primzahlpotenz. Weiter sei das Tripel (G,|A|,|Gqal|) eines der Tripel

aus Tabelle auf Seite [68

Lemma 3.15

Es gelte Voraussetzung[3.1 und sei o € Q beliebig. Dann operiert G mit Fizitit 4 auf
Q. Insbesondere gibt es nur eine G-Konjugiertenklasse von zyklischen Untergruppen
der Ordnung |Gol|. Jedes nichttriviale Element von G besitzt genau null oder vier
Fizpunkte in Q. Ist h € G¥ so, dass o(h) ein Teiler von |G| ist, so ist (h) konjugiert
zu etner Untergruppe von G, .

Beweis

Das folgt aus den Lemmata [3.7] bis [3.13] |

Da bisher keine Klassifikation der transitiven, einfachen, und nicht-abelschen Permu-
tationsgruppen in Fixitit 4 publiziert ist, kénnen wir zu diesem Zeitpunkt nicht mit
Gewissheit sagen, dass die in Voraussetzung aufgefithrten Beispiele die einzi-
gen mit zyklischen Punktstabilisatoren sind. Wir vermuten aber aufgrund bisheriger
Ergebnisse:

Vermutung 3.16

Sei G eine einfache, nicht-abelsche und transitive Permutationsgruppe auf einer
Menge A. Die Operation habe Fizitdt 4 und fir alle o € A sei G zyklisch. Dann ist
das Tripel (G,|A|,|Gq|) wie in der Tabelle auf Seite [6§
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Riemannsche Flachen und RF-Mengen — 1

Fir die Beantwortung von Frage 2 dieser Arbeit miissen wir treue Fixitit-4-Opera-
tionen von Gruppen auf kompakten Riemannschen Flachen untersuchen. Dazu be-
ginnen wir in diesem Kapitel mit dem Studium von allgemeinen Gruppenwirkungen
auf kompakten Riemannschen Fliachen.

Eine Riemannsche Fliache X ist nach I.1.1 in [FaKr] eine zweidimensionale, reelle
und zusammenhédngende Mannigfaltigkeit mit einem Atlas A := {(Uq, 2a) }acr, WO-

bei I eine Indexmenge, |J U, = ¥ eine offene Uberdeckung von ¥ und z,: Uy — C
acl
ein Homéomorphismus mit offenem Bild z,(Uy) ist. Ferner muss der Kartenwechsel

von (Uy,z1) € A auf (Uz,22) € A mit Uy NUsz # &, gegeben durch
271k 29 zl(Ul N UQ) — Zg(Ul N Ug),

holomorph sein. Da eine Riemannsche Flédche eine Mannigfaltigkeit ist, ist sie insbe-
sondere ein topologischer Raum. Daher nennen wir eine Riemannsche Flache kom-
pakt, wenn sie als topologischer Raum kompakt ist.

Nach Proposition 1.1.23 in [Mir] ist jede kompakte Riemannsche Flidche diffeo-
morph zu einem g-16chrigen Torus (g € No, g > 1) oder zur Sphére (g = 0). Man defi-
niert das Geschlecht einer kompakten Riemannschen Fléche als diese nicht-negative
ganze Zahl g.

Biholomorphismen einer kompakten Riemannschen Fléache X auf sich selbst wer-
den als Automorphismen von X bezeichnet (vgl. Definition I1.3.6 in [Mir]). Die Men-
ge aller Biholomorphismen bildet bzgl. der Hintereinanderausfihrung von Abbil-
dungen eine Gruppe, die Automorphismengruppe Aut(¥) von X. Nach dem Satz von
Schwarz ist die Automorphismengruppe einer kompakten Riemannschen Flache vom
Geschlecht mindestens 2 endlich (siche V.1.2 Corollary 2 in [FaKr] oder Theorem
VII.4.18 in [Mir]).

Seien X eine kompakte Riemannsche Fléache von Geschlecht g > 2 und G eine
nichttriviale Untergruppe von Aut(X). Nach Theorem VII.4.18 in [Mir] ist Aut(X)
endlich und damit insbesondere auch G. In der Operation von G auf X, zerfallt X in
G-Bahnen. Die Menge X/G := {xG ‘ xC X} aller G-Bahnen von X ist der Bahnen-
raum. Dieser ist nach Theorem I1.3.4 in [Mir] ebenfalls eine kompakte Riemannsche
Fldche und besitzt ein Geschlecht gg > 0.

Sei B C X/G die Menge der nicht-reguliren G-Bahnen von X. Weil ¥ kompakt
ist, ist |B| mit Proposition II1.3.2 in [Mir] hochstens abzdhlbar und mit Corollary
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I1.1.34 und Theorem II.1.33 in [Mir| sogar endlich. Sind A € 1 und x € A, so ist Gy
nach Proposition II1.3.1 in [Mir] zyklisch.

Nach (1.1) in [Bro, S. 234] koénnen wir zu ¥ und der Wirkung von G auf ¥ ein
Verzweigungsdatum (go: k1,...,k:) definieren, wobei ¢ die Anzahl der Verzweigungs-
punkte der holomorphen Abbildung p: X — X/G ist, die jedem Element x € ¥ seine
Bahn x© € ¥/G zuordnet, und k1,.. ., k; die Vielfachheiten dieser Verzweigungspunk-
te sind (vgl. Definition I1.4.2 in [Mix]). Die Verzweigungspunkte der Abbildung p sind
genau die Bahnen A € X/G, fiir die |A| < |G| gilt (vgl. Lemma I11.3.6 in [Mir]). Also
ist ¢t genau die Anzahl |B| der nicht-reguléren Bahnen in X /G und kq,...,k; sind die
Quotienten aus |G| und der Bahnlédnge der Elemente von B (vgl. Beweis von V.1.3
Theorem (Hurwitz) in [FaKrl S. 258f] und Lemma II1.3.6 in [Mix]).

Sei jetzt G eine Gruppe. Der Riemannsche Existenzsatz (siehe beispielsweise
Proposition 1 in [Bro, S. 239]) besagt, dass es genau dann eine kompakte Riemann-
sche Fldche X vom Geschlecht mindestens 2 so gibt, dass G < Aut(¥) ist und G mit
einem bestimmten Verzweigungsdatum auf X operiert, wenn es gewisse Elemente
in G gibt, die bestimmte Figenschaften erfiillen. Aufgrund dieses Satzes, den wir
im Kapitel [5| genauer betrachten werden, ist es moglich, den Fokus zunéchst auf die
Gruppenoperationen zu lenken und spéter die Existenz einer zugehorigen kompakten
Riemannschen Fléche zu nachzuweisen.

Mit den gesammelten Informationen kénnen wir Mengen modellieren, die aus
der Sicht der Gruppenwirkungen dieselben Eigenschaften wie kompakte Riemann-
sche Flachen haben. Im ersten Abschnitt dieses Kapitels werden wir diese Mengen
definieren und allgemeine Gruppenwirkungen auf solchen studieren. Im zweiten Ab-
schnitt fokussieren wir Operationen von endlichen und einfachen Gruppen auf diesen
Mengen, welche eine Bahnenfixitdt von héchstens 4 sichern.
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4.1

RF-Mengen und Hurwitzdaten

Definition 4.1 (RF-Paar, RF-Menge)
Genau dann nennen wir (G,Q) ein RF-Paar, wenn die folgenden FEigenschaften
erfillt sind:

(i) G ist eine endliche Gruppe.

(i) Q ist eine Menge, auf der G operiert.

(iii) Die Anzahl der nicht-requldren Bahnen von G auf Q ist endlich.

(iv) Ist a« € Q, so ist Gy, zyklisch.

Wir nennen Q) dann eine RF-Menge.

Wir erinnern daran, dass G stets eine endliche Gruppe sei, wodurch Eigenschaft ()
der Definition immer erfullt sein wird.

Beispiel 4.2

()

(i)

(iii)

Sei X die Kleinsche Kurve (engl. Klein’s quartic curve). Dann ist (PSLa(7),%)
ein RF-Paar, da PSLa(7) nur insgesamt drei nicht-requlire Bahnen auf ¥ hat
(Langen 84, 56 und 24) und die zugehorigen Punktstabilisatoren zyklisch sind
(Ordnung 2, 3 und 7), siehe [Mac2).

Sei ¥ die MacBeath-Kurve. Dann ist (PSL2(8),%) ein RF-Paar, da PSL2(8)
nur insgesamt drei nicht-requlire Bahnen auf X hat (Lingen 252, 168, 72) und

die zugehorigen Punktstabilisatoren zyklisch sind (Ordnung 2, 8 und 7), siche
‘Macl).
/

Riemannsche Flichen sind nicht die einzigen Beispiele fir RF-Mengen. Sei-

en G := Sy in der natirlichen Wirkung und Ay := G/((12)). Betrachte die

Wirkung von G auf Ay per Rechtsmultiplikation. Dann ist die Wirkung treu,

transitiv und fir alle o € Ay ist G, zyklisch der Ordnung 2 und konjugiert zu

((12)) in G. Seien Az := G/{(12)(34)) sowie Az := G/{(123)) und betrachte

die Wirkung von G auf Ao bzw. As per Rechtsmultiplikation. Es sind A1, As
3

und A3 paarweise disjunkt. Sei nun Q := |J A;. Dann ist QO eine RF-Menge
=1
und (G,Q) ein RF-Paar.

Wir wollen (7) und (#) von Beispiel verallgemeinern:

Lemma 4.3
Sei X eine kompakte Riemannsche Fliche vom Geschlecht mindestens 2. Dann ist
fir alle 1 # G < Aut(X) das Paar (G,X%) ein RF-Paar.
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Beweis
Wir priifen Definition (A1}

Nach Theorem VII.4.18 in [Mir] ist Aut(¥) endlich, also auch jede Untergruppe.
Das ist (7). Sei G < Aut(¥) beliebig. Da ¥ kompakt ist, ist mit Theoremen II.1.33
und I1.1.34 sowie Proposition I11.3.2 in [Mir] die Anzahl der nicht-reguldren Bahnen
von X unter der Wirkung von G endlich. Das sind (i) und (7). Mit Proposition
1.3.1 in [Mir] gilt (iv) der Definition |

Mit Lemma haben wir eine Verbindung zwischen kompakten Riemannschen Fla-
chen vom Geschlecht mindestens 2 und RF-Mengen hergestellt. Wir wollen jetzt
Gruppenoperationen auf RF-Mengen studieren. Dazu verallgemeinern wir zunéchst
die Konstruktion einer RF-Menge wie im Beispiel (dit):

Lemma 4.4
Seien n € Ng und x1,...,z, € G nichttrivial. Dann gibt es eine RF-Menge () so,
dass gilt:

(i) Es gibt genau n nicht-requliare G-Bahnen in der Wirkung von G auf Q.

(ii) Ist A C Q eine nicht-requlire G-Bahn, so gibt es ein i € {1,...,n} und ein
a €A so, dass Go = (z;) gilt.

(iii) Ist umgekehrt i € {1,...,n} beliebig, so gibt es eine nicht-requlire G-Bahn
A CQ und ein o € A so, dass Go = (x;) gilt.

Beweis
Fiir n =0 ist alles klar, wenn wir Q := G/1 setzen und die Operation von G auf Q
per Rechtsmultiplikation betrachten. Sei also n > 1. Wir konstruieren zunéchst (.

Fir alle ¢ € {1,...,n} seien U; := (z;) und A; := G/(z;). Dann wirkt G per
Rechtsmultiplikation auf A;. Diese Operation ist transitiv nach 4.1.1 in [KuSt] und
nicht-regulér, da x1,...,x, nichttriviale Elemente von G sind.

Gibt es 4,5 € {1,...,n} verschieden und so, dass (z;) und (z;) in G konjugiert
sind, so ist A; = A;. In diesem Fall sei M eine Menge so, dass G auf M transitiv
operiert, diese Operation dquivalent zu der von G auf A; ist sowie |M| = |A;| und
MNA; =2 gilt. Wir ersetzen nun A; durch M in der Sequenz Aq,...,A, sowie die
Wirkung von G auf A; durch die auf M. Dadurch gilt A; NA; = &, jedoch sind die
Wirkungen von G auf A; und A; dquivalent. Dies wiederholen wir fiir alle Paare
(i,5) € {1,...,n} x {1,...,n} mit den Eigenschaften ¢ # j und A; NA; # & so lange,

bis A1,...,A, paarweise disjunkt sind. Sei nun
n
i=1

Wir {iberpriifen nun, ob (G,Q) ein RF-Paar ist und (¢) bis (#7) des Lemmas
gelten. Die Wirkung von G auf Aq,...,A, induziert eine Wirkung von G auf der
Menge Q. Unter dieser induzierten Wirkung folgt, dass es in () genau n nicht-
reguldre Bahnen gibt, ndmlich Aq,...,A,, und dass (G,Q) ein RF-Paar ist. Nach
Konstruktion von Ay,..., A, folgen (i) und (#7) des Lemmas. [ ]
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Lemma 4.5

Seien (G,Q) ein RF-Paar und B die Menge der nicht-requliren Bahnen von ()
unter der Wirkung von G. Dann gibt es ein n € Ng und nichttriviale Elemente
T1,.--,Zn € G so, dass gilt:

(i) 13| =n.
(ii) Fir alle A € B gibt es ein i € {1,...,n} und ein a € A so, dass Go, = (x;) ist.

(ii) Umgekehrt gibt es fir alle i € {1,...,n} ein A € B und ein o € A so, dass
Go = (z;) gilt.

Beweis

Zu (7): Da (G,Q) ein RF-Paar ist, ist nach Definition (737) schon 1 endlich. Sei
n € No so, dass |B| = n gilt. Ist n = 0, so sind wir fertig. Seien also n > 1 und
Ay,...,Ap CQ so, dass B =: {Aq,...,An} gilt.

Fir alle ¢ € {1,...,n} sei a; € A; beliebig. Mit Definition gibt es dann ein
x; € G so, dass G, = (x;) gilt. Nun erfiillen die o; zusammen mit den z; die Punkte
(%) und (¢7) des Lemmas. [ ]

Definition 4.6 (Induzierte RF-Menge, RF-Elemente, Aquivalenz)
Seien n € Ng und z1,...,1, € G¥#.

Ist Q wie in Lemma [{.4], so nennen wir () die von x1,...,xy, induzierte RF-
Menge und (G,Q)) das von x1,...,x, induzierte RF-Paar.

Ist nun (G,Q) ein RF-Paar und sind n € Ng und x1,...,x, wie in Lemma
so mennen wir x1,...,r, RF-Elemente von (G,Q)).

Seien (G,Q) und (G,A) zwei RF-Paare, n,m € No sowie z1,...,x,, € G RF-
Elemente von (G,Q) und y1,...,ym € G RF-Elemente von (G,A). Genau dann nen-
nen wir Q und A aquivalent, wenn n =m ist und Folgendes gilt:

Es gibt ein p € Sy, so, dass fir alle i € {1,...,n} schon (z;) zu (yie) konjugiert
ist in G.

Lemma 4.7
Seien (G,Q) ein RF-Paar, n € Ng und x1,...,x, € G RF-Elemente zu (G,Q).
Sei weiter A die von x1,...,xy induzierte RF-Menge. Dann sind (G,Q) und (G,A)
dquivalent.

Beweis
Die gesuchte Bijektion ist id, und das jeweils konjugierende Element in G ist 1. B

Wir stellen nun eine Moglichkeit vor, Informationen iiber die Wirkung einer Gruppe
auf einer RF-Menge festzuhalten. Dabei ist nur Eigenschaft (i) der nachfolgenden
Definition fiir RF-Mengen notig. Mit der zweiten Eigenschaft der Definition 6ffnen
wir den Pfad zu Verzweigungsdaten von kompakten Riemannschen Fldchen. Diesen
werden wir anschliefflend verdeutlichen.
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Definition 4.8 (Hurwitzdatum, HD)

Seien (G,Q) eine RF-Menge, 13 die Menge der nicht-requldren Bahnen von Q un-
ter der Wirkung von G und M := {|A|| A € B} die Menge der Bahnlingen von
Elementen aus 1. Weiter seien r:= |M| sowie ki,...,kr € N so, dass k1 > ... >k,
und M ={ky,....kr} istEI Genau dann heifit die Liste [G,g,90 | [m1,n1],...,[mr,n]]
Hurwitzdatum (kurz HD) zu Q, wenn gilt:

(i) Firalleie€{1,...,r} gilt m; = % und n; ist die Anzahl der Bahnen in 1 mit
Mdchtigkeit k;.
(ii) Es ist go € Ng so, dass
r
g::1+|€§|(2(gol)+;nj (1;])) >2 (4.1)
und g eine natirliche Zahl ist.
Wir nennen die Zahlen mq,...,m, Verzweigungszahlen und die Zahlen ny,...,n,

Vielfachheiten. Wir bezeichnen g als Geschlecht und go als Cogeschlecht. Die Glei-
chung (4.1)) nennen wir Hurwitzformel.

Die Hurwitzformel in Definition (#) ist eine Formel aus der Theorie der kom-
pakten Riemannschen Fliachen (vgl. Theorem I1.4.16 und Corollary I11.3.7 in [Mir]).
Jede kompakte Riemannsche Fliche, auf der eine endliche Gruppe von Automorphis-
men operiert, erfilllt diese Hurwitzformel. Dadurch ist sie fir uns ein notwendiges
Kriterium fiir die Verbindung von Riemannsche Fldchen und RF-Mengen.

Bemerkung 4.9 (Hurwitzdaten und Verzweigungsdaten)

Nach (1.1) in [Bro] kénnen wir zu der treuen Wirkung einer Gruppe G auf einer
kompakten Riemannschen Fliache X ein Verzweigungsdatum (go: k1,...,k:) definie-
ren, wobei ¢ die Anzahl der Verzweigungspunkte der Projektion X — X /G ist, also
die Anzahl |B| der nicht-reguldren Bahnen in X/G, sowie ki,...,k: die Quotienten
aus |G| und Bahnliange der Elemente von 1 sind und go das Geschlecht von X/G
ist.

Hurwitzdaten (siehe Definition sind eine Abwandlung dieser Verzweigungs-
daten. Im Folgenden beschreiben wir, wie aus einem Hurwitzdatum ein Verzwei-
gungsdatum (kurz VD) wird und umgekehrt. Sei dazu X eine kompakte Riemann-
sche Fliache vom Geschlecht g > 2 so, dass G << Aut(¥) ist und X/G das Geschlecht
go > 0 hat.

Ist [ :=[G,g,90 | [m1,n1],...,[my,n,]] ein HD zu ¥ und G, so ist das zugehdrige VD

(9o: M1yeee,M1, ooy My, My).

ni-mal n,-mal

'Da M eine Menge ist, enthilt sie keine Zahlen doppelt. Daher kénnen wir eine strikte Ordnung
von ki,...,kr voraussetzen.
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Sei umgekehrt (go: k1,...,k:) ein VD zu X und G, wobei k; < ... < k; gelte. Da

k1,...,k: nicht notwendigerweise paarweise verschieden sind, seien M := {k1,..., k¢ },
r:=|M|und M ={my,...,m;} mit my <...<m,. Fir alle i € {1,...,r} sei n; die
Anzahl, wie oft m; in k1,...,k; vorkommt. Dann ist

[GHZINZIO ’ [m17n1]7' LX) [mT7nTH

das zum VD (go: k1,...,k:) gehorige HD.

Beispiel 4.10

(i) Sei wieder X die Kleinsche Kurve. Dann ist [PSLa(7),3,0 | [2,1],]3,1],[7,1]] ein
Hurwitzdatum zu X, siehe [Mac2] und Beispiel [4.9 (i).

(ii) Ist X die MacBeath Kurve, so ist [PSL2(8),7,0|[2,1],[3,1],[7,1]] ein HD zu X,
siehe [Macl] und Beispiel [4.9 (ii).

(iii) Seien G = S4 und Q die RF-Menge aus Beispiel (iii). Dann ist
[G,21,1]12,2],[3,1]] ein HD zu Q:

G hat mit Beispiel [4.9 (iii) drei nicht-regulire Bahnen A1, Ao und Ag in Q.
Dabei sind |A1| =|A2| =12 und |As| = 8. Daher gilt my =2 und n; = 2 sowie
mg = 3 und ny = 1 nach Definition (i). Ferner gilt Figenschaft (ii) der
Definition fiir go =1, da

g:1+|§| (2(90—1)+Zr:nj (1—1>)
=1 "

:1+12<2-0+2-<1—;)+1'<1_;>>

2
:1+12<1+> :1+12-§:2122
3 3
und g eine natirliche Zahl ist.

Bemerkung 4.11
Seien (G, Q) ein RF-Paar und ! := [G, 9,90 | [m1,n1], ..., [my,ny]] ein HD zu Q. Seien
B, Mund k1,...,k., m1,...,mp, n1,...,n, wie in Definition |4.8§

(i) Wegen Definition [4.8] (¢) sind m1 < ... <m, und n1,...,n, > 0.
(i) Ist r =0, also B =M = @, so schreiben wir [G,g,g0 | 0] statt [G,g,g0 | -
(7ii) Seien A € Bundi € {1,...,7} so, dass |A| = k; ist. Dann ist fiir alle « € A schon

Go| =m;, da A eine G-Bahn ist und |G| = 6] _ @ = m,; nach Definition |4.8
Al = ks

gilt.
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(7v) In dieser Arbeit werden wir folgende Schreibweise verwenden:
+l =[G,9,90 | [2,n1],[3,n2]] fiir bzw. mit gg > 0 und ny,n2 € {0,1,2}

Das ist eine Kurzform dafiir, dass [ fiir alle g9 € N folgende Ausdriicke anneh-
men kann:

e 1=1[G,g,90 | 0] (hier ny =0 und ny =0)
=[G,g,90 | [2,1]] (hier n; =1 und ny = 0)

I=]

L= [
o 1= [ )
o [=[G,g,90] 3,2]] (hier n1 =1 und ng = 2)
o =] [ 3,1]] (hier ny =2 und ng =1)
L= [2,2],[3,2]] (

= Gag>90|
=[G,9,90 |

. hier n; =2 und ny = 2)

)

Mit dem Fall [ = [G,g,g0 | 0] (hier n; =0 und ny = 0) werden wir uns jedoch
separat beschéftigen, wodurch wir in den meisten Féllen n; +...4+n, > 1 fir
HD [G,g9,90 | [m1,n1],...,[my,ny]] fordern werden.

(v) Hurwitz-Daten geben uns einerseits Informationen iiber die Operation von G
auf QQ durch die Ordnung der Punktstabilisatoren und der Anzahl an, wie
viele nicht-regulidre Bahnen es zu jeder Stabilisatorordnung gibt. Andererseits
halten wir die Zahlen g und go fest, die spéter in der Anwendung von RF-
Mengen und Hurwitzdaten auf Riemannsche Flichen eine Interpretation als
Geschlecht bekommen.

Nachfolgend zeigen wir, dass die Existenz eines Hurwitzdatums zu einem RF-Paar
(G,Q) an eine zusitzliche Voraussetzung gekniipft ist.

Lemma 4.12
Sei (G,Q) ein RF-Paar. Falls |G| gerade ist, sei zusatzlich die Anzahl der nicht-
reguldren G-Bahnen von QQ mit ungerader Linge gerade.

Dann gibt es r,mq,...,mp,n1,...,ny € Ng sowie g,90 € No mit g > 2 so, dass
1:=[G,g9,90 | [m1,m1],...,[mp,n;]] ein HD zu Q ist.

Beweis
Mit Deﬁnition seien n € Ng und B := {A1,...,A,} die Menge der nicht-regulédren
Bahnen von G in der Operation auf Q.

Schritt 1: Der Fall n =0:

Ist n =0, also I = &, so seien go > 2 beliebig und

Gl

3=1+ g —2) = 1416l (@0—1) > 1461 > 2
Dann ist [ = [G,g,90 | 0] ein HD zu Q mit Definition O
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Schritt 2: Konstruktion von r,my,...,Mp,N1,...,Ny:

Wegen Schritt 1 sei n > 0. Mit Lemma gibt es Elemente z1,...,2, € G7

so, dass fir alle ¢ € {1,...,n} ein a; € A; derart existiert, dass G, = z; gilt. Seien
M:={o(x;) |i€{l,...,n}} und r:= |M|. Da n > 0 ist, folgt r > 0.
Seien my,...,m, € N so, dass m; < mg < ... <m, und M = {my,...,m,} ist.

Fiir alle A € 13 gibt es dann ein i € {1,...,7} so, dass |A| = |G| gilt, da G endlich ist.
Fiir alle i € {1,...,n} sei n; die Anzahl der Bahnen in 1 mlt Machtigkeit % O

' '
Seien jetzt R:= > n; (1 — L) =3 nz‘mi_.l und 7" := @'
= i

i=1 mi
Schritt 3: T ist eine natirliche Zahl:

Zunéchst ist |G| € N fiir alle ¢ € {1,...,n} mit dem Satz von Lagrange. Sei zuerst
|G| ungerade. Dann gilt fir alle ¢ € {1,...,r}, dass m; ungerade und m; — 1 gerade
ist. Daher folgt

_IGI-R _ |G| my—1 (€] my—1

€N eN N €N eN eN
Sei nun |G| gerade. Wir sortieren zunéchst my,...,m,. Seien k € {1,...,r} fest
und 7y,...,Mmy so, dass {mi,...,m,} = {my,...,m,} gilt, und so, dass fir alle

ie{l,....,k} und alle j € {k+1,...,r} gilt, dass % ungerade und | J' gerade ist.
Sei i € {1,...,7} beliebig. Ist j € {1,...,r} so, dass 7; = m; gilt, dann definiere

G (A
ﬁlzz) und T4 ::%- > nz( ﬁ}”)
Dann gilt T=T, +T_.

i=k+1
Zundchst zu T : Nach Wahl ist % gerade fiir alle i € {k+1,...,r}. Daher gilt
wieder mit dem Satz von Lagrange

k
f; = nj;. Seien weiter T_ := % > ﬁl<
=1

G ~ G A
T, = 7276‘%' - Ny - (M1 — 1)+ 45 | | -y - (Mmy — 1) € Np.
Tl o — o~ \v’ N
€N eN eN €N eEN eN

Ferner ist genau dann 71 =0, wenn r — k = 0 gilt.

M
Nun zu T_: Fiir alle i € {1,...,k} ist K; := S.a; . (m; —1) = 3 19y — 1)
1 j:l 1

eine Summe mit 7i; gleichen und ungeraden Summanden. Daher ist 27_ Z K;

eine Summe von 71 + ...+ 7 Summanden, die ungerade sind. Nach Voraussetzung
ist ny + ...+ 7 gerade, also 27_ eine gerade natiirliche Zahl oder 0 und nur genau
dann 0, wenn k =0 gilt. Also ist T = 5 Z K; eine natiirliche Zahl oder 0 und nur

=1
genau dann 0, wenn k = 0 gilt.

Nun ist T'=T_ + T eine natiirliche Zahl oder 0 und nur genau dann 0, wenn
T4+ und T_ beide 0 sind. Das ist genau dann der Fall, wenn k =0 und r —k =0
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gleichzeitig gilt. Da jedoch n > 0 nach Voraussetzung ist, folgt » > 0. Also ist T = 0.
O

Schritt 4: Konstruktion von go und g:

Da T nach Schritt 3 eine natiirliche Zahl und echt gréfler als 0 ist, konnen wir
nun gg anhand von einem Kriterium wéahlen:

Falls 1 <T < |G| gilt, so sei gg > 1 beliebig. Andernfalls sei gg > 0 beliebig. Wir
setzten g:=1+|G|(go—1)+T. a

Schritt 5: Nachweis, dass | := [G,g,90 | [m1,n1),-..,[mp,ny]] ein HD zu Q ist:

Schritt 2 liefert genau die Eigenschaften der Definition (7) eines HD. Wir
tiberpriifen noch Eigenschaft (i7) der Definition Es gilt

1+ 18 <2(go ~1) +ini (1- %))
i=1

.
=1+ G2 - 1)+ 1§13 n (1- 1)
=1

=1+|Gl(go—1)+T =g

nach Schritten 2 und 4. Da T' € N nach Schritt 3 gilt und |G| (go — 1) € Z ist, folgt
g € Z. Falls go = 0 gilt, so ist 7' > |G|+ 1 nach Schritt 4. Dann gilt

g=1+|G|l(gp—1)+T>1—-|G|+|G|+1>2.

Ist go = 1, so folgt T"> 1 und dann gilt g > 1+0+ 1 > 2. Falls gg > 2 ist, gilt
g > 1+ |G|+ 1> 2 In allen Féllen ist also g eine ganze Zahl und grofer oder
gleich 2. Damit ist [ ein HD fur Q). |

In Lemma haben wir gezeigt, dass die Existenz eines Hurwitzdatums zu einem
RF-Paar (G,Q) an die Existenz von einer geraden Anzahl an nicht-reguléren G-Bah-
nen von () von ungerader Lénge gebunden ist. Die zusétzliche Voraussetzung im
Lemma fiir Gruppen G von gerader Ordnung ist notwendig, um Eigenschaft (i) der
Definition [4.8] nachweisen zu kénnen.

Wir werden jedoch mit einfachen, nicht-abelschen Gruppen G arbeiten. Da G
einfach und nicht-abelsch ist, ist einerseits |G| stets durch 2 teilbar (siehe das Odd-
Order-Theorem [FeTh]). Andererseits ist G keine 2-Gruppe, weil 2-Gruppen nil-
potent sind (siehe 5.1.3 in [KuSt]). Ferner besitzt G nicht-zyklische Sylow 2-Un-
tergruppen von Ordnung mindestens 4, da andernfalls G mit 7.2.2 in [KuSt] ein
nichttriviales 2-Komplement von ungerader Ordnung besitzt. Jedoch ist G einfach
und besitzt damit keine nichttrivialen Normalteiler.

Ist also () eine RF-Menge von G und a € Q, so ist G, die triviale Gruppe
oder zyklisch mit Definition (7). Dadurch kann mit obiger Betrachtung kein
Punktstabilisator in der Operation von G auf Q eine Sylow 2-Untergruppe von G
enthalten, wodurch alle G-Bahnen von Q) eine gerade Lange haben.

Wir werden nun zeigen, dass wir zu jedem Hurwitzdatum eine RF-Menge kon-
struieren konnen:
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Lemma 4.13
Seien T := {n eN ‘ JgeG#: o(g) = n} und 1 := [G,g9,90 | [m1,n1],....[my, 0] ei-
ne Liste mit folgenden Figenschaften:

(i) Es ist 0 < r < |T|, ferner sind my,...,m, € T paarweise verschieden und
ni,...,np € N.

(ii) Es gibt ein go € Ng so, dass

g::1+|c2;|<2(90—1)+§r:nj (1—771))
j

j=1
eine natirliche Zahl und g > 2 ist.

Dann ¢ibt es ein m € No, Elemente x1,...,2m € G# so, dass | ein Hurwitzdatum zu
der von x1,...,Ty induzierten RF-Menge ist.

Beweis
Seien I := [G,g,90 | [m1,n1],...,[mr,ny]] und m :=nq+...+n,. Wegen (7) besitzt G
Elemente der Ordnung myq,...,m,. Seien weiter x1,...,2,, € G von Ordnung mq,
Tni+1s---yTni4+ne € G von Ordnung ma, etc. Tp,+. 4n, 1+1s--->Tni+..4n, € G von
Ordnung m,.. Insbesondere sind myq,...,m, verschieden von 1 nach der Definition
von T'. Daher sind auch x1,...,z,, nichttrivial. Sei Q die von x1,...,2T, induzierte
RF-Menge. Dann ist [ wegen (i) des Lemmas und nach Definition 4.8 ein HD zu Q).
|

Hurwitzdaten sind an Verzweigungsdaten von Riemannschen Flachen angelehnt. In
der Literatur (z.B. [Bre] und [Bro|) ist es tiblich, dass zu jedem Verzweigungsdatum
die Existenz einer Riemannschen Fliche vorausgesetzt wird. Wir wollen jedoch ge-
wisse Verzweigungen und damit Wirkungen von Gruppen auf Riemannschen Flachen
untersuchen, ohne zuerst die Existenz einer zugehorigen Fliche nachweisen zu miis-
sen. Dazu wurden RF-Mengen und Hurwitzdaten eingefithrt. Durch Lemma
geniigt es, Hurwitzdaten anzugeben, ohne die Existenz einer RF-Menge zuvor zu
fordern. Das halten wir fest:

Definition 4.14

Seien T := {n eN ’ Jge G7:o(g) = n} und 1= [G,9,90 | [m1,m1],...,[mr,n,]] ei-
ne Liste. Wir nennen | genau dann Hurwitzdatum, wenn | die Eigenschaften (i) und
(ii) von Lemma erfillt. Ferner nennen wir die nach Lemma zu l gehérigen
Elemente x1,...,x,, dann zugehorige RF-Elemente.

Lemma 4.15
Seil:=[G,g,90 | [m1,n1],...,[my,n,]] eine Liste, die Teil (i) der Definition 4.8 bzw.

,
des Lemmas|4.14 erfillt. Seien k :==n1+4...4+n, > 1 und R:= > n,;- (1 — n%) Dann
=1

i

gilt:
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(i) R <2 genau dann, wenn eine der folgenden Bedingungen gilt:
e FEs gilt k<2 und fir alle i € {1,...,r} ist m; beliebig,
e essind k=3 undl=[G,g,90|[2,2],[m2,1]], wobei ma beliebig ist, oder

e esgiltk=3 undl € {[Gagvgo ’ [271]7[372“7 [G’gﬂgo | [2,1],[3,1],[4,1“,
[079’90 | [2a1]7[3>1] ) [571“}'

(ii) R =2 genau dann, wenn eine der folgenden Bedingungen gilt:

e Esgilt k=3 undl € {[G,g,90|[2,1],[3,1],[6,1]], [G,g,90 | [2,1],[4,2]],
[G,g9,90 | [3,3]]} oder

e esqilt k=4 undl=[G,g,90 | [2,4]].
(iii) Wenn R > 2 ist, dann gilt R > 2+ 3.
Ist ferner 1 ein HD und gilt R <2, so ist gg > 1.

Beweis
Die Aussagen in () bis (éii) stehen in Lemma 3.8 in [Mir]. Seien also [ ein HD und
R < 2. Angenommen, es gilt go = 0. Dann folgt mit der Hurwitz-Formel (4.1)):

2<2(g-1)=I[G[-(2(go—1)+R)
<|G|-(2 ( —1)+2)
=[G[-0=
ein Widerspruch zur Voraussetzung g > 2 fiir Hurwitzdaten. |

4.2 Ausnahme-Hurwitzdaten und einfache Gruppen

Wir erinnern nochmal an den Begriff Fizritdt aus Definition Eine Gruppe G
operiert genau dann auf einer Menge () mit Fizitit k € N, wenn es ein Element
g € G* gibt so, dass |fixg(g)| = k gilt, und kein nichttriviales Element von G mehr
als k Punkte in Q) fest ldsst. Wenn wir dabei die Menge Q) oder die Ordnung m € N
eines Punktstabilisators in einer transitiven Operation von G auf einer Menge Q) aus
dieser Definition spezifizieren wollen, so schreiben wir auch G hat Fixitdt k bzgl. Q
bzw. G hat Fixitat k bzgl. m.

In diesem Teilabschnitt wollen wir nun die Grundlage fiir das Studium von Grup-
penoperationen auf RF-Mengen mit Fixitdt hochstens 4 legen. Dazu beweisen wir
zunachst ein Resultat, mit dem man Fixpunkte einer solchen Operation zéhlen kann,
bevor wir eine weitere Klasse von speziellen Hurwitzdaten motivieren und definieren.

Das nachfolgende Lemma ist angelehnt an ein Lemma (vgl. Lemma 10.4 in [Bre]
oder Gleichung (2.17) in [Bro, S. 244]) tber die Anzahl der Fixpunkte von Au-
tomorphismen von kompakten Riemannschen Fldchen. Da wir dieses Resultat fiir
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Gruppenoperationen auf RF-Mengen benétigen, beweisen wir es erneut. Wir haben
in diesem Lemma und dem Beweis bewusst X, X und X~ als Listen und nicht

als Mengen geschrieben, da die RF-Elemente x11,...,Z1n,,...,Zr1,.-.,%rp, nicht
notwendig paarweise verschieden sind, wir jedoch alle diese Elemente mit der An-
zahl, wie oft sie jeweils in 211,...,25,, vorkommen, fir die korrekte Anzahl an

Fixpunkten bendtigen.

Lemma 4.16 (Fixpunkte in RF-Mengen)

Seien | == [G,g,90 | [m1,n1],...,[my,n.]] ein HD sowie Ti1,...,T1nys---sTpls--,
Trp, € G# zugehiorige RF-Elemente, Q die induzierte RF-Menge und X := (1,15,
Tlngse- s Trly--,Lrm,). Fir alle g,h € G# sei

1, falls h zu einer Potenz von g konjugiert ist,
ag(h) =

0, sonst.

Dann ist fiir alle g € G durch |Ng({g))|- 32 o;””(ig)) die Anzahl der Fizpunkte von g
zeX
in () gegeben.

Beweis
Sei g € G* beliebig.

Schritt 1: Anzahl der Fizpunkte von g in einer G-Bahn von Q:

Sei A C Q) eine G-Bahn. Ist die Operation von G auf A regulér, so folgt sofort
Ifixa(g)] = 0, da nach Wahl g # 14 gilt. G operiere also nicht-regulir auf A. Da
Q) eine von x11,...,Z1,n15---,Tr1,---,Trn, induzierte RF-Menge ist, gibt es nach
Lemma [4.4] ein € X und ein « € A derart, dass G, = () gilt.

Fall 1: Sei g zu einer Potenz von z in G konjugiert. Seien h,y € G so, dass z¥ = h
und g € (h) gilt. Dann folgt g € ()Y = Gqv. Da Gav = (G4)Y zyklisch ist, gilt
()¢ NGy = (g)%. Mit Lemma [1.2{ und wegen Gav = (h) folgt nun

_ INelg)l _ INa(g))| _ INc((9))|

A = T (] = 1G]~ ola)

Fall 2: Sei g nicht zu einer Potenz von x in G konjugiert. Dann folgt fiir alle 5 € A
schon g € Gg. Also gilt

[Na(Go)|

fixa(o)l =0=0- =071

Schritt 2: Anzahl der Fizpunkte von g in ganz Q:

Da Q) eine von x11,...,%1,ny5---,Tr1,---,%rp, induzierte RF-Menge ist, ist
ni+ ...+ n, mit Lemmadie Anzahl der nicht-reguldren G-Bahnen von Q). Ferner
liefert selbiges Lemma, dass es zu jedem = € [Z11,...,Z1ny,---,Zr 15, Trp, ] = X
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eine nicht-reguldre G-Bahn A C Q so gibt, dass (x) ein Punktstabilisator in der
Operation von G auf A ist und umgekehrt.

Seien also Xt := [y € X | g ist in G zu einer Potenz von y konjugiert] und
X~ := [y € X | g ist nicht zu einer Potenz von y in G konjugiert]. Dann ist mit
Schritt 1 und nach Wahl von X schon

reXt O(x)

-3 1 e, 5 el

zeXt o(x) yeX— o(y
~ INatia)l- 3. 29
reX

Wie der Frage 2 dieser Arbeit zu entnehmen ist, wollen wir Gruppenwirkungen von
Fixitdt maximal 4 auf kompakten Riemannschen Flachen untersuchen. Mit Lemma
ist es uns moglich diese Frage auf RF-Mengen zu erweitern.

Wir untersuchen nun die Wirkung einer Gruppe G auf einer RF-Menge () un-
ter der Voraussetzung, dass G mit Fixitdt maximal 4 auf () operiert. Unter dieser
Voraussetzung konnen wir mit Lemma festhalten, dass G dann auch Fixitét
maximal 4 auf den jeweiligen G-Bahnen von () hat. An diesem Punkt kénnen wir
die Resultate des Projekts und damit die Inhalte von Kapitel |3| verwenden, da die
Stabilisatoren von Punkten von () in G' nach Definition (7v) zyklisch sind.

Bevor wir eine weitere Unterklasse von Hurwitzdaten definieren, die uns dem
Ziel einer Klassifikation der Wirkungen von einfachen, nicht-abelschen Gruppen auf
RF-Mengen mit Fixitat hochstens 4 ndher bringt, stellen wir folgendes Beispiel vor:

Beispiel 4.17

G wirkt auf A := G/1 = G per Rechtsmultiplikation als transitive und reguldre Per-
mutationsgruppe, G operiert also mit Fixitdt 0 bzgl. A. Im Bezug auf RF-Mengen
gehort hierzu das HD [G,g,g90 ] 0]. Ist G eine transitive Permutationsgruppe von
Fizitat 1, so ist G eine Frobeniusgruppe mit Satz V.8.2 (a) aus [Hupl].

Sei G = Sy in der natirlichen Wirkung. Dann hat G Fizitdt 2 bzgl. 2 und gleich-
zeitig Fizitat 4 bzgl. 2. Das liegt daran, dass G zwei Konjugiertenklassen von zykli-
schen Untergruppen der Ordnung 2 hat, ndamlich ((12))¢ und ((12)(34))C.

In der Operation von G auf Ay := G/((12)) per Rechtsmultiplikation sind die
Punktstabilisatoren konjugiert zu U := ((12)). Diese haben Index 2 in ihren Nor-
malisatoren in G, denn es gilt Ng(U) = ((12),(34)). Nach Lemma haben die
Transposition (12) und alle zu (12) konjugierten Transpositionen jeweils genau zwei
Fizpunkte in Aq.

In der Wirkung von G auf A := G/{(12)(34)) per Rechtsmultiplikation sind die
Punktstabilisatoren konjugiert zu ((12)(34)). Diese haben Index 4 in thren Normali-
satoren, denn Ng({(12)(34))) = ((1324),(34)) ist eine Sylow 2-Untergruppe von G.
Mit Lemma hat jede Doppeltransposition vier Fixpunkte in As.
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Definition 4.18 (Ausnahme-Hurwitzdatum, AHD)
Seien G eine Gruppe und l:= [G,q9,90 | [m1,n1),...,[my,ny]] ein HD mit r > 1. Fir
allei € {1,...,r} gelte Folgendes:

Sei M die Menge aller G-Konjugiertenklassen von zyklischen Untergruppen der
Ordnung m;. Fir alle a € {1,2,3,4} sei ferner t, € No die Anzahl der Konjugier-
tenklassen C € M, fir die gilt, dass G fir alle U € C mit Fizitit a auf G/U per
Rechtsmultiplikation wirkt.

Genau dann heifft | Ausnahme-Hurwitzdatum (kurz AHD), wenn

n; < Aty + 2o + 13+ 1y
fir alle i € {1,...,r} gilt.

Beispiel 4.19
Es ist 1:=[84,9,01[2,1],[3,1],[4,2]] ein AHD:

Zundchst ist | ein HD, denn G := S84 hat Elemente der Ordnung 2, 8 und 4 und fiir

go=0und g=9 gilt
G| - 1
1+—(2(go—1 E il1——
+ 2 (go )+j:1n] m;j

1 2 3
_1+12<—2+<2+3+2>)

2
:1+12<3) —1+8=9=g>2

Wir diberprifen Definition fir alle Verzweigungszahlen. Seien zuerst m = 2
und M die Menge aller G-Konjugiertenklassen von zyklischen Untergruppen der
Ordnung m. Dann ist M = {{(12))%,((12)(34))C}. Bzgl. G/{(12)) hat G Fixitdit 2
und bzgl. G/((12)(34)) operiert G mit Fizitit 4 (siche Beispiel[{.17). Es gilt also
to=1=1t4 und t1 =t3=0. Nun ist 4t; + 2to +t3+t4 =3 > 1 =ny erfillt.

Seien m =3 und M die Menge aller G-Konjugiertenklassen von zyklischen Un-
tergruppen der Ordnung m. Dann ist M = {{(123))¢}. Sei U := ((123)). Dann
ist Nq(U) = ((123),(12)) isomorph zu S3. Insbesondere hat U Index 2 in seinem
Normalisator, also operiert G mit Fixitit 2 auf G/U per Rechtsmultiplikation. Da
M| =1 ist, gilt to =1 und t1 =t3 =14 =0. Es ist 4t1 +2to+t3+t4=2>1=mny
erfillt.

Zuletzt sei m =4 und M die Menge aller G-Konjugiertenklassen von zyklischen
Untergruppen der Ordnung m. Dann ist M = {((1234))C}. Sei U := ((1234)). Dann
ist Na(U) = ((1234),(24)) eine Sylow 2-Untergruppe. Insbesondere hat U Index 2 in
seinem Normalisator und G operiert mit Fizitat 2 auf G /U per Rechtsmultiplikation.
Da |M| =1 ist, gilt ta =1 und t; =t3 =t4 = 0. Weiter ist

Aty + 2t +13+1t4=2>2=n3

erfillt. Nun ist | ein AHD.
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Lemma 4.20
Sei (G,Q) ein RF-Paar mit HD | := [G,g,q0 | [m1,n1],...,[my,n,.]] und G operiere
mit Fizitdt hochstens 4 auf Q). Dann ist | ein AHD oder G operiert reguldr.

Beweis

Sei die Operation von G auf [ nicht-reguldr. Dann gilt [ # [G,g,g0 | 0] und > 1. Da
[ ein HD ist, gibt es mit den Lemmata und (4.7 RF-Elemente 1 1,...,Z1,n,,---,
Trl,...,Trp, € G so, dass o(x; ;) =m; fur alle i € {1,...,7} und j € {1,...,n;} gilt
und Q dquivalent zu der von x11,...,%y, induzierten RF-Menge ist.

Sei i € {1,...,r} beliebig. Da G mit Fixitdt k € N, k£ < 4 auf Q operiert, gilt
Ifixg (x;,7)] <4 fur alle j € {1,...,n;}. Sei M die Menge aller G-Konjugiertenklassen
von zyklischen Untergruppen der Ordnung m; und fir alle a € {1,2,3,4} sei t, € Ny
die Anzahl der Klassen C € M fiir die gilt, dass G mit Fixitdt a auf der Menge der
Rechtsnebenklassen von U € C' operiert. Sei N := {(mi’j>G ‘ JE {1,...,ni}}. Dann
ist N C M nach Voraussetzung.

Seien jetzt j € {1,...,n;} beliebig, U := (z; ;) und C := UG . Seien ferner m € N,
m < n;, die Anzahl der zyklischen Gruppen von (z;1),..., (i n,), die in C enthalten
sind, sowie b € {1,2,3,4} so, dass G mit Fixitat b auf G/U per Rechtsmultiplika-
tion operiert. Mit Lemma hat z; ; genau m - b viele Fixpunkte in Q. Nach
Voraussetzung ist 1 <m-b < k <4. Damit gilt nun

1, falls be {3,4},
m<<2, fallsb=2,
4, fallsb=1.

Da t1 +t2+t3+t4 die Gesamtheit aller Klassen D € M ist, fiir die G auf der Menge
der Rechtsnebenklassen von V € D mit Fixitdt 1, 2, 3 oder 4 operiert und N C M
gilt, folgt somit n; < 4ty + 2to + t3 + t4. Damit ist [ ein AHD. |

Unter der Vermutung [3.16] auf Seite [7§] sind wir nun bereit, die AHD fiir endliche,
einfache und nicht-abelsche Gruppen zu klassifizieren. Wir schreiben explizit hin,
wann die Vermutung[3.16eingeht. Dazu formulieren wir zunéchst eine Voraussetzung
und erinnern an die in Bemerkung |4.11| (iv) auf Seite |85 vorgestellte Notation fir
Hurwitzdaten.

Voraussetzung 4.21
Seien G einfach, nicht-abelsch und p eine Primzahl, n € N sowie q := p™. Weiter sei
l:=[G,9,90 | [m1,n1],...,[my,n.]] ein HD aus Tabelle auf Seite@ und so, dass
r>1undny+...+n, >1 sowie n; >0 fir alle i € {1,...,r} gilt.

Ferner sei go > 1, falls ni+...+n, <2 gelte. Andernfalls sei gg > 0 oder es gelte
eine der Spezifikationen in der vierten Spalte der Tabelle[4.1] fir go.

Satz 4.22
Seien G einfach und nicht-abelsch sowie l := [G,g,90 | [m1,n1],...,[mr,n,]] ein HD.
Gilt Voraussetzung [{.21] so ist | ein AHD. Ist umgekehrt | ein AHD und gilt Ver-

mutung [3.16, so gilt Voraussetzung[4.21]
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Beweis
Es gelte zuerst Voraussetzung[4.21] Da [ schon ein HD ist, geniigt es, die Eigenschaf-
ten in Definition [L.I§] fiir I nachzuweisen.

Da [ eines der HD aus den Zeilen 1 bis 21 der Tabelle [4.1] von Voraussetzung
4.21] ist, finden wir G in mindestens einer der Tabellen [3 und [3.2] wieder. Sei
i € {1,...,7} beliebig. Wir betrachten die Verzwelgungszahl m; von [. Dann finden
wir m; ebenfalls in der Spalte zu |G| in den Tabellen 3.1 und [3.2] Mit Lemmata[3.5]
und gibt es ferner nur eine G-Konjugiertenklasse von zyklischen Untergruppen
von Ordnung m;. Sei also X < G zyklisch von Ordnung m;.

Operiert G auf G/X mit Fixitét 2 (siehe Tabelle Zeilen 1 bis 4), so ist nach
den Zeilen 1 bis 21 der Tabelle von Voraussetzung schon n; < 2. Hat die
Operation von G auf G/X jedoch Fixitét 3 oder 4 (siche Tabelle Zeilen 5 bis 12
und Tabelle so ist nach den Zeilen 1 bis 21 der Tabelle von Voraussetzung
schon n; < 1. Daher folgt mit Definition dass [ ein AHD ist.

Umgekehrt sei [ ein AHD und es gelte Vermutung Mit Lemma seien
m:=ni+...+n,, sowie z1,...,z, € G¥ RF-Elemente und Q eine RF-Menge so,
dass [ ein Hurwitzdatum zu Q ist. Ferner sei 1 die Menge aller nicht-reguldren
Bahnen von Q) unter der Operation von G. Da [ ein AHD ist, gilt > 1. Ferner ist
die Operation von G auf den Elementen von B dquivalent zur Operation auf der
Menge der Nebenklassen von (x1),...,{Zm).

Sei nun i € {1,...,7} beliebig. Da n; # 0 ist, gibt es nach Definition eine G-
Konjugiertenklasse C' von zyklischen Untergruppen von Ordnung m; derart, dass fiir
alle U € C schon G auf G/U mit Fixitdt maximal 4 operiert. Da G nach Vorausset-
zung einfach und nicht-abelsch ist, operiert G nicht mit Fixitdt 1 auf den Elementen
von B mit Lemma 1] Daher finden wir den Isomorphietyp von G und |U| = m; mit
Vermutung in einer der Tabellen |3.1| oder Genauer gesagt sind G und m;
die Gruppen und Punktstablhsatorordnungen aus den Tabellen [3.1] oder 3.2] Somit
sind bereits G und m; wie in der Tabelle von Voraussetzung

Wir miissen noch zeigen, dass n; und go wie in der Tabelle sind. Zuerst
zu n;.

Sei dazu M die Menge aller G-Konjugiertenklassen von zyklischen Untergruppen
der Ordnung m;. Unter Vermutung ist dann |M| =1 mit den Lemmata
und Nach Definition gilt nun n; <2, falls G mit Fixitat 2 auf G/U fiir ein
beliebiges U € C € M operiert, bzw. n; < 1 fiir Fixitdt 3 oder 4. Daher sind G, m;
und n; fir alle i € {1,.. r} wie in Tabelle |4.1| von Voraussetzung 4.21

Fiir gg sei jetzt R:= Z n; (1 — —) Dann erhalten wir
=1

R= H an i—l)-ﬁmj

1mz

J#

Gilt G 2 PSLa(q) fur jede ungerade Primzahlpotenz ¢ > 7, so ist S := % eN
i=1 z
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mit der Wahl an myq,...,m, fiir die jeweilige Gruppe G. Da insbesondere

T T
T::Zni-(mi—l)- HijN
i=1 j=1
J#i
gilt, ist auch @ - R eine natiirliche Zahl.

Seien jetzt ¢ > 7 eine ungerade Primzahlpotenz, ¢ € {1,—1} so, dass ¢ =€ mo-
dulo 4 gilt, sowie G = PSLy(q). Gibt es i,j € {1,...,7} so, dass m; = 475, m; = 4=,
n; > 1 und n; > 1 gilt, nur dann ist S = I keine natiirliche Zahl, sondern ein

1=1 K

Bruch mit Nenner m;. Jedoch ist m; ein Teiler von m; und damit auch von

fir alle k € {1,...,7}. Nun wird jeder Summand in 7" von m; geteilt. Daher ist auch
hier ‘%' -R=8"-T eine natiirliche Zahl.

Da mp > 2 ist, gilt R>1— % = % Weil G einfach und nicht-abelsch ist, folgt
|G| = 0 modulo 4 mit dem Odd-Order-Theorem [FeTh| und 7.2.2 in [KuSt]. Damit
ist also stets 1+ @R >14+ @ eine natiirliche Zahl. Da @ -2(go—1) fur alle go > 0
eine ganze Zahl ist, folgt g =1+ LC;'R—F l%‘ -2(go—1) € Z. Ferner ist nur dann g <1,
wenn R < 2 und gg = 0 gilt. Nach Definition muss jedoch g > 2 sein. Lemma

[415] liefert nun die moglichen Werte fiir go in Voraussetzung [4.21] sowie den Zeilen
1 bis 21 von Tabelle so, dass g > 2 ist. [ ]
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Realisierbarkeit von Hurwitzdaten

Zu Beginn des letzten Kapitels haben wir mit dem Riemannschen Existenzsatz be-
griindet, warum wir Gruppenoperationen auf kompakten Riemannschen Flachen
vom Geschlecht mindestens 2 untersuchen kénnen, bevor wir die Existenz einer sol-
chen Flache zu der jeweiligen Operation nachweisen miissen. Daraus ist das Konzept
der RF-Mengen und Hurwitzdaten entstanden. Der Fokus dieses Kapitels wird auf
dem Riemannschen Existenzsatz liegen (siehe Proposition 2.1 in [Bro] oder Theore-
me 3.2 und 3.9 in [Bre]). Dazu sei hier dieser Satz erwéihnt:

Satz 5.1 (Riemannscher Existenzsatz)
Sei G eine Gruppe. Folgende Aussagen sind dquivalent:

(i) Es gibt eine kompakte Riemannsche Fliche X vom Geschlecht g > 2 so, dass
G < Aut(X) gilt und G mit dem Verzweigungsdatum [G,g,g90 | [m1,n1],...,
[my,ne]] auf X operiert, wobei go das Geschlecht von X/G ist.

(it) Es gibt Elemente a1,...,ag0,b1,...,b50,C1,1,---,Clings-->Cr1s---1Crm, € G 50,
dass gilt:

e Firalleie{l,...,r} und j € {1,...,n;} ist o(c;j) = my,

k=1 =1

go r [

e esist I] [ag,bk]- IT | Il ¢ij | =1g und
j=1

e (a1,...,agy,b1,...,bg0,c11,...,Crpn,) =G.

Da wir in Lemma gezeigt haben, dass jede kompakte Riemannsche Fliache eine
RF-Menge ist, werden wir in diesem Kapitel RF-Paare (G,Q) mit Hurwitzdaten auf
die Eigenschaften in Satz (7) untersuchen. Wir definieren daher

Definition 5.2 (realisierbares Hurwitzdatum, RHD)

Sei 1 := [G,g9,90 | [m1,n1],....[mr,ny]] ein HD. Wir nennen | genau dann reali-
sierbares Hurwitzdatum (kurz RHD), wenn es ai,...,aq, € G, b1,...,bg, € G und
Clls---»Clyngs--1Crls---,Crn, € G derart gibt, dass folgendes gilt:

(RHD1) Die Elemente Cl,15-+++Crp, Sind RF-Elemente zu [.

(RHD2) Es ist 19_0[ [ag,bg] - ﬁ (ﬁ Cw’) =1qg.

k=1 i=1 \j=1

(RHD3) Es gilt (a1,...,agy,b1,...,bgy,C1,1,---,Crpn,) =G.
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Beispiel 5.3
e Esistl:=[854,9,0]|[2,1],[3,1],[4,2]] ein RHD:

Wir wissen bereits mit Beispiel[{.19, dass | ein AHD ist. Wir zeigen die Rea-
lisierbarkeit von 1:

Da go = 0 ist, geniigt es fiir die Realisierbarkeit von | Elemente c;j zu kon-
struteren, die (RHD1), (RHD2) und (RHDS3) erfillen. Wir betrachten da-
bei G in der natirlichen Operation auf A ={1,2,3,4}. Seien c1 1 := (12)(34),
ca1 = (134), c31 = (1234) und c32 = (1423). Dann induzieren c1,1, c2.1, €31
und c32 zusammen eine RF-Menge () nach Lemma und sind demnach
RF-Elemente. Das ist (RHD1). Fir (RHD2) gilt:

€1,1€2,1€3,1C32 = (12)(34) = (134) * (1234) % (1423) = (123) % (132) = id4,

wobei x die Hintereinanderausfihrung von Abbildungen ist. Fir (RHD3) sei
T :={(c1,1,¢2,1,¢3,1,¢32). Da ca1,c31 € T sind, wird |T| von 3 und 4 geteilt.
Das bedeutet 12 < |T'| < 24 = |G|. Da Ay die einzige Untergruppe von G vom
Indez 2 ist und T die ungeraden Permutationen c31 = (1234) und c32 = (1423)
enthdlt, folgt T = G.

e Esistl:=[A4,2,0|[2,1],[3,2]] kein RHD. Da go =0 und g =2 gilt, folgt:

2:g:1+‘.’4£4‘ (2(90—1)+Zr:nj (1—;))
J

=1
o (142))
o) oz

Damit ist | kein HD.

Bemerkung 5.4

Seien [ := [G, 9,90 | [m1,m1],...,[mr,n,]] ein realisierbares HD und ay,...,aq, € G,
bi,...,bgy € G und c1,1,...,C1,ny5---,Cr 1.+, Crp, € G s0, dass (RHD1) bis (RHD3)
gilt. Aus (RHD1) folgt o(c; j) = m; fir alle i € {1,...,r} und alle j € {1,...,n;}. Wir
werden héufig diese Eigenschaft nachweisen anstatt der urspriinglichen Eigenschaft,
dass ¢;; fiir alle 4 € {1,...,r} und j € {1,...,n;} RF-Elemente sind. Dies ist mit
Lemma moglich.

Definition 5.5 (Realisierung)
Seien 1 := [G,9,90 | [m1,n1],...,[mr,ny]] ein RHD und

Ry = {((al,...,ago),(bl,...,bgo),(0171,...,anl,...,cr,l,...,cnnr)) ‘
al,...,ago,bl,...,bgo,CLl,...,CLnl,...,Cr’l,...,cr’nT €aq,

die (RHD1), (RHD2) und (RHD3) firl erfdllen}.
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FEin Element von R; heif§t eine Realisierung fiir I, die Menge R; heifit die Menge
aller Realisierungen vonl. Wenn im Kontext gg, r und ny,...,n, klar sind, schreiben
wir auch kurz ((ax), (bg), (ci5)) (mit genau diesen Indizes i,5,k) fiir die Realisierung
((al, . ,ago), (bl,. .. ,bgo), (Cl,lw cyClngye-sCrlye-- 7Cr,n7«)) €Ry.

Wir betrachten einige Spezialfélle der Definitionen [5.2| und

Bemerkung 5.6
Seiein [ := [G,g,90 | [m1,n1],...,[my,n;]] ein RHD und ((ag), (bk), (¢; ;) eine Reali-
sierung von [.

e Im Fall ggo =0 gilt 1 <k < go =0 fiir den Index k£ von a; und bg. Daher
verschwinden aj und b aus der Realisierung von [ und diese vereinfacht sich
zu ((),(),(ci,5)). Des Weiteren verdndern sich die Eigenschaften (RHD2) und
(RHD3) zu

(RHD2) [] ( i cm) — 1 und
i=1 \j=1

(RHD3) (c1,1,..-,¢rm,) =G.

e Falls G in seiner Wirkung via [ nur reguléren Bahnen besitzt, gilt » = 0. Dann
vereinfacht sich die Realisierung von [ zu ((ay),(bg),()). Die Eigenschaften
(RHD2) und (RHD3) verhalten sich dhnlich zum oberen Fall:

go

(RHD2) [T [ak,bk] = 1g und
k=1

(RHD3) (ai,...,aqgy,b1,...,bg) = G.

Die Eigenschaft (RHD1) ist aufgrund der Nichtexistenz von ¢; ; eine Aussage
iiber die leere Menge und daher wahr.

Folgendes Lemma ist von zentraler Bedeutung fiir diese Arbeit:

Lemma 5.7

Sei (G,Q) ein RF-Paar mit RHD | := [G,9,90 | [m1,n1),...,[mr,ny]]. Dann gibt es
eine kompakte Riemannsche Fliche X vom Geschlecht g mit Bahnenraum X/G vom
Geschlecht go so, dass G < Aut(X) gilt und dass QQ und X als RF-Mengen dquivalent
sind.

Insbesondere gilt:

Sind ((ay.), (bg), (cij)) eine Realisierung zu | und g € G¥, so hat g genau dann
einen Fizpunkt in X, wenn i € {1,...,r} und j € {1,...,n;} existieren so, dass g zu
einer Potenz von c¢; ; konjugiert ist in G.

Beweis
Da [ ein realisierbares Hurwitzdatum ist, wéhlen wir ((ag), (bg),(c;;)) als eine Rea-
lisierung von . Ferner gilt fiir [ die Hurwitz-Formel (siehe z.B. Corollary I11.3.7 in
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[Mir] oder Definition (it)), weil [ ein HD ist. Insbesondere ist g > 2 nach De-
finition Mit Theorem gibt es dann eine kompakte Riemannsche Fliche X
vom Geschlecht g mit Bahnenraum X/G vom Geschlecht go und mit der Eigenschaft
G < Aut(¥) so, dass G mit dem Verzweigungsdatum [ auf ¥ operiert.

Mit [Brd, S. 244] hat ein Element g € G# einen Fixpunkt in ¥ genau dann, wenn
eseini e {1,...,r} und ein j € {1,...,n;} gibt so, dass g zu einer Potenz von ¢; j in G
konjugiert ist. Das heifit, dass die Wirkung von G auf jeder nicht-reguléren G-Bahn
A € X/G von X dquivalent zur Wirkung von G auf G/(c; j) per Rechtsmultiplikation
fir geeignete i € {1,...,r} und j € {1,...,n;} ist. Das bedeutet:

Wenn wir ¥ nach Lemma |4.3| als eine RF-Menge auffassen, sind die zugehorigen
RF-Elemente genau c1 1,...,¢rp,. Damit sind ¥ und () als RF-Mengen édquivalent.

|

Mit Lemma [4.20] wissen wir, dass wir zwei Félle von Gruppenoperationen auf
RF-Mengen mit Hurwitzdaten auf Realisierbarkeit untersuchen miissen, einerseits
reguldre Operationen und andererseits Operationen, bei denen das zugehorige HD
ein AHD ist. Wir untersuchen zuerst den reguldren Fall. Anschlielend stellen wir
Werkzeuge vor, die fiir die Uberpriifung der Realisierbarkeit von (Ausnahme-) Hur-
witzdaten niitzlich sind.
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5.1 RF-Paare und Fixitat 0

Voraussetzung 5.8
Sei (G,Q) ein RF-Paar so, dass G regular auf Q operiert. Sei weiter G einfach und
nicht-abelsch.

Die erste Folgerung, die wir aus Voraussetzung ziehen konnen, ist, dass ) als
RF-Menge &dquivalent zu G/1 ist, d.h. wir untersuchen Hurwitzdaten der Form
[G,9,90 | 0]. Ferner wissen wir mit Theorem B in [AsGul, dass G als einfache und
nicht-abelsche Gruppe 2-erzeugt ist. Daraus kénnen wir folgern:

Lemma 5.9
Es gelte Voraussetzung und es sei | := [G,9,90 | 0] ein HD zu Q mit go > 2.
Dann ist | realisierbar.

Beweis
Wir konstruieren ai,...ag,,b1,...,by, € G und zeigen anschliefflend, dass das Tripel
((at1,...ag,),(b1,...,bg,),()) eine Realisierung fiir [ ist.

Da G nach Voraussetzung einfach und nicht-abelsch ist, gibt es mit Theorem B
in [AsGu] Elemente z,y € G so, dass G = (x,y) gilt. Es ist automatisch y ¢ (z)
und umgekehrt, da G nicht-abelsch ist. Weil gg > 2 nach Voraussetzung gilt, seien
a1 =x=bg und ag =y =0b;y. Fir alle k € {3,...,g0} sei ap = by = 15.

(RHD1) ist sofort erfiillt fiir [ und das Tripel ((a1,...aq,),(b1,...,bgy),()), da
es eine Aussage liber die leere Menge ist. Es gilt (RHD2) fiir [ und das Tripel

((a1,...agy),(b1,...,bgy), () wegen
[a1,b1)[az,b2] -+ [agy, byo] = [z, ][z, 9] 7! - 16 = 1a-

Ferner folgt (RHD3) fur [ aus G = (z,y). Damit ist eine Realisierung fiir [ gefunden.
|

Lemma 5.10
Sei l:= [G,g,90 | 0] eine Liste, die Teil (i) der Deﬁnition erfillt. Gilt go <1, so

ist | kein Hurwitzdatum.

Beweis
Es geniigt, zu zeigen, dass g < 1 mit der Hurwitzformel gilt (vgl. Teil () der Defi-

nition:
g=1+19. (2(90—1)4-27%- (1—%))
=1

=1+ 5. 200~ 1) +0) =1+]G| - (g0 - 1)
<1+|G[-0=1.
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5.2 Werkzeuge zur Realisierbarkeit von Hurwitzdaten

Definition 5.11 (RAHD)
Sei l:=[G,g,90 | [m1,n1),...,[my,n,]] ein AHD. Wir nennen | genau dann ein rea-
lisierbares Ausnahme-Hurwitzdatum (kurz RAHD), wenn | als HD realisierbar ist.

Beispiel 5.12
Nach Beispiel ist [84,9,01[2,1],[3,1],[4,2]] ein AHD und mit Beispiel ist
es realisierbar.

Das erste niitliche Werkzeug zur Uberpriifung der Realisierbarkeit von Hurwitzdaten
kommt aus der Darstellungstheorie. Vergleiche dazu [HupC].

Lemma 5.13
Seien K ein algebraisch abgeschlossener Kérper der Charakteristik 0 und KG die
Gruppenalgebra. Seien n € N die Anzahl der paarweise verschiedenen Konjugierten-

klassen von Elementen von G sowie Ki,...,K, diese Klassen. Fir allei € {1,...,n}
bilden wir in KG die Klassensumme k; =3 c, 9. Fir allei,j € {1,...,n} und alle
le{l,...,n} existieren dann nicht-negative ganze Zahlen d;j derart, dass

ki-kj=> diji-k

=1
gilt. Sei g; € K, beliebig. Dann ist
diji = {(9i,95) € Ki x K | gigj = qi}|. (5.1)
Beweis
Dieses Lemma wird in Lemma 3.8 (b) in [HupC|] bewiesen. [ |
Lemma 5.14

Seien Ky, Ko und K3 drei G-Konjugiertenklassen von Elementen sowie g1 € K,
g2 € Ko und g3 € K3 beliebig. Dann gilt

AR 5 o X, (5.2

d123
a2, \(10)

Weiter sei x € K3 fest gewdhlt. Es gilt dioz =0 genau dann, wenn (y,z) € K1 x Ko
derart existiert, dass y-z = x ist.

Beweis
Gleichung (5.2]) wird in Theorem 4.6 in [HupC] bewiesen. Der Rest folgt aus der
Definition von dj23 in Lemma [5.13 |

Beispiel 5.15
Wir betrachten G = Sy in der natirlichen Wirkung und setzen g := (12). Wir wollen
ermitteln, wie viele Paare (a,b) € G X G es gibt so, dass a Ordnung 3, b Ordnung 4

104



hat und ab = g gilt. Dazu verweisen wir auf die Charaktertafel von G (siehe z.B.
Ezample 11.7 (a) in [Hup()).

G hat jeweils genau eine Konjugiertenklasse von Elementen der Ordnung &
bzw. 4. Seien also K1 = (123)¢ die Klasse der Elemente der Ordnung 3 von G,
Ko = (1234)¢ die Klasse der Elemente von Ordnung 4 von G und Kz = (12)¢ die
Klasse der Transpositionen von G. Es ist | K| = |C‘(;G(|x)| = 2—51 =8 fiir alle x € K1 und

|Ko| = 6. Weiter gilt mit Gleichung (5.2)) bzw. Lemma und der Charaktertafel
von G in Ezample 11.7 (a) in [Hup(]

I g x((028) ((1239) x((12)7)

d
129 [T~ x(1a)
86 (1-1-1 1-(=1)-(=1)  (=1)-0-0
24 < 1 + 1 T 2
0-(-1)-1 0-1-(—1))
+ 3 + 3

=2.(14+1)=4=0.

Ferner ist (12) = (234) % (1243) = (243) * (1234) = (134) * (1432) = (143) x (1342).
Wir haben jetzt also genau vier Paare (a,b) € K1 x Ko gefunden so, dass ab= (12)
gilt. Wegen dy23 =4 sind das alle Méglichkeiten in G.

Ist jetzt h € G eine beliebige Transposition in G, so ist h zu (12) = g konjugiert.
Daher gibt es ein x € G so, dass h = (12)% ist. Sind dann (a,b) € K1 x Ka so, dass
ab = (12) gilt, dann ist auch h = (12)* = (ab)* = (a”)(b").

Lemma 5.16

Seien K1 und Ko zwei nichttriviale G-Konjugiertenklassen von Elementen sowie
K3 := K71 die Konjugiertenklasse der Inversen der Elemente von K. Seiena € K,
z€ Ky und M :={(z,y) € K1 x G | [z,y] = z}. Dann ist M| =dz12-|Ca(a™1)].

Beweis
Sei N :={(z,y) € K3 x K1 |xy = z}. Dann ist |N| = d312 mit Lemma

Seien zuerst (a,b) € N beliebig und z := a~!. Dann gilt ab = z sowie x € K; und
x ist zu b in G konjugiert. Sei y € G so, dass b= x¥ gilt. Dann ist

1

z=ab=x""2Y =[z,y],

also (z,y) € M. Sei g € Cg(x) beliebig. Dann folgt

1 1

[z,9y] =27 2% =27 2¥ = [z,y] = 2.

Damit ist |M’ > ds12 ‘Cg(x)‘

Sei umgekehrt (x,y) € M. Es gilt also x € K;, y € G und [z,y] = z. Wegen
z =[x,y = 7Y sowie 7! € K3 und ¥ € K folgt (z~!,2¥) € N. Sind nun
(z,y1), (z,y2) € M, so gilt 2¥t = 2¥2 wegen z~'a¥! = [1,91] = 2 = [z,y2] = v~ La¥2.
Dann folgt y1y2_1 € Cq(x). Fiir alle g € Cg(x) ist daher auch (z~1,29%') € N. Damit
gilt ‘M| <d312|Cq(z)]|. [ |
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Lemma 5.17
Seien G eine Gruppe, N <G und x € N beliebig. Dann gibt es genau (|G : N| —
1)-|N| Paare (a,b) € (G\ N)? so, dass ab=z gilt.

Beweis
Sei g € G\ N beliebig. Dann ist (zg~!)g =z und es gilt zg~' ¢ N, da sonst g € N
ware. Weiter gilt |G\ N|=|G|—|N|=|N|-|G: N|—|N|=|N|-(|G: N|—1).

Wir haben gezeigt, dass es mindestens |N|- (|G : N|—1) Paare (h,g) € (G \ N)?
gibt so, dass hg = z gilt, und zwar in der Form h = z¢g~!. Da fiir jedes Paar
(h,g) € (G\ N)? mit hg = 2 durch Umstellen direkt h = hgg~' = xg~! folgt, haben
wir auch gezeigt, dass es hochstens |N|- (|G : N|—1) Paare (h,g) € (G \ N)? gibt
so, dass hg = x gilt. [ |

Da wir die Koeffizienten d;; auch fiir Untergruppen einer Gruppe ausrechnen und
miteinander vergleichen wollen, definieren wir Folgendes:

Definition 5.18
Sei U < G. Weiter seien K1, Ko, K3 und x € K3 so, dass K; \"U = @ fir al-
le i € {1,2,3} und x € U gilt. Fiir alle i € {1,2,3} sei ferner K; C K; eine U-
Konjugiertenklasse von Elementen aus K;. Dann setzen wir

dgg; = H(ul,ug) € K1 x Ko ‘ U1 - U2 :x}‘
Lemma 5.19
Seien M < G eine nichttriviale Untergruppe von G und K1, Ko und K3 drei Konju-
giertenklassen von Elementen von G so, dass fir alle i € {1,2,3} schon K;NM # &
gilt. Seien x € M N Ky fest, Ko, € M N K7 eine M-Konjugiertenklasse mit x € K,
und n € N die Anzahl der Untergruppen U € ME mit x € U.

Seien weiter j,k € N und Kpg,,...,Kg, C Ko N M paarweise verschiedene M -
Konjugiertenklassen von Elementen aus Ko N M und K,,...,K,, C KsNM paar-
weise verschiedene M -Konjugiertenklassen von Elementen aus K3 N M so, dass
KoNM = KpgU...UKp, und K3NM = K., U...UK,, gilt. Seien X :={f1,...,5;}
und Y :={y1,..., v}

Gilt dann u
n- Z d(ﬁvo)z < do31,
geXx
veY

so gibt es (y,z) € Ko x K3 derart, dass yz = x gilt und (x,y,z) in keinem G-Konju-
gierten von M liegt.

Beweis

Angenommen, die Behauptung sei falsch und sei N :={(y,2) € K2 x K3 |yz =x}.
Mit Lemmaist do31 = |N|. Nach Voraussetzung seien Uy, ..., U, € M G paar-

weise verschieden und so, dass z € U; fiir alle ¢ € {1,...,n} sowie z ¢ U fiir alle

Uec M\ {Uy,...,U,} gilt. Ferner gibt es fiir alle (7,%Z) € N nach Annahme ein

U e MC so, dass (z,7,2) <U gilt. Da z € U ist, folgt U € {Uy,...,U,}. Insbesonde-

re folgt M € {Uy,...,Up} mit der Voraussetzung.
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Nach Annahme sei also (y,z) € N so, dass (x,y,z) < M gilt. Ferner sei
L:=Nn(MxM)={(y,z2)e(KoNnM)x(KsNM)|yz=x}. Dann gibt es ein
f € X und ein v € Y so, dass (y,2) € Kg x K, folgt. Da nach Voraussetzung

K2NM = KgU...0 Kg, und K3N M = K., U...U Ky gilt, ist [L] = %> d5).
peX

yeY
WEeil z in genau n vielen G-Konjugierten von M liegt, gilt also

M
d231 = ‘N‘ =n- ’L| =n- Z d(ﬁvo)c <dg;),17
BeX
yeY
ein Widerspruch zur Voraussetzung. Daher gibt es ein (y,z) € N so, dass (z,y,z) in
keinem G-Konjugierten von M enthalten ist. |

Lemma 5.20 (Induktion iiber Cogeschlecht)
Seien g € N, § > 2, | := [G,0,90 | [m1,n1],...,[mr,n.]] ein RHD und n,g € N so,
dass 1 :=[G,9,90 +n | [m1,n1],...,[my,n.]] ein HD ist. Dann ist | realisierbar.

Beweis
Sei ((ax), (by), (¢i,5)) eine Realisierung fiir 1. Wir konstruieren ausgehend von dy, by,
¢;,j eine Realisierung fiir :

Setze ¢; j :=¢; ; fiir alle i € {1,...,r} und j € {1,...,n;} sowie a4 := a; und
btk .= by, fiir alle k € {1,...,90} und a,, = by, :=1¢ fiir alle m € {1,...,n}. Sei jetzt
m e {1,...,n+go} beliebig. Wir iiberpriifen (RHD1), (RHD2) und (RHD3):

(RHD1) folgt automatisch fiir [ und ((am), (bm),(ci;)), da (RHD1) fiir [ und
((Zik),(gk),(é'i,j)) gilt und da ¢; ; = ¢; ; fiir alle s € {1,...,r} und j € {1,...,n;} ist.
Ferner gilt wegen (RHD2) und (RHD3) fiir I und ((ay), (bg), (é ;) auch

go r ng
e = [] [k, bx] A (H Ei,g)

=1 \j=1
go+n r ;

= [@rmy O] - H Cij sowie
m=1 =1 \j=1

G = <ak75k7gi,j ‘ ke {17-“790}7i€ {17--~7T}7j € {177nl}>

= (Lgs-- oy 1,1, 1 Gigys D1, gy CLts oo sy )
~
2n-mal

= (@m,bm,cij |me{l,...,n+g0},ie{l,....,r},j€{1,...,n}) <G.
Damit sind (RHD2) und (RHD3) fiir [ und das Tripel ((am), (bm),(c;i;)) erfiillt. W
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Lemma 5.21 (Induktion iiber ungerade Verzweigungszahlen)

Seien g € N, § > 2, [ := [G,9,90 | [m1,n1],....[my.ny]] ein RHD und p € {1,...,r}
s0, dass die Verzweigungszahl m, ungerade ist. Seien weiter g € N und g > 2 so, dass
l:=[G,9,90 | [m1,n1],...,[mp,np+1],...,[mp,n;]] ein HD ist. Dann istl realisierbar.

Beweis

Sei eine Realisierung ((ak),(gk)7(5i,j)) fiir [ gegeben. Fiir alle k € {1,...,go} seien
ag := ap und by := by. Die Elemente ¢p1,...,¢pn, haben die Ordnung mj, nach
(RHD1). Da m, nach Voraussetzung ungerade ist, ist m, + 1 gerade. Wir setzen

mp+1

~ P .
Cpny = Cpnp+1 = (Cpn,) 2 und fiir alle

(t,7) e{(m,n) [me{l,....;r},ne{l,....nm}} \ {(p.np)}

sei ¢; j := ¢;,j. Wir zeigen (RHD1) bis (RHD3) fiir [ und ((ag), (bk), (¢im)):
(RHD1): Es gilt

)mp+1

2 2 ~ ~
Cp7np ’ vanp+1 = vanp = Cp7np+]- = (Cp7np = Cp7np’

da o(Cp,n,) = my ist. Ferner haben ¢, und ¢y ,+1 Ordnung my,, da m, ungerade
ist. Daher und wegen (RHD1) fitr / und ((ay), (bg), (¢;;)) ist (RHD1) fiir [ und das
Tripel ((ax), (bk), (cim)) erfiillt.

Weiter folgt aus (RHD2) fiir [ und ((ay), (bg), (€i4)):

g0 oo go n1 np+1 oy
1o = [[law:be) [T [T G = [T larbe] [T T e T1 i
k i=1j=1 k=1 j=1 j=1 j=1

Wegen Cpn, - Cpn,+1 = Cpn,- Damit ist (RHD2) fiir [ und ((ay), (bx), (cim)) erfiillt.
Ferner folgt (RHD3) fiir [ aus (RHD3) fiir I und folgender Uberlegung:

G = (g, b, Ciy | € {1, g0}, i € {1,0.r} 5 € {1, ni))
< <ak,bk,ci7j,cp7np+1 | ke {1,...,g0},i S {1,...,T},j S {1,...,ni}>
<G
|

Durch Lemma [5.20] ist es uns moglich, die Untersuchung der Realisierbarkeit von
Hurwitzdaten auf die kleinstméoglichen Cogeschlechte zu beschrianken. Lemma [5.21]
ist ein starkes Hilfsmittel, welches vor allem bei Fixitdt 2 auf den nicht-reguldren
Bahnen einer RF-Menge seinen Einsatz findet. Dort kann die Vielfachheit einer
Verzweigungszahl auch 2 betragen.
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Lemma 5.22
Es seien ni,ng € {0,1}, 1 < ni+n2 <2 und | := [G,g,1]|[m1,n1],[ma,n2]] ein
HD. Weiter seien fiy, iy € {1,2}, iy +fig = 3 und 1 := [G,5,0] [m1,71], [ma, 712]]
ein HD. Fir alle i € {1,2} seien K; eine G-Konjugiertenklasse von Elementen der
Ordnung m; und seien daiz #0 und di21 #0. Dann sind (RHD1) und (RHD2) firl
und | erfillt. Insbesondere gilt:

Gibt es keine maximale Untergruppe M wvon G so, dass K1 N M # & und
Ko N M#@ gilt bzw. |M| durch kgV(m1,ms) teilbar ist, dann sind | und [ rea-
listerbar.

Beweis

Schritt 1: (RHD1) und (RHD2) fiir | und fir | im Fall ny +ng = 1:

Seien i € {1,2} und j := 3 —i. Wegen dj21 # 0, d212 # 0 und Lemma gibt es
Elemente a € K, ¢ € K; und b € G derart, dass a’- ¢ =a gilt. Dann folgt

lo=ata’ c=[a,b]-c=c"a")a.
Damit gilt schon (RHD1) und (RHD2) fiir das Tripel ((a),(b),(c)) fir die HD
[G,91,1] [m1,1]] (im Fall i =2) und [G,g2,1 | [me,1]] (im Fall i =1).
Ferner sind (RHD1) und (RHD2) fiir das Tripel ((),(),(a"t,ab ¢)) fiir das HD
(G,91,0] [m1,2],[m2,1]] (im Fall s = 1) und fiir das Tripel ((),(), (¢!, (a®) ™1, a)) fiir
das HD [G, 92,0 | [m1,1],[m2,2]] (im Fall i = 2) erfiillt. O

Schritt 2: (RHD1) und (RHD2) firl im Fall ny +ng = 2:

Wegen dy21 # 0 gibt es mit Lemma [5.14 Elemente a,c; € K7 und ¢z € K3 so, dass
c1ca = a gilt. Wegen da12 # 0 existieren ferner z € Ko und g € G so, dass z9a = x
bzw. 2~ z9 = a7 ! ist. Nun folgt

la=ateiea =2 2910 = [x,g]c1ca.

Damit erfillt das Tupel ((z),(g),(c1,c2)) die Eigenschaften (RHD1) und (RHD2)
fir das HD [G,g3,1 | [m1,1],[me,1]]. (I

Schritt 3: Nachweis von (RHD3):

Fiir alle maximalen Untergruppe M von G sei zuerst K1 N M = & oder
Ko N M =@. Im Fall n; +ng =1 sei U := (a,b,c) mit Schritt 1, im Fall ny +mng =2
sei U := (x,g,c1,c2) mit Schritt 2. Fiir [ sei U := (a=',ab,¢) = (¢71,(a®) ", a) mit
Schritt 1. In jedem Fall enthalt U ein Element der Ordnung m; aus der G-Konju-
giertenklasse K1 und eines von Ordnung meo aus der G-Konjugiertenklasse Ko.

Dann ist K1NU = @ = Ko NU. Da es nach Voraussetzung keine maximale Un-
tergruppe M von G gibt, fiir die K1 N M = @ = Ko N M gilt, folgt U = G.

Nun sei die Ordnung aller maximalen Untergruppen von G nicht durch
kgV(m1,mg) teilbar. Dann gibt es auch keine maximale Untergruppe M von G,
fir die K1NM # @ und Ko N M = & gleichzeitig gilt. Nun folgt die Realisierbarkeit
von [ und [ aus obiger Betrachtung. |
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Wir beginnen nun mit der Untersuchung der Realisierbarkeit der Hurwitzdaten aus
Voraussetzung .21 und teilen diese in vier Abschnitte auf. Zum Ende dieses Kapitels
fassen wir die Ergebnisse zusammen.

5.3 Alternierende Gruppen

In diesem Abschnitt werden wir zeigen, dass alle AHD [G,g,90 | [m1,n1], ..., [my, ny]]
aus den Zeilen 1 bis 3 von Tabelle [£.1] in Voraussetzung [£.21] fiir alternierende Grup-
pen G bis auf [As,g,1][2,1]] realisierbar sind. Wir wissen, dass Ag = PSLy(9) gilt
und erinnern daran, dass PSL2(9) ein generisches Verhalten (siehe Zeile 13 in der
Tabelle Von Voraussetzung aufweist. Daher betrachten wir Ag erst in einem
spateren Abschnitt.

Lemma 5.23
Das HD 1 :=[Ag,g,1|[7,1]] ist realisierbar.

Beweis

Sei G = Ag. Fiir diesen Beweis nutzen wir die Charaktertafel von G in [Atl] und
Lemma[5.14] Seien K eine G-Konjugiertenklasse von Elementen der Ordnung 7 und
K> eine G-Konjugiertenklasse von Elementen der Ordnung 15. Weiter seien = € Ko

und y € K belichig. Es gilt |G| = 203257 sowie |Ka| = 75ty = 15l =28.3.7
und |K;| = IC‘GGgly)I = @ = 20.32.5. Mittels Lemma |5.14 unter Verwendung der

Charaktertafel von G in [Atl] folgt

x€lrr(G) X(lG)

=203 (14 2G) =203 303 =195 20,

Sei jetzt z € K. Nach Lemma gibt es nun genau 195 Paare (y,x) € K2 x K so,
dass yx = z gilt. Seien also (y,x) € Ky X K7 so, dass yx = z ist. Nun sind y,z € K».
Daher gibt es ein g € G so, dass y = 29 gilt. Dann folgt

1

lg=z"tyr=2"1292=[2,g]x

und damit erfiillt das Tripel ((z),(g),(x)) bereits (RHD1) und (RHD2) fir I, weil
x € K1 und damit o(z) =7 gilt.

Wir zeigen noch (RHD3). Angenommen, es gilt U := (2, g,7) . G. Dann gibt es ei-
ne maximale Untergruppe M < G so, dass U < M ist. Da z,x € U < M ist, werden |U|
und |M| von o(z) = 15 und o(x) = 7 geteilt. Mit der Liste der G-Konjugiertenklasse
von maximalen Untergruppen von G, ist dann M = A7, da keine andere maximale
Untergruppe von G eine durch kgV(15,7) = 105 teilbare Ordnung besitzt. Aber Az
hat kein Element der Ordnung 15. Damit erfolgt ein Widerspruch zu U # G und das
Tripel ((2),(g),(z)) erfillt nun auch (RHD3) fiir {. [ |
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Lemma 5.24
Seien n1,na € {0,1} so, dass 1 < nj+ng <2 gilt, und seil :=[A7,9,1][5,n1],[7,n2]]
ein HD. Dann ist | realisierbar.

Beweis

Sei G = A7. Mit der Charaktertafel von G in [Atl] seien K eine G-Konjugierten-
klasse von Elementen der Ordnung 5 und K» eine G-Konjugiertenklasse von Elemen-
ten der Ordnung 7. Lemma [5.14] unter der Verwendung der Charaktertafel von G
in [Atl] liefert di2; = 60 und do12 = 84. Beide sind verschieden von 0. Mittels der
Liste der G-Konjugiertenklassen von maximalen Untergrupen von G in [Atl] gibt es
keine maximale Untergruppe von GG, deren Ordnung von 5 und 7 gleichzeitig geteilt
wird. Lemma [5.22] liefert nun die Behauptung. [ |

Lemma 5.25
Das HD 1 := [As,q,1|[2,1]] ist nicht realisierbar.

Beweis

Angenommen, ! wéire doch realisierbar. Seien G = As sowie t,a,b € G# so, dass
o(t) = 2, [a,b] =t und (a,b,t) = G gilt. Wegen t = [a,b] € (a,b) folgt (a,b) = G.
Damit kann der Fall o(a) = 2 = o(b) nicht eintreten, da G sonst eine Diedergruppe

wire. Seien K = t¢ und Ky = a©.

Schritt 1: Weder a noch b ist ein Element der Ordnung 5:

Angenommen, das gilt doch. Wegen [a,b] =t = t~! = [b, a] konnen wir annehmen,
dass o(a) = 5 gilt. Dann ist t = [a,b] = a~'a’. Da mit der Charaktertafel von G
n [At]] schon ¢! und a in G konjugiert sind, folgt a~',a® € Ko. Damit ist eine
Involution in G = A das Produkt von zwei konjugierten Elementen der Ordnung 5.
Unter Verwendung der Charaktertafel von G in [Atl] und Lemma ermitteln wir
jedoch

x(a)*x(t™)
d21 = >
xEIrr(G) (1G)
- 'lféf (1+ G2 5 '<—1+¢5>2+ GG (1= vBP)
=l (14 G2 6+ 5P 2v5-2v5))

K2
eFa-1=o.

Daher gibt es keine zwei Elemente c,d € K> so, dass c¢-d € K ist, ein Widerspruch
zur Annahme, dass o(a) =5 gilt. O

Da a und b nicht gleichzeitig Involutionen sein koénnen, ist nun a oder b mit
Schritt 1 und der Charaktertafel von G in [Atl] ein Element der Ordnung 3 in G.
Wegen [a,b] =t =t~1 = [b,a] konnen wir 0.B.d.A. annehmen, dass o(a) = 3 gilt. Sei

= {(z,y) € G?|[x,y] = t und o(x) = 3}. Dann ist (a,b) € M. Seien weiterhin
K1 =1G und Ko = aC.
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Schritt 2: Es gilt |M| = 24:

Da t = [a,b] = a'a® und a,a™',a® € Ko mit [At]] gilt, ermitteln wir dag; = 8
mittels Lemma [5.14] Ferner gilt |Cg(a)| = 3. Da K» die einzige G-Konjugierten-
klasse von Elementen der Ordnung 3 ist (siehe [Atl, S. 2]), gilt nun insbesondere
|M| = da21 - |Cg(a)| = 24 mit Lemma O

Seien S € Syly(G), wobei t € S gilt, N := Ng(S) und
My = {(z,y) € N?| [z,y] =t und o(z) = 3}.

Schritt 3: FEs gilt My = M:

Esist N = Ay nach [Atl] und wir betrachten die Charaktertafel von N (siehe bei-
spielsweise Example 7.9 in [HupC| S. 88] fiir eine Charaktertafel der A4). Sei z € N
mit o(z) = 3. Dann ist Ko = 2 mit [Atl] und wir sehen, dass K1 NN =t gilt und
dass K>NN in zwei N-Konjugiertenklassen zerfillt, genauer Ko NN = 2V U (afl)N .
Seien Kg =2V, K, := (z71)" und K, :=t".

Es gilt | K| = |NL)‘ 4= % = |K.,|. Wegen t = [a,b] = a~1a® und wegen

2NN (271N = & miissen wir dﬁjx und d( ) ermitteln, um |My| zu bestimmen. Wir
berechnen mit der Charaktertafel von N und Lemma .14

d) — ) i) g~ X Xt

By Ba = TN

! ! a Xx€EIrr(N) X(lG)
=B (142 (-1+iVB)(-1-iV3))
=3(1+5-0+3)
=3-3=4.

Nun ist mit Lemma

N _
(M| =dgio - |On ()| + di3) - [On (e =2+ g [On () =2-4-3=24.
Da offenbar My C M ist und |[My| =24 = |M| gilt, folgt My = M. Das bedeutet,
dass fiir alle (x,y) € M schon (z,y) < N < G gilt, insbesondere gilt dies fiir (a,b) € M.
Dieser Widerspruch zur Annahme, dass [ realisierbar ist, liefert die Behauptung des
Lemmas. |

Lemma 5.26

Seien ni,na € {0,1}, 1 <ny+n2 <2 und l:=[As,9,1][3,n1],[5,n2]] ein HD. Seien
weiter Ty, fip € {1,2}, Ny +7ip = 3 und | := [A5,8,0 | [3,711],[5,72]] ein HD. Dann
sind | und [ realisierbar-.

Beweis

Seien G = As, K1 eine G-Konjugiertenklasse von Elementen der Ordnung 3 und Ky
eine G-Konjugiertenklasse von Elementen der Ordnung 5. Unter Verwendung der
Charaktertafel in [Atl] liefert Lemma die Werte dio1 =3 %0 und dojo =5 = 0.
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Mit der Liste der G-Konjugiertenklassen von maximalen Untergruppen von G in
[Atl] sehen wir, dass G keine maximale Untergruppe hat, deren Ordnung durch
kgV(3,5) = 15 teilbar ist. Lemma liefert nun die Behauptung. [ |

Lemma 5.27
Sei G = As. Dann sind folgende Hurwitzdaten realisierbar:

(i) Cogeschlecht 0:

[G,4,0][2,1],15,2]], [G,11,0]12,2],[3,2]], [G, 15,0 [2,2],[3,1], [5,1]],
[G,19,0[2,2],[5,2]], [G,20,0][2,1],[3,2],[5,1]],
(G,24,0[2,1],(3,1], 5, H [G,29,01[3,2],5,2]],
(G,35,0[2,2],13,2],[5,1]], [G,39,0[2,2],[3,1],[5,2]],
[G,44,0[[2,1],3,2],[5,2]], [G,59,01[2,2],(3,2],[5,2]],

(i) Cogeschlecht 1:
[G,31,1[2,2]), [G.36,1][2,1],[3,1]], [G,40,1 | [2,1],[5,1]], [G,41,1 | [3,2]],
[G,49,1|[5,2]], [G,51,11[2,2],[3,1]], [G,55,1][2,2],[5,1]],
[G,56,1[2,1],[3,2]], [G,60,1[2,1],[3,1],[5,1]],

(iii) Cogeschlecht 2:
[G,76,2 ] [2,1]].

Beweis
In diesem Beweis nutzen wir die Notation der G-Konjugiertenklassen von Elementen
sowie die Charaktertafel von G in [Atl].

Schritt 1: Die HD mit Cogeschlecht 1 sind realisierbar:

Mit Lemma sind die HD [G,21,1][3,1]] und [G,25,1|[5,1]] realisierbar.
Lemma auf diese RHD angewandt liefert die Realisierbarkeit von [G,41,1]
[3,2]] und [G,49,1 | [5,2]].

Sei jetzt ((a),(b),(c)) eine Realisierung fur das HD [G,21,1|[3,1]]. Dann gilt
o(c) =3, 1g = [a,b]c und G = (a,b,c) nach (RHD1) bis (RHD3). Mit Lemma
ermitteln wir do49434 = 3 und dog3434 = 6. Daher gibt es Elemente x1,z2,y1 € 2A
sowie y2 € 3A so, dass y1y2 = ¢ = z1x2 gilt. Ferner ist o(y1) = 2 = o(z1) = o(x2)
sowie o(y2) = 3.

Aus 1g = [a,b]c folgt [a,blzixa = [a,blc = 1g = [a,b]c = [a,bly1y2. Weiter gilt
¢ € (x1,72) und ¢ € (y1,y2). Dann folgt G = (a,b,c) < {a,b,x1,22) < G und dasselbe
fir (a,b,y1,y2). Insgesamt sind also (RHD1) bis (RHD3) fir das HD [G, 31,1 [2,2]]
mit dem Tripel ((a),(b),(z1,22)) erfillt und ferner ist ((a),(b),(y1,y2)) eine Reali-
sierung fir [G,36,1][2,1],[3,1]].

Lemma liefert weiterhin d2A3A2A = d2A5A2A = d2A532A = 4,
d3asasa =dsaspsa =3 und dogsasp = daaspsA = 5. Damit erhalten wir mit der-
selben Argumentation wie zuvor Realisierungen fiir [G,51,1](2,2],[3,1]] und
[G,55,1][2,2],[5,1]] aus [G,31,1]|[2,2]], fiur [G,60,1]|]2,1],[3,1],[5,1]] aus
[G,36,1|[2,1],[3,1]] und fir [G,40,1|[2,1],[5,1]] aus [G,25,1 | [5,1]].
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Lemma angewandt auf [G,36,1 | [2,1],[3,1]] liefert eine Realisierung fur das
HD [G,56,1 | [2,1],[3,2]]. Das waren alle Hurwitzdaten vom Cogeschlecht 1 aus der
Behauptung. O

Schritt 2: Das HD mit Cogeschlecht 2 ist realisierbar:

Mit Schritt 1 sei ((a),(b),(c1,c2)) eine Realisierung fiir das HD [G,31,1 | [2,2]].
Lemma liefert dgao434 = 6 = 0. Daher gibt es Elemente x € 34 und y € G so,
dass 2Y¢; = = bzw. 27 12¥ = 01_1 = ¢ gilt. Nun gilt

1g = [a,b]ciea = [a,b]:cila:yCQ = [a,b][z,y]ca.

Da nach (RHD3) fur [G,31,1 | [2,2]] schon (a,b,c1,c2) = G gilt und ferner (a,b,c1,c2)
eine Untergruppe von (a,b,x,y,c2) ist, erhalten wir mit ((a,z),(b,y),(c2)) eine Rea-
lisierung fiir [G,76,2 | [2,1]]. O

Schritt 3: Die HD mit Cogeschlecht 0 sind realisierbar:

Fiir das HD [G,11,0 | [2,2],[3,2]] betrachten wir G in der natirlichen Operation
auf {1,2,3,4,5} und wéhlen ¢ 1 = c12 = (23)(45), c21 = (124) und ca2 = (142).
Dann erfillt ((),(),(c1,1,¢1,2,¢2,1,¢2,2)) die Eigenschaften (RHD1) und (RHD2). Fiir
(RHD3) bemerken wir, dass c1,2- 2,1 = (12345) und somit (c1,1,¢1,2,¢2,1,¢2.2) = G
gilt, weil G keine echte Untergruppe besitzt, deren Ordnung durch 15 = kgV(3,5)
teilbar ist.

Wegen dsa5p24 = dspsa24 = 4 gibt es Elemente c21,c22 € G von Ordnung 5
und c1,1 € G von Ordnung 2 so, dass ca1¢22 = c1,1 gilt. Dann folgt 1g = c1,1¢2,1¢2,2
und wir betrachten daher U := (c11,¢2,1,¢22). Die Ordnung von U wird von
kgV(2,5) = 10 geteilt. Somit folgt U = G, da ansonsten U wegen der Untergrup-
penstruktur von G selbst eine Diedergruppe der Ordnung 10 ware, dort jedoch das
Produkt von zwei Elementen der Ordnung 5 keine Involution ergibt wie in unserem
Fall. Daher ist ((),(),(c1,1,¢2,1,¢2,2)) eine Realisierung fur [G,4,0][2,1],[5,2]].

Wegen Lemma sind die HD [G,5,0][3,2],[5,1]] und [G,9,1]3,1],[5,2]]
realisierbar. Mit Lemma folgt doaoasa = 3, doasasa = 6, doposoa = 2 und
doasasa = 4. Diese angewandt auf die Hurwitzdaten [G,5,0]3,2],[5,1]] und
[G,4,0|[2,1],[5,2]] liefern Realisierungen fir die HD [G,15,0][2,2],[3,1],[5,1]],
[G,20,0|[2,1],[3,2],[5,1]], [G,19,0 | [2,2],[5,2]] und [G,24,0|[2,1],[3,1],[5,2]].

Mehrmaliges Anwenden von Lemma auf die RHD [G,15,0][2,2],[3,1],
[5,1]], [G,20,0][2,1],[3,2],[5,1]] und [G,9,1]3,1],[5,2]] liefert Realisierungen fiir
G,35,011(2,2],[3,2],[5,1]], [G,39,0 | [2,2],[3,1],[5,2]], [G,44,0][2,1],[3,2],[5,2]] und
[G,29,0|[3,2],[5,2]]. Erneutes Anwenden von Lemma auf [G,35,0][2,2],
[3,2],[5,1]] oder [G,39,0]]2,2],[3,1],[5,2]] liefert eine Realisierung fiir [G,59,0]
2,2],3,2],[5,2]]. Das waren alle zu untersuchenden Hurwitzdaten aus der Behaup-
tung. Insgesamt folgt die Aussage des Lemmas. |
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Lemma 5.28
Es sei l == [G,g,90 | [m1,n1],...,[my,n,]] ein HD aus einer der Zeilen 1, 2 oder 3
von Tabelle in Voraussetzung |4.21, Gilt | # [As,g,1|[2,1]], so ist | realisierbar.

Beweis

Sei | zuerst wie in Zeile 1 von Tabelle [4.1] in Voraussetzung Dann ist G = As.
Mit Lemma ist [A5,0,1|[2,1]] nicht realisierbar. Die Lemmata und
liefern eine Realisierung fiir [ mit kleinstmoglichem Cogeschlecht gg sowie fiir das
Hurwitzdatum [As,76,2|[2,1]]. Mit dem Induktionsargument aus Lemma folgt
nun die Behauptung.

Sei jetzt [ wie in den Zeilen 2 oder 3 von Tabelle [4.1]in Voraussetzung [£.21] Dann
ist G eine der Gruppen Az oder Ag und [ erfiillt die Voraussetzung in Lemma
bzw. [5.23] Diese liefern die Behauptung fiir den Fall go = 1. Mit Lemma [5.20] folgt
der Rest. |

5.4 Sporadische Gruppen

In diesem Abschnitt werden wir zeigen, dass alle AHD aus Voraussetzung in
denen G eine sporadische Gruppe ist, realisierbar sind.

Lemma 5.29
Sei G isomorph zu Myy oder Maga. Dann ist das HD | := [G,g,1 | [5,1]] realisierbar.

Beweis

Mit der Charaktertafel von G in [Atl] seien K; eine G-Konjugiertenklasse von Ele-
menten der Ordnung 5 und K» eine G-Konjugiertenklasse von Elementen der Ord-
nung 11. Unter Verwendung der Charaktertafel von G in [Atl] liefert Lemma
die Werte dj21 = 198 und doio = 135, falls G = My gilt, bzw. dijo; = 7680 und
do1o = 8448, falls G = Moy ist. Mit Lemma folgen dann die Eigenschaften
(RHD1) und (RHD2) fiir I. Seien also a € K3, c € K; und b € G so, dass das Tripel
((a),(b),(c)) (RHD1) und (RHD?2) fiir [ erfiillt. Ferner sei U := (a,a’, ¢) < (a,b,c).
Wegen (RHD2) gilt a = abc.

Wir zeigen noch, dass (RHD3) fiir [ erfillt ist. Gilt U = G, so sind wir fertig.
Seien also U # G und M < G eine maximale Untergruppe von G mit U < M. Da
a,c € U< M gilt, werden |U| und |M| von kgV(o(a),o(c)) =kgV(11,5) = 55 geteilt.
Mit der Liste der G-Konjugiertenklassen von maximalen Untergruppen in [Atl] folgt
M = PSLy(11) (sowohl fir G = M;; als auch fiir G = Myy). Wir wollen Lemma

anwenden.

Schritt 1: Es gilt |[{(y,z) € (KaNM) x (K1NM) |yz=a}| =22:

Mit den Charaktertafeln von G und M in [At]] ist Ko N M = o™ und es gibt
ein y € K1 NM so, dass K1 N M = cMUyM gilt. Seien Kg:=KoNM, Ky, := M
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und Ky, :=y™. Unter Verwendung der Charaktertafel von M in [Atl] ermitteln wir

d(ﬁlgl) 5= 11 = (ng)ﬁ mit dem Lemma [5.14] Daher gilt
M M
{(n2) € (K M) x (Ky N M) |y = a} | = d5pl) + dit) = 22,

Schritt 2: Die Anzahl der Gruppen V € MC mit a € V ist eins:

Sei zuerst G = Mj1. In G gibt es |N|C(:| ) = = 12 G-Konjugierte von M. Es gilt
|Ks| = |C|f‘a)| 20 =720 und |[KaN M| = |C|AML)| 889 = 60. Ferner ist a nur in

M und in keinem anderen G-Konjugierten von M enthalten, da
K3 M|+ |MC| =720 = | Ko

gilt. Sei nun G = Maso.

G
Es ist ‘MG’ = |NG| 1‘\4)‘ =672 und es gilt |Ko| = |CG(a)| = 44?51’20 = 40320 sowie
|[KoN M| = |C|]f\{/[(|a)| 889 = 60. Da |KoN M| ’MG‘—40320—\K2] gilt, ist a nur in
M und in keinem anderen G-Konjugierten von M enthalten. O

Sei wieder G isomorph zu Mj; oder M. Mit Schritt 1 ist dojo € {135,8448}.

Ferner gilt d(ﬁAoill)ﬁ + d(BAO/QB = 22 < d912. Mit den Lemmata [5.22] und [5.19| sowie

Schritt 2 kénnen wir dann a € Ko, ¢ € K und b € G so wahlen, dass a = abec

und U = (a,a’,c) < M gilt. Da M die einzige Untergruppe in ME ist, die a enthélt,
und MC mit [At]] die einzige G-Konjugiertenklasse von maximalen Untergruppen
von G ist, bei der die Ordnung der Elemente von M% von kgV(5,11) = 55 geteilt
wird, folgt U = G. Weil U = (a,a’ ¢) < (a,b,c) < G ist, folgt die Realisierbarkeit
von [ mit dem Tripel ((a), (), (c)). [ |

Lemma 5.30
Seiny € {0,1}. Dann ist das HD | := [Maa,g9,1 | [5,n1],[7,1]] realisierbar.

Beweis

Seien G = Moo, K7 eine G-Konjugiertenklasse von Elementen der Ordnung 5, K> ei-
ne G-Konjugiertenklasse von Elementen der Ordnung 7 und K3 eine G-Konjugierten-
klasse von Elementen der Ordnung 11. Mit dem Lemma [5.14] und der Charaktertafel
von G in [Atl] ermitteln wir d3a3 = 5632, dosg = 6272 und dyo3 = 12672. Sei U <G
so, dass |U| von kgV(7,11) = 77 geteilt wird. Dann ist U = G, da G keine maximale
Untergruppe besitzt, deren Ordnung durch 77 teilbar ist (siehe [Atl]). Lemma
liefert nun die Realisierbarkeit von [ im Fall n; = 0.

Sei nun n; = 1. Wegen dy23 = 12672 gibt es Elemente ¢; € K1, ¢c2 € Ko und
x € K3 so, dass x = cico gilt. Ferner erhalten wir mit der Charaktertafel von G in
[At]] und Lemma den Wert dq13 = 16896. Daher gibt es Elemente g,h € K7 so,
dass gh = x gilt. Sei b:= g~ '. Da K die einzige G-Konjugiertenklasse von Elementen
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der Ordnung 5 ist (siehe [Atl]), gilt b € Kj. Dann gibt es ein a € G so, dass b =h
ist. Nun gilt [b,a] = b~'b® = gh = = und weiter

lg=x'cieo = [b,a]flclcg = [a,b]crca.

Da [a,b],c2 € (a,b,c1,c2) Elemente der Ordnung 7 und 11 sind, folgt (a,b,c1,c2) = G.
Damit ist das Tripel ((a),(b),(c1,c2)) eine Realisierung fiir [ im Fall nq = 1. [ ]

Lemma 5.31
Das HD 1 :=[Jy,g,1 | [15,1]] ist realisierbar.

Beweis

Seien G = J; sowie K eine G-Konjugiertenklasse von Elementen der Ordnung
15 und K9 eine G-Konjugiertenklasse von Elementen der Ordnung 19. Mit Lem-
ma und mit der Charaktertafel von G in [Atl] ermitteln wir d2;2 = 589 und
d121 = 615. Da G mit [Atl] keine maximale Untergruppe besitzt, deren Ordnung

durch kgV(19,15) = 285 teilbar ist, folgt mit Lemma die Behauptung. |
Lemma 5.32
Es seil:=[G,g,90 | [m1,n1),...,[my,ny]] ein HD aus aus einer der Zeilen 4, 5 oder

6 von Tabelle in Voraussetzung [{.21 Dann ist l realisierbar.

Beweis
Das folgt aus den Lemmata [5.29] [5.30] [5.31] und [5.20] |

5.5 Gruppen vom Lie-Typ — generische Fille

In diesem Abschnitt werden wir die Hurwitzdaten der generischen Félle aus der Ta-
belle Zeilen 13 bis 21 in Voraussetzung auf Realisierbarkeit tiberpriifen.
Fir diejenigen Serien von Gruppen, fiir die generische Charaktertafeln existieren,
werden wir diese von CHEVIE [CHE|] nutzen, um die bisherige Strategie mit Lem-
ma fortzufithren. Fiir die anderen Serien von Gruppen werden wir neue Stra-
tegien entwickeln. In Bemerkung [5.35] gehen wir auf die Verwendung von und die
Informationsgewinnung aus CHEVIE [CHE] am Beispiel der Serie PSLa(g) ein.

Zunéchst werden wir die Hurwitzdaten | = [G,g,90 | [m1,n1],...,[my,n]] aus
der Tabelle Zeilen 13 und 14, auf Realisierbarkeit iiberpriifen. Dabei beweisen
wir zuerst die Realisierbarkeit von Hurwitzdaten der Form

[PSL(9).9.90 | | gertytraym) - [grtetray 2|

fir beliebige Primzahlpotenzen ¢ > 7 sowie ni,n2 € {0,1,2}, 1 < nj +na <4 und
go > 0 so klein wie moglich. Das liefert uns dann die Realisierbarkeit aller Hurwitzda-
ten aus Tabelle Zeile 14 sowie die Realisierbarkeit eines Teils der Hurwitzdaten
aus Tabelle [£.1], Zeilen 7, 8 und 13.
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Lemma 5.33

Seien ¢ € N eine Primzahlpotenz, ¢ > 7 und G = PSLa(q). Seien d := ggT(q¢—1,2)
sowie x,y € G mit o(x) = q%dl =: 5 und o(y) = % =v. Gilt U := (x,y) # G, so ist
q="7und U =S84.

Beweis
Es sei U # G. Dann gibt es eine maximale Untergruppe M < G so, dass U < M
gilt. Wir bestimmen M und U unter Zuhilfenahme des Satzes von Dickson (sie-
he Hauptsatz 11.8.27 in [Hupl]). Seien dazu p,n € N so, dass ¢ = p" gilt. Da
z,y € U< M gilt, werden |U| und |M| von o(x) = 8 und o(y) = = geteilt.

Wir sehen sofort, dass M und U weder elementarabelsche p-Gruppen noch zy-
klisch sind, da |U| und |M| von 5 und v gleichzeitig geteilt werden.

Angenommen, M sei eine Diedergruppe der Ordnung 2z, wobei z ein Teiler von
B oder « ist. Da |M| von kgV(5,7) geteilt wird und S < ~ gilt, folgt, dass 5 = 2
und ~ durch z teilbar ist. Dann ist ¢ ungerade und es gilt ¢ = 5, da fir gerades
q stets B =¢—1 und v = g+ 1 ungerade sind. Dies liefert einen Widerspruch zur
Voraussetzung q > 7.

Die Gruppe U ist ferner nicht im Normalisator einer Sylow p-Untergruppe von
G enthalten, da die Ordnung eines solchen Normalisators nicht von ~ geteilt wird
(das ist der Fall (7) im Hauptsatz 11.8.27 in [Hupl]).

Seien p € N eine Primzahl und n € N so, dass ¢ = p" gilt. Angenommen, es gebe
einen echten Teiler f € N von n so, dass go = p/ und M = PSLy(qp) ist. Dann folgt
|M|=d""q0(g0 —1)(go +1). Ferner gilt ggT(p,5) =1 = ggT(p,7) und es folgt

d72(p*" —1)=d*(q—1)(q+1) =By =ggT(8,7).

Diese Zahl teilt d=2(qo — 1)(qo +1) = d=2(p?f —1). Also ist p*" ein Teiler von p?/
und es erfolgt ein Widerspruch zur Annahme M = PSLa(qo), da n > f gilt. Analog
konnen wir das fur M = PGLy(qp) fiir einen echten Teiler gg von ¢ zeigen.

Angenommen, es sei M = As. Dann ist ¢% — 1 nach Voraussetzung im Hauptsatz
11.8.27 (6) in [Hupl] durch 5 teilbar. Da 72 — 1 = 48 nicht durch 5 teilbar ist, gilt
q>8 Firg=8ist =7und y=9. Fiir ¢ > 9 gilt >4 und v > 5. Mit der
Charaktertafel von A5 in [Atl] sehen wir, dass M dann keine Elemente der Ordnung
B oder v enthélt.

Esist M 2 Ay, da sonst M nur Elemente der Ordnung 1, 2 oder 3 hat und wegen
kgV(B3,7)| M| erneut ¢ =5 folgen wiirde. Daher ist nur M = S mit Hauptsatz
11.8.27 (5) in [Hupl] méglich. Nach Voraussetzung im selbigen Hauptsatz wird ¢% — 1
von 16 geteilt. Falls ¢ gerade ist, so ist ¢> — 1 ungerade und somit niemals durch 16
teilbar. Daher sind wir fertig, falls g gerade ist.

Sei also ¢ ungerade. Es gilt 72 — 1 =48 = 3- 16. Falls ¢ > 9 ist, sind wir ebenso
fertig, da v > 5 gilt und S4 keine Elemente von Ordnung gréfier oder gleich 5 besitzt.
Damit folgt ¢ =7, § =3 und v =4. Da U Elemente der Ordnung S und  besitzt
und S4 keine maximalen Untergruppen hat, in denen es Elemente der Ordnung 3
und 4 gleichzeitig gibt, folgt schon U = §4. |
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Lemma 5.34

Seien g € N eine Primzahlpotenz, ¢ > 7 und G = PSLa(q). Seien d := ggT(q—1,2),
B = q%.ll; Y= % und (gO,nlan) € {(L 170)’ (1’07 1)’ (1a 1’1)7 (072’ 1)’ (Oa 172)} 50,
dass | :=[G,q,90 | [B,n1],[7,n2]] ein HD ist. Dann ist | realisierbar.

Beweis

Mit den Sétzen 11.8.3 und I1.8.4 in [Hupl| seien K; eine G-Konjugiertenklasse von
Elementen der Ordnung 5 und K3 eine G-Konjugiertenklasse von Elementen der
Ordnung ~. Unter Verwendung der generischen Charaktertafel von G in [CHE] gilt
di21 =d-(¢—1) und do12 =d- (¢+ 1) mittels Lemma (siehe Bemerkung [5.35]).

Falls ¢ > 8 gilt, folgt die Behauptung mit den Lemmata [5.22] und [5.33] aus den
zu Beginn berechneten Werten dj2; = d-(¢—1) und doj2 =d-(¢+1). Fir ¢ =7
folgen (RHD1) und (RHD?2) fiir  aus dj21 = 12 und da12 = 16 und Lemma [5.22] Um
(RHD3) fiir [ im Fall ¢ =7 zu zeigen, unterscheiden wir mehrere Félle:

Fall 1: Es sei (go,n1,n2) = (0,2,1). Dann gibt es nach Lemma Elemente
c1,02 € K1 und e € K3 so, dass das Tripel ((), (), (c1,c2,€)) (RHD1) und (RHD2)
fiir [ erfiillt. Da o(c1) = o(c2) = B = 3 gilt, ist ¢1 -c2 = e~ ein Element der
Ordnung 4. Falls also U := (c1,¢2,e) # G gilt, so ist U =S4 nach Lemma
Ferner sind ¢; und ¢2 in einer echten Untergruppe V von U enthalten, wo-
bei V = Ay gilt. Damit ist e™! = cica € V ein Element der Ordnung 4, ein
Widerspruch. Daher gilt U = G und es folgt die Realisierbarkeit von [ fiir

(g0,n1,n2) = (0,2,1).

Fall 2: Es sei (go,n1,n2) € {(1,0,1),(1,1,1)}. Mit Lemma gibt es Elemente
a,c1 € K1, ¢,co € Ky und b,z,y € G so, dass das Tripel ((a),(b),(c)) (RHD1)
und (RHD2) fir das HD [G,64,1]|[4,1]] und das Tripel ((x),(y),(c1,¢2))
(RHD1) und (RHD2) fiir das HD [G,120,1 | [3,1],[4,1]] erfiillt. Ferner kon-
nen wir wegen dijg; = 2(7 — 1) = 12 die Elemente x,y € G so wéhlen, dass
o([z,y]) = B = 3 gilt. Nun ist a 'a® = ¢! und [z,y]c; = o™ mit (RHD2)
jeweils wieder ein Produkt von zwei Elementen der Ordnung 3, welches ein
Element der Ordnung 4 ergibt. Wie im Fall 1 folgt dann schon die Realisier-
barkeit fiir [ in diesem Fall.

Fall 3: Seien H := ((375)(486), (126)(348)), a := (1372)(4568), b := (182)(465) und
¢ := (126)(348). Eine kurze Rechnung in [GAP] zeigt, dass H isomorph zu
G ist, ferner a,b,c € H gilt sowie ((a),(b),(c)) eine Realisierung fiir das HD
[H,57,1|[3,1]] und ((),(),(c,a”',a’)) eine Realisierung fiir das HD
[H,15,0 | [3,1],[4,2]] ist. Damit ist I auch fiir (go,n1,m2) € {(1,1,0),(0,1,2)}
realisierbar und es folgt die Behauptung.
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Bemerkung 5.35

In dieser Bemerkung erldutern wir die Informationsgewinnung aus CHEVIE [CHE]
am Beispiel PSLa(q) néher. Zunéchst einmal bemerken wir, dass wir die maple-
Version von CHEVIE benutzen und verweisen auf die Webpage von CHEVIE http://
www.math.rwth-aachen.de/~CHEVIE/chevie-maple.html sowie das dort zuging-
liche Benutzerhandbuch.

Durch Eingabe des Befehls GenCharTab(); werden alle Serien von endlichen
Gruppen ausgegeben, fiir die eine generische Charaktertafel in [CHE] vorhanden ist.
Fiir den Fall PSLa(q) sehen wir die drei Moglichkeiten PSL2.0, PSL2.1 und PSL2.3.
Durch Eingabe von beispielsweise GenCharTab ("PSL2.1") ; wird die generische Cha-
raktertafel von PSLy(q) fiir den Fall ¢ =1 modulo 4 geladen. Diese ist anschlieffend
mittels g zugénglich. PSL2.0 liefert eine generische Charaktertafel fiir gerades ¢ und
PSL2.3 fiir ¢ = 3 modulo 4.

Anschlieflend miissen wir herausfinden, in welchen generischen Konjugiertenklas-
sen beispielsweise Elemente der Ordnung 8 := W—llﬁ) und v := ﬁ—llﬂ)
finden sind. Durch Kenntnis der Zentralisatorordnung eines gewiinschten Elements
von G kénnen wir mit dem Befehl CentOrd () ; einschrénken, welche generische Kon-
jugiertenklasse in Frage kommt. Das Beispiel GenCharTab ("PSL2.1") ; liefert bei der
Eingabe von CentOrd(g) die Tabelle:

zu

> Cent0Ord(g);

clt Order of centralizer(s)

1/2%g*(q-1)*(gq+1)
q

q

1/2%q-1/2
1/2xq+1/2

q-1

DOk WN -

Dabei ist die Spalte clt eine laufende Nummer. In der rechten Spalte sind die Zen-
tralisatorordnungen von Gruppenelementen von G notiert. Zu bemerken ist, dass zu
zwei verschiedenen Zeilen der ausgegebenen Tabelle genau zwei verschiedene gene-
rische Konjugiertenklassen gehoren.

In unserem Beispiel interessieren wir uns fiir die generischen Konjugiertenklassen
Nummer 4 (fir §) und 5 (fir ). Der Aufruf von ClassMult(g,4,5,4); liefert
uns den Wert fiir dy21, wobei K7 eine G-Konjugiertenklasse von Elementen der
Ordnung  und K2 eine G-Konjugiertenklasse von Elementen der Ordnung v sei.
Dieser Wert ist:

> ClassMult(g,4,5,4);
[2 q -2, {}]

Im ersten Eintrag der ausgegebenen Liste steht der Wert di21. Im zweiten Eintrag
steht ein Kriterium, wann sich der Wert dj2; dndert (eine sogenannte ,,Ausnahme*).
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Jedoch werden keine Informationen iiber den verdnderten Wert bereit gestellt, wenn
der zweite Eintrag nicht leer ist. In unserem Beispiel gibt es kein Kriterium fiir eine
Anderung des Wertes di21. Das bedeutet in diesem Fall, dass fiir alle G-Konjugier-
tenklassen K. von Elementen der Ordnung e, wobei e # 1 ein Teiler von 3 ist (und
auch e = 2, da die Klasse der Involutionen in der generischen Konjugiertenklasse
Nummer 6 implementiert sind), und alle G-Konjugiertenklassen K ; von Elementen
der Ordnung f, wobei f =1 ein Teiler von 7 ist, stets dcr. = 2q — 2 gilt.

Mehr tiber diese Ausnahmen ist im Benutzerhandbuch von CHEVIE im Punkt
»2Exceptions“ zu finden. In den Beweisen verwenden wir meistens nur solche Werte,
bei denen es keine Ausnahmen gibt und kommentieren das dann nicht weiter. Falls
das an einigen Stellen nicht méglich ist, werden wir auf die Ausnahmen eingehen.

Lemma 5.36
Seien g € N eine Primzahlpotenz, ¢ > 7 und G = PSLa(q). Seien d:=ggT(q—1,2),
B = %, vi= %ll und 1 :=[G,9,0[5,2],[7,2]] ein HD. Dann ist | realisierbar.

Beweis

Seien gi,g92 € IN beide grofer als 1 und so, dass I} = [G,g1,0][5,2],[7,1]] und
lo =[G,92,0 | [B,1],[7,2]] Hurwitzdaten sind. Mit Lemma sind /; und l2 reali-
sierbar. Insbesondere ist 8 oder v ungerade. Ist 8 ungerade, so liefert Lemma [5.21
angewandt auf /s, die Behauptung. Ansonsten ist v ungerade und mit Lemma [5.21
angewandt auf /1, folgt die Behauptung. |

Mit Lemmata [5.34 und [5.36] haben wir bereits die Realisierbarkeit der Hurwitzdaten
aus der Zeile 14 in Tabelle von Voraussetzung [4.21] erarbeitet. Nun iiberpriifen
wir die Realisierbarkeit von Hurwitzdaten aus Zeile 13 der Tabelle und arbeiten
unter folgender

Voraussetzung 5.37
Seien f € N, p eine ungerade Primzahl, q == p/ > 9 und G = PSLy(q). Seien
e €{1,-1} so, dass ¢ =e modulo 4 gilt, sowie a:= 7=, B:= 15 und v := L=,

Zur Ubersicht geben wir nachfolgend eine Tabelle an, die darstellt, welches Hurwitz-
datum aus Zeile 13 von Tabelle [I.1] in Voraussetzung [.21] in welchem Lemma auf
Realisierbarkeit iiberpriift wird. Es gelte dazu Voraussetzung [5.37

Hurwitzdatum Lemma Bemerkung
[G,g,1] [, 1]] qe{9,11,19}
q=9
q=11
q=19
[G.g,1115.1]]
[G.g, 1] [v,1]]
[G.g,1 ][, 1],[5,1]]
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Hurwitzdatum Lemma Bemerkung

[G.g 1] [ 1], [, 1]] 540 ¢=9
5.45 q>9

[G,g,1][3,2]] 5.34

(G.9,11[8,1], [y, 1]] p-34

(G 9,1 [,2]] 5.34

[G,9,1] [, 1],[5,2]] 5.54  ¢=9

[G,9,0 | [, 1],[5,2]] 553  ¢>9

[G.9,0][a,1],[8,1],[y,1]]  |5.46

[G,9,0 | [, 1], [7,2]] 5400 ¢=9
5.45 q>9

[G,9,01[8,2],[v,1]] 5.34

[G,9,0][8,1],[v,2]] 5.34

G.9.0][e,1],[5,2],[7,1]]  [5.46]

(G.9.0] [0, 1],[8,1],[7.2]]  [5.46]

[G,9,01(8,2],[v,2]] 5.36

[G.9,0][a,1],[8,2],[7,2]]  [5.46

Tabelle 5.1: Ubersicht zur Realisierbarkeit von Ausnahme-Hurwitz-
daten aus Zeile 13 der Tabelle in Voraussetzung wobei
G = PSLy(q) fir eine ungerade Primzahlpotenz ¢ > 9 gilt.

Bevor wir mit der Untersuchung der Hurwitzdaten aus Tabelle auf Realisier-
barkeit beginnen, sammeln wir zunéchst einige Informationen tiber PSLy(¢q) in

Bemerkung 5.38
Es gelte Voraussetzung und es seien z,y € G mit o(z) € {a, B} und o(y) = 1.

(7)

(iid)

Es gibt nur jeweils eine G-Konjugiertenklasse von zyklischen Untergruppen
der Ordnung 8 bzw. v (Satz I1.8.5(a) in [Hupl]) und damit auch von Ordnung
a = (/2. Weiterhin gibt es damit nur eine Konjugiertenklasse von Involutionen
in G, da v und ¢ ungerade sind und S durch 2 teilbar ist.

Je zwei zyklische Untergruppen der Ordnung 5 bzw. v schneiden sich trivial
und es ist Ng((x)) eine Diedergruppe der Ordnung ¢ — e = 23 = 4« mit einer
zentralen Involution und Ng((z)) ist eine Diedergruppe der Ordnung g+¢ = 2+
ohne eine zentrale Involution (vgl. Sétze I1.8.3 und I1.8.4 in [Hupl]). Involu-
tionenzentralisatoren in G sind damit ebenfalls Diedergruppen der Ordnung

q—e=20.

x ist in der generischen Konjugiertenklasse Nummer 4 von , wenn € =1
gilt, bzw. Nummer 5, wenn ¢ = —1 gilt. Zu dieser generischen Klasse gehort
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ein Parameter ¢ € {1,...,}, wobei i nicht von « geteilt werden darf (erreich-
bar iiber den Befehl PrintClassParam in [CHE]). Ist o(z) = 3, so kénnen
wir fiir die G-Konjugiertenklasse von « den Parameter ¢ = 1 der generischen
Konjugiertenklasse wihlen, fiir 22 den Parameter i = 2 u.s.w.

Die einzigen Werte fiir i € {1,...,}, fur die ¢ von « geteilt wird, sind i = «
oder i = 3. Der Wert i = « fithrt zur Involution z® (diese generische Klasse
der Involutionen ist Klasse Nummer 6 in [CHE]). Der Wert i = § fiithrt zum
neutralen Element 2 (die generische Klasse von 1¢ ist Klasse Nummer 1 in
[CHE]).

(7v) y ist in der generischen Konjugiertenklasse Nummer 5 von [CHE], wenn ¢ =1
gilt, bzw. Nummer 4, wenn ¢ = —1 gilt. Zu dieser generischen Klasse gehort
ein Parameter i € {1,...,7}, wobei i nicht von 7 geteilt werden darf. Analog
zu (7ii) konnen wir den Parameter i = 1 fiir £& wiéhlen, i = 2 fiir (%)%, w.s.w.

Lemma 5.39
Es gelte Voraussetzung [5.37 Sei q € {9,11,19}. Dann ist das HD | := [G,qg,1 | [a, 1]

realisierbar.

Beweis

Seien c1,1 € G ein Element der Ordnung o und I < G von Ordnung 3 so, dass c1,1 € I
ist. Weiter sei t € Ng({c1,1)) = Ng(I) die zentrale Involution. Es ist Ng(I) = Cg(t)
(sieche Bemerkung [5.38)). Wir zeigen zundchst (RHD1) und (RHD2) fiir /.

Da N eine Diedergruppe ist, gibt es Involutionen y,z € N so, dass (y,z) = N
gilt. Dann ist schon o(yz) = 2«, sonst wire (y, z) nicht von Ordnung 4. Ferner gilt
[y, 2] = yzyz = (yz)? und o([y,2]) = a. Seien also y,z € N Involutionen und so, dass
N = (y,z) und [y,2] = 117" gilt. Insbesondere sind weder y noch z zentral in N.
Daher ist Cg(y) \ N = @. Sei € Ca(y) \ N und seien a; := y und by := xz. Dann
gilt sofort ¢1171 = [y,2] = [y,22] = [a1,b1]. Da c11 von Ordnung « ist, erfiillt das
Tripel ((a1),(b1),(c1,1)) nun (RHD1) und (RHD2) fiir {.

Sei T':= (a1,b1,c1,1). Wir zeigen, dass (RHD3) fiir [ gilt. Angenommen, es sei
T = G. Dann gibt es eine maximale Untergruppe M < G so, dass T'< M ist. Mit
dem Satz von Dickson (siche Hauptsatz I1.8.27 in [HupI]) bestimmen wir nun 7', M
und g:

Die Gruppe T ist weder eine elementarabelsche p-Gruppe, da ggT(p,«a) =1 gilt,
noch ist T zyklisch, da (a1,c1,1) eine diedrische Untergruppe von 7' ist. Weiter ist T
auch kein semidirektes Produkt einer elementarabelschen p-Gruppe und einer zy-
klischen Gruppe, da in diesem Fall 7" eine p-Gruppe wire, die ¢1,1 = [b1,a1] € T’
enthélt (o(c1,1) = o und p sind teilerfremd).

Angenommen, T sei selbst eine Diedergruppe. Wegen (ai,c1,1),(b1) < T und
(b1) £ (a1,¢1,1) muss T = N sein. Damit ist jedoch z € T und daher auch
b1z~ =2 € T = N. Das widerspricht der Wahl = ¢ N.

Angenommen, T' sei isomorph zu einer Untergruppe von A4. Da (A4)" eine Klein-
sche Vierergruppe ist und offenbar ¢; ; € 7" gilt, muss schon « = 2 sein. Dann ist
q € {7,9}, ein Widerspruch zur Voraussetzung.
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Angenommen, T sei isomorph zu einer Untergruppe von S4. Da ¢ > 9 und
g € {11,19} nach Voraussetzung gilt, folgt o € {3,4} aus den moglichen Elemen-
tordnungen in Sy. Ist o = 3, so gilt ¢ € {11,13}. Jedoch ist weder 112 noch 132
kongruent zu 1 modulo 16, wodurch PSLy(11) und PSL2(13) keine Untergruppen
isomorph zu Sy haben (siehe Satz I11.8.27 in [Hupl]). Daher ist a = 4. Jedoch hat
die Kommutatorgruppe von S4 kein Element der Ordnung 4, ein Widerspruch.

Angenommen, T sei isomorph zu einer Untergruppe von As. Aufgrund der Ele-
mentordnungen von As und wegen ¢ > 9 folgt a € {3,5}. Ist @ = 3, so gilt
q € {11,13}. Nach Voraussetzung ist ¢ # 11. Da 132 2 1 modulo 5 gilt, enthlt
PSL2(13) nach Satz 11.8.27 in [Hupl] keine Untergruppe, welche isomorph zu As
ist. Daher gilt @ =5 und somit ¢ = 19. Das widerspricht der Voraussetzung g = 19.
Dieser Fall ist unabhingig von der Eigenschaft, dass ¢? kongruent ist zu 1 modulo
5 oder ¢ eine 5-Potenz ist, wie im Satz 8.27.(6) in [Hupl] verlangt.

Sei m ein echter Teiler von f. Angenommen, T sei isomorph zu einer Untergruppe
von PSLa(p™). Genauer seien k,m € N so, dass f = km gilt. Da o und p teilerfremd
sind, gilt o < W und o teilt 251 pm2+1
in [Hupl|] angewandt auf PSLa(p™). Das ergibt aw < £ m2+1 und wir untersuchen diese
Ungleichung:

oder aufgrund von Satz I1.8.5 (a)

= pl—e<2pm™ 42
= pl <M 424 <2pM 4 p™ =3p™ <pm < pf

Gleichheit folgt nur, wenn p =3, m =1 und f = 2 gilt. Dann ist jedoch ¢ =9, ein
Widerspruch zur Voraussetzung q = 9.

Daher gibt es k,m € N so, dass f = 2km gilt und T isomorph zu einer Untergrup-
pe von PGLy(p™) ist. In &hnlicher Weise wie zuvor erhalten wir o« < p™ + 1. Eine
Analyse dieser Ungleichung fiihrt zu ¢ € {9,25}. Da nach Voraussetzung ¢ = 9 ist,
gilt also ¢ = 25 und T ist isomorph zu einer Untergruppe von PGL2(5) = S5. Nun
ist @« = 6. Nach Konstruktion enthélt 7" dann eine Diedergruppe der Ordnung 24
und insbesondere besitzt T' (und damit auch Si) ein Element der Ordnung 12, ein
Widerspruch. Nun folgt T'= G und [ ist realisierbar. |

Lemma 5.40
Es gelte Voraussetzung[5.37 Seien ¢ =9 und (go,n) € {(1,0),(1,1),(0,2)}. Dann ist
das HD 1 :=[G,g,90 | [o,1],[y,n]] realisierbar.

Beweis

Da g =9 gilt, ist e = 1, @:%:%:2 und’y:q—g‘s:a Seien K7 eine G-Kon-
jugiertenklasse von Involutionen und K3 eine G-Konjugiertenklasse von Elementen
der Ordnung 5. Unter Verwendung der Charaktertafel von G in [Atl] ermitteln wir
mit Lemma die Werte dij91 = 8 und da12 = 10. Mit Lemma existieren
a1,r2,73,Y3 € Ko, as,b1,ba € G und c1,c2,c3 € K1 wie folgt:

Das Tripel ((a1),(b1),(c1)) erfiillt die Eigenschaften (RHD1) und (RHD2) fir [ im
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Fall (go,n) = (1,0).

Das Tripel ((a2),(b2), (c2,22)) erfilllt (RHD1) und (RHD2) im Fall (go,n) = (1,1)
fir [. Hier gilt o([ag,b2]) =~ = 5.

Das Tripel ((),(),(c3,23,y3)) erfilllt (RHD1) und (RHD2) im Fall (gg,n) = (0,2)
fiir L.

Nach (RHD2) gibt es also Elemente x,y,z € G so, dass xyz = 1g, o(z) = 2,
o(y) =5, 0o(z) = 5 und z € y& gilt. Genauer seien = := ¢1, y := a; ' und z := a1,
falls (go,n) = (1,0) gilt. Seien x := ca, y := x2 und z := [ag,be], falls (go,n) = (1,1)
ist. Seien z := ¢3, y :=x3 und z := y3, falls (go,n) = (0,2) gilt.

Angenommen, es sei U := (z,y,z) # G. Dann gibt es eine maximale Unter-
gruppe M < G so, dass U << M ist. Nun ist kgV(o(z),0(y),0(z)) = 10 ein Teiler
von |U| und |M|. Mit der Liste der G-Konjugiertenklassen von maximalen Unter-
gruppen von G in [Atl] gilt M = As. Ferner sind nach Wahl y und z in derselben
G-Konjugiertenklasse K5 und es gilt ¥ N M = y™ mit den Charaktertafeln von G
und M in [At].

Seien K7 wie im Schritt 1, Ko := yG, K, :=KiNM und K := KsNM. Dann ist
dé%) = 0 mit Lemmam unter der Verwendung der Charaktertafel von M in [Atl].
Da dag1 = 16 > 0 gilt, folgt mit Lemmal5.19} dass U in keinem G-Konjugierten von M
liegt. Obwohl G insgesamt zwei Konjugiertenklassen von maximalen Untergruppen
isomorph zu As besitzt, ist U = GG, da das Argument zuvor auch fiir die zweite
Konjugiertenklasse gilt. Somit erfiillt [ die Eigenschaft (RHD3) und ist insgesamt
realisierbar. |

Bemerkung 5.41

Im Lemma haben wir gezeigt, dass das HD [As,g,0|[2,1],[5,2]] realisierbar
ist. Seien G = As und ((), (), (c1,c2,c3)) eine Realisierung fiir dieses HD. Dann gilt
o(c1) =2, o(cg) =5 =0(c3), crcacs = 1g und (c1,c2,c3) = G.

Seien weiter K eine G-Konjugiertenklasse von Involutionen sowie K9 und K3
die zwei verschiedenen G-Konjugiertenklassen von Elementen der Ordnung 5 (siehe
[Atl]). Unter Verwendung der Charaktertafel von G in [Atl] liefert Lemma die
Werte doo1 = d3z1 = 0 und dozi = d3o1 = 4. Das heifit:

Sind g € G von Ordnung 5 und h € G zu g konjugiert in G, so gilt o(gh) # 2.
Insbesondere sind also ¢ und c3 nicht konjugiert in G. Wie wir in Lemma [5.40)
gesehen haben, gibt es in PSL2(9) = Ag jedoch konjugierte Elemente g und A von
Ordnung 5 so, dass o(gh) = 2 ist.

Lemma 5.42
Es gelte Voraussetzung und seien ¢ =11 und 1 :=[G,g,1| [, 1]] ein HD. Dann
ist | realisierbar.

Beweis

Sei K eine G-Konjugiertenklasse von Elementen der Ordnung o = 3. Mit [Atl] sei K>
die einzige G-Konjugiertenklasse von Elementen der Ordnung 6. Daher gilt fiir alle
x € Ky auch 27! € Ks. Lemma liefert unter Verwendung der Charaktertafel
von G in [Atl] den Wert daa; = 13.
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Sei ¢! € K1. Wegen dgg; = 13 = 0 gibt es also Elemente z,y € K» so, dass
xy = ¢ ! gilt. Da dgg > 1 ist, kénnen wir ¢ ¢ (x) wihlen. Weil y und ! in G
konjugiert sind, gibt es a,b € G so, dass a := 2! und y = a® gilt. Nun folgt

la =zyc=a tabe= [a,b]c,

wodurch (RHD1) und (RHD2) fiir [ vom Tripel ((a),(b),(c)) erfillt sind.

Angenommen, es sei U := (a,b,c) # G. Dann liegt U in einer maximalen Unter-
gruppe M von G. Ferner enthalten U und M das Element a von Ordnung 6. Mit
der Liste der G-Konjugiertenklassen von maximalen Untergruppen von G und deren
Ordnung folgt schon M = D15, da As keine Elemente der Ordnung 6 enthélt. Dann
ist jedoch (a) ein Normalteiler in M vom Index 2 und es gilt ¢ € (a), ein Widerspruch
zur Wahl von ¢ im Schritt 1. Daher folgen U = G sowie die Realisierbarkeit von /. B

Lemma 5.43
Es gelte Voraussetzung und seien ¢ =19 und | :=[G,g,1 | [a,1]] ein HD. Dann
ist | realisierbar.

Beweis

Seien K7 eine G-Konjugiertenklasse von Elementen der Ordnung o = 5 und K> eine
G-Konjugiertenklasse von Elementen der Ordnung 9. Lemma liefert unter Ver-
wendung der Charaktertafel von G in [Atl] die Werte dai2 = 36 und
d121 = 40. Ist U eine Untergruppe von G, deren Ordnung von kgV(5,9) = 45 geteilt
wird, so folgt mit der Liste der G-Konjugiertenklassen von maximalen Untergruppen
von G in [Atl] schon U = G. Nun liefert Lemma die Behauptung. [ |

Lemma 5.44
Es gelte Voraussetzung[5.37. Dann ist das HD |:=[G,qg,1| [, 1],[83,1]] realisierbar.

Beweis

Mit Lemma sei ((a),(b),(c)) eine Realisierung fiir das HD [ := [G,3,1[8,1]].
Dann gilt o(c) = 3 nach (RHD1) und ferner ist c? ein Element von Ordnung .. Nun
gilt ¢ =271 = c?c7L. Somit ist ((a), (b),(c?,c71)) eine Realisierung fiir I. [ ]

Lemma 5.45
Es gelte Voraussetzung[5.37. Seien ¢ >9, n € N und (go,n) € {(1,1),(0,2)} so, dass
l:=[G,9,90 | [, 1],[v,n]] ein HD ist. Dann ist | realisierbar.

Beweis
Schritt 1: Realisierbarkeit fir den Fall (go,n) = (0,2):

Seien zuerst gop = 0 und n = 2. Seien weiter K; eine G-Konjugiertenklasse von
Elementen der Ordnung a und K2 eine G-Konjugiertenklasse von Elementen der
Ordnung 7. Unter Verwendung der generischen Charaktertafel von PSLy(q) fiir un-
gerades ¢ in [CHE] liefert Lemma den Wert da12 = 2q + 2, wobei ¢ € {1,—1}
und ¢ = ¢ modulo 4 wie in der Voraussetzung sind (vgl. (%) und (%) von
Bemerkung . Daher gibt es z € K1 und y,z € Ko so, dass yx = z gilt. Nun
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ist 1 =yxz~! = z2~ 'y und wir sehen, dass das Tripel ((), (), (z,271,y)) die Eigen-

schaften (RHD1) und (RHD2) fiir [ erfiillt.

Fir (RHD3) sei U := (z,y,2). Ist U = G, so sind wir fertig. Sei also U # G. Da
q > 9 gilt, gibt es Elemente der Ordnung o > 3 und > 5 in U. Ferner wird |U| von
keV(a,v) = an_l geteilt. Mit dem Satz von Dickson (Hauptsatz 11.8.27 in [Hupl])
gilt dann ¢ = 11 und U ist isomorph zu einer Untergruppe von As. Ferner muss
schon U = Ajs sein, da kgV(«,7v) = 15 gilt und A5 keine Untergruppe von Index 2
oder 4 besitzt (siehe [Atl]). Dieser Fall ist unabhingig von der Eigenschaft, dass ¢?
kongruent ist zu 1 modulo 5 oder ¢ eine 5-Potenz ist, wie im Satz 8.27.(6) in [Hup]]
verlangt.

Esist K1 N U =@ = Ky N U. Ferner zerfillt weder K1 N U noch Ko N U
in mehrere U-Konjugiertenklassen, wie man den Charaktertafeln von G = PSLa(11)
und U = A5 in [Atl] entnehmen kann. Seien daher K, := K1 NU und K := KoNU.

Es gibt % = 11 Konjugierte von U in G und ferner gilt

G| 5 U] 2
|Ka| = =2°.3-11  und |Kp| = =2%.3.
Ca(2)] ICu ()]

G|

Wegen |Ks| = | K| - [7] 1t z in genau einem G-Konjugierten von U enthalten. Lem-

ma liefert dl()gb) =5 < 20 = dg12. Mit Lemma konnen wir (z,y) € Ko x K3
so wahlen, dass zy = z gilt und (x,y, z) in keinem G-Konjugierten von U liegt. Da G
noch eine zweite Konjugiertenklasse von Untergruppen isomorph zu U besitzt (sie-
he [Atl]) und die Argumente zuvor dasselbe liefern, gibt es von den d2;2 = 20 Paaren
in M :={(a,b) € K2 x K1 | ab= z} genau zehn Paare mit der Eigenschaft, dass das
Erzeugnis der Elemente eines dieser Paare ganz G ist. Wir kénnen also (z,y) € M
so wahlen, dass (z,y,z) = G gilt. Das ist (RHD3) und es folgt die Realisierbarkeit
von [ fir den Fall (go,n) = (0,2). O

Schritt 2: Realisierbarkeit fiir den Fall (go,n) = (1,1):

Seien nun gy = 1 und n = 1 sowie g € N und g > 1 so, dass l:= [G,5,0][a,1],
[v,2]] ein HD ist. Mit Schritt 1 sei ((),(),(z,y,2)) eine Realisierung von [. Nach
Definition und Bemerkung gilt dann o(z) = a, o(y) = v = o(2), 1lg =xyz
und (z,y,2) = G. Nun ist zy = 2z~ ! und 1g = zay.

Seien Ko wie im Schritt 1 und K eine G-Konjugiertenklasse von Elementen
der Ordnung 8. Wieder mit [CHE]| gilt dj21 = 2¢ — 2e. Daher gibt es a,b € K und
c € K3 so, dass bc = a ist. Da ¢ und z in G konjugiert sind, kénnen wir 0.B.d.A.
c = z setzen und a,b € K; so wihlen, dass bz = a gilt. Ferner sind auch a und b
in G konjugiert. Sei also g € G so, dass b = a9 ist. Nun gilt 1g = a " 'a9z = [a, g]z.
Insgesamt folgt 1¢ = zay = [g,a]zy und G = (z,y,2) = (x,y,a,9) wegen z € (a,g).
Damit ist ((g),(a),(x,y)) eine Realisierung fiir [ im Fall (go,n) = (1,1). [ ]

Lemma 5.46
Es gelte Voraussetzung und seien n,m,g € N und (n,m) € {(1,1),(1,2),(2,1),
(2,2)} so, dass | :=[G,g,0 | [a,1],[5,n],[y,m]] ein HD ist. Dann ist | realisierbar.
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Beweis
Schritt 1: Realisierbarkeit fiir den Falln=1=m:

Seien zuerst n =m =1, Kj eine G-Konjugiertenklasse von Elementen der Ord-
nung «, Ko eine G-Konjugiertenklasse von Elementen der Ordnung 8 und K3 eine
G-Konjugiertenklasse von Elementen der Ordnung . Unter Verwendung der gene-
rischen Charaktertafel von G in [CHE] folgt di2s = 2¢g + 2 mit Lemma (vel.
Bemerkung [5.38] (¢i7) und (iv)). Daher gibt es Elemente z € K1, y € Ko und z € K3
so, dass ry = z gilt. Dann ist 1g = xyz~! und das Tripel ((),(),(z,y,2~")) erfiillt
(RHD1) und (RHD2) fiir [ im Fall n=m = 1.

Sei U := (x,y,z). Da U Elemente von Ordnung 5 und ~ besitzt und ¢ > 9 gilt,
folgt mit Lemma schon U = G. Somit erfiillt ((),(),(z,y,271)) auch (RHD3)
fir [ im Fall n =m = 1. Daher ist [ realisierbar. O

Schritt 2: Realisierbarkeit fiir den Falln =2 und m=1:

Seien g € N und g > 1 so, dass I:=[G,5,0] [a,1],[8,1],[7,1]] ein HD ist. Mit
Schritt 1 ist [ realisierbar. Seien weiter Ko und K3 wie im Schritt 1 und das Tripel
(0,0, (x,y,2)) eine Realisierung fiir I so, dass z € K3 gilt. Mit Lemma und mit
der generischen Charaktertafel von G in [CHE] folgt da33 = 2q + 2¢. Daher gibt es
a € K9 und b € K3 so, dass ab = z gilt. Nun ist 1 = zyz = zyab mit (RHD2) fiir die
Realisierung ((), (), (¢,y,2)) von I. Ferner gilt z € (a,b). Damit und wegen (RHD3)
fiir die Realisierung ((),(), (z,y,2)) von [ ist nun ((),(), (z,y,a,b)) eine Realisierung
fir I im Fall n =1 und m = 2. O

Schritt 3: Realisierbarkeit fiir die verbliebenen Fille:

Nach den Schritten 1 und 2 ist [ fiir die Félle (n,m) = (1,1) und (n,m) = (2,1)
realisierbar. Es ist v ungerade und daher folgt die Realisierbarkeit von [ fiir
(n,m)=(1,2) bzw. (n,m) = (2,2) aus Lemma [ |

Wenn wir die Zeile 13 von Tabelle[£.1]in Voraussetzung .21 bzw. Tabelle 5.1 genauer
betrachten, erkennen wir, dass bisher fast alle HD dieses Falls auf Realisierbarkeit
iiberpriift wurden. Die iibrigen Félle aus Zeile 13 der Voraussetzung sind das HD
[PSL2(q), 5,0 | [a,1],[5,2]] fiir eine ungerade Primzahlpotenz ¢ > 11 und das HD
[PSL2(9)7ga 1 | [Oé, 1] ) [672“

Wir erinnern daran, dass die Liste [PSL2(9),9,0 | [, 1],[5,2]] kein HD ist, da
Definition (7), die Hurwitzformel, fiir alle g € N mit g > 2 nicht erfiillt ist.
(Siehe auch Lemma [4.15] Fiir ¢ = 9 gilt a = 2 und 8 = 4. Das ist Fall (i) von
Lemma [4.17])

Fiir die Uberpriifung der Realisierbarkeit der verbliebenen HD werden wir erneut
die generischen Charaktertafeln in [CHE|] benutzen. Dieses Mal liefert die Funktion
ClassMult () jedoch Ausnahmen, die wir umgehen wollen. Daher miissen wir zuerst
einige Hilfsresultate beweisen.

Bemerkung 5.47
Mit den Rechenregeln der Eulerschen p-Funktion folgt elementar, dass gilt:
Ist n € N gerade und gilt ¢(n) < 6, so folgt n < 12.
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Lemma 5.48

Es seien p eine Primzahl, n € N, ¢ :=p" >4, d:=ggT(q—1,2) und G = PSLa(q).
Weiter seien F eine Sylow p-Untergruppe von G und M := Ng(F'). Dann besteht
die Nebenklasse Fx € M/F fir alle x € M\ F aus allen M-Konjugierten von x.

Beweis
Es ist M eine Frobeniusgruppe mit Frobeniuskern F' der Ordnung ¢ und zyklischen
Frobeniuskomplementen der Ordnung %(q—l) nach Beispiel V.8.6, Definition I11.16.1
und Satz I1.8.2 in [Hupl]. Damit gilt M’ = F. Sei g € M \ F beliebig.
Schritt 1: Es gilt [F,g] = F:

Zunichst ist [F,g] € M’ = F. Wir zeigen, dass |[F,g]| = |F| gilt. Dafiir seien
f1,f2 € F so, dass [f1,9] = [f2,9] ist. Dann gilt

[fla ] [f27 ]

(g g=("" g
(9 _1)f1f2 =(97")

ffy e Culg)nF=Cr(g).

177

Da M eine Frobeniusgruppe und g € M \ F ist, gilt Cp(g) = 1. Daher folgt f1 = fa.
Die Abbildung p: F' — [F,g|, die jedes h € F' auf h” := [h,g], ist also injektiv. Weil
[F,g] eine Teilmenge von M’ = F ist, ist p damit auch surjektiv. O

Schritt 2: Fir alle x € M\ F besteht Fx aus den M -Konjugierten von x:

Seien v € M\ F und z € Fz. Da = ¢ F gilt, sind Fz # F und z ¢ F. Dann
existiert ein f € F' so, dass z = fx gilt. Mit Schritt 1 existiert ein g € F' so, dass
f=[g, 27 €[F,z~']=Fist. Nun gilt 2 = fo = [g,2 ']z = 29272 = 29 und ferner
ist ( 1)

g—
T \"a | M| M
e = e

da die Frobeniuskomplemente von M zyklisch der Ordnung (¢ — 1)/d sind. Damit
folgt die Aussage des Lemmas. |

9

:‘x

Lemma 5.49

Seien n € N gerade, n > 12, H eine zyklische Gruppe der Ordnung n und x € H
ein Element der Ordnung n. Seien weiter k € {4,...,5 — 1}, y € {zF, 2%} und
z€{x,x~'}. Dann ist y-z & {x? 272},

Beweis

Angenommen, die Behauptung sei falsch und sei w € {22,272} so, dass w = yz gilt.
Da3 <k < gsowien >12sind, gilt 4 <k+1<5<n—-2und2<k—-1<g <n-—2.
Beide Ungleichungen liefern einen Widerspruch zu

w=yz=zx"'r=2x bzw. w=yz=zx"x =x
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Die Fille w =yz =2 %z = (2* )71 und w = yz = 2 %2~ = (2**1)~! kénnen auf
die vorherigen zwei zuriickgefiihrt werden und liefern ebenfalls einen Widerspruch.
[ |

Lemma 5.50
Es gelte Voraussetzung[5.37. Weiter seien q¢ > 23 sowie x € G von Ordnung 8. Dann
gibt es ein k € N so, dass 3 <k < a gilt und z* ein Element der Ordnung § ist, das
weder zu x noch zu 2® in G konjugiert ist.

Sei weiter M := {(y,z) € (2F)F x 2@ ‘ yz = :6'2}. Dann ist |M| = 2q—2e und fir
alle (y,z) € M gilt (x72,y,2) =G.

Beweis
Schritt 1: FEs gibt genau @ Konjugiertenklassen von Elementen der Ordnung (3
in G:

Es gibt nur eine G-Konjugiertenklasse von zyklischen Untergruppen der Ord-
nung § in G. Weiter haben zyklische Untergruppen der Ordnung § eine Diedergrup-
pe der Ordnung 2/ als Normalisator. (Siehe Bemerkung [5.38| (7) und (7).) Daher
ist fiir alle g € G mit o(g) = B8 schon ¢¢ = (¢~ 1)°.

Da es in einer zyklischen Untergruppe der Ordnung 8 nur ¢(53) viele Elemente
der Ordnung (3 gibt und je zwei davon in einer gemeinsamen G-Konjugiertenklasse
liegen, folgt die Behauptung. O

Schritt 2: FEs gibt ein k € N so, dass 3 < k < a gilt und z* ein Element der Ord-
nung B ist, das weder zu x noch zu x3 in G konjugiert ist:

Da ¢ > 23 ist, gilt § > 12. Es ist genau dann 5 = 12, wenn ¢ € {23,25} gilt.
Sei zuerst S > 12. Mit Schritt 1 und Bemerkung gibt es dann @ > g =3
Konjugiertenklassen von Elementen der Ordnung 3 in G. Ist g € G mit o(g) = f3, so
folgt 0(g®) = 2 und insbesondere finden wir dann ein k£ € N wie in der Behauptung
von Schritt 2.

Sei also =12 und damit g € {23,25}. Es ist ¢(12) = 4 und mit Schritt 1 gibt
es nun zwei G-Konjugiertenklassen von Elementen der Ordnung 8. Sei g € G von
Ordnung 8 = 12 und k := 5. Dann ist o(g3) = 4 sowie o(¢®) = 2 und o(g¥) = 12,
d.h. ¢* ist aus Ordnungsgriinden nicht zu ¢® konjugiert in G. Wéren ¢ und ¢* konju-
giert in G, so géibe es ein h € Ng((g)) so, dass g = gF gilt. Jedoch ist Ng((g)) eine
Diedergruppe von Ordnung 26 = 24 und ggT(5,24) = 1 (siche Bemerkung 5.38| (i7)).
Das zeigt Schritt 2. O

Schritt 3: Es gilt |M|=2q— 2e:

Seien x und mit Schritt 2 auch k& wie in der Behauptung. Wir benutzen |[CHE]. Es
ist Cg(r) = Cg(2?) = Cg(z¥) und Cg(x) hat Ordnung B. Daher liegen
Ko := 2%, K3 := (%)% und K; := (zF)% in derselben generischen Konjugierten-
klasse von G in [CHE] mit dem Parameter ¢ € {1,...,}, wobei 7 nicht von « geteilt

werden darf (vgl. Bemerkung |5.38| (#)). Mit Schritt 2 wéhlen wir fiir K1 = ()¢
den Parameter i1 = k, fiir Ko = 2% den Parameter i = 1 und fiir K3 = (a:z)G den
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Parameter i3 = 2. Unter Verwendung der generischen Charaktertafel von G in [CHE]
ergibt sich nun dis3 = 2¢q — 2¢ mit Lemma [5.14] aufler in folgenden Ausnahmefélle:

Einer der Werte i1 + i9 + 3, 91 — 2 — i3, i1 — i2 + i3 oder i1 + i9 — i3 wird von [
geteilt.

Da k>4, 8> 12 und somit o+ 2 < g ist, gilt nun:

O<iit+iotis=k+1+2=k+3<a+2<p,
0<ig—ig—ig=k—-1-2=k—-3<a<p,
0<ii—io+izs=k—1+2=k+1<a<p,
O<ii+io—iz=k+1—-2=k—-1<a<p.

Damit sind i1 + 9 + i3, 41 — t2 — i3, 91 — 42 + ¢3 und 41 + i — i3 alle nicht durch £
teilbar, da sie echt zwischen 0 und § liegen. Somit ist djo3 = |M| = 2¢ — 2¢ nach
[CHE]. O

Schritt 4: Seien (y,2) € M und T := (x~2,y,2). Dann ist T = G

Angenommen, das gelte nicht. Sei w := x2. Dann ist T eine echte Untergruppe
von G und |T| wird von [ geteilt. Aus der Definition von M folgt w = yz. Ist
(y) = (2), so gilt w € (y) und (y) = (z), ein Widerspruch zu Lemma Damit
sind (y) und (z) zwei verschiedene Untergruppen von 7', die sich nur trivial schneiden
(vgl. Bemerkung [5.38| (i7)). Da T eine echte Untergruppe von G ist, nutzen wir den
Satz von Dickson (siehe Hauptsatz 11.8.27 in [Hupl|), um 7" zu identifizieren.

Es ist T nicht isomorph zu Ay, S4 oder As, da alle drei Gruppen keine Elemente
der Ordnung 5 > 12 enthalten. Ferner ist T" weder eine elementarabelsche p-Gruppe
noch zyklisch oder eine Diedergruppe. Die Gruppe T ist auch nicht isomorph zu
PSLa(p™) oder PGLa(p™) fur einen echten Teiler m von f (nach Voraussetzung|5.3
ist ¢ = pf), da ¢ > 23 gilt, y, 2 € T Elemente der Ordnung J sind und somit |7 und
|PSLa(p™)| bzw. |[PGL2(p™)| nicht vereinbar sind.

Mit dem Satz von Dickson ist dann T ein semidirektes Produkt aus einer ele-
mentarabelschen p-Gruppe und einer zyklischen Gruppe der Ordnung %. Jetzt gilt
g=1und g = q%l und wir kénnen 7' als Normalisator einer Sylow p-Untergruppe S
von G wihlen, also als eine Frobeniusgruppe mit Frobeniuskern S = 7" und Frobe-
niuskomplement (z). Es sind w,z,y,z € T\S und T'/S = (Sx) ist zyklisch. Mit Lem-
ma und der Definition von M gilt auBerdem Sw € {Sxz? Sz~2},
Sy € {Sz* Sz~*} und Sz € {Sx,Sz~'}. Nach Definition von M ist w = yz und
ferner Sw = Sy -Sz. Lemma angewandt auf 7'/S, liefert nun den finalen Wi-
derspruch. Daher ist T'= G. |

Bemerkung 5.51
Seien H eine zyklische Gruppe von gerader Ordnung n € N, n > 6 und w € H
ein Erzeuger von H. Fiir alle y,z € {w,w™!'} mit der Eigenschaft yz = w2 folgt

y=z=w""! aus einer elementaren Berechnung.
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Lemma 5.52

Es gelte Voraussetzung . Weiter seien q € {11,13,17,19}, € G von Ordnung (3
und M = {(y,z) c 2% x 2@ ‘ yz:x2}. Dann gibt es Paare (y,z) € M so, dass
(x72y,2) =G gilt.

Beweis
Schritt 1: Es gilt |[M|#0:

Seien K := 2% und Ky := (22)¢. Nach Lemma ist |M| = di12. Unter Ver-
wendung der Charaktertafel von G in [Atl] ermitteln wir mit Lemma

13, falls ¢ =11,

37, falls ¢ =13,

q+2, fallse=-1,
di12 = bzw. di1o = {

49, falls ¢=17, 3¢g—2, fallse=1.

21, falls¢g=19
Insgesamt ist |M| = 0. O

Schritt 2: Es gibt mindestens ein Paar (y,z) € M so, dass (x~2,y,2) = G gilt:

Angenommen, das sei falsch. Seien (y,z) € M beliebig und T := (z72,y,2). We-
gen der Definition von M gilt yz = 2. Aufgrund der Annahme ist T eine echte Un-
tergruppe von GG. Dann gibt es eine maximale Untergruppe U von G so, dass T'<<U
ist. Da ¢ € {11,13,17,19} gilt, benutzen wir die Liste der G-Konjugiertenklassen
von maximalen Untergruppen von G in [Atl]. Weil 7" und U nach Konstruktion Ele-
mente der Ordnung S besitzen, folgt mit der Liste der G-Konjugiertenklassen von
maximalen Untergruppen von G, dass U eine Diedergruppe der Ordnung 23 oder
der Normalisator einer Sylow p-Untergruppe von G ist.

Fall 1: U sei eine Diedergruppe der Ordnung 2. Da U einen zyklischen Normaltei-
ler I vom Index 2 und von Ordnung § hat, U \ I nur aus Involutionen besteht
und « > 3 gilt, ist T = I. Mit den Séatzen I1.8.3 und II1.8.4 in [Hupl] gilt
y,2 € {z,271}. Da 2? fest gewihlt ist und o(z) = B > 6 gilt, ist mit Bemer-
kung y = w = x. Insbesondere gibt es nur genau ein Paar (y,z) in M so,
dass (y,z,272) zyklisch der Ordnung f3 ist.

Fall 2: Sei U der Normalisator einer Sylow p-Untergruppe S von GG. Dann gilt schon
e=1, da % kein Teiler von |U| ist. Wir wollen |M N (U x U)| bestimmen.
Sei K3 := (2%)¢ wie im Schritt 1. Zunichst ist

|G| G|
Kyl=——5o=—=q-(¢+1
el = iegua — g~ et
und Ko NU zerfillt in zwei U-Konjugiertenklassen, da Ny ((z?)) = (z) gilt,
genauer Ko NU = (22)VU(z=2)V. Es ist ‘(1‘2)[]‘ = |CU|[(]9‘:2)\ = % =¢q+1 und

damit gilt |[KoNU| = 2(q+ 1). Jedoch gibt es nur |G : U| = ¢+ 1 Konjugierte
von U in G. Daher gibt es insgesamt zwei Elemente in U, die 22 enthalten.
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Da U der Normalisator einer Sylow p-Untergruppe von G ist, liegen alle zu U
isomorphen Untergruppen von G in U,

Wir betrachten die zyklische Gruppe U/S. Weil y,z € @ gilt, st
Sy,Sz € {Sx,Sr~1} mit Satz I1.8.4 in [Hupl] und Lemma Aus der De-
finition von M folgt Sa? = Sy- Sz = S(yz). Da U/S = (Sz) Ordnung 3 > 6
hat, liefert Bemerkung nun Sy = Sz = Sx. Weil mit Lemma fiir alle
w € Sz schon w zu x in U (also auch in G) konjugiert ist, folgt nun, dass es
|S| = g Paare (y,z) in M N (U x U) gibt. Das Paar (x,x) ist eines davon.

Da es nur zwei Elemente in U gibt, die 22 enthalten und alle zu U isomorphen
Untergruppen von G in U liegen, gibt es nun insgesamt maximal 2|S| — 1
Paare (y,z) in M so, dass (z72,y,2) isomorph zu einer Untergruppe von
U = Ng(S) ist.

Ist e =—1, also 8 = %, so tritt Fall 2 von Schritt 2 nicht ein. Wegen Fall 1 und
mit Schritt 1 gibt es dann ¢+ 1 Paare (y,z) in M so, dass (z2,y,2) = G gilt. Ist
e=1,s0ist B = q%l. Mit Fall 1 und Fall 2 gibt es nun maximal 2¢ — 1 Paare (y,2)
in M so, dass (x72,y,2) # G gilt. Da mit Schritt 1 auerdem |M|= 3¢ — 2 gilt, gibt
es also mindestens g — 1 Paare in M, deren Elemente zusammen mit z~2 ganz G
erzeugen. Das widerspricht der Annahme von Schritt 2 und es folgt die Behauptung

des Lemmas. u

Lemma 5.53
Es gelte Voraussetzung [5.37 Weiter seien ¢ > 9 und | := [G,g,0 | [o,1],[8,2]] ein

HD. Dann ist l realisierbar.

Beweis

Mit den Lemmata und gibt es Elemente z,y,z € G so, dass o(z) = «,
o(y) =o0(z) =B, x-y-z=1g und (z,y,z) = G gilt. Damit sind (RHD1), (RHD2)
und (RHD3) fiir [ und das Tripel ((), (), (x,y,2)) erfiillt. Somit ist [ realisierbar. M

Lemma 5.54
Es gelte Voraussetzung [5.37 Weiter seien ¢ =9 und | := [G,qg,1 | [a,1],[8,2]] ein
HD. Dann ist | realisierbar.

Beweis
Seien gy € N und go > 1 so, dass [ := [G,9,1] [, 1],[B,1]] ein HD ist. Mit Lem-
ma ist [ realisierbar. Seien daher ((a),(b),(c,g)) eine Realisierung fiir I und
K1 :=¢%. Nach (RHD1) fiir [ gilt o(c) = o =2 und o(g) = 5 = 4.

Unter Verwendung der Charaktertafel von G in [At]] liefert Lemma den
Wert dq11 = 16. Damit gibt es z,y € K; so, dass xy = g gilt. Wegen der Eigenschaft
(RHD?2) der Realisierung ((a), (b), (¢,g)) von I folgt nun

lg = [a,b]cg = [a, b]czy.

Da g € (z,y) gilt, ist G = {(a,b,c,g) = {(a,b,c,z,y) wegen (RHD3) fiir {. Damit ist
((a),(b),(c,z,y)) eine Realisierung fiir [. [ |
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Nun haben wir alle Hurwitzdaten aus den Zeilen 13 und 14 der Tabelle[4.1lin Voraus-
setzung [£:21] auf Realisierbarkeit tiberpriift. Wir fassen die Ergebnisse zusammen:

Lemma 5.55
Es sei l == [G,9,90 | [m1,n1],...,[mp,n,]] ein HD aus einer der Zeilen 13 oder 14
von Tabelle[{.1] in Voraussetzung[{.21 Dann ist | realisierbar.

Beweis
Seien ¢ eine Primzahlpotenz und 1 := [G.9,00 | [m1,n1],...,[my,n,]] ein HD mit
kleinstmoglichem Cogeschlecht gg, das sich von [ nur durch die Geschlechte g und gg
unterscheidet. Da [ wie in den Zeilen 13 oder 14 der Tabelle von Voraussetzung
ist, gilt das auch fiir I. Ferner ist G = PSLa(¢) und ¢ > 9 und es gilt g > 2 und
9> 2, da ! und [ Hurwitzdaten sind.

Nun sind die Voraussetzungen der Lemmata [5.34] [5.36], [5.39], [5.40] [5.42] bis [5.46),
und fiir  erfiillt und diese liefern die Eigenschaft RHD fiir /. Ferner gibt es
ein n € Ng derart, dass go = go +n gilt. Lemma liefert dann die Behauptung. B

Im nachfolgenden Lemma verwenden wir die Notation fiir PSL und PSU aus [GLS3]:
Fiir alle n € N, n > 3 und Primzahlpotenzen ¢ € N, ¢ > 2 bezeichne PSL; (¢) die
Gruppe PSL,,(¢) und PSL, (¢) die Gruppe PSU,(q).

Lemma 5.56

Seien e € {1,—1}, p € N eine Primzahl und f € N so, dass q :=p! >3 gilt. Weiter
seien G =PSL5(q), d:=ggT(3,q—¢), a:= q%—%‘lqﬂ und | = [G,9,1] [a,1]] ein HD.
Dann ist | realisierbar.

Beweis

Seien K7 eine G-Konjugiertenklasse von Elementen der Ordnung « und mit Table 2
2

in [SiFY] sei Ky eine G-Konjugiertenklasse von Elementen der Ordnung ( := (qfd_l)

(siehe vorletzte Zeile in Table 2 in [SiFt]; die Elemente aus dieser Konjugiertenklasse
haben Zentralisatorordnung ). Seien weiter z € Kj, y € Ko und U := (z,y). Da
z,y € U ist, wird |U| von «, 8 und damit auch von kgV (v, 3) geteilt. Mit Lemma[3.4]
sind « und % = ¢3(¢®> — 1)(q — ¢) teilerfremd. Daher gilt schon ggT(«,3) =1 und
somit kgV (o, f) = af.

Schritt 1: Es ist U =G

Angenommen, das gelte nicht. Sei dann M eine maximale Untergruppe von G so,
dass U < M ist. Da z,y € U gilt, werden |U| und |M| von kgV(a, ) = a - 3 geteilt.
Wir bestimmen den Isomorphietyp von M mittels Theorem 6.5.3 in [GLS3].

Aus Ordnungsgriinden ist M nicht isomorph zu PSL3(qo), PSUs(q0), PGL3(q0)
oder PGUs(qp) fiir echte Teiler go von ¢. Ferner werden |PSLa(q)|, d='3(q — ¢)?
und 3« nicht von af geteilt, da ¢ > 3 gilt. Daher ist M nicht wie in den Féllen
(b), (c) und (e) bis (g) von Theorem 6.5.3 in [GLS3].

Da « eine ungerade und nicht durch 3 teilbare Zahl ist, ist M weder isomorph
zu PSU3(2) noch zu PGU3(2), da die Ordnung dieser nur ein Produkt aus Potenzen
von 2 und 3 ist.
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Gilt M =PSL3(2), so ist wegen der Ordnung von M in [Atl] nur a = 7 moglich.
Dann folgt ¢(q+¢) = 6. Da ¢ > 3 gilt, folgt daraus ¢ = 3 und ¢ = —1. Dann hat
y € M jedoch Ordnung S = 8 und nach der Charaktertafel von PSL3(2) in [Atl]
enthélt PSL3(2) kein Element der Ordnung 8, ein Widerspruch zu M = PSL3(2).

Falls M isomorph zu Ag oder Mg ist, so muss wegen |M| und ggT(e,6) =1
schon a =5 sein. Dann ist jedoch ¢- (¢ +¢) =4, ein Widerspruch zu ¢ > 3. Falls M
isomorph zu A7 ist, so muss aus Ordnungsgriinden wieder a € {5,7,5- 7} sein. Wie
zuvor kann der Fall o = 5 nicht eintreten. Der Fall o = 7 fithrt zu ¢ =3, e = —1
und 5 =8, jedoch besitzt A7 keine Elemente der Ordnung 8. Der letzte Fall o = 35
kann nicht eintreten, da A7 keine Elemente der Ordnung 35 besitzt. Somit kénnen
die Falle (d) und (h) bis (k) von Theorem 6.5.3 in [GLS3] nicht eintreten.

Dann ist nur noch der Fall (a) von Theorem 6.5.3 in [GLS3| méoglich. Nun ist M
eine maximal parabolische Untergruppe von G oder das Bild eines Stabilisators eines
echten, nicht ausgearteten Teilraumes von GF(q)? unter dem natiirlichen Gruppen-
homomorphismus von SU3(g) in PSU3(gq). Wir bestimmen die Ordnung von |M | und
nutzen dafiir die Abschnitte 3.3.3 und 3.6.2 in [Wil, S. 47, 67] sowie die Ordnungs-
formeln fiir lineare und unitére Gruppen in [Tayl S. 19, 118]. Ist M eine maximal
parabolische Untergruppe, so gilt

|M| = d¢*(g-1)(¢* - 1), fallse=1,
dq*(¢* - 1), falls e = —1,

und wir sehen, dass weder fiir ¢ = 1 noch fiir ¢ = —1 die Ordnung von M durch «
teilbar ist. Daher ist M das Bild eines Stabilisators eines echten, nicht ausgearte-
ten Teilraumes von GF(q)? unter dem natiirlichen Gruppenhomomorphismus von
SUs(q) in PSU3(g). Dann ist M mit Abschnitt 3.6.2 in [Wil, S. 68, Z. 1f] isomorph
zu GUa(q)/Cy und hat Ordnung d~'g(q+1)(¢*> —1). Diese Zahl wird ebenfalls nicht
von « geteilt. Da M nun auch nicht wie im Fall (a) von Theorem 6.5.3 in [GLS3]
ist, erfolgt ein Widerspruch zur Annahme U = G. O

Schritt 2: Realisierbarkeit von l:

Unter Verwendung der generischen Charaktertafel von G in [CHE] erhalten wir
do1a = d(¢* —eq® +eq — 1) und di21 = d(q* — €¢® — eq + 1) mit Lemma, (in
[CHE] gehort K zur generischen Klasse Nummer 8 und K zur generischen Klasse
Nummer 7, wenn d = 1 gilt; andernfalls gehért K; zur generischen Klasse Nummer
11 und K3 zur generischen Klasse Nummer 10 in [CHE]). Mit Schritt 1 liefert Lemma
(.22 nun die Behauptung. [ |

Bevor wir uns mit der Realisierbarkeit der Hurwitzdaten aus den Zeilen 17 und 18
der Tabelle in Voraussetzung fiir symplektische und orthogonale Gruppen
beschéftigen, werden wir zunéchst zwei Hilfslemmata iiber Gruppen isomorph zu
PSLa(q).Cy beweisen, welche wir fiir die symplektischen und orthogonalen Gruppen
benodtigen. Fiir Schritt 2 des ersten Lemmas, vermerken wir vorher
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Bemerkung 5.57
GAP-Berechnung zum Schritt 2 vom Beweis von Lemma [5.58

gap> q:=5;; # oder 4 oder 7 oder 9
gap> G:=PSL(2,q);; d:=Gcd(2,9-1);; alpha:=(q+1) / d4;;
gap> lalpha:=Filtered(G, x -> Order(x)=alpha);;
gap> z:=Random(lalpha);;
gap> 12:=Elements(ConjugacyClass(G,First(G,i->0rder(i)=2)));;
gap> 1:=[1;;
gap> for x in 12 do for y in G do
> if Comm(x,y)=z"(-1) then Add(1, [x,y]);

> fi;od;od;
gap> Number (1,i->Group(Union(i, [z]))=G);
6 # im Fall g=b

# 32 im Fall g=7
# 10 in den Fallen g=9 und g=4

Lemma 5.58

Seien p eine Primzahl, f € N, ¢ :=p! >4, d = ggT(q—1,2) und a := %ll. Falls
p = 2 gilt, sei ferner f gerade. Sei weiter H = PSLa(q). Dann gibt es Elemente
z,y,z € H so, dass o(x) =2, o(z) = «, [x,y] =z und (z,y,z) = H gilt.

Beweis

Mit Satz I1.8.4 in [Hupl] sei z € H ein Element der Ordnung «. Mit demselbem Satz
ist Ng7((z)) eine Diedergruppe der Ordnung 2a. Seien K eine H-Konjugiertenklasse
von Involutionen, Ky =z und M := {(a,b) € K1 x H | [a,b] = 27 1}.

Schritt 1: Berechnung von |M|:

Wir benutzen [CHE], um dji2 zu berechnen. Ist ¢ € H eine Involution, so gilt
mit den Satzen 11.8.2 bis I1.8.5 in [Hup]]

q, falls g=0 mod 2,
ICr(t)|=4qq—1, fallsg=1 mod4, (5.3)
qg+1, fallsg=3 mod4.

Ferner gibt es mit diesen Sétzen und dem Satz von Sylow nur genau eine H-Kon-
jugiertenklasse von Involutionen. Ist ¢ = 0 modulo 2, so gehort Ko zur generischen
Konjugiertenklasse Nummer 4 und K7 zur generischen Konjugiertenklasse Nummer 2
in [CHE]. Ist ¢ = 1 modulo 2, so gehort Ky zur generischen Konjugiertenklasse
Nummer 5 und Kj zur generischen Konjugiertenklasse Nummer 6 in [CHE]. In
beiden Fallen gehort zu der generischen Konjugiertenklasse zu Ko ein Parameter
i€{1,...,a} mit der Eigenschalft:

 Gilt ¢ = —1 modulo 4, so ist i nicht durch § teilbar.

e Gilt ¢ =1 modulo 4 oder ¢ =0 modulo 2, so ist ¢ nicht durch « teilbar.
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Mit Bemerkung konnen wir daher fiir Ko den Parameter ¢ = 1 wéahlen. Dann
ist ¢ nicht durch o bzw. § teilbar (im Fall ¢ = —1 modulo 4). Nun liefert Lem-
ma unter Verwendung der generischen Charaktertafel von H in |[CHE] den
Wert di12 = o. Nach Wahl von i gilt somit di12 = o und aus Lemma folgt
|M|=a-|Cg(t)|#0. O

Schritt 2: Es gibt Paare (t,b) € M so, dass (t,b,z) = H gilt:

Mit einer kleinen Berechnung in [GAP] folgt die Aussage von Schritt 2 fir die Fal-
le q € {4,5,7,9} (siche Bemerkung[5.57)). Sei daher ¢ ¢ {4,5,7,9}. Angenommen, die
Aussage von Schritt 2 gelte nicht. Seien (¢,b) € M beliebig sowie U := (¢,b, z). Dann
ist U # H nach Annahme. Da g ¢ {4,5,7,9} gilt, ist &« > 5 und deshalb U = Ny ((z))
eine Diedergruppe der Ordnung 2« mit Hauptsatz I11.8.27 in [Hupl] und gleichzeitig
eine maximale Untergruppe von H. Es ist ¢ nicht die zentrale Involution in der Die-
dergruppe N ((z)), da diese mit allen Elementen und insbesondere mit b € N ((z))
vertauschbar ware, d.h. [t,0] = 1 # z. Damit gilt ¢,b € Ny ((z)) = (¢,z) und ¢ in-
vertiert z. Insbesondere ist |Cy(t) N Ny ((2))| € {2,4}. Weil g ¢ {4,5,7,9} gilt, folgt
|C(t)] > 8 mit der Gleichung (5.3). Daher sei g € Cy(t)\ Ng((z)) beliebig. Dann
ist auch (¢,g-b) € M.

Wir betrachten V := (t,g-b,z). Dann ist aus Ordnungsgriinden Ng((z)) = (z,t)
und eine Untergruppe von V. Da b € (z,t) <V gilt, folgt g = (gb)b~! € V. Weil
(t,z) eine maximale Untergruppe von G ist, die g nicht enthélt, gilt V = G. Das
widerspricht der Annahme fiir den Fall ¢ ¢ {4,5,7,9}. Damit ist alles gezeigt. |

Lemma 5.59

Seien p eine Primzahl, f €N, q:=pf >4, d:=ggT(¢—1,2) und a := %ll, Im Fall
p =2 sei f gerade. Sei weiter G = PSLa(q).Co. Dann gibt es Elemente z,y,z € G
so, dass o(z) =2, o(z) =, [z,y] =z und (x,y,z) = G gilt. Ferner ist:

2q, falls p=2,
|ICa(z)|=12(¢q—1), fallsq=1 mod4,
2(q+1), fallsgq=-1 mod4.

Beweis

Sei H < G so, dass H = PSLa(q) gilt. Mit Lemma gibt es dann Elemente
z,y,z € H so, dass o(z) =2, o(z) = a, [z,y] =z und (z,y,2) = H gilt. Wir zeigen
zunéichst, dass |Cg(z): Cy(x)| = 2 gilt. Daraus und mit der Gleichung auf
Seite folgt die Aussage iiber |Cg(x)|.

Sei zuerst p # 2. Dann wird entweder % = « oder q%l von 2 geteilt. Damit

ist Cg(z) entweder eine Diedergruppe von Ordnung g+ 1 oder ¢ — 1 mit den Sét-
zen 11.8.3 und 11.8.4 in [Hup1] (vgl. auch Bemerkung[5.38)). Sei g € Cjy(z) ein Element
der Ordnung a bzw. %. Dann gilt Ny ({g)) = Cg(x).

Seien U := (g) und A := UY. Dann operiert G transitiv und nicht-regulér auf A
per Konjugation. Ferner sind alle Elemente von A Untergruppen von H, da H JG
gilt. Nun operiert auch H auf A transitiv mit Satz I1.8.5 (a) in [Hupl]. Gilt V € A,
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so ist Ng (V') der zugehorige Punktstabilisator und es folgt G = H - Ng(U) mit dem
Frattini-Argument (siehe z.B. 3.1.4 in [KuSt]). Ferner ist

N(U)/Nu(U) = (H - No(U))/H = G/H.

Daher gilt |Cg(z): U|=|Ng(U) : U| =4 und Cg(z) hat Index 2 in Cg(x).

Sei jetzt p = 2. Dann ist C'y(x) eine Sylow 2-Untergruppe und elementarabelsch
der Ordnung ¢ mit Satz 11.8.2 in [Hupl] und Gleichung auf Seite Cr(z)
kann also als ein Vektorraum V' der Dimension f iber GF(2) aufgefasst werden. Wir
wissen mit Hilfssatz I1.8.1 in [Hupl], dass H transitiv auf der Menge der eindimen-
sionalen Teilrdume von V wirkt, also transitiv auf der Menge aller Untergruppen
von V der Ordnung 2. Da H <G gilt, ist fir alle g € G schon (z)9 < H und damit
x9 € H. Wieder mit dem Frattini-Argument folgt dann G = H-Ng((z)) = H-Cg(z),
also hat C'y(x) Index 2 in Cg(x).

Sei p beliebig. Wegen |Cq(z) : Cy(z)| =2 sei g € Cg(z) \ H beliebig und wir
setzen w := gy. Dann gilt 1 = [z,y]z = [z,w]z, da g € Cg(x) ist. Wir betrachten
nun U := (z,w, z) und nehmen an, dass U # G sei.

Dann ist auch U # H, da w ¢ H ist. Ferner ist U # (x,z), da (z,z) < H gilt.
Seia e U\ H. Dann ist a-w=agy e UNH, weil G/H ={H,Ha} gilt. Wir konnen
annehmen, dass agy € (x,z) ist, da y & (z,z) gilt. Nach Lemma konnen wir a
derart wahlen, dass H = (x,z,agy) < U gilt. Dann sind y € (x,z,ag9y) = H und
y € U. Nun ist g € U und insgesamt folgt U = G, ein Widerspruch zur Annahme
U=aG. |

Bevor wir die Realisierbarkeit der Hurwitzdaten aus Voraussetzung fiir sym-
plektische und orthogonale Gruppen iiberpriifen, untersuchen wir zunéchst den Zen-
tralisator einer speziellen Involution in PSp,(q) fiir gerade Primzahlpotenzen ¢ > 4.
Nachfolgend verwenden wir [AsSe] und verweisen auf die Notation der Quelle im
vierten, siebenten und achten Abschnitt auf den Seiten 8 bis 10 und 14 bis 24.

Bemerkung 5.60
Seien f € N, f > 2, g =2/, n =4, V ein n-dimensionaler Vektorraum iiber
I := GF(q), G := Sp(V) = PSp(V) sowie t € G eine Involution. Wir bestimmen
Cq(t) fir t im Fall (7.11) in [AsSe]. Wir werden nachfolgend mit Matritzen arbeiten.
Daher erinnern wir an die im Abschnitt[1.1]dieser Arbeit eingefithrte Bezeichnung I,,,
fiir die Einheitsmatrix der Grofle m x m iiber einem beliebigen Korper sowie an den
Operator * fiir Matrixmultiplikation. Zur besseren Ubersicht lassen wir Blocke mit
Nullmatritzen leer.

Nach den Voraussetzungen in (4.2) und (7.6) von [AsSe| ist 1 <1 < § = 2 gerade,
also gilt I = 2. Seien Cj := Cgp,y)(t) und C := C;NSp(V) = Cg(t). Nach (4.2) in
[AsSel, S. 9] kénnen wir ¢ als



wéhlen. Sei g € C;. Dann ist nach (4.3) in [AsSe]

wobei X (g) und Q(g) von GroBe I x I, Y (g) von Grofle (n—21) x (n—21), P(g) von
GroBe (n —20) x I und R(g) von GroBe [ x (n — 21) ist sowie det(X)?det(Y) = 1y
gilt. Da | = 2 ist, verschwinden Y (g), P(g) und R(g) fur alle g € C (diese Matritzen
haben Grofie 0 x m bzw. m x 0 fiir ein m € N, weil n —2/ =4 —2-2 =0 gilt).

Sei g € C beliebig. Nach (7.11) in [AsSe| gilt nun (in der Notation von [AsSe])

(O 1F _(1r OF (T z _(X(9)
F_<1IF 11F>’X(g)_<$ 1F>,Q(g)—<y 8) undg_(@(g) X(9)>7

wobei z,y,2,r,s € F sind. Ferner muss

<8F g]F) = X(g)* F*Q(9)" +Q(G)x FxX(9)"
F F

nach (7.11) gelten, wobei M7 die Transponierte der Matrix M sei. Durch Multipli-
kation erhalten wir

M= X(g)* F+Q(g)" = <r+z(:1:+1F) y+s(“’+1F)>

und

My = Qg)+ F + X (g)T = (z z(a:+11p)+r> .

s s(rx+1lp)+y
Da char(IF) = 2 ist, gilt nun nach (7.11) in [AsSe]

<8E 8?) =Mt My = (s + z(:c(ll—Fl]F) +7r o Z(x(j]_FhF) ’ T) ’
d.h. wir miissen s = —r — z(x + 1p) =r + z(x + 1) setzen und konnen y,r,z,2 € F
beliebig wéhlen. Damit ist
1p OF O Op
C= ": 15 (1)5 85 z,y,2,r €F

y r+ze+lp) z lp

Mit Satz I1.7.1 in [Hupl] ist dann C' eine Untergruppe einer Sylow 2-Untergruppe S
von SL(V), die aus den unteren Dreiecksmatritzen mit 1y auf der Diagonalen be-
steht. Es ist |S| = ¢ und die Eintriige der Matritzen aus S unterhalb der Diagonalen
sind nach selbem Satz beliebig. Da die Matritzen aus C gegeniiber denen aus .S zwei
Freiheitsgrade verloren haben (doppeltes Vorkommen von ,z* in Zeile 2, Spalte 1
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und Zeile 4, Spalte 3, sowie die Abhéngigkeit 7+ z(z + 1) in Zeile 4 Spalte 2 der

Matritzen aus C'), hat C' somit Ordnung %' = ¢*. Ein Vergleich mit |G| zeigt (siche
z.B. Gleichung (3.22) in [Wil, S. 60]), dass dann C' eine Sylow 2-Untergruppe von G

ist.

Lemma 5.61 )
Seien q > 3 eine Primzahlpotenz, d := ggT(¢®> —1,2), a := % und G = PSpy(q).
Dann ist das HD 1 :=[G,g,1 | [a,1]] realisierbar.

Beweis
Mit den Theoremen 3.7 und 3.8 in [Wil, S. 92f] besitzt G eine maximale Untergruppe
M isomorph zu PSp,(¢?).Co = PSLa(q?).Co. Mit Lemma gibt es x,y,z € M so,
dass o(z) =2, o(z) = «, [z,y]z = 1g und (x,y,z) = M gilt.

Ist ¢ gerade, so gilt |Cy(x)| = 2¢* mit Lemma Ist ¢ ungerade, so folgt
¢*> =1 modulo 4. Ferner gilt |C/(7)| =2(¢> — 1) mit Lemma m

Ist ¢ ungerade, so enthélt C(x) eine Sektion isomorph zu SLa(g) o SLa(q) oder
zu PSLa(q) nach Table 4.5.1 in [GLS3]. Ist ¢ gerade, so enthélt C(z) eine Sektion
isomorph zu PSLy(¢) nach (7.9) und (7.10) in [AsSe| oder Cg(z) ist eine 2-Gruppe
mit (7.11) in [AsSe]. Gilt (7.11) aus [AsSe] fir z, so ist Cg(z) eine Sylow 2-Un-
tergruppe von G und hat daher Ordnung ¢* (siche Details in Bemerkung [5.60)).
Falls (7.9) oder (7.10) von [AsSe] fiir « gilt, folgt |Cq(z)| > ¢*(¢> + 1) > ¢*, da
Cr(7) < Cg(z) und |Cpy(z)| = 2¢? ist. Insgesamt ist |Cps ()| < |Cg(z)] fiir beliebige
Primzahlpotenzen ¢ > 3.

Schritt 1: Das HD [ erfillt (RHD1) und (RHD2):

Da |Cy(z)] < |Ca(z)| fir beliebige Primzahlpotenzen g > 3 ist, finden wir ein
Element g € Cg(z) \ M und es gilt [x,g-y]z = [z,y]z = 1g. Nun erfiillt das Tripel
((x),(g-v),(2)) die Eigenschaften (RHD1) und (RHD2) fiir {. O

Sei T':= (x,g-y,z). Gilt T = G, so erfiillt das Tripel ((z),(gy),(z)) auch (RHD3)
fiir [ und wir sind fertig. Seien also T'# G und U < GG eine maximale Untergruppe
von G so, dass T'< U gilt. Nach Wahl ist (z,z) < M. Da auch y € M und insbesondere
g & M ist, folgt T M.

Schritt 2: Ist ¢ ungerade, so erfillt | auch (RHDS3):

Sei ¢ ungerade. Dann ist o = qQTH und |7'| und |U| werden von kgV(2,a) = 2«
geteilt. Gilt ¢ > 5, so ist a > 13. Mit Theorem 3.8 und den Ordnungsformeln fiir
klassische Gruppen in [Wil] folgt U = M = PSLs(¢?).Cs oder es gilt ¢ =3, a = 5 und
U= 024.(2;(2) ~ Cy*. As, da die Ordnungen der maximalen Untergruppen von G
aus den anderen Féllen im Theorem 3.8 in [Wil, S. 93] nicht durch « teilbar sind.

Sei ¢ = 3. Mit der Charaktertafel von G = PSp,(3) in [Atl] seien K eine G-Konju-
giertenklasse von Elementen der Ordnung o =5 und K3 eine G-Konjugiertenklasse
von Elementen der Ordnung 9. Lemma liefert di91 = 585 und da1o = 567. An-
hand der G-Konjugiertenklassen von maximalen Untergruppen von G in [Atl] sehen

140



wir, dass G keine Untergruppe enthélt, die sowohl Elemente aus Kj als auch Ele-
mente aus Ko besitzt. Zusammen mit Lemma liefert das die Behauptung fiir [
im Fall ¢ = 3.

Sei nun ¢ > 3. Dann ist U = M (siehe oben). Mit Table 3.5.C in [KILi, S. 72]
(Block C3 mit j = 10, Spalte V) ist M die einzige G-Konjugiertenklasse von maxi-
malen Untergruppen isomorph zu M (fir eine Erklédrung zu Spalte V von Table 3.5.C
vgl. Abschnitt 3.2 in [KILi, S. 61ff]). Daher gibt es ein h € G so, dass U" = M gilt. Mit
Lemma ist (z) eine Hall m((z))-Untergruppe von G und es gilt Ng((z)) < M.
Mit den Sdtzen II1.5.8 und IIL.5.6 in [Hupl] konnen wir h € G so wéhlen, dass
(z)? = (2) ist. Dann folgt h € Ng((z)) < M und deswegen U = M, ein Widerspruch
zur Annahme T = G.

Schritt 3: Ist g gerade, so erfiillt | auch (RHDS):

Sei g gerade. Dann ist o = ¢ + 1 und |T'| und |U| werden von kgV(2,a) = 2«
geteilt. Da ¢ > 4 gilt, ist a > 17. Mit Theorem 3.7 und den Ordnungsformeln fiir
klassische und exzeptionelle Gruppen in [Wil] ist U isomorph zu M = SLs(¢?).C3
oder GOj (q) = SL2(¢?).C2 oder f ist ungerade und es gilt U = Sz(q), da die Ord-
nungen der maximalen Untergruppen von G aus den anderen Féllen im Theorem 3.7
in [Wil, S. 92] nicht durch « teilbar sind.

Mit Kapitel XI.3 in [HuB3] kénnen wir den Fall U = Sz(q) ausschlieBen, da es
in Sz(q) keine Elemente der Ordnung o = ¢%+1 gibt. Damit gilt also U = SLa(¢?).C>
und wegen Table 3.5.C in [KILi, S. 72] ist U entweder zu M konjugiert in G oder U
liegt in der zweiten, von M© verschiedenen G-Konjugiertenklasse von maxima-
len Untergruppen isomorph zu M (siehe Block C3 mit j = 10 und Block Cg von
Table 3.5.C in [KILi, S. 72]). Wie auch im Schritt 2 liefert der Fall U € MY einen
Widerspruch. Daher ist US = MC.

Es gilt U- M C G und

U|- M| = U =4¢"(* - 1)*(® +1)* > ¢} (> - 1D)* (P +1) = |G].

Damit ist [UNM| = % > 4(¢g% +1) = 4o und gleichzeitig ist |[U N M| ein Vielfa-
ches von 4(¢%+41), da UNM eine Untergruppe von U und M ist. Mit dem Hauptsatz
11.8.27 in [Hupl] und, da g > 4 gilt, gibt es keine Untergruppe in SLa(¢?), deren Ord-
nung ein echtes Vielfaches von 2(¢?+1) ist. Damit folgt |U/ N M| = 4 und nach Wahl
UNM = Ng((z)).

Weiter ist |Cy(z)] = 2¢% = |Car(z)| und |Cpyrpr(z)| < 4, da z eine Involution
und o ungerade ist (nach Konstruktion kénnen wir annehmen, dass z € Ny a7 ((2))
gilt). Da wir zu Beginn |Cg(x)| > ¢* gezeigt hatten, folgt |Cq(z)\ (UUM)| > 4.
Damit kénnen wir g wie im Schritt 2 derart wahlen, dass g € Cg(z) \ M und
g-yeUUM gilt. Dann folgt T'=G. [ |

Lemma 5.62

Seien q > 2 eine Primzahlpotenz, d := ggT(¢* —1,2), a := #, G =PQg (q) und
l:=[G,q,1|[c,1]] ein HD. Dann ist | realisierbar.
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Beweis

Nach Theorem 3.11 in [Wil, S. 94f] besitzt G eine maximale Untergruppe M iso-
morph zu PQy (¢%).Cy = PSLy(¢*).Cs. Mit Lemma gibt es x,y,z € M so, dass
o(z) =2, 0(z) = a, [z,y]z = 1g und (z,y,z) = M gilt.

Ist ¢ gerade, so gilt |Cps(z)| = 2¢* mit Lemma Ist ¢ ungerade, so ist ¢* =1
modulo 4 und es gilt |Cps(z)| = 2(¢*—1) mit selbigem Lemma. Ist ¢ ungerade, so ent-
hilt Ci(z) einen Abschnitt isomorph zu Qg (q), Qf (¢) oder zu Q) (q) x Q () nach
Table 4.5.1 in |[GLS3|. Insbesondere ist die Ordnung jedes dieser Abschnitte durch ¢
teilbar. Ist ¢ gerade, so enthalt Cg(z) einen Abschnitt isomorph zu Spy(q) x P (),
Sp4(q) oder Spy(g) = SLa(q) nach (8.6), (8.8), (8.10) und (7.6) in [AsSe]. Insbesonde-
re ist die Ordnung jedes dieser Abschnitte durch ¢%—1 teilbar. Da |Cg(z)| > [Cps(z)]
gilt, gibt es ein g € Cg(x) \ M. Dann folgt [z,g-y]z = [z,y]z = 1. Nun erfillt das
Tripel ((z),(g-y),(2)) die Eigenschaften (RHD1) und (RHD2) fur 1.

Sei T := (x,g-y,z). Gilt T = G, so erfiillt das Tripel ((z),(gy),(z)) auch (RHD3)
fiir [ und wir sind fertig. Seien also T'# G und U < G eine maximale Untergruppe
von G so, dass T'< U gilt. Nach Wahl ist (x,z) < M. Da auch y € M und insbesondere
g€ M ist, folgt T L M.

G ist eine Unter- bzw. Faktorgruppe von GOg (¢). Wir nutzen daher die Liste
der maximalen Untergruppen von GOg (¢) in Theorem 3.11 in [Wil, S. 94f], um zu
entscheiden, in welchen maximalen Untergruppen U und T als Abschnitte liegen
kénnen. Sei also M eine maximale Untergruppe von GOg (g) so, dass U eine Sektion

von M ist. Da T < U gilt, ist ‘]\Zf‘ durch |T| = a = d~1(¢* + 1) teilbar. Aufgrund
der Restriktionen fiir die Existenz gewisser maximaler Untergruppen von GOg (q)
im Theorem 3.11 in [Wil, S. 94f] kénnen wir die Fille (v) bis (vi¢) und (z) und (z7)
des Theorems ausschlieBen. Die Félle () bis (4v) und (viii) konnen ebenfalls nicht
eintreten, da in diesen Fillen 'M ‘ nicht durch « teilbar ist. Daher bleibt nur der

Fall (viii) von Theorem 3.11 in [Wil, S. 94f] iibrig. Dort gilt M = GO (¢%).Ca baw.
U= PQZ (q2).02 = PSLQ(q4).CQ =M.

Mit Table 3.5.F in [KILi, S. 74] (Block C3 mit j = 16, Spalte V) ist M die einzige
Konjugiertenklasse von Untergruppen von G isomorph zu M (siche Abschnitt 3.2
in [KILi, S. 61f] fiir eine Erklarung zu Spalte V). Daher gibt es ein h € G so, dass
U = M" gilt. Mit Lemma gibt es nur eine G-Konjugiertenklasse von zyklischen
Untergruppen der Ordnung « und es gilt Ng((z)) < M. Ferner ist T eine Hall-Un-
tergruppe von G, da a = q‘%l teilerfremd zu ¢, ¢* — 1, ¢° — 1 und damit auch zu %
ist. Mit den Séatzen II1.5.8 und II1.5.6 in [Hupl] kénnen wir A € G so wiéhlen, dass
(z)" = (2) gilt. Dann ist h € Ng((z)) < M und damit U = M, ein Widerspruch zur
Annahme T = G. |

Mit der Tabelle in Voraussetzung [4.21] miissen wir nun noch die Realisierbarkeit
von Hurwitzdaten [G,g,g¢ | [m1,n1],...,[m,n,]] iberpriifen, fir die G zu einer der
Familien Sz(q), 2Ga(q) oder 3D4(q) von exzeptionellen Gruppen gehort.
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Lemma 5.63
Seien f €N, s:=2f, q:=2s%>>8 und G = Sz(q) sowie o :=q—2s+1, f:=q—1
und v:=q+2s+ 1. Dann sind «, B und v paarweise teilerfremd.

Weiter seien ni,n3 € {0,1} und na € {0,1,2} so, dass 1 <ny+na+ng <4 gilt
und | := [G,g,90 | [a,n1],[B,n2],[v,n3]] ein HD ist. Gilt ny +mna2+n3 > 3, so sei
go = 0. Andernfalls sei go = 1.

Dann ist | realisierbar.

Beweis

Seien K1, Ko bzw. K3 jeweils G-Konjugiertenklassen von Elementen der Ordnung «,
S bzw. 7. Esist a-vy=¢*>+1. Da f =q—1 und ¢* + 1 teilerfremd sind, ist auch
geT(a,5) =1 =ggT(B,7). Ferner gilt ggT(a,y) =1 und > 5, > 7 und v > 13
sind stets ungerade Zahlen, da ¢ eine 2-Potenz ist. Damit sind «, 8 und v auch
paarweise teilerfremd zu ¢. Fiir den Beweis nutzen wir [CHE]. Dann gehort Ky zur
generischen Konjugiertenklasse Nummer 7 in [CHE|, Ky zur generischen Konjugier-
tenklasse Nummer 5 und K3 zur generischen Konjugiertenklasse Nummer 6.

Schritt 1:  Seien 4,5 € {1,2,3} beliebig und verschieden sowie U < G so, dass U
sowohl mit K; als auch mit K; nichttrivialen Schnitt hat. Dann ist U = G

Angenommen, das gelte nicht. Dann sei M eine maximale Untergruppe von G
so, dass U < M gilt. Wegen K; NU # @ # K; NU sind nun |U| und |M| durch
a-B=(q—1)(qg—2s+1), a-y=¢*+1oder B-v=(q—1)(q+2s+1) teilbar.

Mit Theorem 4.1 in [Will S. 117] (fur ¢ > 8) und [Atl, S. 28] (fiir ¢ = 8), erfolgt
dann bereits ein Widerspruch, da es keine maximale Untergruppe von G gibt, deren
Ordnung durch af, ay oder S teilbar ist. O

Schritt 2: Realisierbarkeit im Fall ny =1 =n3 und ng € {1,2}:
Mit Lemma und der generischen Charaktetafel von G in [CHE] gilt:
dios =@ +¢*(2s+1)+q+2s+1>0.

Damit gibt es Elemente x € K1, y € Ko und z € K3 so, dass zy = z gilt. Nun
erfiillt das Tripel ((),(),(z,y,27!)) die Eigenschaften (RHD1) und (RHD2) fiir [
im Fall (n1,n2,n3) = (1,1,1) und mit Schritt 1 auch (RHD3). Damit ist [ im Fall
(n1,n2,n3) = (1,1,1) realisierbar. Da = ¢ — 1 ungerade ist, folgt mit Lemma
angewendet auf die eben gezeigte Realisierbarkeit vom HD [G,g,0 | [a, 1],[8,1],[7,1]]
ebenso die Realisierbarkeit vom HD [G,g,0 | [o,1],[5,2],[y,1]] (Fall (n1,n2,n3) =
(1,2,1) fiir 7). O
Schritt 3: Realisierbarkeit fiir die verbliebenen Falle:

Mit Lemma und der generischen Charaktertafel von G in [CHE] folgt:

dio1 = ¢° + (14+28)¢° +q+ (1+2s),  dorz =¢°+ (1+2s)¢” —q— (1+25),

dygo ="+ (1-25)¢" —q—(1-25),  dso3 ="+ (1=25)¢° + g+ (1-29),

d131 = q3 - q2 + (48 — 1)q+ 1 und d313 = q3 - q2 - (48+ 1)q—|— 1.
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Ferner gilt d;j; > 0 fiir alle 4,5 € {1,2,3} mit ¢ # j, da s > 1 und damit ¢ > 8
gilt. Wir wollen nun Lemma [5.22] zusammen mit diesen Koeffizienten und Schritt 1
anwenden. Fir jedes Tripel (ni,n2,n3) € {(1,0,0),(0,1,0),(1,1,0),(1,2,0)} liefert
Lemma [5.22| mit den Koeffizienten di2; und do1s und Schritt 1 die Realisierung von
[ im Fall (n1,n2,n3). Fir das Tripel (n1,n2,n3) € {(0,0,1),(0,1,1),(0,2,1)} nutzen
wir die Koeffizienten dozs und dsgz und fir (ng,ng,n3) = (1,0,1) verwenden wir
die Koeffizienten dj3; und ds;3, um die Realisierbarkeit fiir [ im Fall (n1,n2,n3) aus
Lemma [5.22] zusammen mit Schritt 1 zu erhalten. Die Realisierbarkeit des verblieben
Falles (n1,n2,n3) = (0,2,0) fiir  erhalten wir mit Lemma[5.21]aus der eben gezeigten
Realisierbarkeit des HD [G,g,1][8,1]], da 5= ¢ — 1 eine ungerade Zahl ist. Damit
folgt die Behauptung. |

Lemma 5.64
Seien f € N, s:= 3/, ¢:=3s2, a:= q%l sowie G = 2Ga(q). Dann ist das HD
l:=[G,g,1|[e,1]] realisierbar.

Beweis

Sei K eine G-Konjugiertenklasse von Elementen der Ordnung o und mit Theo-
rem 4.2 (iv) in [Wil, S. 138] seien § := ¢+ 3s+1 sowie K eine G-Konjugiertenklasse
von Elementen der Ordnung 3.

Schritt 1: Sei U <G eine Untergruppe, die Elemente der Ordnung o und 3 enthdlt.
Dann ist U = G:

Angenommen, das sei falsch. Sei dann M eine maximale Untergruppe von G so,
dass U < M gilt. Mit Theorem 4.2 in [Will, S. 138] ist jede maximale Untergruppe, die
ein Element der Ordnung 3 besitzt, isomorph zu Cg : s, da 3 weder ein Teiler von
IPSL2(q)| noch von [2G2(qo)| ist, wobei o ein echter Teiler von ¢ sei. Da g > 27 > 6
gilt und M ein Element der Ordnung « > 13 besitzt, erfolgt ein Widerspruch zur
Annahme. O

Schritt 2: Realisierbarkeit von l:

Unter Verwendung der generischen Charaktertafel von G in [CHE|] (K; gehort
zur generischen Konjugiertenklasse Nummer 11 und Ko zur generischen Konjugier-
tenklasse Nummer 14) ergibt sich mittels Lemma

dig1 = q° + (2— 3s)q4 +(1- 35)q3 + q2 +(2—-3s)g+ (1 —3s) und
dora=q"+ (2—38)¢* + (1 —358)¢° — > — (2—3s)g— (1 — 3s).

Fir alle s > 1 sind di21 und da12 echt grofler als 0, sodass Lemma und Schritt 1
nun die Behauptung liefern. |

Lemma 5.65
Seien q > 2 eine Primzahlpotenz, o := q¢* — > +1 und G = 3Dy4(q). Dann ist das HD
l:=[G,9,1| [a,1]] realisierbar.
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Beweis

Sei K eine G-Konjugiertenklasse von Elementen der Ordnung «. Mit Teil (z7) von
Theorem 4.3 in [Wil, S. 144] seien 3 := ¢> + ¢+ 1 und = € G ein Element der
Ordnung 3 so, dass |Cg(z)| von B2 geteilt wird und Cg(z) in einer maximalen
Untergruppe isomorph zu (Cjg x Cg) : SLo(3) enthalten ist. Sei weiter Ky := 2¢.
Schritt 1: Sei U <G eine Untergruppe, die Elemente der Ordnung o und 3 enthdlt.
Dann ist U =G:

Angenommen, es gelte U # G. Dann sei M eine maximale Untergruppe von G so,
dass U < M ist. Nun wird | M| von o = ¢* —¢?>+1 > 2% —22 41 = 13 geteilt. Mit den
Ordnungsformeln in [Tay] und [Wil] ist o kein Teiler von |SLa(¢?)|, |[SL2(g)|, |G2(q)|,
\PGL;&(q)\, IPSLa(q?)|, [PSLa(q)], |SLi ()|, |Cs], | Cp—gur |, und |SLa(3)] = 8-3. Aus
Theorem 4.3 in [Wil, S. 144] folgt dann M = C,, : C4.

Da jedoch 8= ¢?+¢q+1>224+2+1=7 auch ein Teiler von |M| ist, erfolgt ein
Widerspruch, weil Gruppen isomorph zu C,, : Cy keine durch § teilbare Ordnung
besitzen. 0

Schritt 2: Realisierbarkeit von [:

Wir verwenden die generischen Charaktertafeln von G in [CHE]. K7 gehort zur
generischen Konjugiertenklasse Nummer 28, falls ¢ = 0 modulo 2 gilt, bzw. zur
Nummer 32, falls ¢ = 1 modulo 2 gilt. K5 gehort zur generischen Konjugiertenklasse
Nummer 26, falls ¢ = 0 modulo 2 gilt, bzw. zur Nummer 30, falls ¢ = 1 modulo 2
gilt. Mit Lemma ergibt sich dann

dio1 = 20 — 219 + ¢'8 42017 — 4¢™0 4 2415 4 ¢ — 2413 + ¢12 4 4q!! — 8410

44+ ¥ —2¢" + ¥ +2¢° —4¢* +2¢° + > —2¢+1  und

dots = 20 — 2419 + ¢'8 42017 — 4¢™0 4 2¢"5 4 ¢ — 2¢"3 + 412 — 8¢!! + 1640

—8¢° +¢%— 20"+ ¢* +2¢° — 4" +2¢° + ¢* — 2+ 1.

Fir alle ¢ > 1 sind di21 und dsj2 echt grofler als 0, wodurch die Behauptung nun

aus Lemma [5.22) und Schritt 1 folgt. |
Lemma 5.66
Es sei l:=[G,g,90 | [m1,n1],...,[my,ny]] ein HD aus einer der Zeilen 13 bis 21 in

Tabelle [].1) von Voraussetzung[{.21. Dann ist | realisierbar.

Beweis

Sei g eine Primzahlpotenz. Sind G = PSLa(q), ¢ > 9 und [ wie in den Zeilen 13 oder 14

der Tabelle von Voraussetzung so folgt mit Lemma die Behauptung.
Die Lemmata und liefern die Behauptung in den Féllen G = PSL3(q)

oder G = PSUs(q), bzw. | wie in den Zeilen 15 oder 16 der Tabelle [4.1]in Vorausset-

zung [£.21]

Ist G eine symplektische oder orthogonale Gruppe und ! wie in den Zeilen 17

oder 18 der Tabelle in Voraussetzung so ist [ mit den Lemmata
und [5.20] realisierbar.
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Ist [ wie in den Zeilen 19, 20 oder 21 der Tabelle [4.1] von Voraussetzung
5.63

ist G isomorph zu Sz(q), 2Ga(q) oder 3Dy(q)

[5.64] [5.65] und [5.20] die Realisierbarkeit von .

5.6 Gruppen vom Lie-Typ — nicht-generische Falle

, dann folgt mit den Lemmata

Wie auch im Abschnitt zu PSLa(q) fiir Primzahlpotenzen ¢ > 9 geben wir zunéchst
eine Tabelle zur Ubersicht an, welches Hurwitzdatum aus der Zeile 7 von Tabelle
der Voraussetzung [4.21] in welchem der nachfolgenden Lemmata auf Realisierbarkeit

iberprift wird.

Hurwitzdatum Lemma Hurwitzdatum Lemma
[G,g,1][2,1]] 5.75 [G,9,0][3,2],[4,1]] 5.68
[G.g.2][2,1] p.75] [G,9,0[3,2],[7,1]] 5.69
[G,g,1][3,1]] .68 [G,g,0][3,1],[4,2] 5.68
(Gg,1[[4,1]] .68 [G.9,01(3,1],[4,1],[7,1]] 5.72
[G,g,1][7,1]] 5.71 [G,g,0][4,2],[7,1]] 5.71
(G.g,11(2,1],[3,1]] 5.73 [G.9,01(2,1],(3,2],[4,1]] p-71
[G,g,1][2,1],[4,1]] 5.73 [G,9,0][2,1],[3,2],[7,1]] 5.80
[G,g9,1][2,1],[7,1]] 5.70 [G,5,0][2,1],[3,1],[4,2]] 5.7
[G,g9,1][3,2]] 5.68 [G,9,0|[2,1],[3,1],[4,1],[7,1]]  [5.78
[G.g,11(3,1],[4,1]] 5.68 [G.9,01(2,1],[4,2],[7,1]] p-79
[G,g,1][3,1],[7,1]] 5.69 [G,9,0[3,2],[4,2]] 5.68
[G,g,1][4,2]] 5.68 [G,9,0][3,2],[4,1],[7,1]] 5.80
[G,g,1][4,1],[7,1]] 5.71 [G,g,0][3,1],[4,2],]7,1]] 5.79
G.9,1]12,1],[3,2]] 5.7 [G,9,0112,1],[3,2], [4,2]] p-77
[G,g,1][2,1],[3,1],[4,1]] 5.7 [G,9,0]1[2,1],[3,2],[4,1],[7,1]] 5.80
[G,9,0]2,1],[3,1],[7.1]]  |5.72 [G,0,0][2,1],[3,1],[4,2],[7.1]  [.79
[G,g9,1][2,1],[4,2]] 5.76 [G,5,0][3,2],[4,2],[7,1]] 5.80
[G,g,0][2,1],[4,1],[7,1]]  5.72 [G,9,0]1(2,1],[3,2],[4,2],[7,1]]  [5.80

Tabelle 5.2: Ubersicht zur Realisierbarkeit von Ausnahme-Hur-
witzdaten aus Tabelle Zeile 7, von Voraussetzung wobei

G =PSLy(7) gilt.
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Des Weiteren sammeln wir wichtige Informationen tiber PSLa(7) aus [Atl] in

Bemerkung 5.67
Sei G = PSL2(7).

(i) Bs ist |G| =23-3-7. G hat Elemente der Ordnung 1, 2, 3, 4 und 7, wobei
sich nur die Elemente der Ordnung 7 in zwei G-Konjugiertenklassen aufteilen.
Ist g € G* mit o(g) = 7, so sind ¢g¢ und (¢~')¢ zwei verschiedene G-Kon-
jugiertenklassen. Insgesamt besitzt G nur jeweils eine Konjugiertenklasse von
zyklischen Untergruppen der Ordnung 2, 3, 4 und 7.

(it) G besitzt drei Konjugiertenklassen von maximalen Untergruppen. Zwei der
drei Klassen bestehen aus Untergruppen isomorph zu Sy, welche Index 7 in G
haben. Diese sind Normalisatoren von elementarabelschen Gruppen der Ord-
nung 4.

Die andere Konjugiertenklasse besteht aus Frobeniusgruppen der Ordnung 21
mit zyklischem Frobeniuskern der Ordnung 7. Diese sind Normalisatoren von
Sylow 7-Untergruppen von G und haben Index 8 in G.

(ii7) Die Sylow 2-Untergruppen von G sind Diedergruppen der Ordnung 8 (siehe
z.B. Satz I1.8.10 (b) in [Hupl]). Die Involutionenzentralisatoren sind genau die
Sylow 2-Untergruppen von G.

(i) G besitzt keine echte Untergruppe, deren Ordnung durch 14 teilbar ist. An-
sonsten gebe es eine maximale Untergruppe, die diese Eigenschaft erfiillt.

Lemma 5.68

Seien G = PSLy(7) und ni,ng € {0,1,2}. Gilt dann ny + n2 < 2, so ist das HD
[G,g,1][3,n1],[4,n2]] realisierbar. Andernfalls ist das HD [G,g,0 | [3,n1],[4,nz2]] rea-
lisierbar.

Beweis
Die Lemmata und liefern die Behauptung. [ |
Lemma 5.69

Seien G =PSLa(7) und l € {|G,g,1|[3,1],[7,1]],[G,5,0 | [3,2],[7,1]]} ein HD. Dann

ist | realisierbar.

Beweis
Seien K7 bzw. Ky eine G-Konjugiertenklasse von Elementen der Ordnung 3 bzw. 7.

Schritt 1: Realisierbarkeit fir l=[G,g,0][3,2],[7,1]]:

Unter Verwendung der Charaktertafel von G in [At]] liefert Lemma5.14]den Wert
d112 = 21. Seien also a,b € K7 und ¢ € K3 so, dass ab = ¢ gilt, sowie S := (¢) und
N := Ng(S). Dann ist N eine maximale Untergruppe und eine Frobeniusgruppe
(siehe Bemerkung . Wir wissen, dass ¢ in genau einer Sylow 7-Untergruppe
enthalten ist, da die Sylow 7-Untergruppen von G zyklisch von Primzahlordnung
sind. Insbesondere gilt (c) = S.
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Da K die einzige G-Konjugiertenklasse von Elementen der Ordnung 3 ist, gilt
KiNN = @. Genauer gilt |[KiNN|=21—-7=14, da N eine Frobeniusgruppe mit
Frobeniuskern S ist (siehe Bemerkung. Sei M = {(z,y) € (K1NN)? | zy=c}.
Weil |[K1NN| =14 ist und (z,y1),(z,y2) € M zu y; = yo fihrt (und analog fiir
die erste Komponente), gilt |M| < 14. Jetzt ist also dj12 =21 > 14 > | M| und mit
Lemma finden wir a,b € K so, dass ab = ¢ und a ¢ Ng({c)) = N gilt. Wir
beachten, dass der im Lemma verlangte Wert

> dids
a,B

sicherlich hochstens so grof§ wie |M]| ist. Ist namlich (z1,y),(x2,y) € M, so gilt
x1Yy = ¢ = w2y bzw. x1 = xa. Das filhrt dazu, dass es hochstens |V \ (¢)| =21 —-7=14
Paare in M geben kann.

Da a & N ist, folgt auch b ¢ N. Andernfalls wiirde @ = b='c € N gelten. Nun
erfiillt das Tripel ((),(),(a,b,c!)) die Eigenschaften (RHD1) und (RHD?2) fiir den
Fall [ = [G,g,0 | [3,2],[7,1]]. Nach Konstruktion ist die Ordnung von T := {(a,b,c™!)
durch 21 teilbar und es gilt 7 N. Dann folgt 7' = G, da N die einzige maximale
Untergruppe von G in N G ist, die ¢ enthalt (vgl. Bemerkung [5.67)). d

Schritt 2: Realisierbarkeit fir l=[G,g9,1][3,1],[7,1]]:

Sei § € N so, dass | := [(,5,0][3,2],[7,1]] ein HD ist. Mit Schritt 1 sei
(0),0), (x,y,2)) eine Realisierung fiir I. Nach Konstruktion in Schritt 1 ist 21 € Ko
und x € Kj. Sei K3 := 2. Unter Verwendung der Charaktertafel von G in [At]]
ermitteln wir desz; = 3 mit Lemma Dann gibt es b € K3 und g € K5 so, dass
gb =z gilt.

Da Ko = (b~ 1% = ¢% ist, gibt es ein a € G so, dass g = (b~ 1)? gilt. Nun ist das
Tripel ((a),(b),(y,z)) wegen

lg = zyz = gbyz = (b~ 1)%yz = [a,b]yz

und G = (x,y,2) < (a,b,y, z) eine Realisierung fiir [, da ((), (), (z,y,2)) eine Realisie-

rung fiir [ ist. |

Lemma 5.70
Sei G =PSLa(7). Dann ist das HD | :=[G,g,1|[2,1],[7,1]] realisierbar.

Beweis

Seien K bzw. K3 eine G-Konjugiertenklasse von Elementen der Ordnung 2 bzw.
7 und K3 eine G-Konjugiertenklasse von Elementen der Ordnung 3. Lemma
liefert dj23 = 3 = di13 unter Verwendung der Charaktertafel von G in [Atl]. Dann
gibt es x,a,9 € K1, y € Ko und z € K3 so, dass zy = z = ag gilt. Da a,g € K7 und
Involutionen sind, gibt es ein b € G so, dass g = a® gilt. Nun ist

lg = z_lxy = [a7b]_1xy = [b,a]xy

und mit Bemerkung[5.67] (#v) folgt, dass das Tripel ((b),(a), (x,y)) eine Realisierung
fiir [ ist. |
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Lemma 5.71
Seien G = PSLa(7) und (go,n) € {(0,2),(1,1),(1,0)} so, dass | = [G,g,90][4,n],

[7,1]] ein HD ist. Dann ist | realisierbar.

Beweis

Seien K1 bzw. K> eine G-Konjugiertenklasse von Elementen der Ordnung 4 bzw. 7.
Unter Verwendung der Charaktertafel von G in [Atl] liefert Lemma die Werte
d121 = 4 und da12 = 14. Mit Bemerkung [5.67| (iv) und Lemma folgt nun die
Behauptung. |

Lemma 5.72
Seien G = PSLa(7) und n,m € {2,3,4} verschieden und so, dass n < m und
1=1G,9,0|[n,1],[m,1],[7,1]] ein HD ist. Dann ist | realisierbar.

Beweis
Seien K, bzw. K, eine G-Konjugiertenklasse von Elementen der Ordnung n bzw. m
und K eine G-Konjugiertenklasse von Elementen der Ordnung 7. Dann liefert Lem-
ma [5.14] den Wert
{8, falls n =2,
dmln =

14, sonst

unter Verwendung der Charaktertafel von G in [Atl]. Damit gibt es Elemente a € K,
b€ K, und ¢ € K so, dass be = a gilt. Weil o(c) = 7 gilt und n,m € {2,3,4} ver-
schieden sind, ist [(a™1,b,¢)| durch kgV(2,7) = 14 teilbar. Mit Teil (iv) von Bemer-
kung folgt (a=',b,c) = G und es gilt 1g = a~'bc nach Konstruktion. Nun ist
das Tripel ((),(),(a"1,b,c)) eine Realisierung fiir I. [ |

Lemma 5.73
Seien G =PSLa(7) und n € {3,4} so, dass | =[G,g9,1](2,1],[n,1]] ein HD ist. Dann
ist | realisierbar.

Beweis

Seien g1,92 € N so, dass [ := [G,91,0][2,1],[3,1],[7,1]] und I3 := [G,g2,0][2,1],
[4,1],[7,1]] HD sind. Mit Lemma[5.72]seien ((), (), (x1,y1,21)) eine Realisierung fiir 1
sowie ((), (), (x2,y2,22)) eine Realisierung fiir i>. Nun gilt

T1Yy121 = 2171Y1 = lg = 2272Y2 = T2y222 und <331,y1721> = <x2,y2,22> =G.

Ferner ist o(xz1) = 2 = o(z2) sowie o(y1) = 3 und o(y2) = 4. Wir konstruieren je
einen Kommutator fiir z; und zo. Seien K7 bzw. K5 eine G-Konjugiertenklasse von
Elementen der Ordnung 4 bzw. 7. Lemma liefert di12 = 7 unter Verwendung
der Charaktertafel von G in [Atl]. Damit gibt es a1,a2,g1,92 € K7 so, dass a1g1 = 21
und azg2 = 22 gilt. Da K7 mit Bemerkung [5.67| (7) die einzige G-Konjugiertenklasse
von Elementen der Ordnung 4 ist, folgt g1 ~', g2~ € K. Dann gibt es hy,ho € G so,
dass a1 = (g1 )" und ag = (go )" gilt.

Sei i € {1,2}. Nunist [hy, g;]ziy; = a;giziy; = zix;y; = 1 und die Realisierbarkeit
von [; liefert die Eigenschaften (RHD1) bis (RHD3) fiir das Tripel ((h;), (g:), (24, yi))
fir I im Fall n =14+ 2. |
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Lemma 5.74
Seien G = PSLa(7) und t € G eine Involution. Weiter seien x,y € G so, dass
o(x) =o0(y) =4 und zy =t gilt. Dann ist x =y und x,y € Ci(t).

Beweis
Mit Bemerkung (1) sei K1 baw. Ky =t die G-Konjugiertenklasse von Elemen-
ten der Ordnung 4 bzw. 2. Weiter sei M := {(x,y) € K1 x K | z-y=t}. Dann ist
|M| = di12 nach Lemma m

Es ist C := Cg(t) eine Sylow 2-Untergruppe von G von Ordnung 8 und eine
Diedergruppe (siche Bemerkung |5.67| (4ii)). Ist ¢ ein Erzeuger des zyklischen Nor-
malteilers von C' vom Index 2, so ist 0(t~) = 4. Da nach Voraussetzung xy =t gilt
und ¢ eine Involution in G ist, gibt es nun die zwei Moglichkeiten = y = ¢ und
=1y =1t 1. Andere Moglichkeiten kénnen in C nicht eintreten, da ¢ und ¢~! die
einzigen Elemente der Ordnung 4 in C sind und t-t~! =15 =¢"! - gilt. Das heift,
dass (£,t),(t71,t71) € M sind und damit | M| = dy12 > 2 gilt.

Mit der Charaktertafel von G in [Atl] liefert Lemma jedoch den Wert
d112 = 2. Das bedeutet M = {(,t),(t~',~1)} und die Behauptung folgt. [ ]

Lemma 5.75
Seien G = PSLa(7), go € {1,2} und | = [G,g,90 | [2,1]] ein HD. Genau dann ist
realisierbar, wenn go = 1 gilt.

Beweis
Seien zuerst go = 2 und § € N so, dass | := [G,5,1][2,1],[3,1]] ein HD ist. Mit
Lemma ist [ realisierbar und wir wihlen eine Realisierung ((ag), (b2), (,y)) fiir L.
Dann gilt o(x) = 2, o(y) = 3, 1 = [a2, b2]zy und (a2, b2, x,y) = G nach Deﬁnition
Seien K1 :=y%, z € G ein Element der Ordnung 7 sowie Ky := 2 und K3 = (271)
Mit Lemma und unter der Verwendung der Charaktertafel von G in [Atl]
erhalten wir d3p; = 3. Dann gibt es a1,g € K so, dass a1~ 'g =y gilt. Da a; und g
in G konjugiert sind, gibt es ein by € G so, dass g = a1?" gilt.
Nun folgt 1 = [a2,b2]xy = ylag,ba]x = a;ta [a2,b2]x = [a1,b1]]az,ba]z. Weil
auch y € (a1,b1) gilt, ist ((a1,a2),(b1,b2),(z)) eine Realisierung fiir [ im Fall go = 2.

Sei nun gop = 1. Angenommen, [ sei realisierbar und ((x),(y),(c)) sei eine Rea-
lisierung fiir . Dann gilt o(c) = 2, 1g = [z,y]c und (z,y,¢) = G. Sei C := Cg(c).
Mit der Charaktertafel von G = PSL2(7) in [Atl] seien K; die Konjugiertenklas-
se von Elementen der Ordnung 2 in G sowie K4 und K5 die verschiedenen G-
Konjugiertenklasse der Elemente der Ordnung 7. Da ¢ € (z,y) gilt, ist auch (z,y) =
(x,y,¢) =G.

Aufgrund der moglichen Elementordnungen in G ist o(x),0(y) € {2,3,4,7}. Da
¢ eine Involution ist, gilt insbesondere [z,y] = [y,z]|. Daher kénnen wir nachfolgend
die Rollen von x und y vertauschen. Es ist x # 15 # y, denn sonst wére ¢ = 1 im
Widerspruch zu o(c¢) = 2. Weiterhin konnen x und y nicht gleichzeitig von Ordnung 2
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sein, da G keine Diedergruppe ist.

Schritt 1: Weder x noch y hat Ordnung 7:

Angenommen es gilt o(x) = 7 (oder o(y) = 7). Dann sind auch z=! und ¥
Elemente der Ordnung 7 in G. Da z und ™' in G nicht konjugiert sind, sind es
auch z¥ und 2! nicht. Nach Voraussetzung gilt ¢ = 7 12¥ und mit Lemma
folgt daher dgs1 # 0 # ds41. Unter Verwendung der Charaktertafel von G in [Atl] ist
mit Lemma jedoch

24-24 2/1 1 1
451 541 168 ( ( + 7> + > 0,

ein Widerspruch. O

Schritt 2: Weder x noch y hat Ordnung 4:

Angenommen, das sei falsch. Dann ist die Involution ¢ = [z,y] = ™ '2¥ das
Produkt von zwei Elementen der Ordnung 4. Mit Lemma schlussfolgern wir
2¥ = 27! sowie z € C und y € Ng((x)). Da G = PSLy(7) gilt, ist C = Ng((z)) eine
Diedergruppe der Ordnung 8 und y € C' ist eine Involution. Weil G = (x,y) nach
Annahme ist, erhalten wir ¢ € Z(G) =1 und damit einen Widerspruch. O

Mit den Schritten 1 und 2, den Vorbetrachtungen sowie den moglichen Element-
ordnung von z und y in G = PSLy(7) folgt nun o(x),0(y) € {2,3} und z und y haben
nicht gleichzeitig Ordnung 2. Sei daher 0.B.d.A. o(y) = 3. Mit den Rechenregeln fir
Kommutatoren erhalten wir zunéchst

-1 1

[x7y_l] V= [xvy_l] ) [$7y]y_ = [xvyy_l] = [x71G] =1g sowie (5'4)

o(cyil) =2 und [y La]= v = [z,y71]. (5.5)

Damit schlussfolgern wir

1, BB 1B,
¢ = [a,9] - [o,)? = [o,y2) = [,y ED 0 & 1 g

=[] = [y, 2]Y - [y,a] = -c.

Jetzt ist V := (c,c¥) < G eine Kleinsche Vierergruppe und ferner gilt

1 1

[Ca Cy] = [Cv & ] = [Cyacy_ } =1lg. (56)
Weil ¢v ' =c- Y ist, folgt y € Na(V).

Schritt 3: Es ist o(x) # 2:

Angenommen, es gilt o(x) = 2. Wir zeigen, dass x € Ng (V) ist.
Wegen 1g = [1g,y] = [22,y] = ¢* - ¢ erhalten wir

c*=c bzw. zeC. (5.7)
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Damit folgt

und

(e — ] _ e @ (e @D

(Cy71)$ — Cny — ny[y,x]y[y,x] = nycyc (Cy)CyC

11, - B-6) 1 42 (B6) 42 -1
=cly et eye = ety c!cy = .

Also ist € Ng(V). Nun gilt 1=V G, weil bereits y € Ng (V') gezeigt wurde. Da
G eine einfache Gruppe und V eine Kleinsche Vierergruppe ist, erhalten wir einen
Widerspruch. O

Mit Schritt 3 ist nun o(z) = 3. Aus den Gleichungen (/5.4)) und (5.5)) mit = anstelle

von y erhalten wir analog

x— ! —1

cct = [y,xQ] = [y,ac_l] =" =[x yl= [gj27y] — e und

e, =1g = [cfl,c] = [c‘r,c‘rz].

Weiter ist mit ([5.5]) schon

—-1,.—1 1 -1

e L T e e T e T A

eine Involution und damit gilt [z~1,y~ ]! = '#" = [z~L,y~!]. Wir betrachten
nun D = [(x),(y)]. Mit 1.5.5 in [KuSt] ist D ein Normalteiler von G = (x,y). Weil
c € D gilt und G einfach ist, folgt bereits D = G. Da o(x) = o(y) = 3 ist, erhalten
wir aus den bisherigen Betrachtungen

D= ([a*,y7] | k,j € {0,1,2})
= ([e,yl, 7yl fey ™ ey )

-1 -1 —1,-1
).

= (e, ¥ Y
Sei U := (¢* ',c¥ ). Wegen [c,c® '] =1g = [¢,c '] zuvor gilt U < C, also auch
¢ € Ng(U). Ferner ist schon ¥ = =¢® ¥ ' weil y Lo~ = [y, 2]z~ 'y~ und
[y, x] = c gilt. Weiter erhalten wir

lg=[c? =¥ ,c* =[¥ * | ] und

Damit folgt ¢¥ = ' € Ca(c® ) N Ca(c? ) < Ne(U). Nun ist D < Ng(U) und
wir folgern 12U = (¢* ',c¢¥ ') <D = G. Aus der Einfachheit von G folgt U = G.
Jedoch ist U durch zwei Involutionen erzeugt und damit eine Diedergruppe, ein

Widerspruch. Daher ist [ im Fall gg = 1 nicht realisierbar. |

Lemma 5.76
Seien G = PSLa(7) und | = [G,g,1|[2,1],[4,2]] ein HD. Dann ist | realisierbar.
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Beweis

Sei g € N so, dass [ := [G,5,1 | [4,2]] ein HD ist. Mit Lemma ist { realisierbar und
wir wéhlen eine Realisierung ((a), (b), (x,y)) fiir {. Mit Definition folgt o(z) =4,
o(y) =4, 1g = [a,b]lzy und (a,b,x,y) = G. Ferner ist 22 eine Involution, o(z~1) =4

und es gilt z =22 -2~ Nun ist ((a), (b), (2?,271,y)) eine Realisierung fiir [. [ |

Lemma 5.77

Seien G = PSLa(7) sowie go € No, n € {1,2} und m € {0,1,2} so, dass
n+m € {2,3,4} und l = [G,g,90 | [2,1],[3,n],[4,m]] ein HD ist. Sei go = 1, falls
n+m =2 gilt. Andernfalls sei go =0. Dann ist | realisierbar.

Beweis
Sei § € N so, dass I := [G,5,90 | [3,n],[4,m]] ein HD ist. Mit Lemma ist 1
realisierbar und wir wéhlen ((a1,...,ag,),(b1,---,bgy): (%1, .-, Tn,Y1,---,Ym)) als eine

Realisierung fiir . Mit Definition [5.2{ist fiir alle i € {1,...,n} und alle j € {1,...,m}
dann o(z;) =3, o(y;) =4, 1g = [a1,b1] - [agy, bgo|T122 - - Try1Y2 - - - Y und

(@1,...,ag0,01,. .., bgy, T15 -, Ty Y15, Ym) = G

Da nach Voraussetzung n = 0 ist, seien K := (a:l)G und K> eine G-Konjugierten-
klasse von Involutionen. Unter Verwendung der Charaktertafel von G in [Atl] ermit-
teln wir do1; = 12 mit Lemma Damit gibt es Elemente u € K2 und v € K3
so, dass = uv gilt. Nun folgt o(u) =2, o(v) =3 und z1 € (u,v). Da ((a1,...,ag,),

(b1,...,bg0)s (%1, .., TnyY1,--.,Ym)) eine Realisierung fiir [ ist, ist nun ((a1,...,aq,),
(b1,...,bgo)s (U, 0,22, ..., T, Y15+ .., Ym)) eine Realisierung fiir 1. |
Lemma 5.78

Seien G = PSLa(7) und l =[G,q,0][2,1],[3,1],[4,1],[7,1]] ein HD. Dann ist 1 reali-
sierbar.

Beweis
Sei § € N so, dass [ := [G,5,0[2,1],[4,1],[7,1]] ein HD ist. Mit Lemma ist 1
realisierbar und wir wéhlen eine Realisierung ((), (), (z,y, z)) fiir I. Dann gilt o(z) = 2,
o(y) =4, o(z) =7, 1g = xyz und (z,y,z) = G mit Definition

Seien K1 =y und K eine G-Konjugiertenklasse von Elementen der Ordnung 3.
Unter Verwendung der Charaktertafel von G in [Atl] erhalten wir d2;; = 16 mit Lem-
ma5.14] Dann gibt es a € Ko und b € K so, dass y = ab gilt. Nun ist ((), (), (z,a,b, 2))
eine Realisierung fiir [. |

Lemma 5.79
Seien G = PSLa(7) und n,m € {0,1} so, dass | = [G,g,0]|[2,n],[3,m],[4,2],]7,1]]
ein HD ist und n+m > 1 gilt. Dann ist | realisierbar.
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Beweis

Sei § € N so, dass [ := [G,9,0][2,n],[3,m],[4,1],[7.1]] ein HD ist. Ist n+m =1,
so ist [ mit Lemma realisierbar, andernfalls mit Lemma Wegen der Rea-
lisierbarkeit von [ seien a,b,c,d € G so, dass o(c) =4, o(d) =7, 1g = abed und
(a,b,c,dy = G gilt. Ist n =1, so sei o(a) = 2 und andernfalls a = 15. Ist m =1, so
sei 0(b) = 3 und andernfalls b= 1. Dann ist ((),(), (a,b,¢,d)) eine Realisierung fiir [
(wir lassen a oder b in dem Tripel ((), (), (a,b,c,d)) weg, falls einer dieser beiden 14
ist).

Sei K7 = c%. Mit der Charaktertafel von G in [Atl] und Lemma erhalten
wir dy11 = 16. Dann gibt es z,y € Ko so, dass zy = c¢ gilt. Nun ist das Tripel
(0,0, (a,b,2,y,d)) eine Realisierung fiir [, da ((), (), (a,b,¢,d)) eine Realisierung fiir [
ist. |

Lemma 5.80
Seien G = PSLa(7) sowie n € {0,1} und m € {0,1,2} so, dass n+m > 1 gilt und
l=1G,9,0|[2,n],[3,2],[4,m],[7,1]] ein HD ist. Dann ist l realisierbar.

Beweis

Sei § € N so, dass [ := [(,g,0][2,n],[3,1],[4,m],[7,1]] ein HD ist. Ist n4+m =1
so ist | mit Lemma realisierbar. Ist (n,m) = (1,1), so ist | mit Lemma m
realisierbar. In den verbliebenen zwei Féllen ist [ mit Lemma realisierbar. Die
Behauptung folgt nun aus Lemma auf das RHD iangewendet, da 3 ungerade
ist. |

Lemma 5.81
Es sei | == [G,g9,90 | [m1,m1],...,[my,n]] ein HD aus Zeile 7 der Tabelle in
Voraussetzung |4.21). Ist = [G,qg,1][2,1]], so ist | realisierbar.

Beweis
Da [ ein Hurwitzdatum aus der Zeile 7 der Tabelle von Voraussetzung |4.21] ist,
gilt G = PSLy(7).

Sei l #[G,g,1|[2,1]] und so, dass go > 0 minimal ist. Aus der Minimalitit von go
folgt mit den Lemmata [5.68| bis [5.73| und [5.75| bis [5.80] die Realisierbarkeit von [. Die
Behauptung erhalten wir durch Anwendung von Lemma [5.20 |

Mit Lemma haben wir die Untersuchung der Realisierbarkeit der Hurwitzdaten
aus der Zeile 7 von Tabelle [4.1] abgeschlossen. Wir gehen jetzt zu den Hurwitzdaten
aus der Zeile 8 von Tabelle [4.1]in Voraussetzung tiber. Wie auch im Abschnitt
zuvor zu PSLy(q) fiir Primzahlpotenzen ¢ > 9 oder zu PSLo(7) geben wir zunéchst
eine Tabelle zur Ubersicht an, welches dieser Hurwitzdaten in welchem der nach-
folgenden Lemmata auf Realisierbarkeit iiberpriift wird, sowie eine Bemerkung mit
den wichtigsten Informationen zu PSLa(8).
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Hurwitzdatum Lemma ‘ Hurwitzdatum Lemma

(G,g,1][2,1]] 5.84 G,g,0][2,1],[7,2]] 5.85
(G,g,2| [2.1]] 5.89 (G,0,0][2,1],[7,1].[9,1]]  [5.86
[G,9,1]17,1]] 5.83 [G,9,01][2,1],[9,2]] 5.85
[G,g,1][9,1]] 5.83 (G,g,0][7,2],[9,1]] 5.83
G.o.1|[2,1],[7.1] 587 [G,9,0[[7,1],19,2] [p-83]
(G.g.1][2,1],09,1]] 587 [G,9,0][2,1],[7,2],[9,1]]  [5.87
[Gg,1|[7.2]] 5.83 (G,0,0][2,1],[7,1].[9.2] .87
G,o,1][7,1],09,1] [5.83 G,9,0][7,2],[9,2]] 5.83
[G,g,1][9,2]] 5.83 (G,0,0][2,1],[7,2].09.2] .87

Tabelle 5.3: Ubersicht zur Realisierbarkeit von Ausnahme-Hurwitz-
daten aus Zeile 8 von Tabelle in Voraussetzung wobei
G = PSLy(8) gilt.

Bemerkung 5.82
Sei G = PSLy(8). Mit [Atl] konnen wir folgendes festhalten:

(7)

(i)

(i)

G hat Ordnung 23 - 32 -7 und die Elemente von G haben Ordnung 1, 2, 3, 7
oder 9. Es gibt nur jeweils eine G-Konjugiertenklasse von Elementen der Ord-
nung 2 und 3. Es gibt jeweils genau drei G-Konjugiertenklassen von Elementen
der Ordnung 7 und 9.

Ist 2 € G von Ordnung 7 oder 9, so sind ¢, (2)¢ und (z*)¢ die paarweise
verschiedenen Konjugiertenklassen von Elementen der Ordnung o(x). Ferner
sind z und z~! konjugiert in G.

G besitzt jeweils genau eine Konjugiertenklasse von zyklischen Untergruppen
der Ordnung 2, 3, 7 und 9.

Es gibt drei G-Konjugiertenklassen von maximalen Untergruppen. Eine davon
besteht aus Frobeniusgruppen der Ordnung 56 mit jeweils einem Frobenius-
kern der Ordnung 8. Diese sind die Normalisatoren von Sylow 2-Untergruppen
von G.

Die anderen zwei Konjugiertenklassen bestehen aus Diedergruppen der Ord-
nung 14 oder 18, welche die Normalisatoren der Sylow 7-Untergruppen bzw.
der Sylow 3-Untergruppen von G sind.

Die Sylow 2-Untergrupen von G sind elementarabelsch von Ordnung 8 und sind
gleichzeitig die Involutionenzentralisatoren. Die Sylow 3-Untergruppen und Sy-
low 7-Untergruppen sind zyklisch von Ordnung 9 bzw. 7. Fiir alle p € {2,3,7}
gilt, dass sich je zwei Sylow p-Untergruppen nur trivial schneiden (siehe die
Sétze 11.8.2 bis I11.8.4 in [Hupl]).

G besitzt keine Untergruppe, deren Ordnung durch 7-3 teilbar ist. Andernfalls
hétte G eine maximale Untergruppe, die dies erfiillen wiirde.
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Lemma 5.83

Seien G = PSL2(8) und | := [G,g,90 | [7,n1],[9,n2]] ein HD. Fir alle i € {1,2} sei
n; € {0,1,2} und es gelte 1 <nj+ng <4. Gilt ny+n2 >3, so sei go = 0. Andernfalls
set go = 1. Dann st | realisierbar.

Beweis
Die Lemmata und liefern die Behauptung. |
Lemma 5.84

Das HD [ := [PSLa(8),9,1 | [2,1]] ist nicht realisierbar.

Beweis

Angenommen, es sei [ realisierbar. Seien G = PSL2(8) und ((a), (b),(c)) eine Reali-
sierung fur [. Dann gilt o(c) = 2, 1 = [a,b]c und (a,b,c) = G nach Definition
Da c eine Involution ist, folgt [b,a] = ¢ = ¢~ = [a,b]. Ferner ist ¢ € (a,b) und damit
(a,b) =G.

Seien K1 = a®, Ky = (a,_l)G und K3 = ¢“. Wir untersuchen, welche Elementord-
nungen a und b annehmen kénnen. Da [a,b] = [b,a] gilt, kénnen wir die Rollen von a
und b vertauschen und wegen [a,b] = a~'a® geniigt eine Untersuchung der moglichen
Ordnung von a. Wir konnen festhalten, dass o(a) = 1 ist, da sonst ¢ = [a,b] = 1 Wi-
re, im Widerspruch zu o(¢) = 2. Ferner sind a und b nicht gleichzeitig von Ordnung 2,
da G sonst eine Diedergruppe ware.

Angenommen, a habe Ordnung 3 oder 9. Mit der Charaktertafel von G in [Atl]
gilt dann K7 = K9 und Lemma liefert da13 =0. Aus 1g = [a,blc = a"Labe sowie
ale Ko, ab € K; und K = K5 erhalten wir jedoch d213 # 0 mit Lemma ein
Widerspruch zur Annahme o(a) € {3,9}.

Somit hat a oder b Ordnung 7 nach Bemerkung [5.82( (7). Da [a,b] = [b,a] gilt,
kénnen wir 0.B.d.A. o(a) = 7 annehmen. Mit [Atl] ist Ky = K». Weil ¢ € G eine
Involution ist, seien S € Syly(G) und N := Ng(S) so, dass ¢ € S gilt. Mit Bemer-
kung [5.82 (744) ist S die einzige Sylow 2-Untergruppe von G, die ¢ enthélt. Weiter
ist N eine maximale Untergruppe von G und eine Frobeniusgruppe isomorph zu
(C9)3 : C7 mit Frobeniuskern S.

Sei M := {(y,2) € (K1 N N)?|yz=c}. Wir zeigen zunichst, dass |M| = 16 ist.
Gilt y € K1NN, soist y~' € K1NN und es ist K1NN = yVU(y~ 1. Mit Lemma [5.48
folgt y = Sy € N/S und (y~ ')V = Sy~ € N/S. Damit erhalten wir

‘yN’ = ‘(y_l)N’ =|Sy| =1|9|=8.

Nun ist K1 N N| = 16. Ist z € K1NN beliebig, so folgt cz=! € Sz, o(cz™!) = 7 und
cz~ ! ist konjugiert zu z~! mit Lemma Ferner gilt cz~'z = ¢ und somit auch
(cz~1,2) € M. Da z € K1NN beliebig ist, folgt nun |M| > 16. Gilt (y1,%2), (y2,2) € M,
so erhalten wir y; = y2 und damit |M| = 16.

Unter Verwendung der Charaktertafel von G in [Atl] liefert Lemma den
Wert do13 = 16. Dann gibt es y,z € K1 = K3 so, dass yz = ¢ gilt. Aus der Definition
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von M und wegen |M| = 16 folgt nun y,z € N. Weil ¢ = [a,b] = a~'a® mit (RHD2)
fiir [ gilt, ist insbesondere (=1, a?) € M und a,a’ € N.

Seien K := {(z,y) € K1 x G| [z,y] =c} und Ky := KN (K1 x N). Mit Lem-
ma ist |[K| =16-7. Ferner gilt auch |Ky| = 16 -7 mit demselben Lemma, da
K1 NN in zwei N-Konjugiertenklassen zerfillt und die Zentralisatorordnung eines
Elements der Ordnung 7 in G und in N jeweils 7 ist. Somit ist K = Ky und es
folgt (a,b) € K = Ky. Nun ist also b € N nach Wahl von K. Ferner ist a € N
wegen |M| = dg13 und (a=',a®) € M. Daher folgt G = (a,b) = N, ein Widerspruch
zur Annahme. |

Lemma 5.85
Seien G = PSLy(8) undn € {7,9} so, dass:=[G,g,0|[2,1],[n,2]] ein HD ist. Dann
ist | realisierbar.

Beweis

Mit der Charaktertafel von G in [Atl] seien K eine G-Konjugiertenklasse von Invo-
lutionen sowie K9 und K3 zwei verschiedene G-Konjugiertenklassen von Elementen
der Ordnung n. Lemma liefert di23 = n unter Verwendung der Charakterta-
fel von G in [Atl]. Dann gibt es z € K7, y € K2 und z € K3 so, dass xzy = z gilt.
Nun ist 1g = xyz~! und das Tripel ((),(),(z,y,27 1)) erfiillt (RHD1) und (RHD?2)
fiir 1. Sei T := (x,y,271). Gilt T = G, so ist auch (RHD3) fiir / und das Tripel
(0,0, (z,y,271)) erfiillt.

Angenommen, es gelte T # G. Dann gibt es eine maximale Untergruppe U von
G so, dass T'<< U ist. Ferner werden |T'| und |U| von kgV(o(z),0(y)) = 2n geteilt.
Mit Bemerkung m (it) ist U eine Diedergruppe der Ordnung 2n oder U ist der
Normalisator einer Sylow 2-Untergruppe und es gilt n = 7.

Angenommen, es sei U eine Diedergruppe der Ordnung 2n. Dann folgt U =T
aus Ordnungsgriinden und U hat einen zyklischen Normalteiler I vom Index 2 und
von ungerader Ordnung n. Weiter gilt v,z € I und somit auch 7! =yz~1 € I, ein
Widerspruch zu o(z) = 2.

Also ist U der Normalisator einer Sylow 2-Untergruppe von G und es gilt n =17.
Sei C := Cg(z). Dann ist C' € Syly(G) und es gilt U = Ng(C) mit den Teilen (i)
und (47) der Bemerkung|5.82] Wir betrachten U/C. Es ist Cy # Cz mit Lemma [5.48]
da nach Wahl y& und 2“ verschieden sind. Jedoch ist 2 = yz~!, also

C=Cr=Cyz"t=Cy-Cz7".
Damit gilt C'y = C'z, der finale Widerspruch. |

Lemma 5.86
Sei G =PSL2(8). Dann ist das HD | :=[G,g,0][2,1],[7,1],[9,1]] realisierbar.

Beweis

Mit der Charaktertafel von G in [Atl] seien K; eine G-Konjgiertenklasse von Invo-
lutionen und K9 bzw. K3 eine G-Konjugiertenklasse von Elementen der Ordnung 7
bzw. 9. Mit Lemma [5.14] ist di23 = 9 unter Verwendung der Charaktertafel von G
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in [Atl]. Damit gibt es x € K1, y € K2 und z € K3 so, dass zy = z gilt. Nun ist
lg = zyz~! und kgV(2,7,9) ist ein Teiler von (z,y,2z~'). Mit Bemerkung [5.82f (iv)
ist das Tripel ((),(), (x,y,271)) eine Realisierung fiir I. [ |

Lemma 5.87

Seien G = PSL2(8), go € {0,1} und n,m € {0,1,2} so, dass n+m € {1,3,4} und
l:=1G,g9,90][2,1],[7,n],[9,m]] ein HD ist. Sei weiter go =0, falls n+m >3 gilt.
Andernfalls sei go = 1. Dann ist | realisierbar.

Beweis
Sei § so, dass [ := [G, 8,90 | [7,n],[9,m]] ein HD ist. Mit Lemma, ist I realisierbar
und wir wahlen ay,...,a4y,b1,...,by, € G sowie x1,...,2, € G von Ordnung 7 und

Yi,---,Ym € G von Ordnung 9 so, dass

((a1,--.,ag0),(b1,---,bgo), (T15- -, Ty Y1, -+ -, Ym))

eine Realisierung fiir 1 ist. Nach Definition gilt dann

Jo

lg = [Tlasbi] - 2120 y1-- ym
i=1

und G = (ai,...,0g0,b1,...,bg0, 1, -, Zn, Y15+ -+, Ym)-

Sei K7 eine G-Konjugiertenklasse von Elementen der Ordnung 2. Ist n > 1, so
seien Ky := 21¢ und K3 := (:z:12)G. Andernfalls seien Ko := 31 und K3 := (y12)G,
da nach Voraussetzung dann m > 1 gilt. Mit Bemerkung [5.82 (i) sind K> und K3
verschieden und sie enthalten Elemente derselben Ordnung. Mit Lemma [5.14] ist
dizg =7, falls n > 1 gilt, bzw. di32 = 9, falls n = 0 gilt. Dann gibt es ¢t € K7 und
v € K3 s0, dass tv = x1 im Fall n > 1 bzw. tv = y; im Fall n =0 gilt. Nun ist das
Tripel ((a1,...,agy),(b1,...,bg), (t,0,22,...,2n,Y1,...,Ym)) eine Realisierung fiir I,
falls n > 1 gilt, bzw. das Tripel ((a1,...,aq,),(b1,---,bg), (t;0,92,...,Ym)) ist eine
Realisierung fiir I, falls n = 0 gilt. |

Lemma 5.88
Sei G =PSL2(8). Dann ist das HD | := [G,q,2 | [2,1]] realisierbar.

Beweis

Sei § so, dass [ :=[G,§,1[2,1],[7,1]] ein HD ist. Mit Lemma ist [ realisierbar
und wir wéhlen eine Realisierung ((a), (b), (z,y)) fiir I. Dann gilt nach Definition
o(z)=2,0(y) =7, 1g = [a,blxy und (a,b,z,y) = G.

Seien K := 2% und Ko := yG. Da z eine Involution ist, gilt Ky = (z~
Unter Verwendung der Charaktertafel von G in [Atl] erhalten wir dj12 = 7 mit Lem-
ma Dann gibt es t,g € K1 so, dass tg = y gilt. Da g = ¢! ist, gibt es ein
h € G so, dass t = g" gilt. Nun ist y = tg = g"g = [h,g]. Weil ((a), (D), (z,y)) eine
Realisierung fiir [ ist sowie y € (g,h) und 1g = [a,blzy = yla,blz = [h, g]]a,b]z gilt,
ist nun ((h,a),(g,b),(x)) eine Realisierung fiir [. [ |

l)G'
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Lemma 5.89
Es sei l:=[G,g9,90 | [m1,m1],...,[mp,n;]] ein HD in der Zeile 8 von Tabelle in
Voraussetzung |4.21]. Ist 1 #[G,g,1|[2,1]], so ist | realisierbar.

Beweis

Da [ ein Hurwitzdatum aus der Zeile 8 von Tabelle |4.1|in Voraussetzung |4.21]ist, gilt
G = PSL2(8). Nun liefern die Lemmata bis in Kombination mit Lemma
die Behauptung. [ |

Damit haben wir die Untersuchung der HD [ := [G,g,q0 | [m1,n1],...,[ms,n,]] aus
Voraussetzung abgeschlossen, in denen G eine lineare Gruppe von Dimension 2
ist. Wir miissen nun noch solche Hurwitzdaten [ untersuchen, in denen G eine der
Gruppen PSL3(4), PSL4(3), PSL4(5) oder PSUy4(3) ist.

Lemma 5.90
Seien G = PSL3(4) sowie n € {0,1,2}, m € {0,1} und [ := [G,g,90| [5,n],[7,m]]
ein. HD. Weiter sei go = 0, falls n+m > 3 gilt. Andernfalls sei go = 1. Dann ist [
realisierbar.

Beweis
Seien K7 bzw. K> eine G-Konjugiertenklasse von Elementen der Ordnung 5 bzw. 7.
Unter Verwendung der Charaktertafel von G in [Atl] ergeben sich di21 = 585 und

d212 = 567 mit Lemma
Mit der Liste der G-Konjugiertenklassen von maximalen Untergruppen von G

in [Atl] sehen wir, dass es keine maximale Untergruppe in G gibt, deren Ordnung
durch kgV(5,7) = 35 teilbar ist. Lemma liefert nun die Behauptung. [ |

Fiir das néchste Lemma bendtigen wir zuerst folgende

Bemerkung 5.91

Seien T := GF(32), V ein zweidimensionaler F-Vektorraum und H := PSLy(V) in
der natiirlichen Operation auf V. Wir zeigen, dass Cy(v) fiir alle v € V# kein
Element der Ordnung 4 enthilt. Seien dazu H := SL5(9) und 1 € F# ein Erzeuger
von F#. Weiter seien 7y := 'yl_l, sowie B = (b1,b2) eine F-Basis von V und

A . (71 OIF>
Or 72

in der Basis B. Dann gilt A € H und o(A) = 8. Unter dem natiirlichen Homomor-
phismus ¢: H — H mit Kern(p) = Z(H) hat a:= A? € H Ordnung 4 und es gilt

-1 O
At = :

Seien {02} # U <V ein eindimensionaler Teilraum und v € V# so, dass U = (v)
gilt. Sei zuerst v ein skalares Vielfaches von b; oder by. Dann gilt fiir alle A € F
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schon AwA = A\uv € U fir

7, fallsve(b1>,
e, falls v e (bo).

Damit folgt a € C(U), da weder 41 noch 2 genau 1y oder —1p sind.
Sei nun v kein skalares Vielfaches von b; oder by. Dann existieren aq,as € F#
s0, dass v = a1b1 + aisbo gilt. Dann folgt fiir alle A € ' schon

AVA = )\(qulA + agbgA) = )\(alfylbl + 042’)/2()2).

Gilt fiir alle A € F bereits AvA € U, so ist Aa1y1b1 + Aaayabo ein skalares Viel-
faches von v = a1b1 + agbe. Dann muss 1 = 2 und damit v =y, 1 gelten. Nun ist
o(y1) = 2, ein Widerspruch zu (y;) = F# und ’IF#‘ =8.

Daher ist a ¢ Cy(U). Da in H = PSLy(9) mit [Atl] alle Elemente der Ordnung 4
zueinander konjugiert sind, gibt es damit fiir keinen eindimensionalen Teilraum U
von V ein Element der Ordnung 4 in Cg(U).

Lemma 5.92

Seien G = PSU4(3) und x,y € G so, dass o(x) =5 und o(y) = 12 gilt. Sei M <G
eine mazximale Untergruppe von G und so, dass x,y € M ist. Dann ist M isomorph
zur unitiren Gruppe PSU4(2).

Beweis
Da z,y € M gilt, wird |M| von kgV(5,12) = 60 geteilt. Insbesondere besitzt M
nach Voraussetzung ein Element der Ordnung 12. Mit der Liste der G-Konjugier-
tenklassen von maximalen Untergruppen von G in [Atl] und aus Ordnungsgriinden
ist M isomorph zu Eg; : Ag, PSU4(2), PSL3(4), E16 : Ag, A7 oder M1g. Wir werden
zeigen, dass von diesen Gruppen nur solche, die isomorph zu PSU4(2) sind, Elemente
der Ordnung 12 besitzen.

Mit den Charaktertafeln von PSL3(4), A7 und Mjg in [Atl] gibt es in diesen
Gruppen keine Elemente der Ordnung 12. Damit kann M nicht isomorph zu einer
dieser drei Gruppen sein.

Schritt 1: M ist nicht isomorph zu Eig: Ag:

Angenommen, das gelte doch. Dies ist eine zerfallende Erweiterung. Seien H < M
isomorph zu Ag und O := O2(M) = E16. Dann ist M = OH und |O]5 = 1. Also
gibt es ein g € M so, dass |(y) N HY| von 3 geteilt wird. Wir kénnen daher H als
Komplement von O in M so wéhlen, dass g = 14 gilt.

Mit der Charaktertafel von H in [Atl] besitzt H keine Elemente der Ordnung 6
und 12. Daher ist |(y) N H| = 3 und somit gilt |O N (y)| = 4. Da jedoch O elementa-
rabelsch und O N (y) zyklisch der Ordnung 4 ist, erfolgt ein Widerspruch. O

Schritt 2: M ist nicht isomorph zu Eg1 : Ag:

Angenommen, das sei falsch. Wie auch zuvor ist M eine zerfallende Erweiterung.
Seien H << M isomorph zu Ag und O := O3(M). Auch hier ist M = OH. Mit der
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Charaktertafel von H in [Atl] besitzt H keine Elemente der Ordnung 12. Damit
ist (y) N O # 1 und aus Ordnungsgriinden folgt |(y) NO| = 3. Sei also z € (y) N O
von Ordnung 3. Ferner gilt y € Cs(2), weil (y) zyklisch ist, und Cjs(z) enthélt das
Element y3 der Ordnung 4. Wegen |O|, =1 und M = OH muss 3> dann in einem
M-Konjugierten von H liegen. Das ist mit Bemerkung jedoch unmoglich. O

Somit ist nun M = PSU4(2) und mit der Charaktertafel von G in [Atl] enthalt M
Elemente der Ordnung 5 und 12. |

Lemma 5.93
Sei G =PSU4(3). Dann ist das HD | :=[G,g,1 | [5,1]] realisierbar.

Beweis

Seien K7 eine G-Konjugiertenklasse von Elementen der Ordnung 5 und Ko eine
G-Konjugiertenklasse von Elementen der Ordnung 12. Unter Verwendung der Cha-
raktertafel von G in [Atl] erhalten wir dgo; = 26880 mit Lemma Damit gibt
es Elemente ¢ € K7 und b,g € Ko so, dass gb = ¢ gilt. Mit der Charaktertafel von
G in [At]] ist b~! € Ks. Dann gibt es ein a € G so, dass g = (b~1)® gilt. Nun
folgt o(c™') =5 und 1g = gbc™! = (b=1)%c ! = [a,b]c™!, also erfiillt das Tripel
((a),(b),(c™1)) die Eigenschaften (RHD1) und (RHD2) fiir [.

Sei T := (a,b,c™1). Ist T = G so sind wir fertig. Seien daher T'# G und M eine
maximale Untergruppe von G so, dass T'<< M gilt. Wegen b,c € T'<< M, enthdlt M
nun Elemente der Ordnung 5 und 12. Mit Lemma folgt M = PSU4(2). Wir
wollen Lemma anwenden.

Zunéchst gibt es mit der Liste der G-Konjugiertenklassen von maximalen Unter-
gruppen von G in [Atl] genau zwei Konjugiertenklassen von maximalen Untergrup-
pen isomorph zu M. Sei daher U < G so, dass U= M, U ¢ M und ¢ € U gilt. Mit
den Charaktertafeln von G und M sowie der Liste der G-Konjugiertenklassen von

maximalen Untergruppen von G in [Atl] gilt |K;| = % = 27.36.7
M| = L = 2031 und |M€| =126 =232 7. Da nun |MC|-[M| = | K| gilt
ICwm ()]

und K1NM nicht in zwei oder mehr M-Konjugiertenklassen zerfillt, liegt ¢ in genau
einem G-Konjugierten von M, ndmlich in M selbst. Weiter zerféllt Ko N M mit den
Charaktertafeln von G und M in [Atl] in zwei M-Konjugiertenklassen, genauer gilt
KynM =MU(p—1H)M.

Seien nun K, := K1NM = M sowie K := b und K., := (b~1)M. Wir ermitteln

(M)

a2 = d'M) — 210

BB
mit Hilfe der Charaktertafel von M in [Atl] und Lemma [5.14, Nun folgt

(M) _ (M)
Bw—d

=d vBox

4-d§) = 4210 = 840 < 26880 = da1.

Lemma liefert, dass wir (b=1)% und b in K3 so withlen kénnen, dass die Gruppe
((b~1,b,c) < T in keinem G-Konjugierten von M liegt.
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Da auch 2-840 < 26880 = dao; gilt, konnen wir dasselbe Resultat fiir U verwenden
und finden (b=1)® und b in K3 derart, dass ((b~1)% b,c) < T in keinem G-Kon-
jugierten von M oder U liegt. Mit Lemma und der Liste der G-Konjugier-
tenklassen von maximalen Untergruppen von G sind wir dann fertig. |

Lemma 5.94
Seien G = PSU4(3) undn € {0,1} so, dassl:=[G,qg,1|[5,n],[7,1]] ein HD ist. Dann
ist | realisierbar.

Beweis
Schritt 1: Sei T'<< G eine Untergruppe, die Elemente der Ordnung 7 und 9 besitzt.
Dann ist T =G:

Angenommen, es sei T'# GG. Dann gibt es eine maximale Untergruppe M < G so,
dass T'<< M gilt. Seien a,c € T so, dass o(a) =9 und o(c) = 7 ist. Da a,c € T < M ist,
werden |T'| und | M| von kgV (o(a),o(c)) = kgV(9,7) = 63 geteilt. Mit der Liste der G-
Konjugiertenklassen von maximalen Untergruppen von G und aus Ordnungsgriinden
ist M isomorph zu Az, PSU3(3) oder PSL3(4). Nun ist a € M ein Element der
Ordnung 9. Mit den Charaktertafeln von A7, PSU3(3) und PSL3(4) in [Atl] gibt es
in M jedoch kein Element der Ordnung 9, ein Widerspruch. Damit folgt T'=G. O

Schritt 2: Realisierbarkeit von l:

Seien Ki bzw. Ko eine G-Konjugiertenklasse von Elementen der Ordnung 7
bzw. 9 und K3 eine G-Konjugiertenklasse von Elementen der Ordnung 5. Unter
Verwendung der Charaktertafel von G in [Atl] erhalten wir mit Lemma die
Werte djo1 = 17388 und day2 = 17253. Mit Lemma und Schritt 1 ist nun ! fiir
den Fall n = 0 realisierbar.

Fiir n =1 erhalten wir d312 = 93312 mit Lemma und mit der Charaktertafel
von G in [Atl]. Dann gibt es x € K3, y € K7 und g € K3 so, dass xy = g gilt. Sei
Ky := (y~1)%. Erneut ergeben sich mit Lemma die Werte d412 = 67068 und
d142 = 67068. Damit gibt es b,h € K; so, dass g = b~ 'h gilt. Ferner existiert ein
a € G so, dass h =b" ist, da b,h € K7 gilt.

Nun folgt 16 = ¢~ toy = (b=10%) "Ly = [b,a] 12y = [a,b]zy sowie o(z) =5 und
o(y) = 7. Damit erfiillt das Tripel ((a), (b),(z,y)) (RHD1) und (RHD2) fiir [ im Fall
n = 1. Betrachte T := (a,b,z,y). Da y € T ein Element der Ordnung 7 und [a,b] € T
ein Element der Ordnung 9 ist, liefert Schritt 1 die Eigenschaft (RHD3) fiir das
Tripel ((a),(b),(x,y)) fir [ im Fall n = 1. Damit folgt die Behauptung. [ |

Lemma 5.95
Sei G =PSL4(3). Dann ist das HD | := [G,qg,1 | [13,1]] realisierbar.

Beweis

Wir verwenden die Charaktertafel von G und die Liste der G-Konjugiertenklassen
von maximalen Untergruppen von G in [Atl]. Seien K bzw. K3 eine G-Konjugierten-
klasse von Elementen der Ordnung 5 bzw. 13. Mit Lemma ist di21 = 23360 und
da12 = 23296. Die Gruppe G besitzt nach [Atl] keine maximalen Untergruppen, deren
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Ordnung durch kgV(5,13) =5-13 = 65 teilbar ist und daher liefert Lemma die
Behauptung. |

Fiir das néachste Lemma sammeln wir ein paar Berechnungen in [GAP] in

Bemerkung 5.96
Berechnung der Werte dy21 und da12 in [GAP], wobei G = PSLy(5) und Ky bzw. Ks
Konjugiertenklassen von Elementen der Ordnung 13 bzw. 31 in G sind:

Falls notig, muss vor folgendem GAP-Code das Paket ctbllib geladen werden.

gap> tbl:=CharacterTable("L4(5)");;

gap> ord:=0rdersClassRepresentatives(tbl);;

gap> Positions(ord,13);

> [ 24, 25, 26 ]

gap> i:=Random(last);;

gap> Positions(ord,31);

> [ 34, 35, 36, 37, 38, 39, 40, 41, 42, 43 ]

gap> j:=Random(last);

gap> ClassMultiplicationCoefficient( tbl, i, j, i); # fir d_121
> 6000384

gap> ClassMultiplicationCoefficient( tbl, j, i, j); # fir d_212
> 5999616

Das liefert dja1 = 6000384 und da12 = 5999616.

Ermittlung der mazimalen Untergruppen von PSL4(5) in [GAP], deren Ordnungen
durch 13- 31 teilbar sind:

gap> G := PSL(4,5);;

gap> cm := ConjugacyClassesMaximalSubgroups(G);;
gap> # Ordnungen der maximalen Untergruppen
gap> cmo := List( cm, i -> Order( Representative( i ) ) );

> [ 46500000, 9000000, 46500000, 28800, 46800, 5760, 5760,
4680000, 4680000, 14400, 14400, 15600, 15600 ]

gap> # Liste derjenigen Ordnungen, die durch 13*31 teilbar sind

gap> Filtered( cmo, i-> IsInt(i / (13*31)) );

> []

Das heifit, dass PSL4(5) keine maximale Untergruppe besitzt, deren Ordnung durch
13- 31 teilbar ist.

Lemma 5.97
Sei G =PSL4(5). Dann ist das HD | := [G,g,1 | [31,1]] realisierbar.

Beweis .
Es ist |G| = 2 '(25_1)'(125_1)'(625_1) =27.32.5%.13.31. Nun sind alle zyklischen
Untergruppen der Ordnung 13 bzw. 31 in G konjugiert. Seien K bzw. K3 eine
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G-Konjugiertenklasse von Elementen der Ordnung 13 bzw. 31. Unter Verwendung
der Charaktertafel von G, die mit [GAP] erreichbar ist (siche Bemerkung [5.96)),
liefert Lemma die Werte di21 = 6000384 und do1o = 5999616. Mit weiteren
Berechnungen in [GAP] (siehe Bemerkung|5.96]) hat G keine maximale Untergruppe,
deren Ordnung durch kgV(13,31) = 13-31 =403 teilbar ist. Lemma liefert nun
die Behauptung. [ |

Lemma 5.98

Es seil:=[G,g,90 | [m1,m1],...,[mr,n,]] ein HD aus den Zeilen 7 bis 12 der Ta-
belle [.1) von Voraussetzung[{.21] Falls nicht | = [PSLa(k),9,1][2,1]] und k € {7,8}
gilt, dann ist | realisierbar.

Beweis
Die Behauptung folgt aus den Lemmata [5.81], [5.89] [5.90] [5.93] bis [5.97 und [5.20, W

5.7 Zusammenfassung

Wir fassen die Ergebnisse dieses Kapitels mit Satz [£.22] zusammen:

Satz 5.99
Seien G einfach und nicht-abelsch sowie 1 := [G,g,90 | [m1,n1],...,[mr,n.]] ein HD.
Dann gilt:

(i) Falls Voraussetzung gilt und nicht gleichzeitig | = [G,g,1][2,1]] und G
eine der Gruppen As, PSLa(7) oder PSLy(8) ist, dann ist | ein realisierbares
AHD.

(ii) Falls 1 ein realisierbares AHD ist, dann ist | unter Vermutung wie in
Voraussetzung und fir alle k € {5,7,8} gilt | # [PSLa(k),g,1 | [2,1]].

Beweis
Zuerst gelte Voraussetzung Nach Satz ist dann [ ein AHD und mit Lem-
mata [5.28] |5.32] [5.66| und |5.98| folgt die Behauptung (7) des Satzes.

Sei umgekehrt [ ein RAHD. Dann ist | insbesondere ein AHD und realisierbar.
Unter Vermutung liefert Satz zusammen mit den Lemmata [5.28] [5.32 [5.66]
und die Behauptung (77) des Satzes. [ |
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Sicherheit von Ausnahme-Hurwitzdaten

Im letzten Abschnitt haben wir die Realisierbarkeit der Ausnahme-Hurwitzdaten aus
Voraussetzung [£.21] untersucht und konnten zeigen, dass bis auf ein paar Sonderfélle
ein solches HD aus dieser Voraussetzung realisierbar ist. In diesem Abschnitt wollen
wir erneut auf die Fixitdt von Gruppen auf RF-Mengen eingehen. Genauer wollen
wir die realisierbaren AHD aus Voraussetzung [4.21| (siehe dazu Satz und die
zugehdrigen RF-Mengen auf globale Fixitét 4 iiberpriifen. Warum das nétig ist, wird
am folgenden Beispiel deutlich.

Beispiel 6.1
Seien G = PSLa(7) und go € N derart, dass | := [G,9,90 | [2,1],[4,1]] ein HD ist.
Dann ist | wie in Zeile 7 der Tabelle[]-1] in Voraussetzung[4.21] und Satz[5.99 liefert
fiir 1 die Eigenschaft RAHD. Sei also ((a1,...,ag,),(b1,...,bg,),(x,y)) eine Realisie-
rung von l.

Dann gilt o(x) = 2, o(y) =4 und 1g = [a1,b1] - - [agy, bg,Jxy sowie (a1,...,aq,,
bi,...,bgy,x,y) = G. Mit Lemma und Definition set QO die von x und y
induzierte RF-Menge. Unter Verwendung von Lemma berechnen wir nun die
Anzahl der Fizpunkte von Elementen der Ordnung 4 und von Involutionen von G in

Q.
Schritt 1: FElemente der Ordnung 4 fixieren zwei Punkte in (:

Sei g € G mit o(g) = 4. Mit der Charaktertafel von G in [ALl] gilt g € y& und
g &xC. Mit Satz I1.8.4 in [Hupi|] ist Ng((g)) eine Diedergruppe der Ordnung 8. Nun
folgt mit Lemma [4.16]

fixa (9)] = [Na (o)) (%9 + 20) =5 (§+1) =2,

Schritt 2: Involutionen fizieren sechs Punkte in ():

Seit € G mit o(t) = 2. Mit der Charaktertafel von G in [Atl] gilt t € € und t ist
zu einer Potenz von y in G konjugiert. Mit Satz 11.8.4 in [Hupl] ist Ng((t)) eine
Diedergruppe der Ordnung 8. Nun folgt mit Lemma [{.16]

fixo (t)] = IN((0)] - (% +29) =8 (§+1) =6.

O
Wir sehen also, dass G micht mit Fizitdt 4 auf QO operiert, da jede Involution sechs
Punkte in Q) fixiert.
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Der Umstand, dass ein RAHD nicht direkt zu einer Fixitét-4-Operation auf einer
zugehorigen RF-Menge fiihrt, ist der Definition von AHD in [4:1§ geschuldet. In
dieser Definition liegt der Fokus auf lokaler Fixitét, also der Fixitédt in der transitiven
Operation von G auf den Bahnen einer RF-Menge. Wir miissen nun den Sprung von
lokaler Fixitdat zu globaler Fixitdt (Anzahl der Fixpunkte auf der gesamten RF-
Menge) vollziehen. Das ist Gegenstand der folgenden

Definition 6.2

Seien G eine endliche Gruppe und | := [G,9,90 | [m1,n1],...,[my,ny]] ein realisier-
bares AHD. Wir nennen | fast sicher (fast sicheres AHD oder kurz FAHD), wenn
es eine Realisierung ((a1,...,ag,),(b1,...,0g0),(C1,15---1Clinys---,Cr 15+, Crp,)) vOR 1
s0 gibt, dass G auf der von c11,...,Clnys---,Cr1s---,Crp, induzierten RF-Menge mit
Fizitdt héchstens 4 operiert.

Wir nennen | sicher (sicheres AHD oder kurz SAHD), wenn fiir alle Realisierun-
gen ((a1,...,ag0),(b1,---,bg0),(C1,1,-- -, Clings- -5 Cr 151 Crm,)) vOn L gilt, dass G auf
der von c11,...,Clynys--+sCrl,---,Crp, nduzierten RF-Menge mit Fizitdt hochstens 4
operiert.

Warum wir zwischen ,fast sicheren“ und ,sicheren“ AHD und damit zwischen ,,es
gibt eine Realisierung® und ,fiir alle Realisierungen* in Definition [6.2] unterscheiden,
wird an folgendem Beispiel deutlich.

Beispiel 6.3

Sei G := ((12345678),(28)(37)(46)) < Sg. Dann ist G eine Diedergruppe von Ord-
nung 16. Sei g € N so, dass | := [G,9,2][2,2]] ein HD ist. Wir zeigen zundichst,
dass | ein AHD ist.

Sei M die Menge aller G-Konjugiertenklassen von zyklischen Untergruppen der
Ordnung 2. Dann gilt |M| = 3 und M = {((28)(37)(46))%, ((12)(38)(47)(56))%,
((15)(26)(37)(48))C Y. Ist z € ((28)(37)(46))% U ((12)(38)(47)(56)), so ist x eine
Spiegelung, wenn wir G als Symmetriegruppe eines regelmdfiigen Achtecks auffas-
sen. In diesem Fall gilt |[Ng({x)): {(z)| = 2 und G operiert mit Fizitit 2 auf der
Menge der Rechtsnebenklassen von (x) in G.

Ist z € ((15)(26)(37)(48))% = {(15)(26)(37)(48)}, so ist = die zentrale Involution
und die Operation von G auf G/{x) per Rechtsmultiplikation ist nicht treu. Genauer
fiziert x in diesem Fall alle acht Punkte in G/(x).

Wie in Definition sei fir alle a € {1,2,3,4} die Zahl t, € Ng die Anzahl
der Klassen C € M, fir die gilt, dass G fir alle U € C mit Fizitat a auf der Menge
der Rechtsnebenklassen von U operiert. Dann ist t1 =0 =1t3 =t4 und t9 = 2. Da
die Vielfachheit n der Verzweigung 2 in 1 genau 2 ist und nach Definition[{.18 nun
n=2<4=4t] + 2ty +tg+ty gilt, ist | ein AHD.

Wir geben zwei verschiedene Realisierungen fir | an. Seien a1 = 1g = ag,
b1 = (12345678), by = (28)(37)(46), t = (15)(26)(37)(48) und = = (12)(38)(47)(56).
Dann ist t die zentrale Involution und x ist eine nicht-zentrale Involution von G.
Durch Nachrechnen der FEigenschaften (RHD1), (RHD2) und (RHD3) sehen wir,
dass die Tripel ((a1,a2),(b1,b2),(t,t)) und ((a1,a2),(b1,b2),(z,x)) Realisierungen
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fir 1 sind. Seien jetzt Q1 die von t und t induzierte RF-Menge und Qg die von x
und x induzierte RE-Menge. Wir ermitteln die Fizitit der Operation von G auf (1,
und Q.

Sei o € Q1 so, dass Gy = 1 gilt. Dann ist nach Konstruktion und Lemma @
Go = (t). Ist hingegen € Q2 so, dass Gg =1 gilt, so ist Gg konjugiert zu (x). Es
ist |[Ng((t)) : (t)] = 8 und [Ng((g)) : (9)| = 2 fiir alle g € 2©. Mit Lemma gilt
daher fiir alle g € G#

0, g=t,
Ifixq, (9)| = {

16, g=t,
und
0, g¢ a:G,
fix =
| Qg(g) {4’ ge ey

Auf Qo operiert G also mit Fixitdt 4 und auf Q1 nicht. Damit ist | kein sicheres
AHD, jedoch fast sicher.

Wir werden nun ein Kriterium beweisen, welches in dem Kontext dieser Arbeit eine
Schliisselrolle einnimmt. Mit diesem kénnen wir entscheiden, welche der realisierba-
ren AHD aus Voraussetzung sicher sind.

Lemma 6.4

Sei | :=[G,g,90 | [m1,m1],...,[mr,n,]] ein RAHD. Fir alle i € {1,...,r} besitze G
nur genau eine Konjugiertenklasse von zyklischen Untergruppen der Ordnung m;.
Sind mq,...,m, paarweise teilerfremd, so ist | ein sicheres AHD.

Beweis
Nach Voraussetzung ist [ ein RAHD. Seien also

((a1,... ,ago),(bl,...,bgo),(cl,l,...,cl’m,...,cnl,...,cnm,))

eine beliebige Realisierung fiir [ und ) die von ¢1.1,...,¢1,n1,---,Cr15--+,Crn, indu-
zierte RF-Menge. Da [ ein AHD ist, operiert GG insbesondere nicht-reguldr auf Q.
Daher seien g € G7 und « € fixq (g). Wir zeigen, dass [fixg(g)| < 4 gilt.

Weil () die von ¢1,1,...,¢rp, induzierte RF-Menge ist, existieren § € a% sowie
ie{l,...,r} und j € {1,...,n;} mit Lemmaso, dass G5 = (¢; j) gilt. Ferner sind
Gy und Gy in G konjugiert und wir erhalten, dass g zu einer Potenz von ¢; ; in G
konjugiert ist. Seien M :={c11,...,¢,1} und

M(g) :=={cin € M | Es gibt ein j € {1,...,n;} so, dass g zu einer Potenz

von ¢; ; konjugiert ist in G'}.

Nun ist |M(g)| > 1. Ferner ist |[M|=r, da ¢1,1,¢2.1,...,¢r,1 paarweise verschiedene
Ordnungen haben und somit auch paarweise verschiedene Grupppenelemente sind.
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Angenommen, es gelte |[M(g)| > 2. Nun seien c¢;1,c,1 € M(g) derart, dass
o(ci1) # o(cg1) und g in G zu einer Potenz von ¢;; und ¢ 1 konjugiert ist. Das

ist moglich, da nach Voraussetzung (c;1)% = ... = <Cj,nj>G fir alle j € {1,...,r} gilt.
Dann werden o(c;,1) = m; und o(cy 1) = my, von o(g) # 1 geteilt, im Widerspruch zur
paarweisen Teilerfremdheit von my,...,m,.

Damit ist |M(g)| = 1. Seien ¢ € G und i € {1,...,r} so, dass M(g) = {c} sowie
m; = o(c) die zugehorige Verzweigungszahl und n; die Vielfachheit ist. Da [ ein AHD
ist, sei weiter a € {1,2,3,4} so, dass G mit Fixitat a auf G/(c) per Rechtsmultiplika-
tion operiert. Weil G nur eine Konjugiertenklasse von zyklischen Untergruppen der
Ordnung m; hat, gilt nach Definition

{1,2,3,4}, fallsa=1,
n; € < {1,2}, falls a =2,
{1}, falls a € {3,4}.

Mit Lemma [£.16] haben dann ¢, alle nichttrivialen Potenzen von ¢ und deren G-Kon-
jugierte nur a-n; < 4 Fixpunkte in (), somit auch g. |

Lemma 6.5

Seien G einfach, nicht-abelsch und l := [G,g,90 | [m1,n1],...,[my,n.]] ein HD aus
den Zeilen 1 bis 6, den Zeilen 8 bis 12 oder den Zeilen 14 bis 21 der Tabelle
von Voraussetzung . Falls G eine der Gruppen As oder PSLa(8) ist, so sei
l#[G,g,1][2,1]]. Dann ist 1 ein sicheres AHD.

Beweis

Wir wollen Lemma [6.4] verwenden und miissen die Voraussetzungen priifen. Falls
r =1 gilt, geniigt es zu zeigen, dass GG nur eine Konjugiertenklasse von zyklischen
Untergruppen der Ordnung m; besitzt.

Wir tiberpriifen zunéchst die nicht-generischen Falle aus Voraussetzung [4.21] Sei-
en zuerst G und [ wie in Zeile 1 von Tabelle [£.1] in Voraussetzung [£.21] Dann gilt
G=As,1<r<3,mi,...,my €{2,3,5} sind paarweise verschieden und nach Voraus-
setzung ist { = [G,g,1 | [2,1]]. Mit Satz[5.99]ist { ein RAHD. Es sind 2, 3 und 5 paar-
weise teilerfremd und mit Lemma gibt es jeweils nur eine G-Konjugiertenklasse
von zyklischen Untergruppen der Ordnung 2, 3 und 5. Nun liefert Lemma dass [
sicher ist.

Seien G und [ wie in Zeile 8 von Tabelle in Voraussetzung Dann gilt
G =PSLy(8), 1 <r <3, my,...,my € {2,7,9} sind paarweise verschieden und nach
Voraussetzung ist | # [G,g,1 | [2,1]]. Mit Satz folgt die Eigenschaft RAHD fiir .
Die Verzweigungszahlen 2, 7 und 9 sind paarweise teilerfremd und mit den Lemmata
und gibt es jeweils nur eine G-Konjugiertenklasse von zyklischen Untergrup-
pen der Ordnung 2, 7 und 9. Lemma liefert die Sicherheit von [.

Analog verfahren wir in den Zeilen 2 bis 6 und 9 bis 12 der Tabelle [4.1] von
Voraussetzung In diesen Féllen ist entweder » = 1 und die Aussage zur Tei-
lerfremdheit wird nicht benétigt oder es ist r > 1 und wegen der Méoglichkeiten fiir
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mi,...,m, in den jeweiligen Fallen folgt auch die Teilerfremdheit dieser. Alle Hur-
witzdaten aus diesen Zeilen sind mit Satz RAHD. Mit den Lemmata und
gibt es in G nur jeweils genau eine Konjugiertenklasse von zyklischen Unter-
gruppen der Ordnung my,...,m,. Lemma liefert dann, dass [ in allen Féllen ein
sicheres AHD ist. Damit sind die nicht-generischen Félle von Voraussetzung
gepriift.

Seien G und [ wie in Zeile 14 der Tabelle [4.1] von Voraussetzung Dann ist
q > 16 eine Potenz von 2, G = SLa(q), 1 <r <2 und mq,...,m, € {g—1,q+ 1} sind
paarweise verschieden. Mit Satz ist [ ein RAHD.

Wir sehen, dass ggT(q—1,¢q+ 1) =1 gilt, da ¢ gerade ist und ¢ — 1 und ¢+ 1
ungerade sind. Mit Lemma [3.5] gibt es nur jeweils eine G-Konjugiertenklasse von
zyklischen Untergruppen der Ordnung ¢ — 1 und ¢+ 1. Lemma [6.4] liefert nun, dass [
sicher ist.

Seien G und [ wie in den Zeilen 15 oder 16 der Tabelle 1] von Vorausset-
zung Dann ist ¢ > 3 eine Primzahlpotenz, ¢ € {1,—1}, G = PSL5(q), r =1
und mp = gg?;{%z;la). Mit Satz[5.99|ist [ ein RAHD und mit Lemma [3.15| gibt es nur
genau eine G-Konjugiertenklasse von zyklischen Untergruppen der Ordnung m;.
Lemma liefert nun, dass [ ein sicheres AHD ist.

Seien G und [ wie in Zeile 19 der Tabelle von Voraussetzung Dann
gibt es k € N so, dass s := 2¥ > 2, ¢ = 25> > 8 und G = Sz(q) gilt. Ferner ist
1<r<3und mi,....,my € {g—2s+1,g—1,q+ 2s+ 1} sind paarweise verschieden.
Mit den Lemmata [3.5] und [3.15] besitzt G nur jeweils genau eine Konjugiertenklasse
von zyklischen Untergruppen der Ordnung ¢ —2s+ 1, ¢ — 1 und ¢+ 2s + 1. Mit
Lemma [5.63] sind ¢ —2s+ 1, ¢ — 1 und ¢ + 2s + 1 paarweise teilerfremd und mit
Satz [£.99 und Lemma [6.4] ist [ nun ein SAHD.

Zuletzt seien G und [ wie in den Zeilen 17, 18, 20 oder 21 der Tabelle von
Voraussetzung [£.21] Dann gibt es eine Primzahlpotenz ¢ so, dass G isomorph ist zu
PSp4(q), PQg (¢), 2G2(q) oder 3D4(q). Ferner ist » =1 und es gilt

2
Tz falls G =PSpy(q),
4+1 ~ -
my = m7 falls G =PQg (q),
1 falls G = 2Ga(q),
q4_q2+1, falls G = 2D4(Q)-

Mit Lemma gibt es nur genau eine G-Konjugiertenklasse von zyklischen Unter-
gruppen der Ordnung m1. Da [ mit Satz ein RAHD ist, ist [ mit Lemma
ein SAHD. Insgesamt folgt nun die Behauptung. |
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Lemma 6.6
Seien q > 7 eine ungerade Primzahlpotenz, G = PSLa(q) und l := [G,g,g0 | [m1,n1],

o [myp,ny]] ein HD wie in den Zeilen 7 oder 13 der Tabelle von Voraussetzung
[4.21] Seie e {1,—1} so, dass ¢ =e modulo 4 ist. Weiter seil = [PSLa(7),9,1] [2,1]].
Dann ist | ein RAHD.

Gibt es i,j € {1,...,r} so, dass i = j, mj =13, mj =55, n; > 1 und nj > 1

gilt, dann operiert G nicht mit Fizitdt mazimal 4 auf der zugehdrigen induzierten
RF-Menge. Andernfalls ist | sicher.

Beweis
Da [ wie in den Zeilen 7 oder 13 der Tabelle von Voraussetzung [4.21] ist und
l#[PSLa(7),g,1|[2,1]] gilt, ist [ mit Satz ein RAHD.

Sei zuerst [ so, dass es 4,7 € {1,...,r} gibt wie folgt:
i # ], mi:qT_E,mqufge,leundanI.

Wir zeigen, dass G nicht mit Fixitdt hochstens 4 auf der zugehorigen induzierten
RF-Menge wirkt. Zunéchst gilt m; > 2 und m; > 4. Da [ realisierbar ist, seien
((a1,..-,aq0),(b1,-.-,bgy),(€1,1,---,Crn,)) eine beliebige Realisierung fiir I und Q die
von ¢1,1,...,Crp, induzierte RF-Menge. Da n; und n; beide grofier oder gleich 1 sind,
seien g :=c; 1 und h:=c;1. Es gilt o(g) = o(h?).

Mit den Séatzen I1.8.3 bis I1.8.5 in [Hupl] gibt es jeweils eine G-Konjugiertenklasse
von zyklischen Untergruppen der Ordnung m; = % und m; = ‘12;8. Damit ist (g)
zu (h?) konjugiert in G und deswegen ist g zu einer Potenz von h konjugiert in G.

Mit Lemma seien jetzt A1,Ao C Q zwei disjunkte G-Bahnen sowie a; € Aj
und ag € Ag so, dass G4, = (g) und G4, = (h) gilt. Mit den Lemmata und
operiert G mit Fixitdt 4 auf A; und mit Fixitdt 2 auf Ay. Ferner haben g, alle
nichttrivialen Potenzen von g und deren G-Konjugierte jeweils vier Fixpunkte in A.
Weiter haben h, alle nichttrivialen Potenzen von h und deren G-Konjugierte genau
zwei Fixpunkte in Ay. Da g zu einer nichttrivialen Potenz von h konjugiert ist in G,
hat ¢ nun vier Fixpunkte in A; und zwei Fixpunkte in A. Somit besitzt g insgesamt
sechs Fixpunkte in A U Ay C Q. Da die Realisierung von [ beliebig gewéhlt war, ist
alles gezeigt.

Sei nun [ so, dass fur alle ¢ € {1,...,r} gilt:

Falls m; = 4= und n; > 1 gilt, dann gibt es kein j € {1,...,r} so,
dass mj = Te und nj > 1 gilt. Falls hingegen m; = q— und n; > 1 gilt,

dann gibt es kein j € {1,...,r} so, dass mj = 1= un d nj >1 gilt.

Wir zeigen, dass [ sicher ist, und verwenden dabei Lemma [6.4] Wenn q > 9 ist, gilt
nun [ = {G,g,go‘ [qT,nl] { '5 ,ng” oder [ = G .0, go‘ H mit
ny € {0,1} und n9,n3 € {0,1,2} aufgrund der Voraussetzung

Im Fall ¢ = 7 ist | = [G,g,90 | [2,n1],[3,n2],[7,n3]] oder | = [G,g,90 | [3,n2],
[4,n4],[7,n3]] mit ny,n3 € {0,1} und na,nq € {0,1,2}.
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In allen Féllen ist * > 1 und n; +... +n, > 1, da [ nach Voraussetzung ein
AHD ist. Fir ¢ = 7 sehen wir, dass mq,...,m, jetzt paarweise teilerfremd sind
und mit der Charaktertafel von G in [Atl] folgt, dass G nur jeweils genau eine
Konjugiertenklasse von zyklischen Untergruppen der Ordnung 2, 3, 4 und 7 besitzt.
Da [ # [PSL2(7),g,1|[2,1]] ein RAHD ist, ist [ fiir ¢ =7 ein SAHD mit Lemma

Sei ¢ > 9. Mit den Lemmata [3.5 und [3.15] gibt es nur Jewells genau eine G-Kon-
jugiertenklasse von zyklischen Untergruppen der Ordnun —, qT und q+€ . Ferner
gilt ggT(¢—1,9+1) =2, da g ungerade ist. Somit ist ggT (%1, %) =1 und daraus
und aus der Wahl von my,...,m, folgt, dass nun my,...,m, paarweise teilerfremd
sind. Da [ ein RAHD ist, ist [ ein SAHD mit Lemma Insgesamt folgt die Be-

hauptung. |

Wir fassen diese Ergebnisse zusammen:

Voraussetzung 6.7
Seil:=[G,g,90 | [m1,n1],...,[my,n.]] ein HD und es gelte Voraussetzung|4.21| Fiir
alle k € {5,7,8} sei weiter | # [PSLa(k),g,1|[2,1]]. Gibt es ein e € {1,—1} und eine
ungerade Primzahlpotenz q > 7 so, dass ¢ =& modulo 4 und G = PSLa(q) gilt, so
gelte fir alle i € {1,...,r} schon:

Falls m; = q—g und n; > 1 gilt, dann gibt es kein j € {1,...,r} so, dass m; = q2
und nj; > 1 gzlt. Falls hingegen m; = q—;g und n; > 1 gilt, dann g¢ibt es kein

je{l,...,r} so, dass mj = 1= und nj > 1 gilt.

Satz 6.8
Seien G einfach und nicht-abelsch sowie l := [G,g,90 | [m1,n1],...,[mr,n.]] ein HD.
Dann gilt:

(i) Unter Voraussetzung[6.7 ist | ein SAHD.
(ii) Istl ein SAHD, so ist | unter Vermutung wie in Voraussetzung .

Beweis

Zuerst gelte Voraussetzung Dann ist | wie in Voraussetzung und mit
Satz [£.22] ist | ein AHD. Weiter folgt die Realisierbarkeit von ! mit Satz [5.99] da
nach Voraussetzung [ # [G,g,1 | [2,1]] fir G isomorph zu As, PSLa(7) oder PSLa(8)
gilt.

Sei G 2 PSLy(q) fiir eine ungerade Primzahlpotenz ¢ > 7. Dann folgt mit Lem-
ma dass [ sicher ist. Seien also ¢ > 7 eine ungerade Primzahlpotenz und
G = PSLa(q). Weiter sei € € {1,—1} so, dass ¢ = ¢ modulo 4 gilt. Nach Voraus-
setzung gibt es kein 7,5 € {1,...,7} so, dass i # j, m; = 4= und m; = 4= sowie
n; > 1 und n; > 1 gilt. Nach Lemma ist dann ! sicher.

Umgekehrt sei | ein SAHD. Dann ist [ insbesondere ein realisierbares AHD.
Unter Vermutung ist nun [ mit Satz[5.99 wie in Voraussetzung und es gilt
l#][G,g,1|[2,1]], falls G isomorph zu As, PSLa(7) oder PSLy(8) ist. Lemmata
und liefern die Behauptung, da [ ein SAHD ist. [ |
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Riemannsche Flachen und RF-Mengen — 11

In diesem Abschnitt mochten wir die Inhalte der vorigen Kapitel zusammenfiih-
ren und die Frage 2 dieser Arbeit beantworten. Zunéchst erinnern wir an Lem-
ma dass jede kompakte Riemannsche Fléiche X vom Geschlecht mindestens 2
eine RF-Menge zu einer Gruppe G < Aut(X) ist. In Lemma haben wir gezeigt,
dass es zu jedem RF-Paar (G,Q) mit realisierbarem Hurwitzdatum eine kompakte
Riemannsche Fliche X gibt, die als RF-Menge zu () dquivalent ist, und dass die
Gruppenelemente mit Fixpunkten in () und diejenigen mit Fixpunkten in X mitein-
ander identifizierbar sind. Damit sind alle Ergebnisse zu realisierbaren und sicheren
AHD mit Riemannschen Fléachen vereinbar.

Im ersten Abschnitt dieses Kapitels beantworten wir Frage 2 dieser Arbeit unter
der Vermutung Wir fassen dabei die Details von moglichen treuen Gruppen-
operationen mit Fixitdt hochstens 4 von einfachen und nicht-abelschen Gruppen
auf kompakten Riemannschen Fldchen vom Geschlecht mindestens 2 tabellarisch
zusammen. Der zweite Abschnitt behandelt eine Leseanleitung der Tabelle und bei-
spielhafte Anwendungen dieser.

7.1 Beantwortung von Frage 2

Lemma 7.1

Seien G einfach und nicht-abelsch, 1 := [G,g,g90 | [m1,n1],...,[my,ny]] ein HD und es
gelte Voraussetzung[6.7. Dann gibt es eine kompakte Riemannsche Fliche X vom Ge-
schlecht g und Bahnenraum /G vom Geschlecht gy so, dass G < Aut(¥) gilt und G
mit 1 als Verzweigungsdatum auf ¥ operiert. Ferner hat jedes g € G¥# hochstens vier
Fizpunkte in X.

Beweis

Da Voraussetzung gilt, ist { mit Satz ein SAHD und insbesondere ein rea-
lisierbares HD. Sei daher ((a1,...,aq,),(b1,-.-,bg,),(c1,1,---,Crn,)) €ine Realisierung
fiir [, und mit Lemma und Definition sei Q die von ¢1 1,...,¢pp, induzierte
RF-Menge.

Mit Lemma gibt es dann eine kompakte Riemannsche Fléche X vom Ge-
schlecht g mit Bahnenraum X/G vom Geschlecht gg so, dass G < Aut(X) gilt und Q
und X als RF-Mengen dquivalent sind. Da [ ein SAHD ist, hat jedes nichttriviale
Element aus G hochstens vier Fixpunkte in Q und damit auch in ¥ nach Lemma 5.7

|
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Voraussetzung 7.2

Seien X eine kompakte Riemannsche Fliche vom Geschlecht g > 2 so, dass
122G < Aut(X) gilt, G nicht-requlir und mit Fizitit 4 auf X operiert und
l:=[G,g,90 | [m1,n1],....[mr,ny]] ein Verzweigungsdatum zu X und G ist. Seien
q > 2 eine Primzahlpotenz und fiir alle i € {1,...,r} sei h; € G¥ so, dass 1 # o(h;)
ein Teiler von m; ist.

Notation 7.3

Es gelte Vomussetzung und es sei T := max{ni,...,n,}. In Spalte III der Tabel-
le[71] auf den Seiten[I75 und folgende sind Tabellen abgedruckt, zu denen folgender
Tabellenrahmen gehdrt:

fxe(h)] [i=1 i=2 - i=r|
n; =1
ni:Q

ni;T J

Fir alle je{1,...,r} und k€ {1,...,T} gilt:

Der Wert der Zelle in Spalte i = j und Zeile n; = k einer Tabelle ist die Fiz-
punktanzahl von h; in X, wenn in n; = k fir das Hurwitzdatum [ gilt. Ferner ist der
FEintrag genau dann leer, wenn nj <k fir das Hurwitzdatum [ gilt.

Beispiel 7.4

Wir betrachten die Zeile 9 der Tabelle von Voraussetzung [{.21. Dann ist
G =PSL3(4) und | = [G,g,90 | [5,n1],[7,n2]] sowie n; € {0,1,2} und ng € {0,1}.
Sei g € N so, dass | ein HD ist, und weiter seien hy,hy € G¥ derart, dass o(h1) =5
und o(ha) =7 gilt. Dann sind (h1)C und (he)¢ mit den Lemmata und die
einzigen G-Konjugiertenklassen von zyklischen Untergruppen der Ordnung 5 bzw. 7.

Mit Satz wissen wir, dass | ein SAHD ist und mit Lemma [7.1] sei X eine
kompakte Riemannsche Flache vom Geschlecht g so, dass G < Aut(¥) ist und G
mit 1 als Verzweigungsdatum auf X operiert.

Nach Voraussetzung darf na nicht den Wert 2 annehmen. Falls ny =1 gilt, sei
ay = |fixy(h1)]. Wenn n1 = 2 ist, so sei ag := |fixyx(h1)|. Falls no = 1 gilt, sei
ag = [fixg (he)|. Dann erhalten wir folgende Tabelle im Sinne der Notation[7.3 (mit
Rahmen):

i=1 i=2]|
n;=1 aq Qa3

n; = a9
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Satz 7.5
Es gelte Voraussetzung[7.3. Unter der Vermutung[3.16] gilt dann:

(i) 1 ist in Spalte I der Tabelle[7.1]

(ii) Es gilt n1 + ... +ny > 1 und fir alle i € {1,...,r} gilt n; > 0. Ferner sind
mit Notation fir alle i € {1,...,r} die Spezifikationen fir n; sowie die
Fizpunktanzahl von h; in X in der Spalte III der Tabelle gegeben.

(iii) Es gelten die Spezifikationen fir go in Spalte II der Tabelle und es ist
go >0, falls n1+...4+n, >3 gilt, oder es ist go > 1.

Gibt es ferner ein h € G so, dass fiir alle i € {1,...,r} schon o(h) kein Teiler von
m; ist, dann gilt |fixg(h)| =0.

Beweis

Zunéchst ist (G,X) mit Lemma ein RF-Paar. Da [ ein Verzweigungsdatum zu X
und der Wirkung von G auf X ist, erfiillt [ nach [Bro] die Eigenschaften von Defini-
tion und ist mit Satz realisierbar. Da nach Voraussetzung jedes nichttriviale
Element von G hochstens vier Punkte in X fixiert und G nicht-reguldr operiert, gilt
I # [G,9,90 | 0] und damit » > 1. Somit ist / ein AHD mit Lemma und fast
sicher nach Definition Unter Vermutung ist [ mit Satz [6.8] wie in Voraus-
setzung Wenn wir nun die Tabelle und Voraussetzungen und mit
der Tabelle und den Aussagen von Satz vergleichen, sehen wir, dass wir nur
noch die Fixpunktanzahl der nichttrivialen Elemente von G bestimmen miissen.

Seien h € G¥ und | = [G,g,90 | [m1,m1], ..., [mr,n,]] das zugehorige Verzwei-
gungsdatum. Da [ als Verzweigungsdatum realisierbar ist, wiahlen wir eine Realisie-
rung ((ag), (bg),(ci;)) von l. Gibt es kein i € {1,...,7} so, dass o(h) ein Teiler von
m; ist, dann gibt es keine G-Bahn A von X so, dass h in einem Punktstabilisator in
der Operation von G auf A enthalten ist. Seien also h € G# und i € {1,...,r} so,
dass m; von o(h) geteilt wird. Mit der Auswahl von my,...,m, fir [ in Tabelle
sind my,...,m, paarweise teilerfremd. Daher gibt es kein j € {1,...,r} so, dass j #1
und o(h) ein Teiler von m; ist. Mit den Lemmata 3.5/ und ist (c;1)¢ die einzige
G-Konjugiertenklasse von zyklischen Untergruppen von G der Ordnung m; und es
folgt <CZ‘71>G =...= <Ci’ni>G.

Seien C':= (c;1), ¥ € X und A := 2% so, dass C' = Gy ist. Da C' nichttrivial ist,
operiert G mit Fixitat a € {2,3,4} auf A mit Lemma und nach Voraussetzung.
Wieder mit den Lemmata [3.5] und ist h zu einer Untergruppe von C konjugiert
und es gilt |fixa(h)| =a € {2,3,4}. Dann folgt

2, falls a=2 und n; =1,
|fixg(h)| =<3, falls a =3 oder
4, fallsa=2und n; =2 oder a =4

und damit erhalten wir unter Beachtung der Notation die Eintrige in Spalte 111
der Tabelle [T [ |
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Satz 7.6
Sei | := [G,g9,90 | [m1,m1],...,[my,n;]] ein HD. Gelten dann die Eigenschaften (i)
und (1) von Satz sowie die Spezifikationen fir ni,...,n, aus (ii) des Satzes, so
ist | ein SAHD.

Insbesondere gibt es eine kompakte Riemannsche Fldche ¥ vom Geschlecht g so,
dass G < Aut(X) gilt und G mitl als Verzweigungsdatum mit Fixitit 4 auf X operiert.

Beweis

Die Eigenschaften fir G, go, mi,...,m, und nq,...,n, aus Tabelle[7.]]liefern, dass
die Voraussetzung erfilllt und [ = [PSLa(k), 9,90 | [2,1]] fur alle k € {5,7,8} gilt.
Ferner erfiillt [ die Voraussetzung Mit Satz ist [ dann ein SAHD. Der Rest
folgt aus Lemma [7.1] [ |

Mit den Sétzen[7.5 und[7.6]ist die Frage 2 dieser Arbeit nun unter der Vermutung[3.16]
beantwortet.

7.2 Leseanleitung zur Tabelle [7.1] und Anwendung der Sitze
[7.5] und [7.6]

Bemerkung 7.7 (Leseanleitung zur Tabelle

Unter Verwendung der Tabelle wollen wir ein Verzweigungsdatum [ zu einer
kompakten Riemannschen Fldche ¥ vom Geschlecht g > 2 konstruieren so, dass
G < Aut(X) einfach und nicht-abelsch ist sowie X/G vom Gechlecht go ist und G
mit Fixitdt maximal 4 auf X operiert.

Zunéchst ist der Isomorphietyp von G stets der erste Eintrag in den Listen der
Spalte I von Tabelle [7.1] Falls G zu einer unendlichen Familie von Gruppen gehort
und mit einem Parameter ¢ definiert ist, so ist ¢ > 2 eine Primzahlpotenz und ¢ ist
ggf. in der vierten Spalte der Tabelle [7-1] spezifiziert.

Seien daher [ := [G, T, | 1,71, - -+, M Pormay )] die zu G gehérige Liste in
Spalte I von Tabelle und ! := [G,9,90 | [m1,n1],...,[my,ny]] das Verzweigungs-
datum.

(i) Aus Spalte I sind der Mazimalwert von r, und die Werte der Verzweigungs-
zahlen my,...,m, ablesbar:

Der Maximalewert 7pax von 7 ist der hochste Index i von 7; in der Liste [. Es
gilt stets r < rmax und r > 1 nach Definition

Die Menge {m,...,m;} ist stets eine Teilmenge von {my,...,m, .. }. Beachte,
dass my,...,m, mit Deﬁnitionund Bemerkungm (ii) paarweise verschie-
den sind.
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(i)

(i)

Beispiel:

Sei G = PSLa(8). Dann betrachten wir Zeile 9 der Tabelle [7.1 Nun ist
I = [PSLa(8),8,0¢ | [2,71],[7,m2],[9,73]] nach Spalte I der Tabelle. Es ist
Tmax = 3 und {my,..., M.} =1{2,7,9}. Dann kann 1 die folgende Gestalt
annehmen:

° (T = 1) Gagago | y 111 ] [Gvgvgo | [77n2]]7 [Gag’go | [9,77,3]],

[ [2,m1]

° (T =2) [GagaQO ’ [27 1} ) [7 712]], [G,g,go ’ [2,721] ) [97713“7
[Gagng | [77 2] ’ [9,713]],

[ [2,m1]

* (74:3) Gaga90| 11 a[7 712],[9,7%3“.

Aus Spalte 111 sind Informationen tber die Vielfachheiten n1,...,n, ablesbar:

Beachte auch Notation [7.3] und Beispiel [7.4] auf der Seite [I74] und folgend.
In Spalte III der Tabelle sind kleinere Tabellen mir ry,,x Spalten und
T := max{m,..., Ry, } Zeilen abgedruckt. Eine Zelle in Zeile i € {1,...,T}
und Spalte j € {1,...,7max} ist genau dann leer, wenn 7; < i gilt.
Sind i € {1,...,r} und j € {1,...,7max} so, dass m; = m; ist, so sei n; < 7.
Wir beachten, dass nach Definition [£.18| stets nj + ...+ n, > 1 ist.

Beispiel (Fortsetzung):

Sei G = PSLy(8), | habe die Gestalt [G,g,90|[2,n1],[7,n2]] und es ist
I =[PSL2(8),3,9 | [2,71],[7,72],[9,73]]. Aus Spalte III der Tabelle erhal-
ten wir die kleine Tabelle:

NN
NG

Wir lesen n1 <71 <1 und ng < 7o <2 ab. Dann kann [ noch die folgende
Gestalt annehmen:

o [G,9,90 | [2,1]] (hier ist n1 =1 und ng =0),

e [G,g,90|[7,1]] (hier ist ny =0 und ng =1),

e [G,g,90|[7,2]] (hier ist ny =0 und ng =2),

o [G,9,90|[2,1],[7,1]] (hier ist n1 =1 und no =1) oder
e [G,g,90][2,1],[7,2]] (hier ist ny =1 und ny =2).

Informationen tber das Geschlecht go von X/G und tber das Geschlecht g
von X sind aus Tabelle ermittelbar:

Ublicherweise gilt gg > 0, wenn nq + ... +n, > 3 ist, und gg > 1 andernfalls.
Mit Lemma, auf der Seite [89] gibt es jedoch Ausnahmefille, die auftreten
kénnen. Sollte es also Tupel (n1,...,n,,,. ), die mit Spalte I und III der Tabelle
vereinbar sind, und Werte gg geben, die einen solchen Ausnahmefall darstellen,
so stehen genauere Spezifikationen fiir go und (n1,...,n,,,,) in der Spalte II
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(iv)

von Tabelle Der Wert fiir g kann anschlieBend iiber die Hurwitzformel
(siche Definition (7) auf Seite ermittelt werden.

Beispiel (Fortsetzung):

Sei G =PSLy(8). Wir betrachten weiterhin die neunte Zeile von Tabelle .
Es habe | die Gestalt |G,g,90 | [2,1],[7,2]]. Nun ist

n+...+n=n1+n9g=14+2=3.

Ublicherweise gilt also go > 0. Da es fiir diesen Fall keine Spezifikationen in
Spalte II der Tabelle[71) gibt, kann go jeden beliebigen Wert in No annehmen.
Ist beispielsweise go =0, so erhalten wir mit der Hurwitzformel

g:1+|§|- (2(90—1)+inj-<1—1‘>>
=1 M

:1+%-(—2+3—(%+%))

=1+252- (1- 1)
= 55.

Nun habe | die Gestalt [G,9,90 | [2,1]]. Es ist ni+...+n, =n1 =1 < 2. Damit
gilt iblicherweise go > 1. Jedoch g¢ibt es fiir diesen Fall eine Spezifikation in
Spalte II der neunten Zeile der Tabelle[7.1, namlich go > 2. Jetzt kann go jeden
Wert in N annehmen, der echt gréfler als 1 ist.

Die Anzahl der Fizpunkte von Elementen von G auf X kann mit der Spalte I11
der Tabelle [71] bestimmt werden.

Dafiir ist notig, dass [ nach dieser Leseanleitung vollstandig spezifiziert wurde.
Dann erfiillt [ ndmlich die Voraussetzungen von Satz Dieser Satz liefert,
dass die Voraussetzungen von Satz erfiillt sind, mit welchem wir die Fix-
punktanzahl von Elementen von G in X bestimmen koénnen.

Seien h € G und h # 1. Gibt es ein j € {1,...,r} so, dass o(h) ein Teiler von
mj =mj ist, so ist die Fixpunktanzahl von h in X der Wert der Zelle in Spalte j
und Zeile n; der kleinen Tabelle in Spalte III von Tabelle n (fiir nj =0 ist
die Fixpunktanzahl 0). Gibt es kein solches j, so ist die Fixpunktanzahl von h
in X genau 0.

Beispiel (Fortsetzung):

Sei | = [PSL2(8),9,90 | [2,1],[7,1],[9,2]]. Wir schauen in die neunte Zeile der
Tabelle[7. Es ist mi =2, ma =7, mg =9, n1 =1=ngy und n3 =2. Mit der
Spalte 111 der Tabelle haben nun Elemente der Ordnung 2, 3 und 9 von G
genau vier Fixpunkte in X. Elemente der Ordnung 7 von G haben genau zwet
Fizpunkte in X. Mit der Charaktertafel von G in [ALl] gibt es keine weiteren
nichttrivialen Elemente von G.
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Nachfolgend stellen wir drei Beispiele zur Verwendung der Satze und Tabel-
le [ 1] vor.

Beispiel 7.8 (Die Kleinsche Kurve)

Sei X die Kleinsche Kurve. Dann istl:=[G,3,0][2,1],[3,1],[7,1]] das Verzweigungs-
datum zu ¥ und G := Aut(X) = PSLy(7) (siehe Beispiele[4.9 (i) und[{.10 (i)). Weiter
hatl die Form wie in Zeile 7 und Spalte I der Tabelle[71. Mit den Satzen[7.6 und[7.5
kénnen wir nun die Fixpunktanzahl von Elementen von G auf X bestimmen.

Mit der Spalte III der Tabelle haben Elemente der Ordnung 2 von G genau
vier Fizpunkte in X. Elemente der Ordnung 3 von G haben genau zwei Fizpunkte
in X und Elemente der Ordnung 7 haben genau drei Fizpunkte in X. Nach [Atl] hat
PSLa(7) noch Elemente der Ordnung 4. Diese haben keine Fizpunkte in X.

Beispiel 7.9 (Die MacBeath-Kurve)
Sei X die MacBeath-Kurve. Dann ist | := [G,7,0|[2,1],[3,1],[7,1]] das Verzwei-
gungsdatum von X und G := Aut(¥) = PSL2(8) (siehe Beispiele (7i) und
(i)

Es ist | nicht in der Form wie in Zeile 9 und Spalte I der Tabelle [7.1. Mit
Satz[7.5 operiert G nicht mit Fizitit 4 auf X. Jedoch kénnen wir die Fizpunktanzahl
von gewissen Elementen von G in X bestimmen.

Weil 3 zu 2 und zu 7 teilerfremd ist, haben Elemente der Ordnung 2 und 7 von G
dieselbe Fizpunktanzahl auf ¥ wie auf einer kompakten Riemannschen Fliche ¥ mit
dem Verzweigungsdatum | = [G,9,80 | [2,1],[7,1]]. Von dieser Operation kénnen wir
die Fizpunktanzahl der Elemente von G mit Ordnung 2 und 7 auf ¥ mit den Sdtzen
und bestimmen, da | ein Verzweigungdatum aus Zeile 9 (zu G = PSLy(8))
und Spalte I der Tabelle ist.

Ist x € G von Ordnung 2 und y € G von Ordnung 7, so hat x mit Spalte III der
Tabelle genau vier Fizpunkte in X und X und y fiziert genau zwei Punkte von
X und ¥. Elemente der Ordnung 9 von G haben keine Fizpunkte in ¥ und X. Nun
hat G nach [Atl] nur noch nichttriviale Elemente der Ordnung 3. Mit Satz[7.5 hat
dann jedes Element der Ordnung 3 von G mindestens finf Fixpunkte in X.

Wir bestimmen die genaue Anzahl von Fizpunkten von Elementen der Ordnung 3
von G in X. Dazu nutzen wir Lemma auf Seite [91 Das ist maglich, weil
(G,X) nach Lemma ein RF-Paar ist. Sei g € G mit o(g) = 3. Nach [Atl] ist

|Nc:({(g))| = 18. Mit Lemma[{.16] gilt nun
ixe(9) = INa((g)] - (1-§+1-5+1-2) = ¥ =6.
Weil es in G nur eine Konjugiertenklasse von zyklischen Untergruppen der Ord-

nung 3 gibt (siehe [Atl]), hat nun jedes Element der Ordnung 3 von G genau sechs
Fizpunkte in X.
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Beispiel 7.10 (Ein etwas anderes Beispiel)

Sei X eine kompakte Riemannsche Fldache vom Geschlecht 114049. Weiter sei be-
kannt, dass Aut(X) eine Untergruppe G isomorph zur Mathieugruppe Moo besitze
und X/G Geschlecht 0 habe. Zusdtzlich sei bekannt, dass X/G drei Verzweigungs-
punkte besitze.

Wenn wir in Tabelle schauen, so kann G nicht mit Fixitdit 4 auf X ope-
rieren, weil alle Verzweigungsdaten mit G = Moo héchstens zwei Verzweigungen
(n1+ ...+ n,) haben und ein Cogeschlecht (gg) von mindestens 1. Dennoch konnen
wir gegebenenfalls ein paar Informationen mit Tabelle [7.] iber die Fizpunktanzahl
erhalten. Wir bestimmen zundchst die Verzweigungszahlen my, mo und ms.

Es ist |G| = 443520 und mit der Hurwitzformel in Definition [{.8 (ii) ergibt sich

114049:1+@-(2-(0*1)+(1*i)+(1*L>+(1*L>)

m1 mo ms3

:1+221760-(1—(m%+m%+mi3)).

Also gilt

1 1 1_ 114049—1 _ 17

mr T ms T ms =1~ "21760 = 35
G besitzt nichttriviale Elemente der Ordnung 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8 und 11 mit der Cha-
raktertafel von G in [Atl]. Durch Ausprobieren erhalten wir m; = 5 wund

mo =7 =ms.

Das heif$t, dass | = [G,114049,0 | [5,1],[7,2]] ein maégliches Verzweigungsdatum
2u X und G ist. Nun hat | zwar die Form | = [Ma22,7,90 | [5,71],[7,72]] der Liste aus
Spalte I der fiinften Zeile in Tabelle[7.1], mit Spalte III gilt jedoch 1 <1 und ma < 1.
In 1 ist die Vielfachheit der Verzweigungszahl mg =7 aber 2 und nicht héchstens 1
wie in l. Dennoch kénnen wir die Anzahl der Fizpunkte von Elementen von G in X
ahnlich wie im letzten Beispiel bestimmen.

Seien h € G und h # 1. Sei zuerst o(h) = 5. Da die Vielfachheit zur Verzwei-
gungszahl 5 in 1 mit my in [ vereinbar sind, kénnen wir |fixg(h)| =4 in Spalte III der
Tabelle [71) ablesen.

Sei o(h) = 7. Hier ist die Vielfachheit 2 zur Verzweigungszahl 7 in | nicht mit
mi2 < 1 in [ vereinbar. Seien jetzt | = [G,9,90 | [5,1],[7,1]] und X eine kompakte
Riemannsche Fliche mit Verzweigungsdatum 1. Dann erfillt 1 die Eigenschaften
von Tabelle und es folgt ‘ﬁxi(h)‘ = 3 mat Spalte III der Tabelle sowie mit den

Sdtzen und|7.5. Da sich 1 und 1 bei den Verzweigungen nur um die Vielfachheit
zur Verzweigungszahl 7 unterscheiden, nutzen wir Lemma |4.16 auf Seite und
erhalten

Ifixcy (h)| = 2 ’ﬁxi(h)‘ = 6.

Also hat h genau sechs Fixpunkte in X.
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Zusammenfassung und Ausblick

In dieser Arbeit wurden treue Gruppenoperationen von einfachen und nicht-abel-
schen Gruppen mit Fixitat hochstens 4 untersucht. Die Forschungsfragen dieser Dis-
sertation waren folgende:

Frage 1: Welche sind die einfachen, nicht-abelschen und transitiven Permutati-
onsgruppen von Fixitdt 4, die eine Involution in einem Vierpunktstabi-
lisator enthalten?

Frage 2: Welche einfachen und nicht-abelschen Gruppen G wirken mit Fixitdt ma-
ximal 4 auf kompakten Riemannschen Fldchen X vom Geschlecht min-
destens 2 als Gruppen von Automorphismen und wie viele Fizpunkte
besitzen nichttriviale Elemente von G auf X.?

Wir zeigten im Kapitel [2| dass die Gruppen Mjj, Mi2, PSU3(3) und PSLa(q)
fiir gewisse Primzahlpotenzen ¢ > 7 die einzigen transitiven, einfachen und nicht-
abelschen Permutationsgruppen von Fixitét 4 sind, in denen es eine Involution mit
genau vier Fixpunkten auf der zugehdrigen Bahn gibt, und fassten diese Informa-
tionen im Satz [2.41] auf der Seite [63] zusammen. Damit beantworteten wir die erste
Frage dieser Arbeit.

Mit Beginn des dritten Kapitels arbeiteten wir auf eine Antwort auf Frage 2 hin
und untersuchten zunéchst transitive, einfache und nicht-abelsche Permutations-
gruppen von Fixitdt hochstens 4 und mit zyklischen Punktstabilisatoren. Anschlie-
Bend nutzten wir die Eigenschaften von Gruppenoperationen auf kompakten Rie-
mannschen Fliachen, um RF-Mengen und Hurwitzdaten zu definieren, und klassifi-
zierten unter der Vermutung von Seite Gruppenoperationen von einfachen
und nicht-abelschen Gruppen auf RF-Mengen mit Bahnenfixitdt maximal 4 und ei-
ner Beschrankung der Maximalanzahl von nicht-reguldren Bahnen der Operation.
In den Kapiteln [5] und [6] wurden diese auf gewisse Eigenschaften tiberpriift, die im
siebenten Kapitel zu einer Klassifikation der treuen Gruppenoperationen von ein-
fachen und nicht-abelschen Gruppen auf kompakten Riemannschen Flichen vom
Geschlecht mindestens 2 unter der Vermutung fiihrte.

Diese Klassifikation ist das Resultat der Satze[7.5und [7.6l auf den Seiten 177 und
Sie zeigen auf, dass nur die Alternierenden Gruppen vom Grad n € {5,6,7,8},
die sporadischen Gruppen Mij, Ma2 und J; sowie die Lie-Typ-Gruppen PSp,(q),
PQs (q), Sz(q), 2G2(q), >Da(q), PSLy(q) und PSU,(q) fiir n € {2,3,4} und gewisse
Primzahlpotenzen ¢ mit Fixitdt maximal 4 auf kompakten Riemannschen Flachen
vom Geschlecht mindestens 2 treu operieren. Details iiber die Anzahl und Groéfle
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der nicht-reguldren Bahnen und die Anzahl der Fixpunkte von nichttrivialen Grup-
penelementen wurden ermittelt und sind in Tabelle [7.1] auf Seite [I75] und folgende
dargestellt. Sobald die Vermutung bestétigt ist, ist die Frage 2 dieser Arbeit
vollstdndig beantwortet.

Das Ziel des BMW-Projekts, in welches sich diese Dissertation eingliedert, ist die
Klassifizierung der Paare (X, Aut(X)) von kompakten Riemannschen Flichen X vom
Geschlecht mindestens 2 und ihren Automorphismengruppen Aut(X), fiir die nicht
jeder Punkt von X, der von einem nichttrivialen Automorphismus h € Aut(¥) fixiert
wird, ein Weierstrapunkt ist. Mit dem Satz von Schoeneberg (vgl. V.1.7 Theorem in
[FaKx]) liegt der Fokus des Projekts auf der Klassifizierung der Flachen X und ihren
Automorphismengruppen, fiir die es einen nichttrivialen Automorphismus gibt, der
héchstens vier Fixpunkte auf der Fliche festldsst. Da sich das BMW-Projekt bisher
auf die Bahnenfixitat solcher Operationen konzentrierte und transitive Permutati-
onsgruppen von Fixitdt 2, 3 und 4 untersuchte, trigt diese Arbeit mit den Ergeb-
nissen von Frage 1 zur ausstehenden Klassifikation von transitiven, einfachen und
nicht-abelschen Permutationsgruppen von Fixitdt 4 bei. Die Frage 2 dieser Arbeit
befasste sich mit der Klassifizierung solcher Paare (¥,G) von kompakten Riemann-
schen Flichen X vom Geschlecht mindestens 2 und einfachen und nicht-abelschen
Gruppen 1 # G < Aut(¥), in der jeder nichttriviale Automorphismus von ¥ in G
héchstens vier Punkte in X fest ldsst. Dieser Zwischenschritt war und ist fiir das
Erreichen des Projektziels notwendig. Einerseits ist die Voraussetzung, dass alle
nichttrivialen Automorphismen hochstens vier Punkte auf der Fliche fixieren, ein
Spezialfall. Andererseits legt diese Arbeit mit der Voraussetzung 1 # G < Aut(¥)
eine Basis fiir die Bestimmung von Aut(X), falls G # Aut(¥) ist. Durch sogenann-
te relative Projektionen (vgl. [Brol S. 242]) kann unter gewissen Umstdnden aus
der Verzweigung von X/G auf die Verzweigung von X/ Aut(X) geschlossen werden.
(Fiir einen Uberblick dazu siehe den Gliederungspunkt (1.4) auf Seite 235, den Ab-
schnitt ,Relative Projections“ auf den Seiten 242 bis 244 sowie Example 3.5 und
Example 3.6 auf den Seiten 250 bis 253 in [Bro].)

Damit liefert diese Dissertation einen wichtigen Beitrag zum Erreichen des Pro-
jektziels, der Klassifizierung der Paare (¥,Aut(X)) von kompakten Riemannschen
Flachen X vom Geschlecht 2 und ihren Automorphismengruppen, fiir die nicht jeder
Fixpunkt eines nichttrivialen Automorphismus von X ein Weierstrafipunkt von X ist.
Jedoch ist das Projektziel noch nicht erreicht. Deshalb moéchten wir in diesem Kapitel
einen Ausblick geben, welche Probleme noch gelést werden miissen. Dariiber hinaus
mochten wir anmerken, welche zusétzlichen Erkenntnisse und Hilfsmittel wiinschens-
wert sind, um mit den Ergebnissen zu arbeiten. Dabei konzentrieren wir uns auf drei
Teilaspekte des BMW-Projekts; Transitive Gruppenoperationen von Fixitat hoch-
stens 4, Gruppenoperationen auf Riemannschen Flidchen sowie Riemannsche Flidchen
und WeierstrafSpunkte.
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Transitive Gruppenoperationen von Fixitat hochstens 4

Ist G eine endliche, transitive und nicht-regulidre Permutationsgruppe von Fixitét 1,
2 oder 3 auf einer Menge Q), so verstehen wir die Struktur von G und der Punkt-
stabilisatoren in dieser Operation durch Abschnitt V.8 in [Hupl] (fiir Fixitat 1) und
durch [MaW1] und [MaW2| (fir Fixitdt 2 und 3) gut. Transitive Gruppenoperatio-
nen von Fixitdt 4 sind jedoch bisher wenig erforscht. Es gibt erste Erkenntnisse in
der Sylow-Struktur solcher Gruppen, die in [BMW] erarbeitet wurden. Eine vollstéan-
dige Strukturbeschreibung sowie Klassifikationen von einfachen, fast-einfachen und
quasi-einfachen Gruppen in transitiver Permutationswikung von Fixitét 4 ist noch in
Arbeit. Mit der Beantwortung der ersten Frage dieser Dissertation konnten wir einen
Beitrag zur Klassifikation der einfachen und nicht-abelschen Permutationsgruppen
von Fixitdt 4 in transitiver Wirkung leisten. Fiir eine vollsténdige Klassifizierung
dieser fehlen noch die vier Fille, in denen die Maximalanzahl der Fixpunkte von
Involutionen zwischen 0 und 3 ist.

Bei [MaW1] und [MaW?2] sowie bei Satz und der Voraussetzung bzw.
Lemma [3.15| fallt auf, dass einfache Gruppen vom Lie-Typ sowohl in Fixitdt 2 und 3,
als auch in Fixitdt 4 eine generische Rolle einnehmen. Es fillt auch auf, dass die
Dimension des zugrundeliegenden Vektorraums der Gruppe vom Lie-Typ und der
Lie-Rang wachsen, je hoher die zugelassene Fixitat ist. Interessant konnte also sein,
welche Restriktionen wir an die Dimension des Vektorraums und den Lie-Rang einer
einfachen Gruppen vom Lie-Typ stellen miissen, damit diese transitiv, nicht-regulér,
treu und mit einer vorgegebenen Fixitét auf einer Menge operieren kann. Dieselbe
Frage konnen wir auch fiir Alternierende und Sporadische Gruppen stellen:

Ist G eine alternierende oder sporadische Gruppe, die mit Fixitdt hochstens
k € N, k > 2 als transitive und nicht-reguldre Permutationsgruppe auf einer Menge
operiert, wie grof3 ist dann der Grad der alternierenden Gruppe G bzw. welche
sporadische Gruppe ist G?

Wiinschenswert wére eine Bereitstellung der Ergebnisse zu transitiven Gruppen-
operationen von Fixitdt 2, 3 und 4 in einem Computeralgebrasystem wie [GAP],
soweit wie die Gruppen von GAP noch handhabbar sind. Das kann beispielsweise
durch eine Bibliothek von transitiven Gruppenoperationen fiir einfache, fast-einfache
und quasi-einfache Gruppen sowie Beispielen von Gruppen aus den Struktursétzen
von [MaW1] und [MaW?2], in der die Gruppen als Permutationsgruppen und deren
Fixitat in der gegebenen Permutationsdarstellung aufgefiithrt sind, realisiert werden.
Funktionen, die die Anzahl der Fixpunkte eines Elements einer Permutationsgruppe
oder gar die Fixitdt der Gruppe in der Permutationsdarstellung schnell berechnen,
ohne dabei auf die Markentafel der Gruppe zuriickgreifen zu miissen, konnten eben-
falls niitzlich sein.

185



Gruppenoperationen auf Riemannschen Flichen

Diese Arbeit ist nach [SaWa] die zweite in dem BMW-Projekt, die sich mit der
Anwendung der bisherigen Ergebnisse des Projekts auf kompakte Riemannschen
Fléchen vom Geschlecht mindestens 2 befasst, um diejenigen Fliachen zu klassifizie-
ren, in denen jeder nichttriviale Automorphismus der Fliache hochstens vier Punkte
der Fléche fixiert. Dabei haben wir uns auf einfache Gruppen von Automorphismen
dieser Fléchen beschrénkt.

Einer der nachsten natiirlichen Schritte kénnte die Untersuchung der Gruppen-
operationen auf Flachen fiir fast-einfache und quasi-einfache Gruppen sein. Zu fast-
einfachen Gruppen liefern [MaW1] und [MaW2| ebenfalls eine Klassifikation fiir
Fixitat 2 und 3. Quasi-einfache und nicht-einfache Gruppen weisen mit Theorem 5.1
in [MaWI] keine transitive Operation mit Fixitat 2 auf. Fiir Fixitat 3 gibt es bisher
kein solches Resultat. Fiir Operationen mit Fixitdat 4 gibt es Beispiele von quasi-
einfachen Gruppen. Beispielsweise operiert SLa(5) mit Fixitat 4 auf der Menge der
Rechtsnebenklassen einer zyklischen Untergruppe der Ordnung 3.

Fiir die Untersuchung von Gruppenoperationen auf kompakten Riemannschen
Fléchen fiir fast-einfache und quasi-einfache Gruppen wird es jedoch nétig sein,
andere als die in dieser Arbeit verwendete Methoden zu entwickeln. Dazu stellen wir
eine kurze Uberlegung auf:

Seien I := [G,g,g0 | [m1,n1],...,[my,ny]] ein HD und G fast-einfach, aber nicht
einfach. Weiter seien 7' < G einfach und T <J G 55 Aut(T). Dann ist T < G'. Wir
nehmen an, dass [ realisierbar ist. Sei also ((a1,...,aq,), (b1,...,bgy),(C1,1,---+Crm,.))
eine Realisierung fiir /. Dann gilt nach (RHD2)

1g = [a1,b1] "‘[agoabgo] €11 Crnges

Nun folgt ¢1,1 -+ Crm, = [bgy,aq0] -+ [01,a1] € G'. Da G fast-einfach und nicht einfach
ist, gilt T < G’ < G. Um daher mit a1,...,aqy,b1,...,0gy,C1,1,---,¢rp, fir (RHD3)
ganz G erzeugen zu kénnen, muss mindestens ein Element von aq,...,ag,,b1,...,bg,
aus G\ G’ kommen. Moglicherweise miissen dann andere Konstruktionen als die in
dieser Arbeit verwendeten zur Bestimmung von Realisierungen erarbeitet werden.
Einen Einblick in diese Situation liefern die Lemmata [5.58 und [5.59 ab Seite [136] zu
fast-einfachen linearen Gruppen PSL2(q).Cs.

Neben Gruppenwirkungen von einfachen, fast-einfachen oder quasi-einfachen
Gruppen auf kompakten Riemannschen Fléachen ist auch die Untersuchung von Ope-
rationen von allgemeinen Gruppen auf solche Fliachen fiir eine vollstdndige Bearbei-
tung der Projektziels notig. Die Struktursitze in [MaW1] und [MaW?2] fiir Fixitét 2
und 3 liefern dazu Struktureinschrankungen der wirkenden Gruppe auf den nicht-
reguldren Bahnen der kompakten Riemannschen Fléche, vor allem wenn die wir-
kende Gruppe eine {2,3}-Gruppe ist. Ausgehend von diesen Struktureinschrankun-
gen konnten Verzweigungsdaten [G,g,90 | [m1,n1],...,[mr,n,]] von kompakten Rie-
mannschen Flichen untersucht werden, wobei G eine {2,3}-Gruppe ist. Beispiel
zeigt, dass dabei interessante Eigenschaften zu sehen sein werden.
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Fin weiterer nédchster natiirlicher Untersuchungsschritt hingt damit zusammen,
was die vorliegende Arbeit nicht leistet. Im zweiten Kapitel dieser Arbeit haben
wir uns primér mit einfachen und nicht-abelschen Gruppen von Automorphismen
von kompakten Riemannschen Fldchen vom Geschlecht mindestens 2 beschéftigt, in
denen jeder nichttriviale Automorphismus maximal vier Punkte der Fliche fixiert.
Verglichen mit dem Ziel des BMW-Projekts sehen wir, dass die vorliegende Disserta-
tionsschrift nur eine Teilantwort fiir einfache und nicht-abelsche Gruppen erarbeitet.
Einerseits miissen von den Verzweigungsdaten [ := [G,qg,90 | [m1,n1],..., [my, ny]]
aus Voraussetzung [7.2] bzw. Tabelle [7.1] auf Seite [I75] diejenigen heraus gearbeitet
werden, von denen G die volle Automorphismengruppe der zu I gehoérigen kompakten
Riemannschen Flidche vom Geschlecht mindestens 2 ist. Andererseits miissen Rie-
mannsche Flidchen und Gruppenoperationen auf diesen ergriindet werden, in denen
es zwei Klassen von nichttrivialen Automorphismen gibt:

Jene, die hochstens vier Punkte der zugehorigen Fléche festlassen, und gleich-
zeitig solche, die mindestens fiinf Punkte der Flache fixieren.

Die Erforschung solcher Operationen ist das eigentliche Projektziel von Bau-
meister, Magaard und Waldecker, da diese mit dem Satz von Schoeneberg zu zwei
Klassen von Fixpunkten fithren. Jene, die Weierstraipunkte sind, und solche, die
es im Allgemeinen nicht sind. Jedoch sind die eben beschriebenen Gruppenopera-
tionen nicht in der Art und Weise handhabbar, wie wir Gruppenoperationen von
hochstens Fixitdt 4 auf kompakten Riemannschen Flachen untersucht und klassi-
fiziert haben. Die Realisierbarkeit von allen solchen Gruppenoperationen im Sinne
von Definition [5.2] zu iiberpriifen, scheint eine unlésbare Aufgabe zu sein.

Wiinschenswert wére auch hier eine Bereitstellung der Ergebnisse zu Gruppen-
operationen auf kompakten Riemannschen Flachen vom Geschlecht mindestens 2 in
einem Computeralgebrasystem wie [GAP]. Die Ergebnisse kénnten in Form einer Da-
tenbank mit Gruppen und Realisierungen bereitgestellt werden, sowie in Form einer
Konstruktionsanweisung von Realisierungen mit Hilfe einer Funktion fiir Gruppen
vom Lie-Typ Lie(g) mit wachsendem ¢. Auch Priiffunktionen, die beantworten, ob
eine Liste [ = [G,g,90 | [m1,n1],...,[mr,n,]] ein Hurwitzdatum ist und ob ein HD
ein AHD ist, wiren wiinschenswert.

Das GAP-Paket MapClass [Map] ist ein Schritt in diese Richtung. Das Paket
enthélt u.a. die Funktion GeneratingMCOrbits, welche fiir eine gegebene Gruppe,
ein gegebenes Cogeschlecht und ein gegebenes Verzweigungsdatum Realisierungen
berechnet.
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Riemannsche Flichen und Weierstra3punkte

Auch die Vereinigung der Ergebnisse aus den vorigen zwei Teilaspekten des BMW-
Projekts mit der Struktur der Riemannschen Fliche und der Lage der Weierstraf3-
punkte ist erstrebenswert. In dem Projekt wurde noch nicht explizit in diese Rich-
tung geforscht.

Wir wissen, dass jede kompakte Riemannsche Fldche vom Geschlecht g > 2 min-
destens 2g+2 und maximal g(g2—1) WeierstraBpunkte besitzt (vgl. II1.5.11 Corollary
in [FaKr]). Es ist auch bekannt, dass die Menge der Weierstralpunkte von Auto-
morphismen der Flache invariant gelassen wird (vgl. V.1.2 Proposition in [FaKx]).
Andere Resultate im Zusammenhang mit Fixpunkten von Automorphismen und
Weierstralpunkten finden sich u.a. in den Abschnitten V.2.10 bis V.2.14 in [FaKi].

Ein erstes Ziel in diesem Teilprojekt konnte sein, die Lage der Weierstrafipunkte
fiir die Ergebnisse aus dem Teilprojekt Gruppenoperationen auf Riemannschen Fla-
chen zu erarbeiten, d.h. in welchen Bahnen der Fliache unter der Gruppenoperation
die Weierstralpunkte sind. Daran schlieen sich folgende Fragen an:

Ist die Menge W(¥) der Weierstrapunkte einer kompakten Riemannschen Fl&-
che X eine Teilmenge der Fixpunktmenge F(X) = {x €Xx ‘ Jh € Aut(X)* : x" = ae}?
Gibt es Weierstrafipunkte, die nicht fixiert werden? Von welchen Automorphismen
werden sie in dem jeweiligen Beispiel fixiert? Welche Auswirkungen hat das auf die
Flache? Koénnen wir eine konkrete Fliache noch in einer anderen Art als durch ein
Verzweigungsdatum beschreiben? Mit folgendem Beispiel wollen wir auf einige dieser
Fragen eingehen.

Beispiel

Sei X die Kleinsche Kurve (vgl. Beispiel[{.4 (i) und [Mac2]). Dann ist X eine kom-
pakte Riemannsche Fliche vom Geschlecht 3 und mit Automorphismengruppe iso-
morph zu PSLa(7). Die Kleinsche Kurve konnen wir als algebraische Kurve mit der
Gleichung x3y + y>z + 23z = 0 in homogenen Koordinaten x,y,z beschreiben. Das
zugehirige Verzweigungsdatum von X und der Operation von G := Aut(X) auf X ist
[G,3,0][2,1],[3,1],[7,1]]. Dieses Verzweigungsdatum ist mit Satz[6.8 ein SAHD. Die
Menge der Weierstrafipunkte ist genau die Menge der Fixpunkte von den Elementen
der Ordnung 7 aus G (siehe Ezample 4.2 in [MaVd]).

Sei jetzt X die MacBeath Kurve (vgl. Beispiel [4.2 (ii) und [Macl]). Dann ist X
eine kompakte Riemannsche Fldache vom Geschlecht g = 7 und mit Automorphis-
mengruppe isomorph zu PSLa(8). MacBeath zeigte in [Macll, dass man diese Rie-
mannsche Fldche auch als algebraische Kurve mit einer Gleichung schreiben kann.
Das zugehorige Verzweigungsdatum von X und der Operation von G := Aut(X) auf X
ist [G,7,0][2,1],[3,1],[7,1]].

Dieses Verzweigungsdatum ist kein Hurwitzdatum aus Voraussetzung[6.7. Ferner
operiert G auf der Menge der Nebenklassen einer zyklischen Untergruppe der Ord-
nung 3 mit Fizitdt 6. In dieser Operation hat jedes Element der Ordnung 3 genau
sechs Fixpunkte. Ist also x € G ein Element der Ordnung 3, so ist mit V.1.7 Theo-
rem in [FaKr] jeder Punkt in fixy(z) ein Weierstrafspunkt. Nun hat X mindestens

‘?’Q = 168 Weierstrafipunkte und insgesamt kann ¥ bis zu g(g>—1) = 336 = 2-168 Wei-
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erstrafipunkte haben nach I11.5.11 Corollary in [FaKr]. Mit Example 4.2 in [MaVd|]
hat X genau 168 WeierstrafSpunkte und das sind die Fixpunkte von Elementen von

G von Ordnung 3.

Auch hier wire eine Bereitstellung der Ergebnisse dieses Teilaspekts des BMW-Pro-
jekts in einem Computeralgebrasystem wiinschenswert. Dabei sollten sowohl die Fl4-
chen X, die Operation von Aut(¥) auf ¥ als auch die Lage der WeierstraSpunkte von X

in X/ Aut(¥) zugénglich sein.
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