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Einleitung

Das Ziel der Arbeit ist es, Beziehungen zwischen fraktaler Dimension, speziell der
Hausdorff-Dimension, und algorithmischer Beschreibungskomplexitét von einseitig un-
endlichen Wortern (w-Worter) herzustellen. Einseitig unendliche Worter kénnen als
reelle Zahlen aus dem Intervall [0,1] angesehen werden. Fraktale Dimension ist ein
Hilfsmittel um Mengen von w-Wortern zu messen und zu vergleichen, die beziiglich des
Zahlmafles und des LEBESQUE-Mafles keine zufriedenstellende Maflzahl haben, d.h.
Mengen, die unendlich viele Objekte enthalten aber LEBESQUE-Nullmengen sind. Ein

bekanntes Beispiel fiir eine solche Menge ist das Cantor-Diskontinuum.

Beispiel 1.1 Das Cantor—Diskontinuum ist der Grenzwert des folgenden Iterationsver-
fahrens. Die Konstruktion startet mit dem abgeschlossenen Intervall [0, 1] der reellen
Zahlen, im ersten Schritt wird das mittlere Drittel (%, %) des Intervalls herausgeschnit-
ten. In den beiden iibrig gebliebenen Teilen werden wieder die mittleren Drittel entfernt,

d.h. die Intervalle (§,2) und (£, 3) werden aus der Menge entfernt. Der Grenzwert die-

Abbildung 1.1: Cantor-Diskontinuum; 3 Iterationen der Konstruktion

ses Prozesses liefert eine unendlich grofle Menge isolierter Punkte. Sie hat daher das
Zahlmafl co und das Léangenmafl (LEBESQUE-Maf) Null. O

Eine oft verwendete fraktale Dimension ist die HAUSDORFF-Dimension, eine reelle Zahl

zwischen 0 und 1. Es gibt aber auch Mengen, deren Mafl auch fiir ihre HAUSDORFF—
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Dimension 0 oder unendlich ist. Wir werden daher in dieser Arbeit eine Verallgemeine-
rung der HAUSDORFF-Dimension betrachten. Im zweiten Kapitel werden wir die dafiir
zugrunde liegenden Mafle untersuchen, insbesondere wann eine Menge das Mafl 0 hat.

Im dritten Kapitel stellen wir einen Zusammenhang zwischen dem verallgemeiner-
ten HAUSDORFF—Mafl und der KoLMOGOROV-Komplexitat her. Mit Hilfe des verall-
gemeinerten Mafles werden untere Komplexitéatsschranken fiir die maximal komplexen
Elemente einer Menge aufgestellt. Wir geben auch obere Schranken fiir alle Elemente
in einer Sprache an und untersuchen, wann in einer Menge Elemente enthalten sind,
deren obere und untere Komplexitatsschranken iibereinstimmen und welchem Grad an
Zufalligkeit sie geniigen.

Im vierten Kapitel werden wir eine Dimension einfiihren, die auf dem in Kapitel zwei
eingefithrten Mafl basiert. Wir untersuchen Klassen von w-Sprachen und stellen eine
Verbindung zwischen algorithmischer Beschreibungskompexitit und dieser Dimension
her.

In diesem ersten Kapitel werden wir jetzt die wesentlichen Konzepte vorstellten, die

wir in dieser Arbeit verwenden.

1.1 Notation

In diesem Abschnitt fithren wir die Notation ein, die wir benutzen werden. Fiir die
natiirlichen Zahlen verwenden wir die Bezeichnung N (es gilt 0 € N), die reellen Zahlen
bezeichnen wir mit R, die positiven reellen Zahlen mit R;. Mit X bezeichnen wir
ein endliches Alphabet der Kardinalitiat |X| = r. In der gesamten Arbeit schreiben
wir fir log, verkiirzend log. Die Menge X* := {zxoz1...2p—1 | z; € X An € N}
ist die Menge aller endlichen Worter iiber diesem Alphabet, einschlieBlich des leeren
Wortes e der Lange 0. Mit X“ bezeichnen wir die Menge aller einseitig unendlichen
Worter (Sequenzen, w—Worter) iiber der Menge X. Fiir zwei Zeichenketten w € X*
und £ € X* U XY heifit w - £ die Verkettung der Worter. Diese Verkettung erweitern
wir auf Teilmengen W C X* und F C X* U X“ auf natiirliche Weise: W - F = {w - £ |
w e W AE € F}. Fiir eine Sprache W C X* bezeichnet W* = |J,, oy W" das von
W erzeugten Untermonoid von X* und mit W% = {wywa...w;... | w; € W\ {e}}
die Teilmenge von X“, die durch Verketten von Wortern aus W erzeugt wird. Die

Menge V/w = {¢ | w- & € V} nennen wir den von w erzeugten Zustand einer Menge
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V C X*U X¥. Die Léange eines Wortes w € X* bezeichnen wir mit |w| und mit (V') =
min{|w| | w € V'} die Lénge eines kiirzesten Wortes in V. Fiir eine Menge F' C X*UX¥
ist pref(F') die Menge aller endlichen Prifixe von Elementen aus F. Wir schreiben fiir
pref({¢}) kurz pref(¢) und w C £ fiir w € pref(§). Fiir ein w—Wort £ wird das Préfix
der Linge n mit £[0..n] bezeichnet. Der §-Limes W = {¢ | |pref(&) N W| = oo} der
Menge W ist die Menge aller w—Worter, die unendlich viele Prafixe in W haben.

Fine Menge V' C X* heifit Code, falls jedes w € V* eine eindeutige Zerlegung
w=w1 vy v, mit v; € V, fur 1 < i < n hat. Ein Code heifit Prafix-Code, falls fiir
alle w,v € V aus w C v auch w = v folgt. Wenn V = {v1,v9,...,v;,...} € X* ein
Prifix-Code ist und |v;| = ;, fiir alle i € N, so gilt Y, [X[7% < 1. Ist umgekehrt die
Ungleichung fiir eine Sequenz (I;);en erfiillt, so existiert ein Préfix-Code V, so dass fiir
jedes i € N ein v; € V existiert mit |v;| = I; (KRAFT’sche Ungleichung).

Die Funktion sy : N — N, mit sy(n) = | X™ N V|, die fiir eine Menge V' C X* die
Anzahl der in V enthaltenen Worter der Lange n angibt, heif3t Strukturfunktion der
Sprache V. Die zu sy gehorende Potenzreihe sy (t) = >, o sy (@) - ¢* heift strukturer-
zeugende Funktion der Sprache V.

1.2 Fraktale Dimension

In diesem Abschnitt wollen wir eine Fraktale Dimension fiir Teilmengen eines (topologi-
schen) Raumes herleiten. Wir definieren zunéchst den topologischen Raum, in welchem
wir uns in dieser Arbeit bewegen. Mit der Menge X“, wobei |X| = r ist, definieren wir

die Funktion g, : X* x X“ — R als

0r(G,€) i=inf {r M jwE CAwT €}

fir ¢,£ € X“. Diese Funktion ist auch eine Ultrametrik, das heifit es gilt die ultrame-

trische Dreiecksungleichung:

VEn, ¢ € X¥ Qr(fv C) < max{gr(f, 77); Qr(na C)}
Weiterhin gelten die folgenden Eigenschaften jeder Metrik. Fiir alle £, n,( € X¥ gilt
(i). 0r(&,¢) >0, und es gilt o,(£,¢) = 0 genau dann, wenn & = ¢

(ii)' Qr(&a() = Qr(Caf)
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(iii). or(§,€) < 0r(&m) + 2r(n,C)

Das Paar (X¥,p,) ist ein metrischer Raum. Den Abschluss einer Menge F' C X%
bezeichnen wir mit C(F) := {¢ | pref(£) C pref(F)}. Die offene Kugel um £ € X*“ mit
dem Radius p € R ist die Menge B,,(£) = {¢ | ( € X¥“Ap,(&, () < p}, die abgeschlossene
Kugel um ¢ mit Radius p ist die Menge B,(£) = {¢ | ¢ € X“ Ao,(¢,¢) < p}. Die offenen
(und gleichzeitig abgeschlossenen) Kugeln im Raum (X“, o,) haben die Form w - X¢,
fir w € X*. Den Durchmesser einer Menge F' C X“ definieren wir als diam(F) =
sup{or(§,Q) | €,¢ € X¥}. Der Durchmesser (und gleichzeitig der Radius) einer Kugel
ist dann diam(w - X*) := 7~ 1|, Kugeln dieses Raumes sind entweder ganz ineinander
enthalten oder disjunkt zueinander. Ein Mafl auf X“ ist eine Funktion p, die jeder
Teilmenge von X¢ einen Wert aus Ry U {oo}, wobei u(f) = 0, u(4) < w(B) fir
ACBCX¥ und u(U;eny Ai) < D jen 1(A;) fiir A; € X< gilt.

1.2.1 Maifle

In diesem Abschnitt betrachten wir Mafle auf X*. Wir verwenden nur Mafle, bei denen
sich das Maf} eines Wortes auf seine Verlangerungen verteilt. Das bedeutet, das Maf} von
w bleibt innerhalb des von w definierten ,,Zylinders” w - X*. Solche Mafle bezeichnen

wir als zylindrische Mafie (siehe [1]).

Definition 1.1 Eine Funktion p: X* — Ry heifit (zylindrisches) Ma8, falls u(e) =1
und p(w) = > oy p(wx) fir alle w € X* gilt.

Mittels M(w - X¥) := p(w) kann damit eine Funktion auf den Kugeln w - X definiert

werden, die zu einem Maf} [z auf X*“ fortgesetzt werden kann.

Definition 1.2 FEine Funktion p : X* — Ry heiffit (zylindrisches) Semimaf3, falls es

etne Konstante 0 < ¢ < oo ¢ibt, so dass gilt
(i). nle) =c
fii). Sex nwz) < p(w).

Eine weitere wichtige Eigenschaft von Funktionen ist die Links- bzw. Rechtsberechen-
barkeit.

Definition 1.3 Eine Funktion f : X* — R heiffit linksberechenbar, falls es eine bere-
chenbare Funktion h : X* x N — R gibt, die im zweiten Parameter monoton wachsend
ist und tlim h(w,t) = f(w), fir jedes w € X*.

—00
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Analog nennen wir eine Zahl o € R linksberechenbar (bzw. rechtsberechenbar), falls

es eine berechenbare Folge («;);cn rationaler Zahlen mit o; < a1 (bzw. a; > ajt1)

und lim «; = « gibt. Eine Zahl « heifit berechenbar, falls sie links- und rechtsbere-
1—00

chenbar ist. Levin zeigte 1970, dass in der Klasse aller linksberechenbaren Semimafie

ein optimales Semimaf} existiert.

Satz 1.1 [31] Es existiert ein optimales linksberechenbares Semimaff M, d.h. fiir jedes

linksberechenbare Semimaf m existiert eine Konstante ¢,,, so dass

Vw(w € X* — m(w) < ¢ - M(w))

Ein optimales linksberechenbares Semimafl dominiert (bzw. majorisiert) also alle an-
deren linksberechenbaren Semimafle.

Es sei A das LEBESQUE-Maf3 auf X“. Nach der iiblichen Definition eines dufleren Mafes
erhalten wir das a—dimensionale HAUSDORFF—Maf.

Definition 1.4 Essei0 < a <1 und F C X“. Das a—dimensionale HAUSDORFF—Maf3

ist definiert als

Lo(F) := lim inf{Z()\(v-X“’))o‘ |FCV-XYANLV) > n}

n—oo
veV

Beispiel 1.2 (Fortsetzung von Beispiel [1.1)) Das Cantor-Diskontinuum hat fiir o =
log 2
log 3

positives a—dimensionales HAUSDORFF-Ma$ (siehe [7]). O

Wir fithren nun noch einige Eigenschaften des HAUSDORFF-Mafles an. Fiir die Trans-
lation w - F' einer Sprache F' mittels eines Wortes w &ndert sich das a—dimensionale
HAUSDORFF-Maf} nur um eine multiplikative Konstante gegeniiber dem HAUSDORFF—
Maf3 der Sprache F'.

Lemma 1.2 FEs seiten F, Fy, F1, Fy,... C XY, Fy, F1, Fy, ... Borel-Mengen und 0 <
a < 1. Dann gilt

(i). Lo(w - F) ==l L, (F)

(ii). Wenn F;NF; =0 fiiri # j, dann ist Lo(U;en Fi) = D ien La(F7).
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1.2.2 HausdorfI—~Dimension

Das im vorangegangenen Kapitel eingefiithrte Hausdorff-Maf3 erfiillt die folgende be-
kannte Eigenschaft.

Satz 1.3 Es sei FF C X¥. Wenn L (F) < 00, so ist Lote(F) = 0 fiir jedes € > 0.
Wenn Lo (F') > 0 ist, so gilt Lo—(F) = oo fir jedes € > 0.

Betrachtet man L, (F') nun fir festes F C X* als Funktion in «, so existiert genau ein
Parameter ag, so dass L, (F') = oo fiir alle @ < ap, und Ly (F) = 0 fiir alle a > ayp.
Dieser Verlauf wird in Abbildung dargestellt. Diese ,,Sprungstelle” der Funktion

Lo(F)

Abbildung 1.2: Graph von L, (F) als Funktion in «
heilt Hausdorff Dimension.

Definition 1.5 Es sei ' C X“. Die HAUSDORFF—Dimension von F' ist definiert als
dimpg (F) = inf{a | Lo(F) =0} =sup{a | a =0V Ly(F) = oo}.

Wir fiihren jetzt einige weitere Eigenschaften der HAUSDORFF-Dimension an.
Die HAUSDORFF-Dimension ist stabil beziiglich abzéhlbarer Vereinigung und auch

beziiglich der Translation einer Sprache F' mittels eines Wortes w.

Lemma 1.4 FEs seien F, F1, Fs,... C X¥. Dann gilt:
(i). dimpy (J;cy Fi = sup{dimpy F; : i € N}

(ii). dimg(w - F) = dimg F
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1.3 Komplexitat

1.3.1 Partielle Funktionen

In diesem Abschnitt zitieren wir bekannte Resultate, die zum Beispiel in [10] nachgele-
sen werden kénnen. Algorithmische Beschreibungskomplexitit kann unter Verwendung
partiell-rekursiver Funktionen definiert werden. Hier kann die Komplexitat eines Wor-
tes w als Lénge des kiirzesten Parameters definiert werden, dessen Funktionswert w

ist.

Definition 1.6 FEs sei p : X* — X* eine partiell-rekursive Funktion. Die Komplexitdt

eines Wortes w € X* beziiglich ¢ ist dann definiert als

Ko (w) := min{[x| | p(7) = w},

und K, (w) = oo, falls kein solches m existiert. D.h. es ist die Linge eines kiirzesten

Wortes, dessen Bild w ist.

Fasst man Funktionen zu Klassen zusammen, so existieren unter bestimmten Voraus-

setzungen optimale Funktionen beziiglich dieser Klasse:

Definition 1.7 Fine Funktion ¢ heifst optimal beziiglich einer Klasse D von partiell-
rekursiven Funktionen, falls ¢ € D und fiir jede Funktion 1 € D eine Konstante c y
existiert, so dass fir jedes Wort w € X* gilt:

K,(w) < Ky(w) + ¢y
Die Konstante c, ., hingt dabei von ¢ und v ab, jedoch nicht von w.

Solche optimalen Funktionen sind nicht eindeutig bestimmt. Jedoch existiert fiir zwei
optimale Funktionen ¢ und ¢ eine Konstante C:o,w derart, dass |[K, — Ky| < Cfp,d)
gilt. Wenn wir von der Komplexitiat (bzw. Entropie) einer Klasse sprechen, ist damit
immer die Komplexitét beziiglich eines (festgelegten) Représentanten aus der Menge

der optimalen Funktionen gemeint. Wie in [30] sagen wir

Definition 1.8 Die Komplexitdit (-sfunktion) beziglich einer optimalen Funktion einer
Klasse D heifst auch Entropie von D.
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Wir werden jetzt auf die, unter anderem in [30] untersuchten, Komplexititen eingehen,
die in dieser Arbeit hauptséchlich eine Rolle spielen. Wir betrachten dazu die relevanten
Klassen von partiell-rekursiven Funktionen. Es sei zunachst ® die Menge aller partiell—

rekursiven Funktionen. Es gilt der folgende Satz (siehe [10]).

Satz 1.5 Es existiert eine optimale partiell-rekursive Funktion ¢ in ®.

Es sei mit g eine optimale partiell-rekursive Funktion fixiert. Die Komplexitat beziiglich

dieser Funktionen nennen wir (einfache) KoLMmoGOROV-Komplexitit.

Definition 1.9 Fs sei w € X*. Die (einfache) KOLMOGOROV-Komplexitat von w ist
definiert als KS(w) := Ky, (w).

Es sei @, die Menge aller partiell-rekursiven Funktionen, deren Definitionsbereich ein
Préfix-Code ist. Es gilt der folgende Satz (siehe [10]).

Satz 1.6 Es existiert eine optimale Funktion ¢, in ®,.

Auch hier fixieren wir eine optimale Funktion ¢, aus ®,. Die Komplexitat beziiglich

¢p nennen wir Prafix-Komplexitét.

Definition 1.10 FEs sei w € X*. Die Prafiz—Komplexitat von w ist definiert als
KP(w) := Ky, (w).

Es sei @' die Menge aller partiell-rekursiven Funktionen ¢ : X* x N — X* und ¢y eine

optimale Funktion in ®’.

Definition 1.11 Die lIldngenbedingte KOLMOGOROV-Komplexitit ist definiert als
KS(w | Jw]) := min{[x| | ¢y (7, |w]) = w}.

Fiir jede Funktion ¢ € @' sei
KRy (w) := min{|x| | |p(7,1)| =i A p(m,i) C w fiir alle i € {0,..., |w|}},
und KR, (w) := oo, falls die Menge leer ist.

Satz 1.7 (Loveland) Fs existiert eine Funktion o, € ® derart, dass fir jede Funktion
p € @ eine Konstante c, existiert mit KRy, (w) < KRy (w) + ¢, fir jedes w € X*.

Die von Loveland [11] eingefithrte Entscheidungskomplexitét kann damit wie folgt de-

finiert werden:
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Definition 1.12 Die Entscheidungskomplezitit eines Wortes w € X* ist definiert als
KR(w) := KRy, (w).

Zwischen der einfachen, der bedingten und der Entscheidungskomplexitiat gilt die fol-

gende Ungleichung (siehe [10]).

Satz 1.8 Es existicren Konstanten ¢ und ¢’ derart, dass fir jedes w € X* die Unglei-

chung

KS(w) > KR(w) + ¢ > KS(w | |w|) + ¢
erfillt ist.

Wir geben jetzt eine weitere Charakterisierung der Komplexitatsfunktionen KS, KR

und KP an, die nicht auf der Kodierung von Wortern beruht.

Satz 1.9 [30]

(i). Fir die KOLMOGOROV-Komplezitat ist |[{w | KS(w) = n}| < |X|", und fir jede
rechtsberechenbare Funktion f : X* — N mit der Figenschaft

{w | f(w) =n}| < |X]*
gilt KS(w) < f(w) + O(1).

(ii). Fir die Prifiv-Komplexitit ist 3, cx- | X|KP®) < 1, und fiir jede rechtsbere-
chenbare Funktion f: X* — N mit der Eigenschaft

Z x|~ <1

weX*

gilt KP(w) < f(w) + O(1).

(iii). Fir jeden Préfix-Code M mit M C {w | KR(w) = n} gilt |M| < |X|*. Wenn

f+ X* — N eine rechtsberechenbare Funktion mit der Eigenschaft
M CH{w | f(w) =n} AM ist Prifiz—Code — |M|<|X|"

ist, so gilt KR(w) < f(w)+ O(1).
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1.3.2 Beschreibungsmodi

In [20] wurde das Konzept der Beschreibungsmodi als eine weitere Variante eingefiihrt,

um Beschreibungskomplexitét zu definieren (siehe auch [28; 30]).

Definition 1.13 Fine rekursiv aufzihlbare Menge D C X* x X* heifit Beschreibungs-
modus. Ist (p,w) € D, so nennen wir p eine Beschreibung von w beziglich D. Wir

definieren die Komplexitat von w beztglich D als
Kp(w) =min{|p| | (p,w) € D}

Fasst man Beschreibungsmodi zu Klassen zusammen, so existieren unter bestimmten

Voraussetzungen optimale Beschreibungsmodi beziiglich dieser Klasse, das heif3t:

Definition 1.14 FEs sei D eine Klasse von Beschreibungsmodi. Ein Beschreibungsmo-
dus D, heifst optimal beziiglich D, falls D, € D und fir jeden Beschreibungsmodus
D € D eine Konstante cp derart existiert, dass fiir jedes w € X

Kp,(w) < Kp(w) +cp
gilt.

Wir definieren Klassen von Beschreibungsmodi {iber die folgende Eigenschaft. Es sei D

ein Beschreibungsmodus. Wenn die Bedingung
(p1,w1) € DA (p2,w2) € DA (p1,p2) € Bi — (w1, w2) € Ry (1.1)

fiir Relationen R;, R C X* x X* gilt, so nennen wir D einen (R, Ry)-Modus. Der
folgende Satz zeigt, unter welchen Bedingungen eine iiber Relationen mit der Eigen-
schaft (1.1)) definierte Klasse von Beschreibungsmodi einen optimalen Beschreibungs-

modus enthélt.

Satz 1.10 ([30]) Es seien Ry und Ry entscheidbare Relationen auf X* x X*. Dann
besitzt die Klasse der (R1, Ra2)-Modi einen optimalen Beschreibungsmodus.

Die Relationen auf X*, die wir in dieser Arbeit verwenden, sind die Gleichheitsrelation
und die Vergleichbarkeit beziiglich C, welche wir mit v bezeichnen (siehe [28]). Es ist

also (v, w) € v genau dann, wenn v C w oder w C v.
Fiir die einfache, Entscheidungs- und die Prafix-Komplexitit existieren auch Klassen
von Beschreibungsmodi, deren Entropien mit den Komplexitatsfunktionen KS, KR bzw.

KP tbereinstimmen.

10



1.3 Komplexitat

Satz 1.11 ([28]) (i). Die Komplezitit beziglich eines optimalen (=,=)-Beschrei-
bungsmodus stimmt mit der KOLMOGOROV-Komplexitat KS tberein.

(ii). Die Komplexitit beziiglich eines optimalen (v, =)-Beschreibungsmodus stimmt

mit der Prdafic—Komplezitat KP tberein.

(iii). Die Komplezitit beziiglich eines optimalen (=,~)-Beschreibungsmodus stimmt

mit der Entscheidungskomplexitat KR vberein.

SchlieBlich wird auch mittels der (v, v)-Beschreibungsmodi eine Komplexitat definieren,

die monotone Komplexitat.

Definition 1.15 FEs sei Eyy ein optimaler (v, v)-Beschreibungsmodus. Fiir jedes Wort
w € X* ist die monotone Komplexitit Km(w) := min{|p| | (p,w) € Ep}.

Die monotone Komplexitat kann man mittels eines beliebigen berechenbaren zylindri-

schen Mafles auf X™* nach oben abschétzen.

Lemma 1.12 ([29]) Es sei p ein berechenbares Maf$ auf X*. Dann ezistiert eine Kon-
stante ¢, so dass

Km(w) < —log p(w) + ¢,

fir jedes w € X* gilt.

1.3.3 Transformation mit partiell-rekursiven Funktionen

In diesem Abschnitt werden wir untersuchen, wie sich die Komplexitat von Wortern
unter Abbildung mittels partiell-rekursiver Funktionen veréndert. Bekannt ist die fol-
gende Abschétzung (siehe [10]).

Satz 1.13 Es sei ¢ : X* — X* eine partiell-rekursive Funktion. Dann ist K(p(w)) <
K(w) + ¢, fir K € {KP,KS} und w € X*.

Fiir die Entscheidungskomplexitdt und die monotone Komplexitat gilt diese Unglei-

chung im Allgemeinen nicht. Das zeigt das folgende Beispiel.

Beispiel 1.3 Fir die Binadrdarstellung einer natiirlichen Zahl n € N schreiben wir
bin(n). Es seien C' = {0" | n € N} und ¢(0™) = 0"1bin(n). Es existiert eine Konstante
¢, so dass fiir jedes w € C die Komplexitat KR(w) < Km(w) + ¢ < ¢ ist. Die Menge
Cy = {p(w) | w € C} ist ein Prifix-Code. Daher ist fiir jedes M C {¢(w) | w €
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1. Einleitung

C NKR(p(w)) < n} die Ungleichung |M| < | X |1, Weil C, ein unendlicher Prifix-
Code ist, gibt es fiir jedes n € N ein w € C' mit Km(p(w)) + ¢ > KR(p(w)) > n.
O

Die im Beispiel [I.3] angefithrte Funktion ¢ ist nicht prafix-treu. Fiir préafix-treue Funk-
tionen ¢ : X* — X* lésst sich die Ungleichung aus Satz auch im Fall der monoto-

nen und der Entscheidungskomplexitat zeigen.

Lemma 1.14 FEs sei p : X* — X* eine partiell-berechenbare, prifiz-treue Funktion.
Dann ezistiert eine Konstante ¢, so dass Km(p(w)) < Km(w) + ¢ fir jedes w € X*
gilt.

Der Vollstandigkeit halber geben wir einen Beweis an.
Beweis.  Es sei Ej ein optimaler (v, y)-Beschreibungsmodus. Wir konstruieren einen

Modus E, wie folgt:
E, = {(mv)| Jw(vC p(w)A (r,w) e Ey)}

Wir zeigen jetzt, dass die Implikation gilt. Es seien also (71, v1), (72, v2) € E, und
71 C 9. Dann existieren nach Konstruktion wi, wy mit v1 C ¢(w;) und ve C p(ws), fiir
die (71, w1), (2, w2) € Ey gilt. Da Ey ein (v,v)-Modus ist und m C g, gilt w1 T wy
oder wy C wj. Auf Grund der Préfix-Treue von ¢ ist dann auch p(w;) C ¢(w2) oder
p(wz) E ¢(wy). Es sei 0.B.d.A. p(wy) E ¢(wz). Dann ist v1 = ¢(ws) und ve C p(ws),
also ist auch v1 C vy oder vg C 7.

Da FEj ein optimaler Beschreibungsmodus ist, kann fiir jedes w € X* die Komplexitat

von p(w) wie folgt abgeschétzt werden
Km(p(w)) = Kpgy(p(w)) < Kg, (p(w)) + cp, = Kpy(w) + cg, = Km(w) + cg,
g

Lemma 1.15 FEs sei ¢ : X* — X* eine partiell-rekursive und prafix-treue Funktion.
Dann existiert eine Konstante c, so dass fir jedes w € X* die Ungleichung KR (¢o(w)) <
KR(w) + ¢ gilt.

Der Beweis verlauft analog zu dem Beweis von Lemma [1.14] wobei Ey ein optimaler

(=,v)-Modus ist.
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1.3 Komplexitat

1.3.4 a priori Komplexitat

SchliefSlich betrachten wir die a priori Komplexitit. Ihre Definition verwendet das im
Satz eingefiihrte optimale linksberechenbare Semimaf3 M.

Definition 1.16 Es sei M LEVINs optimales linksberechenbares Semimafl aus Satz[1.1}
Fiir jedes w € X* ist die a priori Komplezitit definiert als KA(w) = |—log M(w)].

Die a priori Komplexitit besitzt die folgende Eigenschaft (siehe [28]).
Satz 1.16 Die Funktion KA ist eine rechtsberechenbare totale Funktion mait

Z KA <) fiir jede prafizfreie Menge M C X*. (1.2)
weM

Fiir jede rechtsberechenbare Funktion f : X* — N, die die Bedingung erfullt, ist
KA(w) < f(w) +O(1).

Ahnlich der monotonen Komplexitit kann man also die a priori Komplexitit wie folgt
abschétzen: Fiir jedes linksberechenbare Semimaf p existiert eine Konstante ¢, derart,
dass

KA(w) < —log pu(w) + ¢,
fiir jedes w € X* gilt.
Auch bei der a priori Komplexitiat kann die Komplexitdt von Bildern einer préfix-
treuen, partiell-rekursiven Funktion ¢ : X* — X™* wie bei der monotonen Komplexitat
in Lemma abgeschatzt werden. Der Vollstandigkeit halber geben wir auch hier
einen Beweis an.
Es sei wie in [21] Uy (w) := Ming{v : v € dom(p) Aw C ¢(v)} die Menge aller beziiglich
C minimalen Worter des Definitionsbereiches von ¢, deren Funktionswert w als Prafix

hat. Damit kénnen wir wie folgt Semimafle konstruieren:

Lemma 1.17 Wenn ¢ eine prifiz-treue Funktion und p ein Semimaf ist, dann ist die

Funktion p, : X* — R mit

pow) =30 ) (1.3

auch ein Semimays.

Beweis.  Die Mengen U, (w) sind préfix-frei und fiir z,y € X, x # y, existiert kein

Paar von Wértern v € Ugy(wz) und u € Uy(wy) mit v & uw oder v T v. Daher ist
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1. Einleitung

Uzex Up(wz) eine disjunkte Vereinigung und préafix-frei.
Weiterhin existiert fiir jedes v € Uy (wz) ein u € Uy, (w), so dass u T v ist. Weil p ein
Semimaf ist, gilt pu(u) > > .- p(v), falls C € u- X* ein Préfix-Code ist.
Also haben wir
= Y w02 Y a0 = Y salus).
veU, (w) z€X veUy, (wx) zeX =
Um Satz zu beweisen benoétigen wir noch das folgende Ergebnis iiber linksbere-

chenbare Semimafe.

Lemma 1.18 Es sei i : X* — Ry ein linksberechenbares Semimaj. Dann gibt es eine
berechenbare Funktion h : X* x N — Q4, so dass fir alle w € X* und t € N die
folgenden Figenschaften gelten:

(i). h(w,t) < h(w,t+1)
(). Jim h(w.t) = u(w)
(iii). h(w,t) > > cx h(wz,t)

Beweis. Da p linksberechenbar ist, existiert eine Funktion g : X* x N — Q. die

den Bedingungen |(i)| und geniigt.
Es sei P;:={C : C C X* A C ist prifix-frei A max{|w||w € C} <i}. Dann gilt

Pii={{Jz Co:CrePi}u{{c}}. (1.4)

zeX

Wir definieren

hw.t) = {

Zunéchst ist wegen P; C P;1q und g(w,t) < g(w,t + 1) die Bedingung |(i)| erfiillt.
Bedingung folgt auf Grund der Ungleichungen g(w,t) < h(w,t) und

0, falls t < Jw| , und

1.5
maxcetptf\w\ Z’UEC g(w U, t)7 sonst. ( )

h(w,t) max g(w-v,t) < max wlw-v) < p(w
( CE?t ‘w|z CE(Pt?lw"UGC ( ) ( )

fir ¢ > |w.
SchlieBlich zeigen wir noch Bedingung |(ii1)l Fir ¢ > |w| gilt wegen Gleichung (1.4)) die
Ungleichung

h(w,t) = o hax g(wv,t) > Z max Z wzv, t) Z h(wz,t)

veCy rzeX
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1.3 Komplexitat

Im Fall ¢ < |w| ist die Bedingung [(iii)] trivialerweise erfiillt. O
Die Bedingung aus Lemma zeigt, dass jede Funktion v4(w) := h(w,t) ein
berechenbares Semimaf8 mit {w | v (w) > 0} C {w | |w| < ¢t} ist. Damit kénnen wir

den folgenden Satz beweisen.

Satz 1.19 Wenn p : X* — R4 ein linksberechenbares Semimaf8 und ¢ @ X* — X*
eine partiell berechenbare prafiz-treue Funktion ist, dann ist die durch Gleichung

definierte Funktion p, : X* — Ry ein linksberechenbares Semimays.

Beweis.  Aus Lemma [[.T7] folgt, dass ju, ein Semimaf ist. Es bleibt also zu zeigen,

dass p, linksberechenbar ist. Dazu betrachten wir die Funktionen

,ufpt)(w) = Z h(v,t) mit Uy (w,t) := Minc{v:v € dom® () Aw T p(v)}.
veU, (w,t)

Dabei ist dom™®(¢) die Menge der ersten ¢ Elemente in der Aufzihlungsreihenfolge
von dom(¢p). Die Abbildungen ,ug) : X* — R, sind dann berechenbare Semimafle mit
endlichem Definitionsbereich.

Wir zeigen jetzt, dass ug)(w) < ug+1)(w) fiir t € Nund w € X* gilt: Fir jedes
v' € Uy(w,t) existiert ein v C o' derart, dass v € Uy (w,t + 1) gilt. Weiterhin sind die
Mengen Uy (w,t) Nv - X* préfix-frei. Daher ist

pw)y =" > oo aw< Y hwt+1)=plt(w),

veU,(w,t+1) v/ €Uy, (w,t)Nv-X* veU, (w,t+1)

da v¢(w) := h(w, t) nach Lemma ein Semimaf ist.

SchlieBlich bleibt zu zeigen, dass tlim ,ug) (w) = pp(w) = Zver(w) wu(v) gilt.
Dazu wihlen wir fiir € > 0 ein ¢ € N derart, dass 3, cy_ () joj<e #(v) + 5 = po(w),
und ein . € N, so dass Uy(w,t) DO Uy(w) N{v : |v] < £} und h(v,t) > p(v) —

. - t .
2-\U¢(w)é{vz|v|gf}| fiir t > t.. Daraus folgt schliellich MED)(w) > po(w) —e firt >t.. O
Die Aussage von Satz[I.19 gilt auch fiir LEVINS optimales Semimafl M. Zusammen mit

Satz erhalten wir unser Ergebnis tiber die a priori Komplexitét.

Korollar 1.20 Es sei ¢ : X* — X* eine partiell-rekursive, prafix-treue Funktion.
Dann existiert eine Konstante c,, so dass KA(p(w)) < KA(w) + ¢, fiir jedes w € X*
gilt.

Fiir Funktionen, die nicht préafix-treu sind, gilt diese Ungleichung nicht. Um dies zu

zeigen verwenden wir dieselbe Funktion, wie in Beispiel
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1. Einleitung

Beispiel 1.4 Es seien wieder C' = {0" | n € N} und ¢(0") = 0"1bin(n). Die Funktion
( ist nicht prifix-treu. Es existiert eine Konstante ¢, so dass fiir jedes w € C die a priori
Komplexitit KA(w) < c ist, weil KA von oben durch Km beschrénkt ist. Da C, =
{p(w) | w € C} ein Préfix-Code ist und M ein Semimaf, gilt Z<p(w)ec*¢ M(p(w)) < 1.
Also existiert fiir jedes € > 0 ein p(w) € Cy, so dass M(p(w)) < e. Damit haben wir
KA(p(w)) > —loge, aber KA(w) < c. O

1.3.5 Vergleich zwischen den verschiedenen Komplexitaten

In [30] wurden die verschiedenen Komplexitidten anhand der Beschreibungsmodi mit

einander verglichen. Es gelten die folgenden Ungleichungen.
KP > Km, KP > KS, Km > KR, KS>KR [

Die a priori Komplexitat lasst sich durch die Komplexitaten Km und KR einschachteln.
Die Bedingung fiir die Entscheidungskomplexitit aus Satz ist schwacher als die fiir
die a priori Komplexitit aus Satz Dabher liegt die Entscheidungskomplexitat nicht
iber der a priori Komplexitdt. Das diese unterhalb der monotonen Komplexitat liegt
wurde in [29] gezeigt.

Insgesamt lasst sich das Verhéltnis zwischen den verschiedenen Komplexitaten im fol-

genden Diagramm darstellen.

KP
Km

KS
\ KA
KR

Abbildung 1.3: Uspensky—Shen—Pentagon

'das <-Zeichen ist asymptotisch zu verstehen
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1.4 e—Zufalligkeit

1.4 e—Zufilligkeit

Wir gehen jetzt auf den Zufalligkeitsbegriff ein, der in dieser Arbeit verwendet wird.
Dazu definieren wir zundchst MARTIN-LOF—Tests.

Definition 1.17 Ein sequentieller MARTIN-LOF—Test ist eine aufzdhlbare Menge V C
X* x N, mit den folgenden Eigenschaften

(1). Yi(Vig1 - X¥ C V- X¥), wobei V; :={v | (v,i) € V}
(ii). (Vi - X¥) < X[
Ein w-Wort heifit dann zuféllig, falls sie jedem MARTIN-LOF-Test widersteht:

Definition 1.18 Fin w-Wort £ € X heifst MARTIN-LO¥F—zufallig (ML-zufdllig), falls
es keinen sequentiellen MARTIN-LOF-Test (V;)ien mit § € (;en Vi - X gibt.

MARTIN-LOF—zufallige w—Worter kann man auch anhand der Priafix-Komplexitat oder

der a priori Komplexitat charakterisieren.

Satz 1.21 Fs sei £ € X¥“. Die folgenden Bedingungen sind dquivalent.
(i). & ist MARTIN-LOF—zufdllig

(ii). KP(£[0..n]) >a4e n— O(1)

(i13). n11—>Hc;lo KP(£[0..n]) —n = o0

(iv). KA(£[0..n]) >4 n— O(1)

Wir wollen uns in dieser Arbeit mit w-Wortern beschéftigen, die nur bis zu einem
bestimmten Grad e < 1 zufallig sind. Das Konzept der MARTIN-LOF-Tests kann auf

verschiedene Weisen beziiglich € < 1 relativiert werden. Tadaki verwendet dazu in [27]

die Charakterisierung aus Satz m

Definition 1.19 [27] ¢ € XY ist genau dann stark CHAITIN——zufdllig, wenn
lim KP(£[0..n]) —e-n = oo gilt.

In [27] wurden MARTIN-LOF-Tests wie folgt verallgemeinert.

Definition 1.20 Eine aufzdhlbare Menge V C X* x N heifft MARTIN-LOF-—¢—Test

wenn die folgenden Bedingungen erfullt sind

(i). Yi(Viy1 - X¥ CV; - X¥), wobei V; := {v | (v,i) € V} und
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1. Einleitung

(ii). Vi (3 ey, vl <)

Wir nennen ein w-Wort £ € X¥ MARTIN-LOF-e—zufillig, falls £ ¢ ;e Vi - X¥ fiir
alle MARTIN-LOF-¢—Tests gilt.

Dazu findet man die folgende Charakterisierung mittels Prafix-Komplexitat.

Satz 1.22 Es sei 0 < ¢ < 1 berechenbar. £ € X% ist genau dann MARTIN-LOF-¢—
zufdllig, wenn KP(£[0..n]) >ae €-n— O(1) gilt.

In dieser Arbeit verwenden wir die folgende Relativierung von MARTIN-LOF-Tests.
Definition 1.21 [3] Eine aufzihlbare Menge V C X* x N heif§t starker MARTIN-LOF—
e—Test wenn die folgenden Bedingungen erfullt sind:

(i). Yi(Vig1 - X CV; - X¥), wobei V; == {v | (v,i) € V} und

(it). ViYC (C C V; AC st ein Prifiz—Code — Y, - rell < )
Wir nennen ein w-Wort £ € X stark MARTIN-LOF-¢—zufillig, falls £ ¢ ;e Vi - X¢

fiir alle starken MARTIN-LOF-¢—Tests.

Bemerkung 1.5 Jeder starke MARTIN-LOF—¢—Test ist auch ein (schwacher) MARTIN—
LOF—e—Test. Aus diesem Grund ist umgekehrt jede stark MARTIN-LOF—c—zufallige Se-
quenz auch schwach MARTIN-LOF-e—zuféllig. Die Umkehrung gilt nicht, was Reimann
und Stefan in [16] gezeigt haben.

Vergleicht man die verschiedenen Verallgemeinerungen der MARTIN-LOF-Zufalligkeit,

so erhélt man die folgenden Implikationen.

¢ ist stark MARTIN-LOF-e—zufallig
— & ist CHAITIN—¢—zufillig
— & ist schwach MARTIN-LOF—e—zufillig
Die Umkehrungen dieser Implikationen gelten nicht (siehe [16]). Daher ist der Begriff

des stark MARTIN-LOF-c—zufalligen w—Wortes der stiarkste Begriff dieser drei Relati-
vierungen. Fiir stark MARTIN-LOF-e—zuféllige w-Worter gilt die folgende Aquivalenz.

Satz 1.23 [3] Es sei 0 < ¢ < 1 berechenbar. £ € X* ist genau dann stark MARTIN—
Lor—<—zufillig, wenn KA([0..n]) >ae €-n—O(1) gilt.
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Hausdorff—h—Maf3

2.1 Einleitung

Der Begriff der HAUSDORFF—Dimension, wie er in Kapitel [1| betrachtet wurde, beruht
auf den Exponentialfunktionen h(t) = t* und den Maflen, die damit konstruiert werden.
Es gibt aber auch w-Sprachen F', deren dimy F-dimensionales Mafl Null oder unendlich

ist.

Beispiel 2.1 Wir betrachten die folgende Sprache F":
F :={a,b}- H ({a, b}2i_1 -a)
=0

Diese Sprache hat HAUSDORFF-Dimension 1. Des weiteren gilt sprepr(n) = 27 Llog]
und daher L; (F) < liminf sprerp(n) - 27" = 0. O
n—oo

Wie schon in [8] angedeutet, ldsst sich dieser Begriff der HAUSDORFF-Dimension noch
verfeinern, indem man fiir die Konstruktion der Mafle eine gréflere Klasse von Funk-
tionen zulésst. Aus dieser Verfeinerung ergeben sich dann in Kapitel |3| Schranken fiir

die KOLMOGOROV—Komplexitit von w-Sprachen.

2.2 Definition und Eigenschaften

Wir betrachten hier nur Funktionen, die sich hinreichend ,,glatt® in der Nihe des Null-
punktes verhalten. Dabei ist nur das Verhalten im positiven Bereich der reellen Zahlen

relevant. Wir definieren also Dimensionsfunktionen wie in [§]:
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2. Hausdorff—h—Maf}

Definition 2.1 Eine Funktion h : Rt — RT heifst Dimensionsfunktion, falls h rechts-

seitig stetig, monoton und wachsend ist, und h(t) P 0 gilt.

Wie iiblich nennen wir eine Funktion rechtsseitig stetig, falls fiir jede Folge (x;);en mit
lim x; = 2 und z; > x die Gleichung lim f(x;) = f(x) erfiillt ist. Die Funktionsschar
Zh??; =t aus Kapitel [1|erfiillt die Bedizrrgﬁngen fiir Dimensionsfunktionen. Eine weitere
Funktionenschar, die den Voraussetzungen von Definition [2.1]| geniigt, ist die Menge der

Funktionen der logarithmischen Skaleﬂ

Beispiel 2.2 Es seien a,p1,...p, € R mit @« > 0 oder « = p; = ... = p = 0 und
pr+1 > 0. Dann sind die folgenden Funktionen Dimensionsfunktionen im Sinne von
Definition 2.1k

n

h(t) =t ] (log't~*) ™"

i=1
Um hier fiir beliebig grofies ¢ einen definierten Wert zu erhalten, verwenden wir den

folgenden modifizierten Logarithmus

& 1 Jfalls logF 1t < 1
log”t = L
log®t ,sonst

Fiir hinreichend kleines ¢ sind diese Funktionen A und ihre Ableitungen positiv (siehe
[8]).-
Mittels der Konstruktion eines dufleren Mafles wird wie in Definition jetzt das h—

dimensionale Maf} einer Sprache F' C X eingefiihrt.

Definition 2.2 FEs sei F' C X“ und h eine Dimensionsfunktion. Das h—dimensionale
Maf$ von F ist definiert als

H"(F) = lim inf{Zh <r*|“‘) | FCV-XYALV) > n}
veV

Die Néiherung fiir H"(F) mit Uberdeckungen durch Kugeln vom Durchmesser hichstens
§ bezeichnen wir mit HI(F) :=inf {3 ., h (T“”') | FCV-XYAI(V) > —logé}.

Wir werden zunédchst untersuchen, was wir anhand der Funktionen A und g iiber die

MafBe H9 und H" aussagen kénnen.

'Die Bezeichnung hat Hausdorff in seinem Artikel [§] eingefiihrt.
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2.2 Definition und Eigenschaften

Lemma 2.1 ([8]) Es seien g,h Dimensionsfunktionen und F C X*.

(i). Wenn % P 0, dann folgt aus HI(F) < oo schon H"(F) = 0, und aus

HMF) > 0 folgt HI(F) = oo.

(ii). Wenn cy-g(t) < h(t) < ca-g(t) fiir Konstanten c1,co > 0 und hinreichend kleines
t gilt, dann ist fiir jedes F C X“ die Ungleichung c1-HI(F) < H"(F) < co-HI(F)
erfillt.

Beweis.  Teil (i). Es seien ¢ > 0 beliebig und H9(F) = c¢. Wir wihlen t. so,
dass % < e fir jedes t < t.. Sei V C X* mit FF C V- X* [(V) > —logt. und
Y vev g(r~ 1"y < ¢+ 1. Dann gilt h(r~1*l) < e g(r=I*), fiir jedes v € V. Damit folgt

dhrty<e > g <e (e +1).

veV veV

Da e > 0 beliebig ist, folgt die Behauptung.
Teil (ii). Weil ¢; - g(t) < h(t) < co - g(t) fir alle ¢t < t. gilt, folgt fiir jedes V' C X*
mit (V) > —logt. auch

ey - Zg(flvl) < Z h(r~Ph < ¢y - Zg(f\vl)

veV veV veV

O
Als néchstes werden wir ein Ergebnis fiir das a—dimensionale Maf} L, aus Lemma [1.2
auf das h—dimensionale Maf iibertragen. Allerdings kann die Gleichheit (bis auf eine
multiplikative Konstante) der Mafie von F' und der Translation der Sprache w - F' nicht

bewahrt werden. Es gilt nur die folgende Ungleichung zwischen den Maflen:

Lemma 2.2 Es sei h eine Dimensionsfunktion. Dann gilt fir jede w—Sprache FF C X%

und jedes w € X* die Ungleichung

Hh(w - F) < HY(F)

Beweis.  Da h eine Dimensionsfunktion ist, muss h(t) 29 0 sein. AuBerdem ist
r Il < =1l fiir jedes v € X*, und damit gilt dann Y ovev h(r—lwl=lvly < Spey A7),
fiir jedes V C X*. U

Eine Ungleichung der Form ¢ - h(r~1’l) < h(r~1**l) kann nicht fiir beliebige Dimensi-
onsfunktionen gezeigt werden. Daher kann eine Abschitzung c - H*(F) < H"(w - F)
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2. Hausdorff—h—Maf}

des h—Mafles von w - F' von unten nicht auf die gleiche Weise bewiesen werden, wie
Lemma

Wir geben jetzt ein Beispiel fiir eine Dimensionsfunktion an, bei der lim inf

—logh(r—"
Ogn(T )
n—00
—logh(r—")
n

lim sup ist, und die Ungleichung ¢ - h(r~I"l) < h(r~1*?l) fiir kein 0 < ¢ < 1

n—oo

erfillt ist.

Beispiel 2.3 Esseien 0 < e < et < 1. Wir definieren jetzt eine Treppenfunktion mit
i
den Sprungstellen =% fiir xg > 2 und z; = (g) - xg wie folgt:

_ _etip.
h(r=®)=r—° " falls o < @ < 744

und h(t) =1, falls ¢ > r=%°. Dann gilt

ety ety
h(r—xi+1) — T—g+~zi — r*£+'(z) ) — 7’75_‘(:) +1~a:0 — T—a_.xi+1 .
Also ist liminf M < e_. Andererseits ist flir jedes 6 > 0 der Funktionswert
n—oo
h(r~@i+8)) = p=="%i daher ist lim sup %(T_n) > et

n—oo
Es sei jetzt 0 < ¢ < 1. Wir betrachten die linearen Funktionen

si(t) = — .t fliri e N.

Im offenen Intervall (r~™;r=%) mit m = x; - (1 —e_ +¢m) ist s;(t) > h(t). Weil
(1 —e_+¢eT) > 1ist, existiert fiir jedes w € X* ein i € N so, dass prlwl=; p-zjtloge ¢

(r="™;r~%) fir alle j > i gilt. Dann ist
- h(r=71) = s;(r " HO8E) > p(r= o8 = p(p i)

Also gilt die Ungleichung h(r~1¢l) . p=¢ 1wl < p(p=(vl+1w])) picht fiir beliebige Dimensi-

onsfunktionen. O

Unter stirkeren Voraussetzungen an die Dimensionsfunktion kénnen wir die Abschatzung

aus Lemma [2.2] verfeinern und auch eine Abschitzung von unten angeben.

—log h(r

Lemma 2.3 (). Ist %(rin) monoton wachsend und lim - ) —e_, soist

n—oo

H'(w - F) < rmevivl. g ()

fir jedes €1 < e_ erfillt.
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2.3 Berechnung des Malfles

(i). Ist %ﬁin) monoton fallend und lim %(F")

n—oo

=cT, s0 ist
ezl gt (F) < HP(w - F)
fiir jedes eo > T erfiillt.

Beweis.  Wir beweisen nur den ersten Teil, der Beweis des zweiten Teils ist analog.

. s - -n L — =l oo .
Es sei 6 > 0. Weil lim % = e_ gilt, ist auch % > e_ — ¢ fiir hinrei-
n—oo
chend grofles |v|. Damit konnen wir abschétzen:
—log h(r—lwvl og h(r—lwvl —log h(r— WYl
B e G e O P e T e O )

h(r=1wvly = ¢ el
Und weil L() in n monoton wachsend ist gilt weiter:

“lo T*\wv\ _ _ 5. logh(r_lvl) .
P (om0l =R () | TE-0) o (= )

= p(e 0yl L (ol

g

2.3 Berechnung des Mafles

In diesem Abschnitt werden wir untersuchen, wie sich das Maf} einer Menge F C X¥
berechnen lasst. Wir werden Abschétzungen mittels des Masseverteilungsprinzips (siehe
[7, 4.2]) angeben.

Lemma 2.4 (Untere Schranke I) Es seien FF C X¥, u eine Maf$ mit p(F) = p(X¥)

und h eine Dimensionsfunktion. Wenn Konstanten ¢, > 0 existieren, so dass

w(U) < c- h(diam(U))

fiir alle U € X* mit diam(U) < § gilt, dann gilt auch H"(F) > “(f).

Beweis. Es sei (U;)ien eine Mengenfamilie mit F' C (J;cyUs und 6" > diam(U;)
(0’ < §). Dann gilt

0< u(F (UU><ZM ) < ¢y h(diam(T;

ASh ieN ieN

und daher gilt auch

0<pu(F)<c- inf > h(diam(U;)) = c- Hg(F).
(Ui)ien P
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2. Hausdorff—h—Maf}

Mit ¢’ — 0 folgt dann H"(F) > wlh) O

C

Das Mafl kann ebenfalls von unten durch eine positive Konstante abgeschétzt wer-
den, falls der obere Grenzwert des Quotienten des Mafies und der Dimensionsfunktion
endlich ist.

Lemma 2.5 (Untere Schranke II) FEs seien F C X%, ein Maf auf X¥ mit p(F) =

wwX®) ¢ fir alle £ € F, so

w(X¥) und 0 < ¢ < oo eine Konstante. Falls lim sup AOSED)

w—E&

ist H(F) > 1)
Beweis.  Fiir § > 0 sei:
Fs=Fn {5 | p(w - X¥) < ¢ h(|X]71%) fiir alle w © € mit |w] > —logé}

Weiter sei W = {w; | ¢ € N} mit F C W-X*“ und —logd < [(W). Weil F5 C F gilt, ist
auch Fs C W . X“. Enthalt eine Kugel w; - X“ ein w—Wort £ € Fy, so ist w; C &, und
nach Definition von Fj gilt dann auch p(w; - X¢) < ¢ - h(|X|~"il). Also folgt

p(Fs) < plwi - X¥) < e h(|X|7wd)
iel €N
mit [ = {i:w; € W Aw; € pref(Fs)}. Da dies fiir beliebige W mit £ C W - X* und
—logd < I(W) gilt, haben wir auch u(Fy) < c-infy 3,y A(|X|71Wil) = c- FA(F). Weil

lim sup % < c gilt, ndhert sich Fs mit 6 — 0 an F' an und %irr(l) HE(F) = H(F).
—¢& -
Also ist @ < HMF). O
Konnen wir den oberen Grenzwert lim sup % fiir alle ¢ € F' durch eine Konstante
w—E&

¢ von unten begrenzen, so erhalten wir eine Abschétzung fiir das Mafl von oben.

Lemma 2.6 (Obere Schranke) FEs seien F' C X“, u ein Maf$ auf X* und 0 < ¢ < o0
etne Konstante.

Wenn lim sup % > ¢ fiir alle € € F gilt, dann ist H'(F) < “()C(m),
w—E

Beweis. Es sei § > 0 fixiert und es sei

C={w|0<|X|" <§Apw- -X)>c-h(X]|""h AT e Fuwr €}

ww-X*)
h(1X|=1T)

£ € F gilt. Da entweder wy - X¥ Nwsy - X¥ = () oder wy - X* C wq - X¥ gilt, kann C' C C

Dann gilt F' C J,ccw - X*, weil nach Voraussetzung lim sup > ¢, fir alle
w—E
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2.3 Berechnung des Malfles

so gewahlt werden, dass wy - X¥ Nwy - X¥ = @ fur alle wy,wy € C’ mit wy # we gilt

und J,cow - XY = Uypeor w - X¢ ist. Damit ldsst sich abschétzen:

p(XY)

JE) < 30 AIXI) <t 3w X) <
weC’ wel’
O
Eine obere Schranke fiir das h—dimensionale Maf3 einer w—Sprache kann auch mittels

einer Folge von Sprachen endlicher Worter wie folgt erreicht werden:

Korollar 2.7 Es sei FF C X“. Fiir jede Folge (V;)ieny mit FF C V; - X% und [(V;) > i

gilt
H(F) < lim Y h (7‘_|”|> .

1—00
veV;

Wir betrachten jetzt das in der Einleitung angefiihrte Beispiel und finden eine

Dimensionsfunktion, so dass das Mafl der Sprache positiv und endlich ist.

-1
Beispiel 2.4 Sei jetzt die Dimensionsfunktion h(t) =t - (@) =t -log } gewilhlt
t

und das Alphabet sei X = {a,b}. Wir werden jetzt das h—dimensionale Maf fiir die
Menge

Fo={a,b}- ﬁ ({a, p}2 -1 -a)
1=0

berechnen. F ist die Menge aller Worter, die an den Positionen 2° fiir alle ¢ den Buch-
staben a haben und sonst beliebige Buchstaben. Hier gilt sprep(r)(n) = on—logy

und mit Theorem 4 aus [22] ist bekannt, dass dimgF' = lim inf

logy s ref(F)(n) _
im inf 2E2 e O ng
Limy,r(F) = 0.

(i). Fiir die obere Abschiatzung das h—Mafles von F' verwenden wir eine Folge von
Uberdeckungen nach Korollar Als Uberdeckung mit Mindestlinge n verwen-

den wir die Menge aller Préfixe von I’ der Lange n:

H'F) = lim mf{z h2Ph V. XY D FALV) > n}

n—oo
veV

1

= lim inf{ Y 271 . log V-XYDFAIV)>n

n— oo p 2*|U|
v

. _ 1 2" _
< Jirgospref(p)(n)ﬂ ”~log2j: lim 227" log2" =1

n—oo 2 [logn]

25



2. Hausdorff—h—Maf}

(ii). Um eine untere Schranke fiir das h—Maf zu erhalten, benutzen wir Lemma
und definieren das folgende Maf§ auf X*“: p(X*) =1 und

0 , falls wz ¢ pref(F)

wlwz-X¥) = “(w'zxw) , falls |w| # 2¥ — 1 fiir alle £ € N und wz € pref(F)

plw - X*) | falls |w| = 2F — 1 fiir ein k € N und wa € pref(F)

Dabei wird die Masse einer Kugel w - X“ mit dem Durchmesser r~" gleichméaflig
auf alle Kugeln wz - X* innerhalb von w - X (mit dem Durchmesser r~(*+1)
verteilt. Falls ein & € N mit |w| = 2¥ existiert und w € pref(F), ergibt sich fiir
das Maf}

p(w - X¥) = 2~ (wl=loglwl) — o=lul 1 — p, (2—|w|> ,

Ist w € pref(F) und es existiert kein & € N mit |w| = 2", so ist

p(w - X¥) = o~ (wl=loglwll) — o=lwl  glloglull < 9=lul . |yy| = p, (2—|w|> _

Fiir Worter w ¢ pref(F) gilt p(w - X¢) = 0 < 2710 jw| = h(271*I). Also ist
p(w-X¥) < h(271*) und daher gilt nach Lemma auf Seite [23|die Abschétzung
1=pu(F) <HMF) <1

Wir wollen nun untersuchen, wann eine w-Sprache F' das h-Maf 0 hat. Dazu zeigen wir
zunéchst, dass der J-Limes einer Sprache V' C X* unter bestimmten Voraussetzungen

eine h-Nullmenge ist.

Lemma 2.8 FEs seien V C X™* und h eine Dimensionsfunktion. Wenn die Ungleichung
S ey b (r71Y) < oo gilt, so ist HM(V?) = 0.

Beweis. Essei V) := {v|v e VA|pref(v)N V]| =i+ 1}. In VO sind genau die
Woarter aus V enthalten, die in V genau i + 1 Préfixe haben. Damit gilt V(& . X« D V9
und V ist die disjunkte Vereinigung der V) (d.h. V = UiGNV(i)), und es gilt

H'(V?) < lim Y A(r7"l)  nach Korollar 27

J—00

vEV(j>

Nach Voraussetzung gilt aber

Z h(r~Ih = Z Z h(r~ ") < oo

veV FEN pey ()

und deswegen muss auch lim > i) h (r“”‘) = 0 sein. Daher gilt die Behauptung
j—oo

Hh (V) = 0. O
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2.3 Berechnung des Malfles

Fiir die in Beispiel eingefithrten Funktionen der logarithmischen Skala kann man
umgekehrt auch zeigen, dass eine Menge mit A-Mafl 0 immer im d-Limes einer Sprache
enthalten ist, die die Summenbedingung aus Lemma [2.§| erfiillt. Fiir die Funktionsschar

h(t) = t* wurde die Behauptung in [23] gezeigt.

Lemma 2.9 Es sei h(t) =t - [[1_,(log" t1)7P¢ nicht die identische Funktion. Wenn
HMF) =0, dann ezistiert ein V C X*, so dass F C V°® und

Z h(r~ Pl < oo,

veV

Beweis.  Es sei also h(t) = t*- H?:l(l%)pi nicht die identische Funktion. Definie-
og' ¢ A

re die folgende Mengenfamilie {V; [i € N A F CV; - X¥ A > ey h(r=Ih) < r~'}. Fiir

diese Mengen V; gilt dann auch h(r~4V9)) < 7~% und damit

n

. 1 bi :
h(,r.*l(vi)) <r Tt o r*a-l(Vi) . H (](l> <r*
j=1

Fiir die Menge V' = [,y Vi gilt dann
Z h(r_‘v‘) < Z Z h(r_lv‘) < Zr_i < 00.
veEV ieEN veV; 1eN

Es bleibt noch zu zeigen, dass F C V? gilt. Nach Konstruktion gilt V; - X¥ D F und
wegen Ungleichung (2.1 gibt es eine Folge (i;)jen mit I(Vi,) > I(Vi,) > ... Also hat
jedes & € F beliebig lange Préfixe in V. U

Zusammengefasst haben wir jetzt eine notwendige und hinreichende Bedingung fiir

Nullmengen bzgl. des h-Mafles gefunden.

Satz 2.10 Es sei h(t) = t* - [[I_,(log't™1)™Pi und F C X“. Es gilt genau dann
HM(F) =0, wenn ein V C X* existiert mit F CV° und Y, ./ h(r=Il) < 0.
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2. Hausdorff—h—Maf}

Beweis.  Es seien zunéichst V C X* mit 3, 1, h(r~ 1Y) < 0o und F C V9. Wegen
Lemma [2.8)ist dann 3" (V?) = 0. Also folgt H"(F) = 0.
Die umgekehrte Richtung ist genau die Aussage von Lemma [2.9] O
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Komplexitatsschranken

Die Komplexitéat eines w-Wortes £ verstehen wir als Funktion, die jeder natiirlichen Zahl

n die Komplexitit des Prafixes von £ der Lange n zuordnet. Das ist in Abbildung

dargestellt.
) asymptotische
K(£[0..n)) obere Schranke
. asymptotische
. > untere Schranke

Abbildung 3.1: Komplexitit eines w-Wortes &

Die Anstiege der eingezeichneten linearen oberen bzw. unteren asymptotischen Schran-
ke der Komplexitat sind dabei

£(€) = liminf K(£[0..n) und k(&) = lim sup

n—oo n n—oo

K(¢[0..n)) '

Dabei sind die Werte x(£) und x(§) unabhéngig von der verwendeten Komplexitit,
weil sich KR(£[0..n]) und KP(£[0..n]) hochstens um einen logarithmischen Summan-

den unterscheiden. In diesem Kapitel werden wir mit Hilfe des HAUSDORFF—h—MafBes
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3. Komplexitatsschranken

Schranken fiir verschiedene Arten der algorithmischen Beschreibungskomplexitat her-
leiten. Wir werden zeigen, dass in Mengen mit positivem h-Mafl Elemente enthalten
sind, deren Komplexitat nicht unter bestimmte von h abhéngige Schranken fallen. Ge-
nauer gesagt ist es sogar so, dass das Maf} einer solchen Menge hauptséchlich auf den
Elementen mit hoher Komplexitat konzentriert ist.

Fiir konstruktiv beschreibbare wSprachen werden wir obere Schranken fiir die Komple-
xitat aller Elemente zeigen. Wir betrachten dabei insbesondere w-Potenzen V' einer
Sprache V.

Und schlieflich werden wir beide Schranken kombinieren und untersuchen, wann in der
w-Potenz einer Sprache ein Element enthalten ist, dessen Komplexitat von oben und

von unten durch dieselbe Funktion (bis auf eine additive Konstante) beschréankt ist.

3.1 Untere Schranken

3.1.1 Einfache Kolmogorov-Komplexitat und Entscheidungskomple-
xitat

Wir untersuchen jetzt die Schranke fiir die im Kapitel eingefithrte KOLMOGOROV—
Komplexitét. Mittels des a—dimensionalen Mafles wurde in [23] eine untere Schranke
fir die KoLMOGOROV—Komplextidt der komplexesten Elemente einer Menge von w—
Wortern hergeleitet.

Lemma 3.1 ([23]) Es sei F C X“ mit Lo(F) > 0 und f : N — N eine beliebige Funk-
tion  mit )iy r~f) < 0o.  Dann  emistiert ein £€F  derart, dass
KS(£[0..n] | n) >ae. a-n— f(n).

Die Bedingung, die in Lemma [3.1] an die Funktion f gestellt wird, bedeutet, dass f
,,schnell genug” wéchst. Die Bedingung ist zum Beispiel fiir jede Funktion erfiillt, die
mindestens so schnell wéchst, wie (1 + ¢) - logi. Also liegt die Komplexitat KS(w)
hochstens f(|w|) unterhalb der linearen Funktion « - |w|. Diese Schranke lésst sich auch

fiir beliebige HAUSDORFF—h—Mafle verallgemeinern.
Satz 3.2 Es seien ' C X“ und f: N — N eine beliebige Funktion mit 3, rf) <

0o. Wenn HM(F) > 0, dann existiert ein &€ € F mit KS(£[0..n] | n) >a.0. —log(h(r—"))—
fn).
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3.1 Untere Schranken

Beweis.  Wir definieren die Menge aller Sequenzen mit hoher Komplexitéit beziiglich

Dimensionsfunktion A und Funktion f als

E(h, f) = {£ [ KS(£[0..n] | n) Zae —logh(r™") = f(n)}.

Das Komplement dieser Menge besteht aus allen w-Wortern, die unendlich viele Prafi-
xe w mit einer Komplexitit kleiner als —log(h(r~*)) — f(Jw|)) haben. Damit er-
gibt sich die Menge aller Sequenzen mit geringer Komplexitét als é—Limes der Menge
V:={v|KS(v||v]) < —log(h(r~™)) — f(n)}, das heit X¥\ E(h, f) = V°. Betrachtet

man die Menge aller Worter der Lange n in V, so ergibt sich
[{w | [w] =n AKS(w | n) < —log(h(r™™)) — f(n)}| < r~ s )=(n)

da es hochstens 7% Worter mit KS(w | |w|) < k gibt. Damit gilt fiir die Strukturfunktion

von V die Abschiitzung sy (i) < r~ 108 ™)=F(0) woraus

Dby =Y s h(r)

veV i€N
< 3l Ly
€N
= Zr*f(i) < 00
1eN

folgt. Wegen Lemmaist dann H" (V) = HM( X\ E(h, f)) = 0 und somit H"(F) =
HMEF N E(h, f)) fiir jede w-Sprache F C X¥.
Wenn also nach Voraussetzung H"(F) > 0 ist, so ist damit F'N E(h, f) # 0, womit die

Aussage bewiesen ist. O
Ist Laimy, r(F) = 0, so existiert nach Lemma ein £ € F mit KS(£[0..n]) >ae.
(dimpyg F —€) - n — f(n) fir jedes ¢ > 0. Kann man eine Dimensionsfunktion A mit

—dimH Fn

HM(F) > 0 finden, deren Konvergenzgeschwindigkeit zwischen r und

p(dimy F—€)n fiiy ¢ > 0 liegt, so erhélt man mit Satz eine genauere Abschétzung,

wie das folgende Beispiel zeigt.

Beispiel 3.1 Es sei jetzt X = {a,b}, F' = {a,b} - [[;cy ({a, by2 -1t a) die Sprache aus
Beispiel und f eine Funktion mit ), r~f0) < oo fixiert. Hier ist dimpy F = 1,
Li(F) =0und Lj_.(F) = oo fiir alle ¢ > 0. Daher existiert ein £ € F', so dass fiir jedes
€ > 0 die Ungleichung

KS(£[0..n] | n) >ae (1 —¢)-n— f(n) gilt.
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3. Komplexitatsschranken

Wir betrachten jetzt die Dimensionsfunktion h(r~1%l) = #=I*!. jw|. Das HAUSDORFF-
h-MaB ist H"(F) = 1. Also existiert wegen Satz ein £ € F, so dass

KS(£[0..n] | n) >ae —log(r ™ -n) — f(n) =n—logn — f(n)
Diese Schranke ist fast iiberall echt groBer als (1 —¢) - n — f(n) fir jedes € > 0. O

Im Fall 0 < Lgim, 7(F) < oo erhalten wir nach Lemma fiir jede Dimensionsfunk-

h(r—m)

tion h, mit lim ey )

n—oo
Komplexitatsschranke.
Auf Grund von Satz[1.8| gilt die Schranke aus Satz [3.2] auch fiir die Entscheidungskom-

plexitat und die einfache Komplexitét.

= 0 das h—Maf} 0 und damit keine Verbesserung fiir die

Korollar 3.3 Essei FF C X“ und f : N — N eine beliebige Funktion mit ZiEN r=10) <
0o. Wenn H"(F) > 0, so gelten die folgenden Aussagen.

(i). Es existiert ein & € F mit KS(£]0..n]) >4 —log(h(r=")) — f(n).

(i1). Es existiert ein £ € F mit KR(£[0..n]) >a.0 —log(h(r~™)) — f(n).

3.1.2 Prafix—Komplexitat

Die Definition der Prafix-Komplexitat benutzt nur Funktionen, deren Definitionsbe-
reich ein Prafix-Code ist. Daher ist die Anzahl der Worter einer festen Léange, fiir die
eine solche Funktion definiert ist, geringer als bei den Funktionen, die bei der einfachen
KoLmMoGcorov-Komplexitit betrachtet werden.

Also ist die Prafix-Komplexitat grofier als die einfache oder bedingte KOLMOGOROV-
Komplexitét. In [3] wurde eine Schranke fiir die Prafix-Komplexitét gezeigt, falls das a—
dimensionale Maf} einer w—Sprache grofer als 0 ist. In diesem Fall existiert ein Element
in der w—Sprache, dessen Prafix—-Komplexitat hochstens um eine Konstante kleiner als

die Funktion « - |w| ist.

Lemma 3.4 ([3]) Es seien FF C X* mit Lo(F) > 0 und c¢ eine beliebige Konstante.
Dann ezistiert ein & € F mit KP(£[0..n]) >a6 a-n —c.

Mittels des H"-MafBes erhalten wir die folgende Verfeinerung dieser Schranke.

Satz 3.5 Es seien F C X%, H"(F) > 0 und c eine Konstante. Dann gibt es ein £ € F
mit KP(£[0..n]) >ae —log(h(r—™)) —c.
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3.1 Untere Schranken

Beweis.  Wir zeigen, dass die Mengen W2 = {w | KP(w) < —log(h(r~1")) — ¢}? fiir
alle Konstanten ¢ das h-Maf3 0 haben. Damit gilt auch fiir die Vereinigung dieser Mengen
H" (Upez WE) = 0. Also existiert mindestens ein Element £ € F mit & ¢ [,y W7,
und damit ist die Behauptung bewiesen.

Unter Ausnutzung der Ungleichung von Kraft erhalten wir die folgende Abschétzung:
00 > Z T—KP(w) > Z T—KP(w) > Z re. Tlogh(r*‘“”) > . Z h(?“_lwl)
weX* weW, weW, weW,

Mit Lemmakénnen wir aus oo > >y h(r~1*l) folgern, dass das MaBl H"(W?) =
Weil Satz [3.5] fiir alle Konstanten gilt, und eine abziahlbare Vereinigung von Nullmengen

wieder eine Nullmenge ist, haben wir:

Korollar 3.6 Es seien ' C X% und H"(F) > 0.

(i). H" (Uen{€ | KP(£]0..n]) <io. —log(h(r~11)) +¢}) =0

(ii). Es existiert ein € € F derart, dass lim KP(£[0..n]) — (= log(h(r~1*))) = oo

n—oo

3.1.3 Monotone und a priori Komplexitat

Wir betrachten in diesem Abschnitt die rechte Seite des Uspensky—Shen—Pentagons
(siehe Abb. . Auch fir die a—priori-Komplexitdt kann gezeigt werden, dass die
Komplexitét der komplexesten Elemente von der Funktion —log(h(r~")) nach unten

hochstens um eine Konstante abweicht.

Satz 3.7 Es seien F C X¥ und H"(F) > 0. Dann existiert fiir jede Konstante ¢ >
—log IHh(F) ein & € F mit

KA(£[0..n]) >ae —log(h(r™")) —c.

Beweis.
Fiir ¢ € R setzen wir analog zum Beweis von Satz WS = {¢ | KA(£[0..n]) <io.
—log(h(r~™)) — ¢}° und

Ve = {w | [uw] = m AKA(w) < —log(h(r~1) — ¢} € W

'Dabei ist —log oo = —oo.
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3. Komplexitatsschranken

Dann ist Vm,c = Vine\ Ve X T die Menge aller beziiglich C minimalen Woérter in Vin,e
ein Prafix-Code und Vmﬁ ‘XY =V o X¥ O W,. Mit Satz kénnen wir abschéitzen:

HW?S) = lim inf{z h(r'vl)yv-XwQWSM(V)zn}
el veV
< ; =y — 7 log h(r=I"l)
< Jm XM= g Y
Uev'ch ’Uevm,c
< lim Z prEAR)—C <l i 1=r ¢ < 00
m—oo 44— m—oo
Uevm,c

Wihlen wir jetzt ¢ > —log H"(F), so ist 7~¢ < H"(F) und H"(W_ log 31 (F)) < H(F).
Also existiert ein & € F' mit groflerer Komplexitat als —log(h(r™")) — c. O
Da Km von unten durch KA beschréinkt ist, gilt diese Schranke auch fiir die monotone

Komplexitat.

Korollar 3.8 Es sei F C X* und H"(F) > 0. Dann existiert fiir jede Konstante
c> —logH"(F) ein € € F mit Km(£[0..n]) >, —log(h(r™)) — c.

Im Unterschied zu Satz gilt die Schranke fiir KA nicht fiir jede beliebige Konstante.
Sie hiingt vom J"-MaB der jeweiligen w-Sprache ab. Das folgende Beispiel zeigt, dass
es Fille gibt in denen die Differenz zwischen KA und — log(h(r~")) nicht unbeschrankt

wachst.

Beispiel 3.2 Es sei X ={0,1,2} und F' = (X - 0)“. Fiir diese Sprache ist L1 (F) = 1.
2

Daher existiert ein & € F mit KA(£[0..n]) >a.. 5 -n— c fiir beliebige Konstanten ¢ > 0.

Andererseits gilt nach Korollar [T.20]

1
KA($10$20...$%0) < KA(xlxg...:U%) +cp < 3 n+c +cp

Also ist —¢ < KA(£[0..n]) — (—log r%”) < ¢ + ¢p. Daher kann ein dhnliches Ergebnis
wie der zweite Teil von Korollar B.6] fiir KA nicht bewiesen werden.
Es seien jetzt V = {1,2}* -0 und F' =V - F. Weil V ein Prifix-Code ist gilt

N o 71-\11\_ — 7l-|v|: - n—1 n _
L) = S XLy = T =S

Weiterhin ist fir jedes ¢ > 0 das MaB L%JFE(F’) = 0. Wegen KA(v - £[0..n]) <
KA(£[0..n]) + ¢, gilt auch fir jedes w—Wort & aus F’ eine obere Schranke der Form
KA(£'[0..n]) < 5 - n+ cg. Daher kann selbst fiir w-Sprachen mit unendlichem Maf die
untere Schranke aus Satz fiir KA im Allgemeinen nicht verbessert werden. g
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3.2 Obere Schranken

In diesem Abschnitt wollen wir obere Schranken fiir bestimmte Arten von w-Sprachen
finden. Im Gegensatz zu den Existenzaussagen aus Abschnitt [3.1] fiir die unteren Schran-
ken, sollen hier Schranken gefunden werden, die fiir alle Elemente der Sprache gelten.
Auch Mengen kleiner Dimension konnen Objekte hoher Komplexitidt enthalten, wie
Beispiel zeigt. Daher verwenden wir die Berechenbarkeit der w—Sprache um obere

Schranken fiir die Komplexitéit zu zeigen.

Beispiel 3.3 Sei £ € X ein ML-zufélliges w-Wort und F' = {0“,£}. Hier ist Lo(F) =
2, aber KA(£[0..n]) >4 n— O(1). O

v

Fiir eine Sprache V' C X* nennen wir ) ST | das a-Residuum von V beziiglich

w. In [25] wurde mit Hilfe der a-Residuen ein notwendiges und hinreichendes Kriterium

fiir positives a—dimensionales Mafl von w-Potenzen von Prifix-Codes bewiesen.

Satz 3.9 ([25]) Es sei V C X* ein Prifiz-Code und 3,y 7"l = 1. Dann ist o =
dim V¥, und es gilt genau dann Ly(V¥) > 0, wenn die a-Residuen von V von oben

beschrankt sind.

Zusammen mit Satz [3.7] erhalt man damit auch eine untere Schranke fiir die a priori
Komplexitat, wenn die a—Residuen von V' von oben beschrénkt sind. Mit Hilfe der Wer-
te der a-Residuen kann man auch obere Schranken fiir die a priori und die monotonen

Komplexitat erhalten.

3.2.1 a priori Komplexitat

Sind die a—Residuen eines Préfix-Code V' C X™* von oben beschrankt, so ist das a—
dimensionale Mafl von V* positiv. Wenn wir die Residuen fiir w € pref(V) dagegen
von unten durch eine Konstante grofier als 0 beschranken konnen, so erhalten wir eine
obere Komplexitatsschranke fiir alle Elemente der Sprache C(V¥), falls V' konstruktiv
beschreibbar ist.

Lemma 3.10 FEs seien V C X* ein rekursiv aufzahlbarer Prifix-Code und o rechtsbere-
chenbar mit ), r=ll = ¢ < 1. Wenn die a-Residuen von V beziiglich w € pref (V)
von unten beschrankt sind, so existiert eine Konstante ¢ derart, dass fir jedes & € C(V¥)
die Ungleichung

KA(0.n]) <a-n+c gilt.
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3. Komplexitatsschranken

Beweis.  Wir konstruieren ein linksberechenbares Semimaf$ y mit p(w) > ¢ - 1%l

und verwenden die Ungleichung aus Satz fiir LEVINs optimales linksberechenbares

Semimafl. Wir setzen

0 ,falls w ¢ pref(V*)
) D weer prelwrl - falls w e pref(V)
ulw) = ool falls w € V* (3.1)
p(u) - p(v) Jfalls w =wu-v mit w € V* und v € pref(V)\ V.

Da V ein Prifix-Code ist, ist die Zerlegung in der letzten Zeile der Konstruktion ein-
deutig. Es sei jetzt iy := inf{zveww reelvl e pref(V)}. Wenn w € pref(V),
so ist p(w) = polwl 'Zve\//w prelvl > pmerfwl e Falls w = w- v mit uw € V* und
vepref(V)\V, so gilt p(w) = r—ul. polvl. eV e e L

Wir zeigen jetzt, dass p ein Semimaf ist. Fir Worter w € pref(V) \ V folgt die
Gleichung p(w) = > cx p(wz) direkt aus der zweiten Zeile der Konstruktion. Fiir
w € V gilt die folgende Ungleichung;:

> nwa) = plw) - D7 D7 7 = ) 37 = ) -0 < plw) (32)

zeX zeX zveV veV

Auf Grund der induktiven Definition im Fall w = w-v mit u € V* und v € pref(V)\V
gilt die Ungleichung auch in den restlichen Féllen.

Um zu zeigen, dass p linksberechenbar ist geben wir eine Approximation von unten
an. Es seien («;);en Naherungen fiir o von rechts und V; C V| fiir ¢ € N, die Mengen
der ersten i Worter in einer wiederholungsfreien Aufzéhlung von V. Wir beginnen
mit der Niherung ;0 (w) := 0 fiir jedes w € X* und p(e) := 1 fiir jedes j > 0.
Zur Berechnung von uU)(w) seien die Werte p)(v) schon fiir alle v mit |v| < |w|
berechnet. Wenn ein v € V; mit w = v-w’ und w’ # e existiert, so setzen wir p()(w) =
p9 (v) - ) (w'). Andernfalls ist ) (w) = > oeVi Aw ragelvl

WEeil p ein linksberechenbares Semimaf ist, gilt die folgende Ungleichung;:

M(w) - ¢, > p(w) > el e

Also haben wir KA (w) < a - |w| + log % fiir jedes w € pref(V*) O

Das folgende Beispiel [3.4] zeigt, dass die Voraussetzung beziiglich der unteren Schranke
fiir die a—Residuen in der Formulierung von Lemma [3.10] nicht weggelassen werden
kann. Dazu verwenden wir einen Préfix-Code, der in Beispiel (6.4) von [23] konstruiert

wurde.
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3.2 Obere Schranken

Beispiel 3.4 Wir betrachten W := (J, oy 2+t -y X 2™ FD=1 mit X = {2, y} und
m > 3. Diese Sprache ist entscheidbar und prafix-frei. Weiterhin ist « = dim W% =
dim €(W*) = —25 und Lgimwe (W*) = LaimweC(W*). Weil fiir jedes w € ;e 2+ -
y - X'+ C pref(W) die Beziehung W/w = {0™(+1)=1} gilt, folgt fiir das a-Residuum
D vew/w prell = pram- ()1 5150 nf {3, cw/uw rll | w € pref(W)} = 0.

In Proposition 6.15 aus [23] ist nun sup lim supw > % > mi—&-Q = dim W*, fiir
EeWw n—oo

m > 3 gezeigt. ]

Andererseits zeigt das folgende Beispiel, dass die Residuenbedingung aber nicht not-

wendig ist.

Beispiel 3.5 Es sei X = {0,1}. Die Lukasiewicz Sprache L := 0U1- L? ist ein Priifix-
Code und es sei C' := [ J,,cy 0"10" ein Préfix-Code, der die Residuenbedingung verletzt.
Wir betrachten jetzt die w-Potenz des Prafix-Codes V :=0-LU1-C.

Kuich zeigte in [9], dass >, ; 27"l = oo fiir a < 1 und 3", 271"l = 1. Weil V' ein
Prifix-Code ist, gilt >,y 271" < 1, und wegen 3°, 271 = ($)a. 30 27kl 4
(3)2 S pec 2 llist 3 o 27* Pl =00 fir a<1. Die Komplexititsschranke
KA(£[0..n]) < n+ cist aber fiir alle w-Worter erfiillt. O

3.2.2 Monotone Komplexitat

Ein dhnliches Ergebnis lasst sich auch fiir die monotone Komplexitat zeigen. Hierfir
leiten wir die folgende Beziehung zwischen der Berechenbarkeit von V und der von «
her.

7O‘|U| =

Proposition 3.11 (i). Wenn V rekursiv aufzihlbar ist und ) 7 1, dann

ist o links-berechenbar.

(ii). Wenn V' rekursiv aufzihlbar ist, o rechtsberechenbar und 3y, v, r=ell = 1, dann

ist V' auch entscheidbar und o ist berechenbar.

Beweis.  Der Beweis von Teil |(i)|ist klar.

Die Linksberechenbarkeit von « in Teil folgt direkt aus Teil Um die Entscheid-
barkeit von V' zu beweisen, geben wir einen Algorithmus an, der entscheidet, ob ein
eingegebenes Wort w € X* in der Menge V' liegt oder nicht.

Es sei V; die Menge der ersten j Elemente in der Aufzdhlung von V und «; sei die j-te

rechtsseitige Approximation von a, wobei aj11 < a.
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3. Komplexitatsschranken

Input w
7:=0
repeat
Jji=j+1

if w € V; then accept and exit
until 7wl 4 Zvevj roeslvl > 1

reject

Falls w ¢ V ist, so stoppt die repeat-until-Schleife, sobald Zver raslvl > 1 —pmaglvl >

1 — p—elwl gilt, da Zvevj r=lvl fiir j — oo gegen 1 konvergiert. O

Das Ergebnis fiir die obere Schranke der monotonen Komplexitat gilt nur fiir eine

kleinere Klasse von w-Potenzen.

Lemma 3.12 FEs sei V C X* aufzahlbar und prdfiz-frei. Weiterhin sei o > 0 rechtsbe-
rechenbar mit ), v/ roelvl = 1.

Wenn die a-Residuen von V' beziiglich w € pref (V') von unten beschrdnkt sind existiert
eine Konstante ¢ > 0 derart, dass fir alle £ € C(V¥) gilt

Km(£[0..n]) <a-n+c

Beweis.  Wegen Proposition konnen wir annehmen, dass a berechenbar und V
entscheidbar ist. Wir konstruieren ein berechenbares Mafl p mittels Gleichung .
Weil a = 1 ist, gilt die Gleichheit in . Daher ist i ein linksberechenbares Maf}, und
w(v) ist berechenbar fiir jedes v € V*. Weil V' entscheidbar ist, kann fiir jedes w € X*
die eindeutige Zerlegung w = v-w’ mit v € V* und w’ ¢ V - X* berechnet werden. Aus
der Gleichung
pw) = p(v)- [1= 5T e
o' €V AwZv!
folgt nun, dass p auch rechtsberechenbar ist. Wenn w’ ¢ pref(V*) gilt, so ist der letzte
Faktor gleich null.
Es sei wieder cjys := inf {Zve\//w rmell | w e pref(V)}. Dann erhalten wir mittels
Lemma
Km(w) < —logpu(w) + ¢, < o - |w| + ¢, — 10g Cing,

fir w € pref(V*). O
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3.3 Oszillationsfreie s-Zufalligkeit

Wir betrachten die verschiedenen Komplexititen entlang eines (1-)zufilligen Wortes
¢. Die Komplexitat KS(£[0..n]) fallt unendlich oft unter n — logn, liegt aber auch
unendlich oft iiber n (siehe [10]). Die Prafix-Komplexitét KP(£[0..n]) oszilliert ebenfalls
zwischen n und n + logn (siehe ebenfalls in [10]). Jedoch ist der Abstand zwischen
der Komplexitat Km(£[0..n]) bzw. KA(£[0..n]) und der Funktion f(n) = n von einer
Konstanten beschrénkt (siehe [29]). Fiir e—zuféllige w-Worter gilt dies nicht unbedingt
(vgl. [3; 12]). Hier kann auch die Komplexitdt KA beliebig weit tiber die Funktion
f(n) = e-n ansteigen, bzw. zwischen einer beliebigen oberen Schranke und f oszillieren.
Des Weiteren geht aus den Charakterisierungen von e—zufilligen w—Wortern mittels
ihrer Komplexitét in Definition Satz und Satz hervor, dass fir & < ¢ ein
e—zufalliges w—Wort auch &’—zufallig ist. Wir wollen daher jetzt e—zufillige w—Worter
untersuchen, fiir die der Abstand ihrer a priori Komplexitit zu der Funktion e-n durch

eine Konstante beschrankt ist, wie im Fall der 1-Zufélligkeit.

Definition 3.1 Fin w-Wort £ € X heifit oszillationsfrei stark ML-e-zuféllig, falls £
stark ML-e-zufdllig ist und KA(£[0..n]) <ae €-n+c.

Oszillationsfreie e—zufillige w—Worter ergeben sich zum Beispiel im Falle maximal kom-
plexer w—Warter in bestimmten w—Sprachen (siehe [26]). Kombinieren wir Theorem [3.9]
Lemma [3.10|und Theorem so erhalten wir die folgende Aussage iiber oszillationsfrei

e—zufallige w—-Worter in w-Potenz Sprachen.

Proposition 3.13 Es seien V. C X* ein aufzahlbarer Prifiz-Code. Weiterhin sei €
rechtsberechenbar, so dass ), i, r=e Pl = 1 wund die e-Residuen von V beziiglich der
Worter w € pref(V) sowohl von unten als auch von oben beschrankt sind.

Dann existiert ein oszillationsfreies stark ML-e-zufdlliges w-Wort in V<.

In [26] wurde schon gezeigt, dass die Aussage aus Proposition fiir Prafix-Codes V' C
X*, die auch regulare Sprachen sind, gilt. Wir geben jetzt ein Beispiel fiir eine nicht-
reguldre Sprache an, deren w—Potenz ebenfalls oszillationsfreie e—zuféllige Elemente
enthalt.

Beispiel 3.6 Es sei X = {a,b} und L = {aa} Ubb- L% Dann ist ¢ = dim L* = 3,
> vl r=2 1"l = 1 und L ist priifix-frei. Die Préifixmenge von L ist pref(L) = (bb U bb -
L)* - pref{aa,bb}. Also ist fiir jedes w € pref(L) der Zustand L/w = w' - L*, fiir ein
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3. Komplexitatsschranken

k € N und ein w’ € {a,b}. Daher sind die e-Residuen von L von unten und von oben
beschrankt. O

3.3.1 Konstruktion mittels Dilution

Fine weitere Moglichkeit oszillationsfreie e—zufallige w—Worter zu erhalten ist eine "Kon-
struktion’ ausgehend von ML-zufélligen w-Wortern. Dazu wurden in [26] Dilutions-

funktionen eingefiihrt.

Definition 3.2 Fine Funktion ¢ : X* — X* heiffit Dilutionsfunktion, falls ¢ prdfiz-
treu, eineindeutig ist und |p(v)| = |p(w)]| fir alle v,w € X* mit |v] = |w| gilt.

Eine Funktion g : N — N heifst Modulus-Funktion fir ¢, falls g(|w]) = |p(w)| fir jedes
we X"

Fiir eine Dilutionsfunktion ¢ ist wegen der Prafix-Treue und der Eineindeutigkeit au-
Berdem |p(wz)| — |p(w)| > 0, fir jedes z € X und w € X*. Weil Dilutionsfunktionen
eineindeutig sind und Bilder von Wortern gleicher Lange ebenfalls gleiche Lange haben,
sind fiir v, w € X* mit |v| = |w| die Worter ¢(v) und ¢(w) nicht vergleichbar beziiglich
der Préfixrelation. Durch eine solche Dilutionsfunktion wird auch eine sequentielle Ab-
bildung @ : X“ — X definiert (vgl. [21]): pref(®(£)) = pref(p(pref(£))). Die Abbil-
dung @ ist stetig und abgeschlossen. Insbesondere ist (X“) eine abgeschlossene Menge
im Raum (X%, p).

Auf Grund der Unvergleichbarkeit der Bilder von Wortern gleicher Lange ist auch die

Funktion ¥ eineindeutig. Wir sind im Folgenden an Dilutionsfunktionen interessiert,

die Worter nur um einen linearen Faktor verlangern.

Definition 3.3 FEs sei 0 < € < 1. Fine Funktion g : N — N heifit genau dann e-

Modulus, wenn es eine Konstante ¢ > 0 mit |e - g(n) — n| < ¢ fir alle n € N gibt.
Fiir einen e-Modulus mit Konstante ¢ gilt auch [g(n+1) — g(n)| < 24 fiir alle n € N.

Beispiel 3.7 Die Funktion g(n) = [Z] ist ein e-Modulus. O

In [26] wurde gezeigt, dass die a-priori-Komplexitéit eines w-Wortes nicht zu stark von

der Komplexitat seines Bildes beziiglich einer Dilutionsfunktion abweicht.
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Lemma 3.14 ([26]) Es sei € eine berechenbare Zahl, 0 < € < 1. Dann existiert eine

berechenbare Dilutionsfunktion ¢ mit (wachsendem) e-Modulus so, dass
IKA(@(£)[0..n]) — KA(£[0..[e - n]])] < O(1)
fur jedes £ € X¥ undn € N gilt.

Ist also € € X“ ein (1-)zufilliges w-Wort, so ist dessen Bild (&) ein oszillationsfreies
stark ML-e-zufélliges w-Wort. Auch die monotone Komplexitit des Bildes eines Wortes

w unterscheidet sich von der Komplexitat von w nur um eine Konstante.

Lemma 3.15 Es sei 0 < € < 1 eine berechenbare Zahl. Wenn ¢ eine berechenbare
Dilutionsfunktion ¢ mit e-Modulus ist, dann gilt |[Km(®(£)[0..n]) — Km(£[0..|e - n|])| <
O(1) fir jedes £ € X* undn € N.

Beweis.  Die Ungleichung Km((£)[0..n]) < Km(£[0..|e - n]]) + ¢ folgt aus Lem-
ma Wir konstruieren fiir die umgekehrte Ungleichung einen (v, v)-Beschreibungsmodus

E’ aus einem optimalen Beschreibungsmodus Ej :

E' = {(m,w) | (m, (w)) € Eo}

Wir zeigen jetzt, dass E’ ein (v,7y)-Modus ist, d.h. wenn (71, w1), (72, w2) € E' und
T Y T2, dann ist wy yws.

Es seien (m1,w1), (m2,w2) € E' mit |w1| < |we| und 0.B.d.A. m; C my. Dann ist
(71, 0(w1)), (72, p(w2)) € Ep und daher ist 0.B.d.A ¢(w1) C ¢(wz). Angenommen
es gilt wy Z we. Dann sei w' T we mit |wy| = |w|. Da ¢ eine Dilutionsfunktion ist,
haben wir |p(w1)| = |e(w’)] und p(w') C (ws). Also muss p(w') = ¢(w;) gelten. Auf
Grund der Eineindeutigkeit von ¢ ist dann auch w’ = wy. Damit ist wy C ws. Es gilt

die folgende Komplexitdtsabschatzung:
Km(w) = Kg,(w) < Kg/(w) + cpr = K (p(w)) + cpr = Km(p(w)) + cpr
d

3.3.2 Das Maf} der Menge aller oszillationsfreien c—zufalligen w—Worter

Die HAUSDORFF-Dimension der Menge aller e—zufalligen w—Worter ist 1, weil fir je-

des € < 1 auch alle 1-zufalligen w—Worter e—zuféllig sind. Damit ist fiir € < 1 das
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3. Komplexitatsschranken

e—dimensionale Mafl der Menge aller e—zufélligen w—Worter unendlich. Fiir oszillati-
onsfreie e—zufillige w—Worter konnen wir diese Schlussfolgerung nicht ziehen. Daher

wollen wir jetzt das Mafl der Menge
F, = {5 | £ € XY A€ ist oszillationsfrei 5—zuféillig}

bestimmen. Im Abschnitt haben wir gesehen, dass sich solche w—Worter mittels
Dilutionsfunktionen 'konstruieren’ lassen. Wir werden daher jetzt untersuchen, wie sich
das Maf einer Menge F' zum Maf des Bildes @(F') beziiglich einer Dilutionsfunktion ¢

verhalt.

Lemma 3.16 Es seien 0 <&’ <1, F C X¥, 0 <& < 1 und ¢ eine Dilutionsfunktion

mit e-Modulus. Dann existieren Konstanten c1,co > 0 derart, dass die Ungleichung
c1- L (F) < Lee (P(F)) < 2 L (F) gult.

Beweis.  Es sei 6 > 0. Wir wahlen ein W C X* mit W - X¥ D @(F), (W) > n
und Y- o ree vl < L. (B(F)) + 6. Fiir jedes w € W sei v, dasjenige eindeutig
bestimmte Wort mit ¢(vy) C w T @(v,x) fur ein geeignetes z € X. Weil ¢ eine
Funktion mit e-Modulus ist, gilt

low| —c <e-|w| < |vpz|+c= vy +1+¢

Fiir die Menge V = {v, | w € W} gilt dann V - X¥ D F. Damit konnen wir jetzt
Le.o/(p(F)) wie folgt abschétzen.

Lea’(@(F)) +6> Z T—e.e’-|w| > Z ,r—e/.(|vw|+1+c)
weW weW

e (140) ZT—E'.M > ¢ Lo(F)
veV

Damit ist die erste Ungleichung gezeigt.

Es sei nun wieder ¢ > 0. Wir wéhlen jetzt V C X* mit V- X D F, [(V) > n und

S ey 7S P < Lo (F)+4. Fiir die Menge W = {p(v) | v € V} ist dann W-X* D B(F).

Es gilt die folgende Ungleichung

Lo(F)+62 3 7=l > 37 p<ele@lto

veV veV

= r—El'c . Z T_gl.s'“o(v)‘ > c - La’~5(¢(F))
veV
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Damit ist die Aussage bewiesen. O
Da die Konstanten ci, co aus dem vorangegangenen Lemma positiv sind, lasst sich fiir

das e—dimensionale HAUSDORFF—Maf} einer w—Sprache die folgende Aussage treffen.

Korollar 3.17 Essecien F C X¥,0< e <1und0 < &' < 1. Fiir jede Dilutionsfunktion
¢ X* — X* mit ' -Modulus sind Mafe L.(F) und L....(¢(F)) immer gleichzeitig null,

positiv oder unendlich.

Wir wollen jetzt flir berechenbare e zeigen, dass F. HAUSDORFF-Dimension € und
unendliches e-dimensionales Mafl hat. Dazu benotigen wir noch das folgende Ergebnis

von Ryabko (siehe [19]):
dimH{E\f’eX“’/\ﬁ(f)ga}:a (3.3)

Satz 3.18 FEs sei 0 < € < oo berechenbar und F. sei die Menge aller oszillationsfreien
stark ML-e-zufédlligen w-Wérter. Dann ist dimyg F, = ¢ und L.(F;) = oco.

Beweis.  Weil KA([0..n]) <ae €-n + c fiir jedes § € F; ist, gilt nach Gleichung
dimpy F; < e. Es sei nun F; die Menge aller (1-)zufélligen w-Worter. Weiterhin
sei ¢ eine Dilutionsfunktion mit e-Modulus, nach Korollar Dann ist p(Fy) C F.
Weil F positives, endliches LEBESQUE-Maf} hat, ist das e-dimensionale Maf} von @(F})
ebenfalls positiv und endlich. Insbesondere gilt auch ¢ = dimy @(F1) < dimy F..

Um zu zeigen, dass F. unendliches e—dimensionales Mafl hat konstruieren wir eine
unendliche Familie disjunkter Teilmengen von F, deren e—dimensionales Maf3 durch
eine (gemeinsame) Konstante ¢ von unten beschriankt ist. Es seien a,b € X, a # b und
k:N — Nmit k(n) := [2] — [2] — 1. Fiir jedes w € X* und « € X definieren wir

die Dilutionsfunktion ¢; wie folgt durch

vi(e) = eund
‘ B wi(w)a® Dz falls |w| # i
pilwz) = { oi(w)bF1D g falls |w| =i

Dabei ist |p;(w)| = [‘Q:—W = g(|wl|) der e-Modulus aus Beispiel Weil € < 1 ist, ist die
Menge K := {i | k(i) > 0} unendlich. Fiir 7,5 € K und i # j sind die Mengen %;(X*)
und p;(X*) disjunkt. Weil F eine Borel-Menge ist und % eineindeutig und stetig ist,
sind auch die Mengen @(F}) Borel-Mengen. Auf Grund von Lemma ergibt sich
Le(®;(F1)) > ¢+ Li(F1) > 0, und somit

Le(Fo) > Le(| 2:(F1) = ) Le(@(F1)) = o0

ieK ieK O
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4

Verfeinerung der Dimension

4.1 Definition und Eigenschaften

Die klassische HAUSDORFF-Dimension basiert auf der Funktionsschar der Exponential-
funktionen h(t) = t%, wobei der Parameter « zwischen 0 und 1 liegt. Die Dimension ist
dann ein Parameter ag. Als Verfeinerung kann man Funktionsscharen verwenden, die
mehr als einen Parameter besitzen. Als Dimension einer w—Sprache erhilt man dann
ein Parameter-Tupel einer Funktion dieser Schar.

Wir fiihren zunéchst einige Eigenschaften von Funktionsscharen an, die wir benotigen

um eine Dimension zu definieren.

Definition 4.1 Fur zwei Dimensionsfunktionen f und g schreiben wir f < g, falls

94— 0 fiir t — 0.

Die Funktionenschar, die wir verwenden, ist die in Beispiel angefiihrte logarithmi-

sche Skala. Wir nennen .

hp(t) =t - T] (log’t ™')™
i=1
die zu dem Tupel (po,p1,p2,---,Pn) gehorende Funktion. Wir definieren die folgende
Ordnung auf Tupeln der Lange n + 1.

Definition 4.2 FEs sei
Pri1 = {(po,p1,p2, .- ,pn) ER™ |0 < pg < LAp; >0 falls p; =0 fiir alle i < j} .

Fiir (po,---Pn),(qos - -, qn) € Puy1 gilt (po, - - -, Pn) >tex (q0s - - - > Gn) genau dann, wenn
ein k < n+ 1 existiert mit p; = q;, fir jedes i < k, und pxr > qx. D.h. die Tupel sind
lexikographisch geordnet.
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4. Verfeinerung der Dimension

Die Ordnung ist so definiert, dass je grofler das Tupel, desto schneller strebt die zu-

gehorige Funktion mit ¢ gegen Null, d.h.:

Bemerkung 4.1 Sind h, und hy die zu den Tupeln (po,p1,...,0n), (0, q1,---,qn)
gehorenden Funktionen, so gilt hy, > hq, falls (po,p1,...,0n) >iex (90, q15- -5 qn) -

Mit dieser Ordnung auf P,,1; (und damit auch auf den Dimensionsfunktionen) kénnen

wir jetzt eine verallgemeinerte HAUSDORFF—Dimension definieren.

Definition 4.3 Die verallgemeinerte HAUSDORFF—n—Dimension wird definiert als:

dimgll){F = Sup{(a,pl,pg, L ,Pn) ‘ g.((a,m,pz,.‘.,pn)(F) — oo}
= inf{(a,p1,p2,---,0n) | g.((a,phm,...,pn)(F) =0},

wobes

H(@wPrp2sPn) (F) = lim inf {§ hr Py | FCV .- X ALV) > j} :
Jj—00
veV

mit h(r~IVl) = palvl. H?:l(logirw)*pi, das (a, p1,p2,...,pn)—dimensionale Mafl von
F ist.

Beweis. Wir zeigen jetzt, dass Psup = sup{p | H"»(F) = 00} =
inf{p | H"(F) = 0} =: pi ist. Dazu zeigen wir: fiir jedes Tupel p >ic; Dsup gilt
HP (F) = 0, und fiir jedes p <jep Ping ist H* (F) = co. Angenommen, FH"»(F) > 0 fiir
ein p >z Psup, dann gilt nach Lemma J{hp’(F ) = oo fiir alle p >e P’ >iex Dsups
das ist ein Widerspruch zu pey, = sup{p | H"»(F) = oo}.

Angenommen, H" (F) < oo fiir ein p <jep pint, dann gilt wieder nach Lemma
thP’(F ) = 0 fir alle p <jep P’ <iex Pint, was aber ein Widerspruch zu pi,¢ = inf{p |
Hhe (F) = 0} ist. O

Bemerkung 4.2 Ein Tupel (po,...,pr) der Liange k + 1 kann aufgefasst werden als
Tupel (po, - -, PksPks1s---»Pn) der Lange n+ 1 mit pgr1 = ... = p, = 0. Die zu diesen

Tupeln gehoérenden Dimensionsfunktionen sind identisch.

Als erste Eigenschaft der verallgemeinerten Dimension zeigen wir, dass die Dimension
der Translation w - F' einer w—Sprache F' entlang eines Wortes w nicht grofer ist als die

Dimension von F'.
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4.2 Berechnung der Dimension

Lemma 4.1 FEs seien E,F C XY, mit E C F, und w € X*. Dann gilt
dimg%w P < dimgll){F und dimgl){E < dimgll){F

Beweis.  Wegen Lemma folgt aus H"(F) = 0 auch H"(w - F) = 0, also ist

inf{p | H" (w - F) = 0} < inf{p | H"(F) = 0}. Damit ist der erste Teil gezeigt.

Wenn E C F, so gilt fiir jede Dimensionsfunktion & die Ungleichung H"(E) < H"(F).

Also folgt aus H"(FE) = oo auch H"(F) = co. Damit ist auch der zweite Teil gezeigt.
g

Wie die klassische HAUSDORFF-Dimension, ist auch die verallgemeinerte n—Dimension

stabil beziiglich einer abzahlbaren Vereinigung von Sprachen.

Lemma 4.2 FEs seien Fy, Fy ... C X“. Dann gilt

dimgll){ U F; =sup dimgll){Fi
ieN €N

Beweis. Es seien pU) ¢ Py mit dimgll){ﬂ = pU), fiir j € N. Dann gilt wegen

F; C Ujen Fi und der Monotonie der Dimension, dass dimglgI Uien i > dim&){Fj.
Angenommen, pgim = di]n[lgllzI Uien Fi > dimgl){Fi, fir alle 7+ € N. Dann ist aber nach
Lemma 2.1 3(Paim () = 0 und daher FPam ({ ;g F3) < D0y HP4m () = 0. Daher gilt

auch die Ungleichung dimgll){ Uien Fi < supj;en dimgll){Fi. g

4.2 Berechnung der Dimension

In diesem Abschnitt wollen wir Moglichkeiten finden, die verallgemeinerte Dimensi-
on abzuschétzen und Beispiele fiir w—Sprachen zu finden, die positives, endliches Maf3
beziiglich ihrer verallgemeinerten Dimension haben. Wir beginnen mit einer Aussage
iiber die Beziehung der Strukturfunktion einer w—Sprache und ihrer Dimensionsfunkti-

on.

Lemma 4.3 Sei F' C X“ und h eine Dimensionsfunktion mit h(r=") € O([spret(r)(n)]~

Dann ist HM(F) < oo, d.h. dimgu(F) < (po, .. .,px), falls h die zu (po, . .., pr) gehdren-
de Funktion ist.

Beweis.  Sei h(r™") € O([spre(r)(n)] ™), d.h. es gibt ein ¢ > 0, so dass h(r ") <

¢+ [Spref(r)(n)] ! Damit kann man abschitzen:

H(F) < Hm spree(m)(n) - A(r™") < WM Sprop(y(n) - € [Sprep(r) (n)] ™ = ¢ < 00
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4. Verfeinerung der Dimension

O
Als nachstes werden wir fur jedes n € N eine w—Sprache finden, die positives, endliches
Maf3 bzgl. ihrer jeweiligen HAUSDORFF—n—Dimension hat.

Beispiel 4.3 Wir wollen jetzt fiir jedes der Tupel t; = (%,1), to = (%,1, ), t3 =

(%, 1,1,1), ... eine Sprache F;, finden, so dass 0 < H' (F},) < oo ist. Grundlage fiir die

Konstruktion bildet die Sprache F1 = ({a,b}-a)* D mit HAUSDORFF-Dimension % und
2

endlichem, positivem %fdimensionalem Ma§.

e Eine Sprache F}, fiir das Paar (%, 1) konstruieren wir aus F1, indem wir auf den
2

Ebenen 2" im Baum der Sprache Fi (vollstdndige) Verzweigungen hinzufiigen:
2

F(%,—l) = {g | 5 € {aa b}2 : H <{a7 b} : (CL : {CL, b})Qlil ’ {CL, b}>}
€N

Die Strukturfunktion diese Sprache ist spref(r,,) (1) = 2z tlogn]  Damit erreichen

wir mit der Dimensionsfunktion hq(t) = £z - (logt= 1)1 ein endliches, positives

h1—M&B.

obere Schranke: H" (F') < lim Spref(F,,)(n)-h1(27") = lim 2%+U°g”J~2*%.% =

n—oo

lim 2%+\_logn] . 2—%—logn =1
n—00

untere Schranke: Hier wird wieder das Masseverteilungsprinzip (siehe [7, 4.2])

verwendet. Die Verteilung erfolgt ,,natiirlich”, d.h. an jeder Verzweigung des
Baumes wird die vorhandene Masse gleichmaflig auf die Teilbadume verteilt.

Die Masse einer Kugel w - X“ lasst sich also wie folgt berechnen:

wl]
w 2 tllosul] , falls |w| gerade
p(w - X¥) = |w]+1
—5—+|log |w|]

—~
NI—= N
~—_— —

, falls |w| ungerade

|w] w
)7+L10ngIJ < 27% R hl(T‘_‘w‘).

Jw]

Dabei gilt p(w - X*) < (

D=

Also ist H''(F) = 1.

e Fiir das Tripel (%, 1,1) vergrofern wir die Sprache F(%’l) wie folgt. Es sei Fy, =
H?il Xz mit

x {a,b}, falls i ungerade, oder i € {27 |n >0} U{2%" +2|n > 1}
i =
a, sonst

!Binérbaum, der genau auf jeder ungeraden Tiefe vollstindig verzweigt
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4.2 Berechnung der Dimension

Es werden also zur Sprache F( 1) alle diejenigen Sequenzen hinzugefiigt, die an
27
beliebig vielen, aber mindestens einer der Positionen {22" +2 | n > 1} ein b haben

und an allen anderen Positionen den Restriktionen von F( 1) unterliegen.
2 b

log n]+|log?(n—2)

Dann ist die Strukturfunktion sp ef( Ft2)(n) = 23+l 1. Analog zur

Berechnung von H! (F;,) kann hier gezeigt werden, dass 3 (F;,) = 1 ist.

e Eine Sprache F;, mit verallgemeinerter Dimension (%, 1,1,1) kann konstruiert
werden, indem zur Sprache Fj, alle die w—Worter hinzu gefiigt werden, die an
beliebig vielen, aber mindestens einer der Positionen aus der Menge {222n +4 |
n > 1} ein b haben und an allen anderen Positionen den Restriktionen von F,

unterliegen.

Das liefert die Strukturfunktion spref( th)(n) = 25 +logn]+[log®(n—2) |+ |log® (n—4)]
Hier gilt ebenfalls H' (F;,) = 1.

e Setzt man diesen Prozess fort, so erhalt man fiir ein beliebig langes Tupel ¢; =

(3,1,...,1) die Sprache F}, = H;')io X mit

2L
2
X; = {a,b}, falls i ungerade, oder j € J,; { 2 +2-k |n> 0}

a, sonst

und der Strukturfunktion spree(p, )(n) = 95+ =118’ ("=2G-1)  Dags das t;—di-
mensionale Mafl ' (F};,) = 1 ist, ldsst sich analog zum Tupel ¢; und der Sprache
Fy, zeigen.

g

Im Fall der klassischen HAUSDORFF—Dimension, und damit der Exponentialfunktionen,
ist bekannt, dass dimg (F') < 111?_1) iolgf w (siehe [23]).

Im Folgenden untersuchen wir, wie das Verhalten der Strukturfunktion Einfluss auf die
verallgemeinerte Dimension hat, also wie das Verhalten vom exponentiellen Wachstum

abweicht.

Lemma 4.4 Es seien 0 < a<1,n €N und F C X¥, B(k) = log[];., (log" 7*)~Pi,

.. 1 k)—a-k k . .
Wenn lim inf Ogspref(fz))g(nzk)a Ak) < Pn, 80 18t dlmgll){F < (a,p1y--yPn-1,Pn)-

k—o0
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4. Verfeinerung der Dimension

log Spref(F) (k) _O"k+ﬁ(k)

Beweis.  Nach den Voraussetzungen ist li]in inf Tog™ () < Pn, daher gilt
— 0
.. . 1 —a- . ..
fiir ein & > 0 auch —2 Spref(fz)g(fgk)a b (k) <i.o. Pn — €. Das ist dquivalent zu

Spref(F) (k) - k. HKn(logi rFY7Pi . (log™ (rF) 7P %) <. 1.
Also kann das MaB bzgl. (e, p1,...,pn—1,pn — €) wie folgt abgeschétzt werden:
GOP 2 (F) < N sper(ey () -+ - [[(logl )7+ - (log" (#4) 7% < 1

k—oo ;
<n

Also ist auch dimgll){F < (o, p1,--+,Pn—1,Pn)- .

Beispiel 4.4 Wir betrachten die Sprache F}, aus Beispiel Die Strukturfunktion
dieser Sprache ist Spref(r,)(n) = oLz l+llogn]+[log*(n=2)] Ry o = L und py = 1 gilt

dann

|5] + |logk| + [log?(k —2)| — 5 -k —logk 5] —%& |logk] —logk [log?(k —2)]

log? k log? k log? k log? k

Dieser Term geht mit k& — oo gegen 1. Also ist dim(GQI){(FtQ) < (3,1,1 +¢), fiir jedes

e > 0. O

4.3 Awussagen zu Sprachklassen

In diesem Kapitel wollen wir untersuchen, wann es méglich ist, eine genauere Dimension
als die klassische HAUSDORFF—Dimension zu finden. Fiir das h-Maf} der w-Potenz einer
Sprache W C X* erhalten wir zunéchst die folgende Aussage.

Lemma 4.5 Es seien W C X* und h eine Dimensionsfunktion. Wenn die Ungleichung
S e (1) < oo gilt, so ist HM(W*) = 0.

Beweis.  Mit Lemma folgt, dass das MaB H"((W*)°) = 0 ist. Die Behauptung
folgt, weil W« C (W*)? gilt. O
Folglich ist fiir jedes p = (po,...,pn) € Ppy1 mit Yy hy(r~I*h) < oo, die Un-
gleichung dimgll){(W“’) < (po,...,pn) erfiillt, wobei h, die zu (po,...,pn) gehorende
Funktion ist.

Wir werden jetzt zeigen, dass jede Teilmenge einer Vereinigung von Sprachen mit end-

lichem h—Maf}, das Maf} 0 beziiglich jeder gréfferen Dimensionsfunktion hat.

Satz 4.6 Es seien F C X* und F = Uien Fi € X¥ mit F C F und th(Fi) <c< oo,
fiir alle i € N. Dann existiert keine Dimensionsfunktion g mit g = h und 0 < HI(F) <

oQ.

50



4.3 Aussagen zu Sprachklassen

Beweis. Weil FC F = Uien Fi ist, gilt

HI(F) <HI(F) <Y HI(F,

€N

h(t)
HI(F;) = 0 ist. Also ist HI(F) < 37, HI(F;) = 0 fiir jede Dimensionsfunktion g > h.

g

Mit Hilfe dieser Aussagen konnen wir fiir regulére und kontextfreie w—Sprachen zeigen,

Weil H"(F;) < oo und g = h (d.h. 9, 0, fir t — 0) gilt nach Lemma [2.1] dass

dass es keine genauere Dimension als die klassische HAUSDORFF-Dimension gibt.

Korollar 4.7 Ist F' C XY eine requldre oder eine kontextfreie w-Sprache, so existiert

keine Dimensionsfunktion g mit g = t9™H# F oder g < t8a F ynd 0 < HI(F) < oo.

Um diese Aussage zu beweisen bendtigen wir ein Ergebnis iiber das Maf3 der w-Potenz

einer Sprache aus [23].

Proposition 4.8 Es sei W C X*. Dann ist Lqim, we(W*) <1

Die reguléren bzw. kontextfreien w-Sprachen kénnen wie folgt durch w-Potenzen von

Sprachen charakterisiert werden (vgl. [1§]).

Lemma 4.9 Eine w-Sprache F C X% ist genau dann reguldr (kontextfrei), falls es
ein n € N und regulire (kontextfreie) Sprachen W;,V; C X* (1 < i < n) gibt mit
F=U Wi Ve

Damit kénnen wir jetzt die Aussage aus Korollar wie folgt beweisen.

Beweis.  (Korollar Es sei F' = J;"; W; - V. Nach Lemma [1.4] und Lemma
ist daher dimy F' = maxi<;<p V. Wegen Propositionist Laimy V¥ < 1. Also lasst
sich F als Vereinigung von Mengen endlichen Mafles schreiben: F' = J;-, UweWi w- Ve,
Nach Satz existiert also keine Funktion g = t4™# ¥ 50 dass 0 < HI(F) < co.

Weil w-V# C F fiir jedes w € W;, gilt HI(w- V) < HI(F) fiir jede Dimensionsfunktion
g. Wenn g < t4m# F /50 ist nach Lemma HI(w- V) = oo. Also existiert auch keine
Dimensionsfunktion g < t4™# ¥ mit 0 < HI(F) < oo. O
Die Aussage von Korollar [£.7) gilt unabhéngig vom dimy F-dimensionalen Maf von F,
d.h. sie gilt insbesondere auch fiir die Félle Lqip,,, 7(F) = 0 und Lgim,, r(F) = oo.
Das Ergebnis von Ryabko in Gleichung zeigt, dass die Menge aller w—Worter, deren
lineares Wachstum der Komplexitat nicht grofler ist als € - n, HAUSDORFF-Dimension
€ hat.
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4. Verfeinerung der Dimension

Mit Hilfe der verallgemeinerten HAUSDORFF-Dimension kénnen wir jetzt eine feiner
Abstufung zwischen den w—Woértern finden. Zunéchst zeigen wir fiir beliebige Parame-
tertupel eine obere Schranke fiir die verallgemeinerte HAUSDORFF-n-Dimension. Dazu
zerlegen wir den Logarithmus der Dimensionsfunktion wie schon in Lemma [4.4] in den

linearen Anteil und die Verfeinerung.

Lemma 4.10 Es sei h(r=F) = r=@k+8(). (1og" (r%))=Pn mit B(k) = log [],,, (log" 7*)~P:

die zu (a,pi,...,pn) gehdrende Dimensionsfunktion. Dann ist

AE0.K]) — -k + B(k)
log" (k)

n .. K
dim{) {5 | € € X¥ Aliminf <pn} < (o, p1,---,pn)

Beweis.  Wir bezeichnen Fo g := ¢ € | € € X* Alim inf EALIA- Akt BE) < p, .

Fiir jedes Element ¢ aus F, g gilt KA({[0..k]) <io. o -k — B(k) + pn - log"(k) =
—log h(r~*). Fiir eine zu einem Tupel (qo,q1,...,qn) >iezx (0, P1,...,Pn) gehorende
Funktion ¢ gilt dann wegen Satz dass HI(F, ) = 0 ist. Also ist dimg})IFaﬁ <

(aapla"‘7pn)' O

Lassen wir als Parameter der Dimensionsfunktionen ausschliefllich rationale Parameter
zu, so konnen wir beweisen, dass die n—Dimension der Menge aus Lemma sogar

gleich dem Parametertupel ist.

Satz 4.11 Es sei h die zu (%,pl, . ,pn) € P11 gehorende Dimensionsfunktion mit
a,b € N\ {0} und B(k) = log[[;.,(log" r*)Pi, d.h. h(r=F) = r 5 B EBE) L (logh rk)Pn
Dann gilt

dimgll){ {5 | € e XY A ligninf KA(£[0.-k]) — § -k + B(F) < pn} _ (a ,pn>

log™ (k) p P

Beweis.  Es sei wieder Fla g := ¢ £ | & € X¥ Aliminf KA(g[O'l'k]);%'kJrﬁ(k) < pn p, Wie
b’ k—00 og" (k)

im Beweis von Lemma [4.10]

Aufgrund von Lemma [4.10| geniigt es, die Ungleichung dimgll){F 25> (%, Dly-es pn) zu

beweisen. Dazu konstruieren wir eine Teilmenge F' C F%,ﬁ mit positivem h-MafB. Es
lasst sich leicht zeigen, dass fiir 4,j,bp € N mit 4,9 > 1 und j > 2 die Ungleichung
|log*((j — 1) -bg) —log"(j - bo)| < log?2 gilt. Daher kénnen wir ag, by € N so withlen, dass
[B((F = 1) -bo) +1og™((5 —1) - bo) ™" — B(j - bo) —log"(j - bo) P | < min{ao, bo —ao} und

a0 _ @

bo_z'
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4.3 Aussagen zu Sprachklassen

Wir definieren A(1) := ag — |B(bo) + log" (by) P~ | und

A(j) =ao = [B(F - bo) +10g"(j - bo) ™" | + [B((F = 1) - bo) +log™((j — 1) - bo)~"" |

fiir j > 2.

Die Teilsprache wird dann wie folgt konstruiert:

Fo— H (XA(i) 'xbofA(i)) 7

i>1

fiir ein festes z € X. Diese Sprache hat die Strukturfunktion spreg(ry(n) = Tﬁ'n_ﬂ(n) .

(log™ r*)P» und ist so konstruiert, dass Spref(F) (1) = | X|-spref(r)(n—1), falls sprep(ry(n) #
Spref(F)(n - 1)
Zum Nachweis, dass F' positives Mafl hat, benutzen wir das Masseverteilungsprinzip

und die ,,natiirliche” Masseverteilung. Wir definieren p(e) := 1 und

(p(w) - | X7 falls wz € pref(Fa 5)

und Spref(F%ﬂ)(’wz‘) 7é Spref(F%,B)(‘w’)

p(wz) =< plw) ,falls wz € pref(Fa g)
und Spref(F%ﬁ)(’wz‘) = Spref(F%ﬂ)(‘w’)
0 falls wz ¢ pref(Fa g).

Damit ist pu(w) < p~ by Tl 8wl (log™ r1¥hy=Pn fiir jedes w € X*, und Lemma ist
anwendbar.

Wir zeigen jetzt, dass jedes £ € F' die Komplexitatsschranke von F%”g erfiillt, d.h.
dass FF C F 2 8 ist. Betrachtet man den Baum der Sprache F', so existieren bis zur Ebene
k genau § - k — B(k) + pp - log" (k) vollstéindig verzweigte Ebenen, alle anderen Ebenen
sind nicht verzweigt. D.h. jedes Wort w € pref(F') der Lénge k hat nach Konstruktion
an k — (% -k — B(k) +pn -log"(k)) Positionen den fest gewéhlten Buchstaben z und an

den anderen Stellen einen beliebigen Buchstaben aus X. Wir definieren v (e) := e und

¢(w) ,falls Spref(F%ﬂ)(‘wZD = Spref(F%”@)“wD

Plwz) = fall
1/1(1”)2 , lalls Spref(F%yﬁ)OwZD 7& Spref(F%”B)“wD
Jetzt definieren wir ein Semimafl m mittels m(e) = 1, m(w) = M(¢(w)), falls
w € pref(F %75), und m(w) := 0, sonst. Weil die Parameter von h rational sind, ist

pref(F %ﬁ) entscheidbar, und weil M auflerdem linksberechenbar ist, ist auch m links-

berechenbar.
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4. Verfeinerung der Dimension

Dann gilt M(w) - ¢y, > m(w) = M(¢p(w)). Also gilt fiir die a priori Komplexitét
die folgende Ungleichung

KA (w) < KA (¢ (w))+10g cm < [1b(w)|+log ¢ = Z—g-rw|—ﬁ<|w\>+pn-1og"<\wr>+logcm

g

Bemerkung 4.5 Die Sprache F' im Beweis von Satz kann auch mittels X* und
der folgenden Dilutionsfunktion (siche Abschnitt3.3) ¢ konstruiert werden:

o(w)z , falls we ¢ X2 fiir alle i € N

plwz) = , .
o(w)z - =20 falls wx € X80

Damit ist F' = p(X*). Die Funktion ¢ : pref(F) — X* im Beweis von Satz ist

dann die Umkehrfunktion zur Dilutionsfunktion ¢:

w'x , falls p(w') C w C p(w'z)
P(w) =
n. def. , sonst
Dann ist ¢¥(p(w)) = w fiir alle w € X*. O

Das h—Mafl der Menge F%ﬁ von Sequenzen mit einer Komplexitat von hochstens
—logh(r %) =% .k — B(k) + pn - log"(k) ist ebenfalls unendlich, falls h ausschlieflich

rationale Parameter hat.

Lemma 4.12 Es sei |X| > 2. Weiterhin sei h die zu (%,pl, e ,pn) € P,y1 gehorende
Funktion und h(r=F) = r= 5 F+8%&) (log" #k)=Pr mit 3(k) = log [Tic,,(log" 7*)=Pi. Dann
gilt H"(Fa ) = oo.

Beweis.  Sei x,y € X mit z # y. Die Funktion A sei definiert wie im Beweis von
Satz [£11] Weiterhin sei

F=]] <XA<z‘> .$b0—A(i)) . (XA(j) .ybo—A(j)> AT (XA(i) .xbo—A(i))
i<j j<i
Die Menge J = {j | bp — A(j) > 0} ist unendlich. Fiir alle j1,72 € J mit j1 # jo
ist Fj, N Fj, = ) und es gilt UjeJFj C Fa 3. Wie im Beweis von Satz [4.11) haben die
Mengen F; das h-MaBl H"(F}) = 1. Also ist co = died Hh(Fy) < J{h(F%ﬂ). O
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