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Baorrred te.
14

CVee erſte Veranlaſſung zu den analytiſchen Unterſuchungen, denen das grgen

ca—
wartige Werk ſein Daſeyn verdanikt, war das ſo oft: gefuhlte Bedurfniß

riner ullgemeinen dlufloſungsmethode  durch unendliche Reihen. Was einige der

ſcharſſinnigſten altern Analyſten, uamentlich Newton und Molvre ec., in Ruckſicht

dieſes Problems geleiſtet; hatteu,wur tnit nichtunbekannt, befriedigte mich aber

cnicht „de ihre· Aufibſurigen muhſant und zeitraubend, auch nicht allgemein genuh

waren. Jch nahm mir daher, anfauglich blos zu meiner eigenen Befriedigung,

vor, zu verſuchen, ob meine Krafte zu einer bequemeru Auflbſung dieſes Problens

yiareichen winrden. Denn watum, duchte ich, ſollte nicht der Zaunkbnig auf demn

Nucken des Ldlers hoher flieget kbnnen; als dieſer? Jch .fiel beh dieſen Unter

ſuchunigen auf  eine neue Bezeichnungvart, die ich in der Folge uber meine erſten

Erwartungen brauchbar fand, indem ich dadurch in dem  Stand geſetzt wurde,

nicht nur jenes Problem auf die allgemeinſte, und fur die Anwendung bequemſte

Art aufzuloſen, ſondern uberhaupt faſt alle analytiſche Arbeiten mit vielgliedrigen

„Grroßen, oder unendlichen Reihen, ſehr. abzukürzen und zu erleichtern, hne we

der bey jenem Problem, noch bey. dieſen Arbeiten die Rechnung des Unendlichen

zu Hulfe nehmen. zu durfen. Die Theorie dieſer Zeichen, die ich Dimenſions

a 2  Ziichen



w Vorrede.Zeichen genennt-habe nebſt mancherlet Anwendungen derſethen; machen nun den

Gegenſtand dieſes gegenwartigen Werkes aus. Vielleicht war es gut, daß ich

damals, als ich mich zuerſt mit dem oben erwahnten Problem beſchaftigte, noch

nicht wußte, daß der ſcharfſinnigſte Analyſt unſeres Jahrhunderts, Herr de la

Grange, eben dafſelbe Problem, auf eine hochſt ſcharfſinnige und allgemeine Art

aufgeloſet habe Jtch wüurde mich vielleicht begnuget haben, mir die Methode

dieſes großen Mannes bekannt zu machen, ohne nach einem ſolchen Vorganger

neue Schritte zu verſuchen; und ſo ware wahrſcheinlich die Veranlaſſung, welche

mich aufjene. Zeichen  leiteten weggefallen. Weit bin ich indeſſen von dem Stotge

Antfernt, mich mit eingm ſelchen, in ſeiner Art einglgen: Mantie meffen zu wollrn,

in deſſen Abhandluug. uüber das obige Problem ſonmie in allen Schriften deſſel

bemn, ein Scharfſinn und eine Fruchtbarkeit: des Genies herrſcht, gegen welche

alles, was ich zun-Jeiſten vermag, ſehrn weit zuruckbleibem muß. Beſonders leh

haft fuhlte ich, die Beſchrankung meiner  Kraftgnals ich ſahe, daß Herr de ka

Grangga den Beweis ſeiner: Aufliſungsreihe in aller Scharfe, derenn die Analyſis

fahig iſt, geluhret hatte, da ich hingegemmich blos mit einer unpollſtandigen Jn

Juetion hattr begrügen müſſen. Daich indeſfen auf einem ganz anderen: Wege,

als. Herr de/la Grange zu der Auflhſung, des  Prohlems gelangt mar, und es ſur

dit Wiſſenſchaft nie anders als vortheilhaft ſahn kann, menn. eihn und derſelbe

Gegenſtand aus veyſchiedenen  Geſichtspuneten unterſuchet wird, ſon hielt ich es

Aur beſſer, diejenigen Abſchnitte meines. Werkes, welche: eben den Gegenſtand

„Zbe
v) Nourelt methode pour reſoudre les Ejuatĩonis Rtteraler, par le! moyem derifii ſei.

Mem. de PFacad. roy:. den Se. et B. L. ĩr Bern. Voöm 24. patz. 29r. Eine Uebert

ſetzung dleſen Abhandlung hat hern Prof. Michelſen, im Ztem Bunde der Eulerſthen  Ein

Auitung gelieſert, pag. 190



Vorrede. vbetreffen, auch nach Durchloſung jener Abhandlung, ungeandert zu laſſen, als

ihnen durch Benutzung. jener Meiſterarbeit einen erborgten Anſtrich von Scharf—

ſinn zu geben. Nur reinige Zuſatze hat jene Abhandlung des Herrn de la Grange

deranlaſſet, wohin namentlich der letzte Abſchnitt des erſter Theils, und der Ab

ſchnitt von der Convergenz der Reihen im zweiten Theile gehoren.

Jn der Folge fand ich auf eben dem Wege, wo ich anfanglich ganz einſam

zu gehen. wahnte, noch einen andern vortreflichen und achtungswürdigen Geome—

ter, Herrn Prof. Hindenburg, der ſchon vor 1in Jahren in ſeinen primis lineis

novi ſyſtematis permutationum, eombinationum et variationum (Lipſiae 1781.)

dem Publieum zu einem. analytiſchen Werke Hofnnung machten, deſſen Vollendung

gewiß manches ſchatzbare analutiſche Werk, und vielleicht auch dieſe meine geringe

Arbeit entbehrlich machen würde. Bis jetzt iſt aber, ſo viel mir bekannt iſt, dieſe

Hofnung nicht erfullt worden, vielleicht weil. das ſcharfe Auge dieſes vor
treflichen Gegmeters ein für die Krafte einen Menſchen vielleicht zr weites, viel

teicht in einen und dem andern Theit wohf gar ganz unzugangliches Feld, wie

von einer. Anhohe, uberſah, wo das geubteſte Auge nicht immer im Stande iſt,

nlle Schwierigkeiten und Hinderniſſe zu uberſehen, die ſich bey der wirklichen

Dunchmuſterung aller einzelnen Gegenden vorfinden konnen. Tauſcht mich in

deſſen die Eigenliebe nicht ganzlich, ſo dürfte vielleicht, die einzige einfache und

leichte Bezeichnungsart, deren ich mich in dieſem Werke bedient habe, zur Auf—

nloſung aller der Probleme leiten konnen, die in jenem Entwurfe wirklich auflos

ahur ſeyn mochten.
J

Jch üubergebe übrigens dieſes Werk dem Publicunr mit denn Bewußiſeyn

daß ich keine Muhe  geſparet habe, demſelben alle die Vollkommenheit zu geben,

die ich ihmr: nach Maaßgabe meiner Zeit, meiner Kenntuiſſe und Krafte geben

az konnte.



vi Vorrtede.onnte. Die Mathematik hat von jeher ſtarkeren Reiz fur mich gehabt, als ir

gend eine andere wiſſenſchaftliche Beſchaftigung. Jch erinnere mich ſelbſt man

cher Spiele meiner frliheren Kindheit, die Verwandſchaft mit Mathematik

hatten, und den erſten Unterricht in der Geometrie, den ich erſt in meinen r7ten

Jahre erhalten konnte, verſchlang ich mit einem Heißhunger, den ich bey keiner
andern Wiſſenſchaft empfaud. Aber es gefiel der Vorſehung nicht, mich in ei

ne Lage zu verſetzen, ws ich dieſen Hang ungeſtort hatte befriedigen konnen.
Seit meinen Schuljahren, bis dieſen Augenblick, konnte ich meiner Lieblings

wiſſenſchaft nur ſparſame Nebenſtunden widmen. Jch ſetze indeſſen zum Troſt

anderer, die ſich vielleicht in einem ahnlichen Gedrange mit ihrer Lieblingswiſſen

ſchaft befinden, hinzu, daß es mich nicht gereuet, in dieſer Lage geweſen zu ſeyn,

weil ich einſche, daß die Nothwendigkeit ſich mit mancherley ungleichartigen Din

gen zu beſchaftigen das ſicherſte Mittel iſt, den Kopf vor einſeitiger Schatzung

anderer Wiſſenſchaften zu bewahren, einem Fehler, in welchen Niemand leichter,

als ein Mathematiker verfallen kann. Es ſind mehr als vier Jahhte 'verfloſſen,
ſeitdem ich anfing mich mit den Unterſuchungen zu beſchaftigen, deren Reſultate

dieſes Werk enthalt, und ſeit dieſer Zeit habe ich alle meine Nebenſtunden, faſt

einzig dieſem Werke gewidmet. Allein bey aller Sorgfalt, die ich darauf gewen

det habe, bey einer zweimaligen volligen Umarbeitung des ganzen Manuſcripts,

und noch ofterer Umarbeitung mancher einzelnen Theile, ſehe ich dennoch nur zu

deutlich ein, wie unvollkommen hin und wieder meine Arbeit ſey, hoffe aber, daß

Kenner das Ganze der offentlichen Bekanntmachung, nicht unwerth finden, einige

einzelne Stellen aber mit einiger Nachſicht beurtheilen werden, beſonders da ich,

auch bey großern Kraften, als die meinigen ſind, in einer ſo beſchrankten und

zerſtuickelten Zeit, dennoch unmoglich etwas fehlerfreies hatte liefern konnen. Bi

ſonders



Borſrede. rirſonders muß ich um dieſe Nachſicht, in Rückſicht der nicht immer zweckmaßigſten

Wahi der erlauternden Beiſpiele und Aufgaben, bitten.
Es würde. überflußig ſeyn, hier von dem Jnhalt des erſten Theils noch et

was zu fagen, da ſich derſelbe ziemlich richtig aus der folgenden Jnhaltsanzeige

uberfehen laßt. Was „ber den zweiten Theil betrift, der mit dem erſten ein
unzertrennliches Ganze ausmachen wird;, ſo muß ich feinen Jnhalt hier kurzlich

anzeigen, da die Kurze der Zeit es nicht erlaubt hat, ihn nach meinen Wunſch

und Abſicht, mit dent erſten zugleirh zu liefern. Ditr erſtere Halfte deſſelben be

ſchaftigt ſich blos mit endlchen Gleichungen und ich:werde zeigen, wie man ganz

allgemein nicht nur die famtlichen Wutzein jeder Gleichung, einzeln, und zwar

auf mehr als eine Art, durch Rrihen darſtellen, ſondern auch, ſo bald die Coeffi
cientan, nicht in Buchſtaben rſondern Zahlen gegeben ſind, die ſamtlichen Wur

zeln, die unmoglichen eben ſowohl, als die moglichen, durch eonvergirende Rei
hen berechnen  konne, und zwar in den: meiſten Fallen ganz direkt, und ohne alle

VWorbereitung, oder, iwo dies nicht angehi, nach einer leichten. Umformung der

Gielchung; ſo daß, wiries mir ſcheint; in dieſein Punete fur das Praetiſche we

nig zu wunſchen ubrig bleiben wird. Jn der letzten Halfte des zweiten Theils,
bſccſchaftige ich mich mit nnendlichen  Reihen, und zeige, welcher Gebrauch ſich

von  denn Mimenſionszrichen, und uberhaupt von der im erften Theil vorgetra

Hgrntjen. Theorie, bey ihren Inverſion, Umformung, Summirung u. dergla mm

machen laſſe.

Der Leſer, den ich mir bey Ausarbeitung des ganzen Werkes dachte, war
nicht der erſte Anfanger in der Aualyſis. Jch dachte mir ungefahr einen Ana

iyſten, der in allen Theilen der Analyſis des Endlichen hinkanglich bewandert,

und dein beſonders auch dartjenige bekannt und gelaufig ware, was Euler in

Jij. ſeiner



vin Vorrede.ſeiner Einleitung vorgetragen hat. Namentlich ſetze ich bey dem Leſer Bekanmt

ſchaft mit dem trigonometriſchen Calcul, und mit denenjenigen Reihen voraus,

durch welche die bekannteſten tranſcendenten Verhaltniſſe, die von dem Kreiſe und

den Logarithmen hergenommen ſind; ausgedruckt werden, und deren Entwicken

lung. man außer dem genannten Eulerſchen Werle, in den Kaſtnerſchen, von

Tempelhofiſchen, Karſtenſchen, Klugelſchen, und allen andern guten Lehrbuchern
findet. Die Rechnung.des Unendlichen habe ich in den Hauplſachen gefliſſentlich

vermieden, und wo ſie gebraucht iſt, da iſt es durchgehends cnur eine: Stelle im:
zweiten Theile ausgenommen) Bey Nebenſachen geſchehen, die man allenfallp

ohne Nachtheil des Ganzen uberſchlagen. kanmm. gin
Eben. die Nahe der, Maſſe, die den. Abdruck! des zweiten Theils hinderte/

hat. es auch unmoglich geiacht, die:zu dein erſten Theil gehorigen Tabellen ſchon

jetzt zu liefern, welches mir um. deſto unangenehmer iſt,! da hierdurch der Gea

brauch des Buches erſchweret wird. Um den Mangel dieſer: Tabellen!einiger
maßen zu erſetzon, erſuche: ich die Leſer, welchei mein Buch einler gennuern Auf

merkſamkeit wurdigen wollen, ſich vor. der Hand wenigſtens die allgemeine Po

tenzreihe S. 46. und: die allgemeine. Aufloſungsreihe S. 68. auf. ein beſonderes

Bliatt abzuſchreiben, und jene mit Taf. II. A., dieſe. mit Taf. III: A. zu bezeich
nen, um ſie beym.Leſen: beſtandig vvr Augen behalten zu. konnen. Beides (der

zweite Theil und die. Tabellen) erfolgt. ganz unfehlbar:in der Michaelismeſfe

dieſes Jahres.
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Jnhalt
des erſten Theils.

Abſchnitt J. Dieſer Abſchnitt enthalt verſchiedene Satze uber die Producte und Potenzen

vielgliedriger Ausdrucke, als Vorbereitung nicht ſowohl auf den zweiten, als dritten

hlſchnitt. g.ĩ 13.

Abſchnitt I. S. 7. S. 14 at.
Erklarung und allgemeine Theorie der Dimenſionszeichen.

14. Die Dimenfionszeichen der iſten Ordnung.

g. 16 21. Die Dimenſionszeichen der 2ten Ordnung.

t 2
S. 22 28. Die Dimenſionszeichen der Zten Ordnung.
g. 29 33z. Die Dimeuſionszeichen der 4ten Ordnung.

d

8. 34 38. Die Dimeuſionszeichen. der unbeſtimmten Ordnungen.

8. 3 43z. Einige allgemeine Satze.

Abſchnitt III. S. 2y. 8. 44 66.
Erhebuug jedes vielgliedrigen Ausdrucks zu einer Potenz, deren Erponent eine ganze

und poſitive Zahl iſt.

F. 44 zz3. Aufloſung dieſer Aufgabe, nebſt Zuſatzen und Erlauterungen. Die
J folgendein hh. enthalten die Entwickelung einiger Reihen, mit Hulfe dieſer Aufgabe,

nemlich
J

42 b J ſ. 54.
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x Jnhaltß. 54. 55.
Sin. x in eine Reihe nach Potenzen von x zu verwandeln.

14 Sin. x3
g. 56. 57. Log. Sin. x in eine Reihe nach Potenzen von x zu verwandeln.

ſ. 58. 99. Log. Coſ. x in eine Reihe nach Potenzen von x zu verwandeln.

g. 60. Die Logarithmen aller einfachen trigonometriſchen Functionen durch Reihen.

g. 6 66. Aus der Gleichung Sin./ Dn Sin. x, den Werth von J, durch
eine nach Potenzen von x geordnete Reihe auszudrucken, nebſt Zuſatzen.

Abſchnitt IV. GS. 43. g. 67 89.
Allgerneine Erhebung vielgliedriger Ausdrucke zu Potenzen von unbeſtimmten Expo

nenten.

g. 67 75. Aufidſung der Aufgabe, nebſt Zuſatzen und Erlauterungen. Dann

folgen Anwendungen dieſer Aufgabe.

1. 76. 77. Eine Reihe fur Coſec. x.

g. 78 80. Eine Reihe fur Sec. x.

g. Bi. 82. Eine Reihe fur Cotang. x.
g. 83. 84. Eine Reihe fur Tang. x.

g. 85. Alle Reihen fur die einfachen trigonometriſchen Functionen zuſammenge

ſtellt. Jm1xg. 86. 87. V in eine Reihe zu verwandeln.

g. 88. 89. Zuſatze.

Abſchnitt V. S. 6o. 5. 90 i14.
Allgemeine Auftoſſungsmethode durch Reihen.

g. 90 93. Vorlaufige Satze.
8. 94. Ans jeder nur erdenklichen Gleichung oder Function, welche x enthalt, den

Werth jeder Potenz von x (der Exponent ſey beſchaffen, wie er wolle,) durch eine

unendliche Reihe auszudrucken.

ß. 95

5



Ades erſteenn Theils. xi
F. 95 99. Zuſatze und Anmerkungen. Hierauf folgen Anweudungen der Auf—

gabe, nemlich

g. 100 105. Die ate Wurzel aus jeder Zahl A, durch eine Reihe zu finden,
nebſt Zuſatzen. und Beiſpielen.

g. 106 108. Aufloſung der Gleichung 2? 4472 ax 24a5 x o.
Die geſuchte Große iſt Z.

g. 109. Aufloſung der Gleichung ax zæ Sc.
'g. irö. tii. Aufldſung der Gleichung x  n Colſ. x.

S. I12. iZ. Aufldſung der Gleichung axu,
114. Aufloſung der Gleichung n  (x 35). See. x.

Abſchnitt Vl. S. 90. F. iuß 336.
Beſondere Eutwickelung der hoheren Potenzen einiger wichtigen Reihen.

g. iug. Zweck der Unterſuchung. Die Reihen, deren Potenzen entwickelt werden,

ſind folgende:

g. i16. 1) Die geomeiriſche.

F. u7. i118. 2) Die arithmetiſche.

g. u9. J Die Binomialreihe.
5. i20 123. Anmerkungen, nebſt einem Beiſpiele des Gebrauchs.

124. M Potenzen der Reihe fur es oder Num. log. x.

g. i25 130. 9 Pot. der Reihe fur Sin. x.
z. tzr 133. O ſPot. der Reihe fur Coſ. x.

g. 134 136. Zuſatze und Anmerkungen.

Abſchnitt VII. S. 128. 137 154.
Zuſatze zu der Theorie der Dimenſionszeichen.

ß. 137 139. Einleitung. Erklarung vollzahliger und verkurzter Dimenſions

gzeichen.
2 6ba 5. 140
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5. 140 142.
ſ5. 143 145.

g. ias 148.
8g. 149 153.
g. 154 162.

Jnhalt des erſten Theeils.
Vollzahlige Dimenſionszrichen in verkurzte zu verwandeln.

Verkurzte Dimenſionszeichen in vollzahlige zu verwandeln.

t.

Lehnfaze. c4Die allgemeine Potenzreihe, iu' vollzahligen Dünenſionszeithen.

Die ailgemelne Aufidſungsrelhe, in volhzahligen Dimenſionszeichen.

Abſchnitt VIII. S. 156. g. 163 172., 2.5417 J JZuſatze zu der allgemeinen Auflſungsmethode. Dieſer Abſchnitt zeigt, wie man aus

jeder gegebenen Gleichnng oder Function welche x enthalt nicht nur ſelbſt, ſondern
auch jede Function vonnx durch eine Relhe darſtellen könue, und zwar ohne die Rechnung

des Unendlichen zu Hulfe zu nehmen.
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Erſter Theitl.

Allgemeine Theorie
der

Dimenſionszeichen,
nebſt

Aufloſung
einiger allgemeinen Aufgaben vermittelſt derſelben.





4. 319 Jr e
Exrſter Abſchnitt.

er

4119

Vorbereitungsſatze,
ubr

Producte und Potenzen vielgliedriger Ausdrucke.

i. Lehrſatz.
au Senn mehrere vielgliedrige endliche oder unendliche Ausdrucke in einander multi—
Ka pliciret werden; ſo beſtehet das Produet aus deri. algebraiſchen Summe aller
moglichen Partiaiproduecte „die ſich aus. den einzelnen Gliedern der gegebenen Rei—
hen, unter der Bedingung machen laſſen, daß man zu jedem Partialproduct aus je—
der Reihe ein Glied nehme.

„Beweis. Die gegebenen Ausdrucke mogen folgende ſeyn:;

Ama  —c —ad —eectre.
B a —b er at —e ete.C  2 4. b eri dit 4 ete.D— atni. it —iti arrtir 4ete.

u. ſ. w.1) Wenn Aund Z nach den gewohnlichen Regeln multipliciret werden, ſo fallt
in die Augen, daß nach und nach jedes Glied der erſten Reihe, mit jedem Gliede
der zweiten Reihe combiniret wird: alſo iſt unſer Satz von zwei Reihen richtig.

2) Wurd ferner das Product von 4Mund B, mit C multipliciret, ſo wird jede
Ambe, oder Partialproduet, woraus Aß beſtehet, mit jedem Gliede der dritten
Reihe cdmbiniret. Es wird alſo keine Terne, welche man ſo zuſammenſetzet, daß
ein Glied aus der erſten, eins aus der zweiten, und eins aus der dritten Reihe ge—
nommen wird, erdenklich ſeyn, die nicht in dem Product ABC vorkommen ſollte.
Der Satz iſt alſo auch von drey Reihen richtig.3) Wird ferner dieſes Product ABC, mit Dimultipliciret, ſo wird jede Terne

dieſes Produets, mit jedem Gliede der vierten. Reihe combiniret. Unſer Satz iſt
alſo auch von vier Reihen richtig.

A2 UndJ J J



a

2.. J

SJ

4 Muiltipl. vielgl. Ausdrucke.
Und da man dieſelben Schluſſe fortſetzen kann, ſo weit man will, ſo iſt der

Satz allgemein richtig.

g. 2. Zuſatz.
Siehet man die einzelnen Glieder jeder Reihe, als Großen von einer Dimenſion

an, ſo enchaſt das Product aus zwei Reihen, lauter Glieder von zwei Dimenſionen;
das Pioduct aus drei Reiben, lauter Glieder von drei Dimenſionen etc., und uber—
haupt das Produet aus n Reihen, lauter Glieder von  Dimenſionen.

F. 3. Lehrſatz.
Wenn a eine ganze und poſitive Jah! bedeutet, ſo iſt die ate Potenz eines viel—

gliedrigen endlichen oder unendlichen Ausdrucks  B CA D E F  ete.,
der algebraiſchen Summe aller moglichen naliedrigen Combinationen oder Partial—
producte aleich, die ſich. aus den einzelnen Gliedern, A7 B, Cetc. machen laſſen.

Beweis. Wenn m ganz und poſitiv, ſo iſt die ate Potenz von 4  B C
 D  eic., einem Product aus a ſoichen Reihen aleich. Dies Produet iſt aber
(F. 1.) der Summe aller moglichen Partiglproducte gleich, die man erhalt, wenn man
aus jeder Reihe ein Glied nimmt. Da aber hier alle zu multiplieirende Reihen gleich
ſind, ſo iſt es einerley, ob ich ſage, es ſoll aus jeder der 2 Reihen ein Glied, oder
es ſollen aus einer Reihe J Glieder genommen werden. Folglich erc.

g. 4. Anmerkung t

Man uberſehe nichts, was der Ausdruck, alle mogliche ugliedrige Combina
tionen, in ſich ſchließet. Beſonders bemerke man

1) daß dahin auch ſolche Combinationen gehoren, in welchen ein oder- mehr
Buchſtaben mehr als einmal vorkommen, als A4A, AAABB, u. d. gl. m.

2) daß jede Combination zugleich nach allen ihren moglichen Verſetzungen ge
nommen werden muß; als A4B, ABA, BAA, oder kurzer z44B, u. di gl. m.

 Erlauterung durch einige Beiſpiele,

 H. 5. Beiſpiel. 2.
Un das Quadrat von 4 4 B zu machen, muß man alle mogliche Amben for—

miren, die ſich aus 4und Z machen laſſen, nemlich

Ad  AB  BA 4BBAA  2AB  BE.Um das Quadrat von 4 B  C zu machen, muß man eben ſo alle aus 4,
Z und C mogliche Amben machen, nemlich

AA  aB  ac Ba  BB  Boc
 Ca  cB  cc

oder a4  a4B  2AC.  aBCO- CC
 b

g. 6.
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H. 6. Zuſatz.

Vermoge deſſen, was d. 4. Nr. 2. bemerkt worden, laßt ſich die Arbeit abkur—
zen. Es iſt nemlich bey Formirung der Partialproducte nicht nothwendig auf die
Ordnung der Buchſtaben zu ſehen, ſondern man formire ſie ohne dieſe Ruckſicht,
(z. B. nicht 4B- und Ba, ſondern blos AB: nicht AAB, ABA, BAA, ſondern blos
AAn,) und ſetze alsdenn jeder Combination die ihr zugehorige Verſetzungszahl vor
(24B, oder 344B).

g. 7., Beiſpiel. 3.
Die vierte Potenz von A  B 4 beſtehet aus folgenden Quaternen:

Aaa 4A6AABBE  1244BC
 644C 44BB 4 124BBC

 124BCC
 c4a4aœccc

4 6866B 4 466BC
 6BBCC
 abcccccoocc

S. 8. Zuſatz.
Kommen in der Wurzel andere Zeichen als vor, ſo richten ſich die Zeichen

der Partialproducte in der Potenz, nach den bekannten Regeln.

g. 9. Anmerkung.
Mehrere Beiſpiele hinzu zu ſetzen, halte ich fur unnothig; indem ſelbſt die

angefuhrten mehr zur Verſinnlichung des lehrſatzes (F. z.), als zum Rechnungsge—
brauch dienen ſollen. Jm dritten. Aoſchnitt werden wir eine weit leichtere Methode
dergleichen Potenzen zu formiren kennen lernen.

S. 1o. Lehrſatz.
Wenn wiederum  eine ganze und poſitive Zahl, der gegebene vielaliedrige Aus

druck aber, welcher zu der aten Potenz erhoben werden ſoll, nach Potenzen. einet

Große x georönet iſt, uemlich
Auöν yn pr— qun  ar 4 Dæm  ir 4 etc. yJ

ſo werden ſich unter den Partialprodueten, woraus nach h. Z., „o beſtehet, mehre
re finden, welche einerley Potenz von x, z. Bext enthalten, und zwar wird jede
Potenz æ „ſo. oft vortommen, als vielmal ſicht, aus  Gliedern der Exponenten—
reihe m, mr,m ar, m  zr etc. durch Aodition zuſammenſetzen laßt.

A 3 Beweis.
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nenten von x, in der aten Potenzrethe folgende:

6 Multipl. vielgl. Ausdrucke.
Beweis. Die ate Potenz unſeres Polynoms enthalt alle mogliche Partial—

producte, die ſich aus à Gliedern des Polynoms machen laſſen (F. 3.). Da nun
alle Glieder deſſelben Potenzen von x enthalten, die Multiplication der Potenzen
aber, durch Addition ihrer Exponenten geſchiehet, ſo iſt deutlich, daß in der Po—
tenzreihe, irgend eine Potenz von x, nemlich xt, auf ſo viele Arten vorkommen muſ
ſe, als vielmal ſich nurt, aus n Exponenten der Wurzelreihe durch Addition zuſam—
menſegen laßt.

ſ. 11. Erlauterung durch ein Beiſpiel.
Die dritte Potenz des Ausdrucks Ax? 4 Bæt 4 Cæs, iſt folgende:

Aaau  3AABS  ZAACA A 6ABCI 4 ACC&A 4 36CCe 4 cocxi:
34BBæ BBBæt 4 3BBCæIA

Hier kommt xto zweimal vor, weil ſich io, aus drei Exponenten der Wurzelreihe
2, G6, 8 auf zweierley Art zuſammenſetzen laſſet, nemlich hh 2 42 6, und
10. 2  4  4. Eben ſo kommt x? zweimal vor, weil ſowohl  4 6

12, als 4 4 4 4 4  12: desgleichen x4 zweimal, weil  46 6 —14,
und 4  4  6 i4. Hingegen kommt æ nur einmal vor, weil blos 2 4

g: x7, x, æt, xt, xt xt7, xt9, x2 ete.  xö, xt, x erc. etc.
kommen gar nicht vor, weil ſich keiner dieſer Exponenten, aus den Zahlen 2, 4, 6,
und zwar aus drei Stucken zuſammenſetzen laßt.

ſ. 12. Lehrſatz.
Wenn die Folge der Exponenten von in elner gegebenen  Meihe dieſe iſt:

m, m  r  m  ar, m zr,  m vr
und wenn a wieder eine ganze und poſitive Zahl bezeichnet, ſo iſt die Folge der Expo

num, um pr, m p ar, u  3z, am paur
Beweis. 1) Die Reihe ſey ſteigend und m ſey der niedrigſte Erponent in der

Wurzelreihe, ſo iſt offenbar, daß eine malige Addition von m, d. i. am, die klein
ſte Summe geben wird, welche ſich aus Exponenten der Wurgzelreihe herausbrin
gen laßt; die niedrigſte Potenz von x in der Potenzreihe wird aiſo xum ſehyn. Die
nachſte Potenz von x wird man erhalten, wenn man aus der Summe 4m, ein m.

weglaßt, und ſtatt deſſelben, den zweiten Exponenten der Wurielreihe hinzuſetzt;
d. h. er wird ſeyn (n i) m  (in  r) um r. Nach diefem Exponenten
kann es keinen kleinern geben, abs (n 1) m  (m  2r) S um  ar,u. ſ. w.
Den hochſten Exponenten der Potenzreihe aber wird man durch amalige Addition des
hochſten Exponenten der Wurzelreihe erhalten, d. h. er wird ſeyn n (m ur)

um nuur.
2) Ware
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2) Ware die Reihe fallend, ſo darf man in dem Beweiſe nur die Waorterhochſt und niedrigſt, klein und groß verwechſeln, ſo wird er Wort fur Wort auch auf

dieſen Fall anwendbar ſeyn.

g. 13. Zuſuatze.
1) Die Exponentenreihe der aten Potenz ſteigt oder fallt alſo, nach einerley

Differenz 7, mit der Wurzelreihe, hebt aber an, und ſchließt] ſich mit einer amal
großeren Zahl.

2) Wenn die Wurzelreihe endlich iſt, ſo iſt es auch jede Potenzreihe, von
der ganzen und poſitiven Ordnung n. Jſt aber jene unendlich, ſo iſt es auch dieſe.
Beides erhellet aus Vergleichung der letzten Exponenten m vr, und n (m  or).

Zweiter Abſchnitt.
Erklarung der Dimenſionszeichen.

 8. 14. Erklarung.
Ditgmenſignszeichen der erſten Ordnung.

Dc gas erſte Dimenſionszeichen (ſo will ich meine neuen Zeichen nennen,)
iſt 1, und zeigt uberhaupt, eine Große an, die ich als einen einfachen

Factor, odet als eine Große von einer Dimenſion anſehe. Um aber mehrere der—
gleichen Großen unterſcheiden In konnen, ſetze ich oben gerade uber die 1, (nicht
ſeitwarts, zum Unterſchied von Exponenten,) einen Jndex oder Marke, wozu ich
nach Gutbefinden, bald kleine Ziffern, bald kleine Buchſtaben brauche, z. B.

1 2 3 4 o i —2 —3J, L, I, l-erce. oder auchl, 1,L, L, etac.
nu mſr merr m 2ml J I aere. J J l. d. gl. m.Dieſe Marken ſind an ſich eben ſo willkuhrlich, als die einzelnen Buchſtaben,

womit man in gewohnlichen algebraiſchen Rechnungen die einzelnen Großen bezeich

net: doch kann man in den meiſten Fallen durch gute Auswahl wichtige Vortheile
erhalten. Jch brauche z. B. dieſe Bezeichnungsart in gegenwartiger Schrift, um
Coefficienten gegebener endlichkr oder unendlicher Reihen zu bezeichnen; eine ſolche

Reihe ſey:
Auv 4 Bæur  Cæu 4 ete.

hier brauche ich ſtatt 4 „B, Ceic. dieſe Zeichen, und nehme zur Marke gewohnlich

„1 2 3die Anzahl des Gliedes, ſo daß ich 4 1; BI; CM  ete. ſetze, und die ganze
Reihe alſo ſchreibe:

1

12 3Ixu 4 Ixr  Ixuο 4 ete.
Bis

1

y
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Erklarung der Dimenſionszeichen.

Bisweilen iſt es auch vortheilhaft, die Exbonenten der Potenzen voit zugleich

m mer mſarzu Marken der Dimenſionszeichen zu machen, und 4— 1I, B— L, C Lete.
zu ſetzen, ſo daß die ganze Reihe nun alſo geſchrieben wird:

uiIldo
7/ m m a 11y— Læm 4 Læxmpe ſ læνÙν  ete.2) Kommt mehr als eine Reihe in einer Rechnung vor, ſo brauche ich ſtatt des

erſten Dimenſionszeichens 1, auch den erſten Buchſtaben irgend eines Alphabets
A, A, a, a, o, mit eben ſo daruber geſetzten Marken. Die obige Reihe konnen wir
demnach auch ſo ſchreiben:

3
1 2y Axm  Auxmr  Axuu 4 etc.

oder y Aum un Aunrar  etce.
1 2 3oder y axm 4 axmær  axο p ete.
u. ſ. f.Die daruber geſetzten Marken laſſen keine Verwechſelutig init der gewohnlichen Be

chnungsart befurchten
zei g. 15. Anmerkungen.

1) bemerke, daß in obiger Erklarung nicht geſagt wird, daß die Dimen-
ſionszeichen der erſten Ordnung l, A, A, a erc. ſolche Großen anzeigen, welche
einfach oder von einer Dimenſion ſind, ſondern welche ich als einfach anſehe. An
ſich konnen ſie jeden noch ſo zuſammengeſetzten Ausdruck, er ſey in: Faetoren auflds

bar, oder nicht, anzeigen; z. B.

ay ary?ay?i— oder Z, „oderA a-

1 2 1 2gl. m. Aber indem ich jede dieſer Formeln mit 1, lete. A, Aete. bezeichne,
ſehe ich ſie als eine Große an, die nicht in Factoren aufgeloſet werden ſoll, ſondern
deren Werth ich als eine Große von einer einzigen Dimenſion anſehen will.

2) Was die Vorzeichnung (4 und zu dieſen Zeichen betrift, ſo kann
ihnen, ſo gut, wie den bloßen Buchſtaben, das eine und das andere Zeichen geben,

Doch iſt es in den meiſten Fallen bequem, ſie blos mit vorzuzeichnen, wenn
gleich die Große, welche ſie vorſtellen, hat. Jſt zum Beiſpiel die Reihe,
log. (1 x— J  Êö J ete. gegeben, ſorwerden wir

4
1

2 3

1 1, 1 1,  4 1, 41 cte.ſetzen, und die ganze Reihe ſo ſchreiben konnen:

2 3 4log. (1 x) —S  lx 4 Ix 4 ILxt 4erc.
Auf
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Auf dieſe Art erbalt mam den Vortheil doß man oft wahrend einer ganten Rech—

q. 5 unüng ſeine. Aufmyettſamkeit gar nicht auf die Vorzeichnung zu richten bräücht. J
tin

l j g. vs. Dimenfiensʒeichen der zweiten. Gdnung· gu 7
1) Das zweite Dimenſionsztichenriſt 11, und zeigt ohne Marke unbeſtimmt

Produecte von zipei nath ..a4. bezeichincten Großen, ober Großen von. zwwei Di—

menſidnen?an. 11  J.

22 iDurch eine. daruber geſetzte Marke n aber, erhalt. dieſes Zeichen folgende be

ſtimmte Bedeutung: II begreift die. Summe aller derjenigen Produete. in ſich, wel
ur qus zpper nachJ. 44. bezeichneten, Factoren. ſo ggmacht werden konnen, paß itKnth

amme ihter beiden. Marken.  ua ſey, und zwar.jedes dieſer Producte ſo. oft ge.

2) Wenn die Großen der erſten Ordnung nicht. mitl,ſondern. anit dem erſten
Buchſtaben eines  Alphabets bezeichnet ſind, io werden wir fur die zweite Ordnüng
ſtatt II, den zweiten Buchſtkben eben des Alphabets drauchen. Sind alſo die Di
vwnſionszeichen der etſten Vrönung 47 A a; a, ſoibrauchen wir: fur vie zweite
Ordnung reſpective. öò, B, B, b, und Zeben?ihnen, wie dem Zeichen II) durch

Marken beſtimmte Bedeutung. uul
—ull ghe ny Erlauterunge 1Geſetzt “wit hatten blos foigende drei Grbßen der erſten Orbnung 2

J

 3 enn mte te e— l 1t 2 3 e ſo zeigt 1i unbeſtimmt, Amben von a, S unde, dder Tun l, J
5. Seht man eine Marken daruber, ſo zeigt ir die Summe aller derjeuige n Am

eit i 2Le 3ben an, welche ſich aus 1, J, l ſo machen laſſen daß die beiden Marken jeder Ambe

die Summe m geben. Man muß aber alle mogliche ſolche:2lmben machen, um den

liui Iuil uulWerth. vpn IIJ vollſtandig zu erhalten, ind. wenn man. daher bey Formirung derſelben
nicht. auf die Ordnung der Factoren in. jeder Ambe ſiehet Jſo znuß man ihr, nach
Biſchaffenheit der Factoren ejne Verſrtzungszahl vorſchreiben.

Fur die obigen drei. Dimenſionszeichen der erſten Ordnung, iſt in det zweiten

Ordnung il So, weil. ſich aus I, J, J keine- Ambe machen laßt, deren beide
Marken vie Summe 1 gaben. Hingezen: iſt II. Iaa, weil r i —2.11.

12 1 2Ferner iſt e hil. 1ia ab; dieſe Ambe I. l bekommt /vie Verſetzungszahl zwei,
weil ſie aus zwei unterſchiedenen Factdren beſtehet, und alſo 1. 2 —Z 2 Verlſetzungen

4 t13 2 264zulaßt. 11 21J. I41. 1 Za?z 4. 253. BDieſe Ambe enthalt zwei Producte,
weil ſowohl  4 3 SA4, als 2 2 DaAaAi; aber nur das. erſte Produet bekommt

5 B eineJ

8
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 la.2 e 22 E 7 seine Verſetzungszahl. Weiter iſt IlZz21. J, und IIi. J. Enblich l, II, I ere.
ſind ſamtlich Zo, weil ſich aus 1, 2, 3, gar keine Amben machen laſſen, deren
Surme großer als 6 ware.

gl 18. Zuſatz.Eo balt die Marken in der erſten Vrdnung beſtimint ſind, ſo ſinbrauch die
Marken der zweiten Ordnung beſtimmt. Wenn nemlich die Dimenſionszeichen der
erſten Ordnung folgende Marken. haben:

n, uu j; m har, m 35,5Mn Êſo iſt die geringſte Sirmme von zweten derſelben n  me Am; vie nachſte iſt: m

ln pr νbann  Ê 25)) vbet auch (ui prr rν2m 4 27, u. ſ. f. Die hochſte Summe von zweien iſt 2 Cn ur). Alfs bie
ganze Folge der Marken in dver zweiten Ordnung:

2m, ν, a a qννZ uut
I

Brauchen wir  alfo inn der erſten. Ounung bie Markenſu, 2 nj
1.

j haben wir fur le zweite Ordnung die Marken n u
ü2M1 J t 42, 3, 4, 8 4 4ö Qf. —Quee uueee zuebe„oe—

Hatten wit aber in der erſten Orbning die Marken 2, 3, 4... a. ſo wurden
die Marken der zweiten. Ordnung 4,5, 6. 22 ſeyn, u. d. gl. m.

Man erſiehet hieraus, daß nichts leichter ſeh, als zu einer gegebenen Reihe von
Dimenſionszeichen der erſter Ordnung, wie ſmilichen Wimenſidnszeichert der; gweiten
Ordnung anzugeben. Und.in der. Folge, wenn wir. dieſe Zeichen. in wirklichen Recht
nungen brauchen werden, wird ſich zeigen, dan inan wahrend einer Rechnung ſelbſt,

gar nicht nothig hat, ſich umm den Werth diefer  Zeichen zu bekummern. Erſt am
Ende einer Rechnung, oft! ſogar erſt alsdenn, wenn eine Aufgabe auf einen ganz
ſperjellen Fall angewendet werden ſoll, iſt es Zeit an die Bedeutung dieſer Zeichen zu
denken. Aber auch dieſe Arbeit; 'odet die Ueberfetzüng unſerer Zeichen in die gewonn
tiche algebraiſche Sbrache, hat gar keine Schwietigkeit. Was man in dieſer Äb—
ſcht, bei den D. Z. der zwelten Otdmung, von denen wir hler reden, zu thuün habe,

argiebt ſich ſehr leicht- äus dem bisher votgetragenen. Man muß nemlich,! nin den

Werth eines vorgelegten D. Z. der zweiten Ordnung II zu beſtimmen, die MarkeJ

deſſelben. auf ſoviele  Arten als moglich, aus zwei. Marken. der erſten Ordnung

zuſannnenſetzen. Hierburch erhalt man die, Formen aller der Produete, welche 11nu

in ſich begreift. Diejenigen unter den ſo gefundenen Prodhucten, welche aus zwei
unterichiedenen Factoren beſtehen, bekommen alsdenn die Verſetzungszahl 2, und

n
die Summe aller ſo gefundenen Producte iſt S II.

ß. 19.

 ν

—Ê
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d. 19. Beiſpiel.

ounno Waenn:alſo z. B. die Marfem in der erſten Ordnung folgende ſind: 1, 2, 8,

4, 5, 6 ete. ete., und es wird der Werth von ñ verlangt, ſo iſt zuerſt g auf ſo
viele Arten als moglich aus zwei Marken der erſten Ordnung zuſammenzuſetzen. Es

iſt abr  rt7 6 —3 5 4 *4. Demnach. wird Il, Producte8

von folgenden vier Formen enthalten:

27 26 15 442I. I3. I. I15- JI. I I. I;Die drei erſtern beſtehen aus zwei unterſchiedenen Factoren, und laſſen alſo zwei

Verſetzungen zu. Folglich iſt ».3
s 1222 2 si  445II S 21. 1 4 2a1. I 2L I I. J

 64— I sware nun I2; 12261 12223 124; 12e; 12f3  etc. ſo wact
in der gewohnlichen algebraiſchen Sprache:

ul

au u Fm  31 eitc. ete., und es ſoll der Werth von I1 beſtimmt werden, ſo iſt zuerſt
die Marke am 8 auf ſo viele Arten als moglich, aus zwei Marken der erſten
Ordnung zuſammenzuſetzen. Es iſt aber rm  1  m  lÊ  )2 (nν

 (n 4)  Ê  35.Demnach iſt

2n5  u ua  unnai1 2l. 1 2l. 1  2 L. J

it 24f  Ê.Bei dergleichen unbeſtimmten Marken iſt die Arbelt im Grunde nicht ſchwe
rer, ſondern nur unangenehmer, als bei beſtimmten Matken: MWir werden aber
in der Folge: ſehen, daß es ſelten oder niemals nothig ſey, dergleichen Marken  zu
brauchen. Nur in WBeweiſen einiger Satze ſind ſie um der Allgemeinheit willen
nutzlich.

u

5 5— B2 5 DD— B J g. 21.i
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J

ſ. 21.  Zuſatz.
Nach dieſen Erlauterungen wird wie ich glaube, folgenbes Schema,! ohne

weitere Erklarung verſtandlich ſeyn? eo— R
iſte Ordn. Qte VOrdnung. uue f. 2α—

aa.
2asb.

æ— 2ac 4 B3B8.

ad  ab. E

3 3 .14J. 2a4ae  2bd 4 ca.
2af 2be p 2aceud.

d J
 Jee i

n—

o

4 o
n ê

2
ĩ B

S Jo
5

w

5. 22. Dimenſionszeichen ðet dritten Ordnungt
9 Das dritte Dimenſionszeichen. IIl zeigtaehne Marke unbeſtimmt Producte

von drei nach h. 14. bezeichneten Großen an,

Wird eine Marke  daruber geſetzt, ſo bebeütet 11I1, die Summe aller.mogli
chen drehliedrigeit Produete vder Ternen, die ſich aus den gegebenen, und nach d. 14.
bezzichneten Gpoßen. der erſten Ordnuna ſo tachendaſſn, daß, dir Summe inrer
drei. Wepken Sin ſenez Aiich hier. mufi man jedes, vieret Ntopucte: nach allyn nbgli
chen Verretzungen inehmen, welche ſelne Factoren gniaſſen.

2) Das Zeichen lhl, wird üur alsdenn gehraucht, wenu die erſte Ordnung
mit J bezeichnet worden. Hat man aber in der“ erſten Ordnung A,. A, a, a ge
braucht (F. 14. Nr. 2), ſo wird in der dritten Ordnung, ſtatt llI /reſpertive C, C,

.4

e, c gebrqucht.“ 15* B
it.t l2 8. 23. Zuſatz.Da die Marke a5 in!der dritten Ordnunz eine Suinme vont drei Markeun

der erſten. Ordnung ſeyn muß, ſo ſind die ſamtlichen Marken fur die dritte Ordnung
beſtimmt, ſo bald die Marken der erſten Ordnung gegeben ſind.
2 Sind nemlich die Marken in bet erſten Ordnung folgende:

iennner 274 mpr D— n Avr.ſo iſtdis lerſie Marke; der dricten: Orbnungim aX gun, die lehte aber

zm! vn)n zwiſchen dieſen inuſſen die ubrigeir nach  der Differenz  fortfchrriten;
und die ganze Folge der Marken in der dritten Ordnung wird ſeyn:

3 (m4ur).
SindJe—
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Sind alſo die Marken der erſten Ordnung dieſe 2,3/ 4/5.  A,

ſo hat man in der, britten Ordnung die Matken:

3, 4 5 6,32.Eine Marfe uber- III, die in dieſer Reihe nicht vorkommt, wurde IIIl S0
machen.

Waren die Marken der erſten Ordnung 2, 3, 4 a, ſo wurden die der
zten Ordn.s, 7, 8... Zu ſeyn,ru. d. gl. m.

g. 24. Zuſatz.
Es iſt alſo wieder nichts leichter, als zu einer gegebenen Reihe von Dim. Z.

der erſten Ordnung, die zugehoriaen D. Z. der dritten Ordnung anzugeben. Der
Wertrh aber jedes ſolchen D. Z der dritten Ordnung, lußt ſich, ſo bald gs verlangt
wird; ohne. Schwierigkeit beſtimmen. Man muß nemlich die Marke deſſelben, auf
ſo viele Arten als moglich, aus. drei Marken der. erſten Ordnung zuſammenſetzen.
Jede ſolche Zuſammenſetzung giebt die Form eines von denen Producten welche
das vorgelegte D. Z. in ſich ſchließet. Vor ſedes dieſer Produtte ſchreibe man die
Zahl, welche anzeigt, wie vielmal ſich ſeine Factoren verſetzen laſſen, und alsdenn
wird ſdie Summe aller ſo formirten Producte, den Werth des vorgelegten D. Z.
ausdrucken.

H. 25. Beiſpiel. 1.
l

6

Die Marken der erſten Orduung ſeyn r, 2, 354, 5, ð ete. etc. und es ſoll

der Werth von III beſtimmt werden.

Hier iſts S 4 1235 24242rrt 4 12unſer Zeichen begreift demnach Produete von den drei Formen J. J. 13. J. J. I;

2 2 2 JJ. l. J. Die Factoren der erſten Form konnen. A.ä  gniaal verſetzt werden;

.1. 21die von der zweiten Forin 1. 2. 3 Z smal, und bey der dritten Form ſindet nur

eine Stellung ſtatt; alſo it  6
8 6 114 123 2 2241 hrill l. Lil 6 Rl. IFili. I.. 1 J ii. 142

4 1 2 3 4wenn'l a; 12631mer ete ſoriſt
uuil 2Gginer uni gaadi 6aberh

1
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F. 26. Beiſpiel. 2. T.Waren in der erſten Ordnung blos zwei Großen, nemlich J und J vorhanden,2

A

ſo werden in dem Werthe von lit, und ſedem andern alle diejenigen Producte S o,
in welchen hohere Marken als 2 vorkommen; ſo ware hier blos

6 2 22I1IIl S J. l. I as
f. 27. Beiſpiel. 3.

Die Marken der erſten Ordnung ſeyn m, mr, mar, m zr, m  ar
A na ê

7etc. etc., und es ſoll ver Werth von IlI beſtimmt werden. d

Hier iſt m 5  Ê)  Ê  à„ê ÊνÊ Ar)m  mae  ν  3 νν  ſ  37) à(m-Ê) (nÊ  o 215) „ſo daß unſer Zeichen Producte von funf Formen ent—
halt. Zu der erſten, vierten und funften Form, welche zwei gleiche Faetoren ent
halten, gehort die Verſetzungszahl! 2. 3 z;: zu der zweiten und dritten Form

1. 2aber, welche aus lauter verſchiedenen Factoren beſtehen 1. 2. Z 6. Folglich iſt

31*51  m m 5r in mpr m—ar
IlI —S zl. J. I  6I. J. 1m meiparmezr ni inſprn ſpzr
61. 1I. 1 5s1l. 1.t a 231. I. J.m mr u3r mA4 wueerWare S a4a; 126; 12Se; 1S a; 1ISez 12 fjete.

ſs iſt:
E

ul zagf sabe baed  3664. beer
Hatte man aber in der erſten Ordnung nur folgende vier Großen:

mer upar  anm3JI— 4; 126; 12 ez 12 43

*2

3zu*5 u 41ſo wurden in dem Werthe von IIV alle diejenigen Producte wegfallen, welche 1,
m5r1 etc. enthalten. Jn dieſem Falle ware alſlo

3u 5 m uar u4 37 mernnier n35 md4ear uar nar
iin s1. L. 1I  5351. J. 1 b gl. L. I.

r 6acd  3464 4 36e6

J g. a8.
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g. 28. Zuſatz.

Folgendes Schema wird aus den bisher geſagten verſtandlich ſeyn:
iſte Srdn. zte Ordnung.

1l 11
111 3

5u

—4

H

a

z3aab

zlaac 4 zabb
zaad  6abe

2 2 3

 111 6 4341114 3iSau  abdi zare
16 125 124 2„e 31. I461Ic6117 31—S zaaf 6abe 6aed  zobeuc.“ etc.

d Ld  Do

83  i

IIuuut „2. 7 S 2 h.—nnee Iee

A

2 a21i4 s111 3bc
h. 29. Dümenſfionszeichen der' vierten Grdnungg

Die Dimenſionszeichen, der vierten Ordnung IV, oder D, oder D, oder d,
oder d, welche ſich reſpective aur I. A, A, a, a beziehen, zeigen ohne Marke un
beſtimmt Proburie aus vier Grbßßen der erſten Ordnung än.

n n n  n1w, D, D, a, d aber bezeichnen die Summe aller derjenigen viergliedrigen

Producte, deren vier Marken die. Summe geben. Auch hier muß jedes Product
ſo oft: gerechnet werden, als ſich ſeine Factoren verſetzen laſſen.

ß. zo. Zuſatz.
Wenn die Marken der erſten Ordnung folgende ſind:

m, m pr,m per, m or
ſo ergiebt ſich durch ahnliche Schluſſe als ſh. 18 und 23, daß die Marken der vier
ten Ordnung,

4m, 4mr, a4m2r, 24 a(n
ſeyn werden. Eine Marke, welche in dieſer Reihe nicht vorkommt, macht jedes
D. Z. der vierten Ordnung, woruber ſie ſtehet, So—

S. zu. Zuſatz.
Sobald alſo die B. Z. der erſten Ordnung gegeben ſind, ſo ſind auch alle dazu

gehorige D. Z. der vierten Ordnung gegeben. Um aber den eigentlichen Werth ir—
gend eines vorgelegten D. Z. dieſer Ordnung zu finden, muß man die Marke deſſel

ben



S

T

S—

SS]—

H

16 Erklarung der Dimenſionszeichen.
ben auf ſo viele Arten als moglich, aus vier Marken der erſten Ordnung zuſammen-—
ſetzen; ſo erhalt man alle Formen der Producte, die das gegebene D. Z. in ſich
ſchließet. Zurjeder Form muß man hierauf die Zaht ſchreiben/welche anzeiat wie
oft ſich ihre Factoren verſetzen laſſen. Die Summe altler ſon formitten. Produlte
druckt den geſuchten Werth gus.

GS. 32. Beiſpiel.
Die D. Z. der erſten Ordnung ſeyn i— a;

5Ime etc. etc., und es ſoll der Werth von l beſtimunt werden.

Hier iſt 7 —5. 144* 41 —i a 3 r 2-o
alſo enthalt unſer D. Z. Producte vonedrei Farmen; zu der erſten und dritten ge—

hort die Verſetzungszahl l 2. 3.4 1234

An
582

i 11

1! a

1

J

E

6G

4

 4

v⁊

—4

ne

i

Il

1

uee1l

5

m a, iun der zweiten aberr Di23

l u J 1.2261 2.alſo iſt J D— ena7 1114 11 2.3 12 2 2IV 41l. LL I. 12 I. L. I. A A. Iiu J

.a4 aĩd 12 aabe rra abl: —uee
u7

4. 5 6 nuuò J 2 2
7

Ware in der erſten Ordnung 1Io, I o ett. ete, ſo purße in vem
Werthe von IV das erſte Product wegfallen.

tit, il ni JJ4J T uut hr z3. Zuſatz. nrean ft u aauſe.
Den Sinn und: die Formirung von folgenden Schema, wird man nach dem

bisherigen ohne Schwierigkeit einſehen:
Z J

F 40). 46 4 1211114. 1DS a4ae, taaaba Saaoe a2abbe α

etc. eilc. 4

2
He 4 2 mutuiutt

S—

Ze Sa Zo Za Ze

11

Miiliilk294* SS E  A 42
„S

X

—4  Ê  Ê

11

v

1l4 Z n o 0 u

—n  —r

T

4 0

—4 25*8

2

inin

3
v

5*7* 28 E

25—

2 J

—t

2
5
d.

w S

d—

v ue

S

S

“V

ĩ 2 vn· 2

—J.
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F. 34. Dimenſionszeichen von unbeſtimmter GOrdnung.

Naach den bisherigen Erklarungen und Erlauterungen, wird jeder leſer int
Stande ſeyn, die Bedentung der hoheren Dimenſionszeichen, von jeder beſtimmten
Ordnung (nemlich V, VI, VII, VIiII ete., oder E, P, G, Heete., oder E, F, G,
H erc., oderſe, F, g, hete., oder e, f, g, h erch) deutlich einzuſehen, ſie mogen
mit oder ohne Marke vorkommen.

Ohne Marke zeigen ſie nemlich unbeſtimmt Produete von ſoviel Großen der er
ſten Ordnung an, als der Exponent der Ordnung Einheiten hat. Mit einer Marke
2 aber begreift jedes ſolche Zeichen die Summe aller ſolchen Producte, deren Marken
die Summe n geben.

Auf dieſe Art wurde jede romiſche Ziffer, oder jeder Buchſtabe aus den vieroben gebrauenten Alphabeten, irgend eine beſtimmte Ordnung von D. Z. anzeigen;

z. B.A, M, m, m (als der 12te Buchſtabe des Alphabets) wurde die 12te Otd
nung anzeigen.

Allein da die hoheren Ordnungen (ſelbſt die gte, 9te etc.) ſelten vorkemmen, ſo
wird man, ohne Zweideutigkeit zu befurchten, die mittleren Buchſtaben der obigen
Alphabete, nemlich M, N, P etc., Mi, N, Pete. m, n, p ete.,, m, n, p ete.
als Dimenſionszeichen der unbeſtinimten nten, uten, pten Ordnung braucheni kon
nen. Dieſe eben genannten Zeichen beziehen ſich reſpective auf die erſte Ordnung A,
A, a, a. Es fehlt uns alſo noch an einem unbeſtimmten Dimenſionszeichen fur
den Fall, wenn die beſtimmten Ordnungen mit romiſchen Ziffern, alſo die erſte mit

/„I bezeichnet iſt. Jn dieſem Falle werde ich die unbeſtimite nte, ute, pte Ordnung,
burch IN, IN, IP ete. bezeichnen:

Zu mehrerer Deutlichkeit wollen wir den· Zuſammenhang dieſer Bezeichnungen
in eine Tabelle bringen, wo alles, was in einer horizontalen Reihe ſteht, zuſammen
gehoret.

Beſtimmte Ordnungen. Unbeſtimmte Ordnungen.
enniſte 2te zte 4ate Zzte nute ute pte

1 1I III IV V  etc. I IN IſP crce.
4 ß Co D E erc. M Vv.PP ete.A BC De E ete. Mm P eirr.a Ieee e etc. n a p elic.a b c de eetemenp erte.Die genauere Erklarung des Sinnes jedes ſolchen unbeſtimmten Dimenſionszei—

chens iſt folgendet
1p (oder P, P, p, p) ohne Marke zeigt uberhaupt Producte von p Gliedern

der erſten mit  (A, A, a, a) bezeichneten Ordnung an.

J J u n nnI (oder P, P, p, p) aber begreifet die Summe aller moglichen p gliebrigen
Producte, welche ſich ſo machen laſſen, daß ihre x Marken, die Summe  ge—

C ben,
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ben, jedes ſolche Produete nach allen Verſetzungen genemmen, welche ihre Facto—

ren zulaſſen.Auf ahnliche Art werden wir ferner die Dimenſionszeichen det (n r)iten

Ordnung durch (IN— i), M, (u A n a); desgleicheit
bie (m n) te Ordniung durch (IM IN), (A M, i V, cu— nj,
(m n bezeichnen, ſo daß ſich dieſe Zeichen in der Ordnung, wie ſie hier ſtehen,
reſpeetive auf die Dimenſionszeichen der erſten Ordnung J A, A, a, a beziehen.

Was dergleichen D. Z. bedeuten, wenn Marken daruber ſtehen, iſt aus dem

vorigen leicht einzuſehen. So bedeutet z. B. (IP II) die S ae aller Produete,
welche ſich aus p z Gliedern der erſten durch J ausgedtuckten Ordnung ſo niachen

laſſen, daß die Summe ihrer p z Marken fey. (Al N iſt die Summe
aller moglichen a 2 gliedrigen Produete ſolcher Großen der erſten Ordnung 4, de
ren m a Marken die Summe  geben, u. d. gl. m.

8S zznn Zuſas.
J Weun die Marken der erſten. Ordnung folgende ſind

m, m-ſrr, m-ſar,  morſo ſind die Marken der pten Ordnung

d—Denn  iſt die kleinſte und p imn urh die gtoßte Siumne, die ſich aus p Marlen

der erſten. Otdnung macheun laffet,bie Zwiſchenſummen aber muſſen nach der Diffe

renz r fortſchreiten.
Fur die Marken der erſten Orbnung ,2,3, 4 5222u, erhalt nan

in der pten Ordnung, die Marken:

u v43, Vn.Jede Marke, die in der io beſtimmten Reihe nicht vorkommt, macht das Dimen
fionszeichen, woruber ſie ſtehet o.

Hutte man in der erſten Ordnung die Marken 2,3/ 42222, ſo ſind die
Marhen der pten Ordnung

2p, 2 1, ap a,.
g. 36. Zuſatz.

So bald alſo die Dimenſionszeichen der erſten Ordnung gegeben ſind, ſo kann
man eben ſo leicht, als bei den beſtimmten Ordnungen, die D. Z. jeder ünbeſtimmten

pten Ordnuuig angeben.

Erſte
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12345 uErſte Ordn. 1) I,A, I, etc. 1

v oi pz n ppte Ordn. IP, IP, IP, P, IP,vi o2 pz n pÊ P e rte Ordn. (IP4I), (IP), (IPD).. (I-)y  pa 2 up—agOte Ordn. (I IC), U Gr I.. PIO
Oder

Aiſte Ordn. A, A, ä,

—Sovpi pe2 p3  p u(o b i)te Ordn. P V), M  2), WVJ, P)vki ari pa apepag-su(DHte Ordu. P), M MO),  W u.d. gl.m.
D

Alch iſt des nicht ſchwerer; als bei ven beſtimmten Ordnungen, den Werth je

des einzelnen vorgelegten Dimenſtonszeichens zu beſtimmen; obgleich die Zuſammen
ſetzung der unbeſtimmten Marken, nuis den beſtimmten Zahlen der erſten Ordnung
huim erſten Anblick ſchwieriger ſcheinen kann. Ein Beiſpiel wird die Sache orlautern.

ß. z7. Beiſpiel.
Die D. Z. der erſten Ordnung ſollen ſeyn:

1 2 J 4Ia;. 1276; 1S2; 124; i Der eitc. ete.

e 2 uulund es ſoll der Werth der unbeſtimiüten D. Z. von der pten Orbnung I beſtimmt

werden. Hier iſt: l

p4 m  rere. (bis zur Summe p 5
2) c 1  feu.  —2) 2 44
3)  muriſee. ?e e ep—2) 3434)  D trrete. (c e p—3) 4242 435)  7DT iprpripete Celte 2 2

Zu 1) gehore die Verſetzungszahl d
J. 2.u)5*8 1. 2.... x(p 1)

1. 2.5 —2)

C 2 Zu
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1. 2  22 pc(p— 1)
1. 2. (—2) 1. 2 1. 2
13 Q vp(r— )ο.1.240( 3) 1. 2 —1.2Ie

Zu z) gehort die Verſetzungszahl

122.  22 V V 1VA 259) 5. T. 2. —4)1.2. Z. 4 iJIe 20 3e 44tl Es iſt alſo:iſ *4 1 5 1 4 3 3J IPp )rAI. 14  Mera. ĩ. .AA (I)5—A L.1.2.J pw— hes tin ꝓ64. 5 1 A2

5D MNhea.
2c 3. 4.

und in der gemeinen Bezeichnung:
4 —32 uuahti— par—ne Ar(p Dar b4 aeν, eÊ.
1 it n  r a2-J u*Ö5 ap—3 tébe ar—4ö,W—2) uio1

1. 2. u 2 3 40Hhrngs. Zuſas1
Die erſte Ordnung ſey, wie im voritgen h, ſo ergiebt ſich uberhaupt fur die er

ſten Glieder der pten Ordnung folgendes Schema:

J J  tn g?1*
7ip  ()e ar  e 252*ÖilJ 1pæ p(iü)r- 1 pahe r 4.. r— 22 uufaj

1 c
*3 1  2 pſlp— )ſ 2) 1 n

DI—1 2. 2.
gJ J par2 4 rle i ar—2b ꝓrÊ ναν 2) 35.4J

J J. 24 3
72 1*4 i 14114 24 pſp—r) i 3531  pihe—i 14 qr Li Me—ne K1Rj 1. 4

an 1. 2 1. 2.  3 4i ſ i)
n

Au m parricplp— ijarrab arοvi e 2
Allu i
J J
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plp i) pw— )w  )ν 3)ar— bbÊ ar—464.1. 2 14 20 3* 4—5 1 6 1 25 1 3 4I p (De— ioν 1) Meral. J o(r (hea I. 1

14 2 ül 14p. z) 1 J 2229 Veo*—Q—1. 2. 3 u 1.2025par—if pſo Dar—a bep(p ar—2ac
„polp—i) 2)  pl—ar— böol1. Ie 12n. ſ 09 5. aa b  1 arö„ie 2. 3 1.2048u. „we

ar—3 bor

39. Lehrſatz.
3.J Vorauiegeſetzt, daß ian zu den Marken der erſten Ordnung, keine andere,

als eine vollſtandige arithmetiſche Reihe. iwählt, in der. nirgends Glieder fehlen, ſo
kann eine verſchiedene Matklrung der erſten Ordnung, in allen hohern beſtimmten
und unbeſtimmten Ordnungen, nichts als die Marken, nirgends aber den Werth

eines Dimenſionszeichens anderi.
Beweis. Man warkite dit erſte Vrdnung mit zwei verſchiede n atithmetiſchen

Reihen, wie folget:

 a—t ana zi  aerhkudhIeIDee 148wm nn uar uzi uehhtB) 1, I, IL,I —o— 1Da dieſe beiden; Reihen hlos verſchieden markirt. ſeyn ſollen, ſo wird vorausgeſetzt,

a. mn a mpr,daß alle correſpondirende Gliedet eingnder gleich ſinb; 1 13 IA I; eidt
aub mpur

D 1. .128 I Edur. 4) ſind die D. Z. der pten Ordnuns folgende:

4a να paab panpunb.cCy G. 35)Fur H) ſind die D. Z. eben der Otbnung:

vm pioneer puaſear puſezr pun· pur

D) ler, l 1 Ge 35.).C3 Man
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Man nehme nun irgend zwei correſpondirende Glieder aus C) und D):

pa—6 pmoJp Ipſo iſt leicht einzuſehen „daß ſie gleich ſeyn muſſen. ül

paſpor pri-puorDenn 1P (IP) iſt nach h. 34. gleich der Summe aller moglichen Pro.
ducte, welche ſich aus x Gliedern der erſten Ordnung der Reihe A, (B) ſo machen
laſſen, daß in jedem dieſer Producte die Summe der p Marken, pa Fob,

(om —on) ſey. Ie ulsGeſetzt nun, man hatte alle mogliche Arten gefunden, wie ſich pa Sub, aus
p Marken der« Reihe 4. zuſammenſeken laßt; und man ſchriebe uberall  ſtatt a, und
»ſtatt4, ſo fallt in die Augen, daß man zugleich alle mogliche Zuſammenſetzungen
haben wurde, durch welche pm vr, aus p Marken der Reihe p zuſammngefetzt
werden kann.

punoEs kann demnach“ 1Pp nicht mehr und nicht weniger Producte, von p Glie

manpub  9dern der Reihe B, als IP von der Reihe 4, dnthalten, und dieſe Producte wer
deu ſamtlich aus correſpondirenden Gliedern von Zund A beſtehen. Da nint, in 4
und Z alle coörreſpondirende Glieder gleich ſind, ſo iſt alch

l.

dpa—o vnur
le  l0

22

49. Suſatz. rizt,
tWwir wielln beniach! vie greiheit haben; in jeber glechnlig, wenu wir es

nutzlich finden, die ganze Markirung der D. Z. durch alle Ordnungen zu andetn,
wenn wir nur bei den hohern Ordnungen die Regeln beobachten, die in Abſicht der
Marken, bei jeder Ordnung der D. Z. in dieſem Abſchnitte erklaret ſind. ĩt

h. 4ar. Lehrfatzz u

Wenn die D. Zider erſten: Otdnniilauter poſitive Werthe haben, ſb
findet eben dies ditrch alle Ordnungen ſtatt.

 it u

2) Wenn 'die D. Z. der erſten Orbnung lauter negative Werthe haben, ſo
haben die D. Z. aller geraden Ordnungen poſitive, aller ungeraden, negatiye

Werthe.z) Wenn die D. Z. der erſten Ortnund, abwechſelnd poſitive und negative
Werthe haben, ſo findet eben dies durch alle Orbnunden ſtatt, doch mit folgenden

Unterſchiede: wenn das erſte Do Ze der iſten Ordnung voſitiven Werth hat, weha
ben alle erſte D. Z. aller Ordnungen voſitiven Werth; hat aber das erſte D. Z. der

erſten Ordnung negativen Werth, ſo haben alle erſte D. Z., aller ungeraden Ord
nungen negativen, aller geraben Ordnungen poſitiben Werth.

4) Die
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4) Die Werthe der D. Z. mogen nun in der erſten Ordnung ſamtlich einerley,

oder abwechſelnde Zeichen haben, ſo bleibt der abſolute Werth jedes D. Z., jeder
rdunng ungeandert, wenn der abſolute Werth aller D. Z. der erſten Ordnung un—
geandert bleibt.

Beweis. 1) Der erſte Theil unſeres Satzes iſt fur ſich klar.
2) Alle gerade Ordnunaen enthalten Produete aus einer geraden Anzahl von

Factoren, alſo lauter poſttive Producte, wofern die einzelnen Factoren einerley Zei—

chen, es ſey oder haben. Jedes D. Z. einer ungeraden Ordnung hingegen,
begreift. lauter Produete.aus einer ungeraden Anzahl von Factoren, die alſo ſanttlich

negativ ſind, wenn alle einzelne Factoren derſelben negativ ſind.
3) Wenn in der erſten Ordnung die Zeichen abwechſelun, ſo ſind zweierley Fol

gen moglich, je nachdem das erſte Glied Koder hat, nemlich:
Aeye  234 56 eioe.AJ eitce.bJ 4 eilte.Die obenſtehenden Zahlen bedeuten die Anzahl der Glieder, oder auch die Marken der

D. Z., durch welche jedes Glied bezeichnet wird. Zur Abkurzung des Vortrags, ſein
es uns erlqubt, jedes. D. Z. der erſten Ordnung, das eine gerade Marke hat, oder
vieluehr den Wetrth deſſelben, einen geradtn Factor, iſt aber die Marke ungerade,
einen ungeraden Factor zu nennen.e e— aνν uge eeIuetEs ſey nun I6 irgend ein D. Z. einer hoheren pten Ordnung: ſo ſind folgende

vler Fulle zu interſuchen un

2.  1 1 e n4) Wenn Ordnung und Marke, alſo x unda gerade. Jn dieſem Fall begreifet 1

lauter Producte aus einer geraden Anzahl Faetoren, deren Marken in jeden.ſolchen
Produet, die gerade Summe a geben (d. 34.). Soll aber eine gerade Summe n,
aus einer aeraden. Anzahl ganzer Zatzlen zuſammengeſetzt werden, ſo muſſen entweder
ſamtliche Theile gerade Jahlen. ſeyn, oder aind iſagerade dabei; ſo muſſen derer 2. 4
G ete. ſeyn „alsdenn aber iſt auch die Anzahl der ubrigen geraden Zahlen, entweder 2,
oder 4, öder 6 erc. oder mit einem Worte gerade. Da nun jede gerade Anzahl, ſo
wohhl gerader als ungerader Factoten, ſowohl bei. der Folge4, als B, ein poſitives

J

Prodnetigiebt, fo bekdinmt der Werth von /P, wenn a und p gerade, auf alle
Falle die Vorzeichnung

Wenn bie Orbnung gerade, die Matrke aber ungerade iſt, odet p gerade,

n ungerade. Ju dieſem Falle beſtehet jedes Product, welches in ſich begreifet,

nuts einer geraden Anahl von Factoren, dem Marken aber eine ungerade Summe
geben. Soll dieſe Summe ungerade ſeyn; ſo muſſen ſich 1, oder 3, oder 5, oder

tt., ete.
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24 Erklarung der Dimeuſionszeichen.
etc. ungerade Marken darin befinden. Jſt aber dies, ſo muß die Anzahl der geraden
Marken, gleichfalls entweder 1, vder 3, oder z, oder erc. ſeyn. Alſo ſowohl die
Anzahl der geraden, als der ungeraden Marken, ungerade. ließe man nun aus
jedem Product einen geraden und einen ungeraden Factor weg, ſo bekame das ubrige
Product auf alle Falle alſo giebt hier das Product eines geraden, und eines unge—
raden Fartors den Ausſchlag. Ein ſolches Product aber iſt.negativ, man mag die
Folge Aoder Buvorausſetzen. Folglich bekommt der Werth eines geraden D. Z.
mit einer ungeraden Marke, auf alle Falle, die Vorzeichnung

c) Wenn die Ordnung ungerade, die Marke aber gerade iſt; oder ꝓ ungerade,

n gerade. Jn dieſem Falle degreift das D. Z. Ib lauter Producte, die aus einer
ungeraden Anzahl. von Faetoren beſtehen, deren Marken aber eine gerade Summe
geben muſſen. Soll nun 2 gerade ſeyn, ſo durfen die ungeraden Marken nicht an
ders, als Paarweiſe vorkommen, alſo muß ihre Anzahl o, oder 2, oder 4, oder
etc. ſeyn, und deswegen konnen die ungeraden Factoren fur ſich nichts anders als

geben. Alſo giebt bei jedem Product, welches ip begreift, ein gerader Factor den

Ausſchlag.
Bei der Vorausſetzung der Folge 4, erhalt alſo ein ungerades D. Z.

mit einer geraden Marke das Zeichen bei der Lolge B, das Zeichen
a) Wenn Ordnung und Marke, oder j und n, beides ungerade iſt. Jn die

Jent u. ulll t ?1ſem Falle begreift 1P lauter Producte aus elntr ngeraben Augnhl von Factoren, des

ren Marken eine ungerade Summe  geben. Dieſe Summe m kann aber hier nur
alsdenn ungerade ſeyn, wenn die Anzahl der ungeraden Factoren ungerade, die An—
zahl der geraden aber, gerade iſt. Die letzten geben auf alle Falle 4. Alſo giebt ein
ungerader Faector den Ausſchlag.

Bei Vorauisſetzung der Folge A alſo, erhalt ein ungerades D. Z., mit
ungerader Marke, das Zeichen bei der Folge Baber,

Alſo wechſeln in allen vier Fallen a, ,c, a in jeder Ordnung die Zeichen ab. J

Und wenn die Folge A vorausgeſetzt wird, ſo hat das erſte Glied jeder ungera

pden Ordnuug IP,  (nach a4). Auch jedes erſte Glied jeder geraden Ordnung hat

(nach a).
Wird aber die Folge B vorausgeſetzt, ſo hat jedes erſte Glied jeder ungeraden

Ordnimg (nach a), aber jedes erſte Glied jeder geraden Ordnung  (nach a).

4) Aus dem fur t, 2, 3z gegebenen Beweiſen iſt klar, daß in jedem Falle, die
Folge. der Zeichen in der erſten Ordnung ſep: uIuIIute

8



Theil J. Abſchnitt II. ſ. a1 43. 25
 4 ete.oder ete.oder 4 ettc..odre—n ete.daß, ſage ich, in jedem dieſer Falle, die ſamtlichen Produete, welche ein Dimen—

ſitſionszeichen IP in ſich begreift, in Abſicht der Vorzeichnung gleichartig ſind. Jſt
gher dies ſo bleibt der abſolute Werth jederzeit ungeandert, welche von den obigen

vier Folgen man vorausſetzen mag.

G 42. Zufatz.Wenn man die Zeichen „welche den Werthen der D. Z. zukommen, vor die

J.  42 3 4D. Z. ſelbſt ſetzt, (i. B. wenn inan ſtatt 413 12 3z; IS45 I2 —7

2 Z.ii 4etc. ſchreibt 1  131 1 47 3 I 7 ete.) ſo werden eben dieſel—
ben Regeln, welche iin vorigen dvon den Werthen der D. Z. erwieſen ſind, auf

Jolae i KGolge a geolgens ZJolge 4
Marken.  2 3 4567 1234656 1234567 123 56
Dron a e.

want tn  ÊÊ νt t

ttfæ. ν“ α“,t egeJee7 2 ——et33

7 etc. oeic. ü e47 445

 O

Alle dieſe Veranderungen der Zeicken cber  andrrn nichts in dem Werthe der hohern
D. Z., wenn nur der Werth von den D. Z. der erſten Ordnung unverandert bleibt.

ſ. 43. Anmerkung.
Ohngeachtet es gar nicht ſchwer iſt alle Producte, welche irqend ein hoheres D.

Z in ſich begreift, geradezu, und ohne ein weiteres Hulfsmittel zu entwickeln, und ſo

D den



4 26 Erklarung der Dimenſionszeichen
1 den Werth deſſelben zu beſtimmen; ſo habe ich doch, um den Gebrauch dieſer Zeichen
Iĩ

ſo bequem als moglich zu machen, am Ende-dieſer Schrift eine hinlanglich weit fort—i

geſetzte Tafel derſelben (man ſehe Tafel 1) angehangt, die von ſehr,/ allgemeinen Ge
J brauche iſt, woruber ich der Tafel ſelbſt einige Anmerkungen beigefugt habe.

I— Uebrigens iſt die bisher vorgetragene Erklarung und Theorie dieſer Zeichen ſchon
n hinlanglich einige allgemeine Aufgaben aufzuloſen, die ich blos nennen darf, um fur
nn den Nutzen, und die außerſt weit ſich erſtreckende Anwendbarkeit dieſer Zeichen, ein gun

ſtiges Borurtheil zu erregen. Es ſind dieſer Aufgaben eigentlich. nur!dreie; fur deren

J

J

n jede ich einen eigenen Abſchnitt beſtimmt habe. 2 i.
m 1) Jeden vielgliedrigen Ausdruck zu jeder ganzen und poſitiven Potenz zu erheanff ben. Abſchn. III.
J

2) Jeden vielgliedrigen Ausdruck ganz allgemein zu jeder Potenz zu erheben,
J

der Exponent ſey, was er wolle. Abſchn. IV.

J
J Aus jeder nur erdenkbaren Function, oder Gleichung den Werth irgenh

einer darin enthaltenen Große durch eine unenblithe. Reihe dyr zuſtellen.  Abſchu. V.
tr Es wirv ſich zeigen; daß alle Schwierigkeit bei gleſen  drei Aufgaben, blos in

R der ein fur allemal zu verrichtenden allgemeinen Aufloſung derſelben liegt; daß hin
gegen der Gebrauch und die Anwendung derſelben auf wirkliche Falle, oder beſondere

J Kalculs, in weiter nichts als einer aufierſt leichten Subſtitution beſtehet. Auch wird
man fiuden, daß. das Fortſchreitungsgeſeß der Reihen, durch welche die abigen Auft

f
gaben aufgeldſet werden, vermittelſt unſerer Zeichen ſo einrach und. deutlich vor Aut
cien liegt, vaß man hei. jeder einzelnen. Anwendijug, vhie Rechiiung ·ſo weit, treiben

J kann, als man will.
?u Dieſe drei Abſchnitte und der ganze erſte Theil dieſer Schrift, haben es blos mit
f

allgemeiner Theorie zu thun. Die Anwendungen auf mehrere Dheile der Analyfis;

J werden wir im zweiten Theile liefern. Doch werde ich auch ſchon im erſten Theile,
um vas Ermudende blos allgemeiner Unterſuchungen zu vermeiden, zund die Theoris
ſelbſt anſchaulicher zu machen, einige Anwendunden, unter dem Namen von Erlau

J.
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Dritter Abſchnitt.Erhebung vielgliedriger Ausdrucke zu jeder Potenz, deren

Erxponent eine ganze und poſitive Zahl iſt.

H. 44. Aufgabe.
eden vorgelegten vielgliedrigen, endlichen oder unendlichen Ausdruck

 Aæum  Ræn  Cæmpar Pæri-νzu der uten Potenz zu erheben, vorausgeſetzt, daß æ eine ganze und poſitive

Zahl ſey.
Aufloſung. Man bezeichne zuerſt die Cvefficienten der gegebenen Reihe mit

Dimenſions zeichen der drſten Ordnung, und nehme zu Marken dieſer Zeichen, die

m m r u 2 m t2iExponenten von x. Nemlich A— Iz B I; C Iete. P— 5, ſo daß 1
mu nuuer mep2r  au v l

Læn 4 Læn-r Læurr  IukrMan formire nun eine Reihe welche mit einer amal hohern Potenz von x an

hebt und ſchließet, und wyvon die:Exponenten der Zwiſchenglieder nach eben der Dif
ferenz als in' der gegebenen Reihe fortſchreiten. Dieſen Potenzen von x gebe
man die Dimenſionszeichen der unbeſtimmten aten Ordnung (d. 34. 33. 36), nach
der Reihe zu Coefficienten, ſo wird

nuon n ume—r um2ryn— IN xum  IN xumbr  IN xumprar
achnſrry

o IN, ä—die verlangte ate Potenz ſeohn. 3.1
Beweis. Die Folge der Potenzen von  iſt h. 12. erwieſen: alſo iſt nur noch

zu zeigen, daß jede ihren richtigen Eoefficienteri ethalten habe.
.Die ganze Potenzreihe iſt gleich der Summe raller moglichen Producte, mach

allen ihren Verſetzngen, die ſichcaus u Mliedern der Wurzelreihe machen laſſen (ſ. 3),.
folglich wird jeder Coefficient der Potenzreihe, von der Form IN ſeyn. (F. 34.N

Da in der Wurzelreihe die Marken der D. Z. und die Exponenten der Poten—
zen gleich ſind, ſo wird in der Potenzreihe. (wenn ſie geradezu durch Multiplitation
formiret ware,) jedes einzelne Product, welches eine Potenz von x, z. B. xniä
enthalt, einen Coefficienten bekommen, deſſen  Marken. die Summe um“pr ge—

um pr ee—ben; d. h. der Coeffielent wird ſeyn von bet Form IN 6. 34).

Jedes ſolche einzelne Produet wird die Perſetzungszahl bekommen muſſen, die
ſeinen Factoren zukomnit (Fr ain.

2 D2 Unter



28 Erhebung zu ganzen und poſitiven Potenzen.
Unter allen ſo formirten, und mit ihren Verſetzunas zahlen verſehenen Pro

ducten, werden ſich ſo viele finden, welche die Potenz xun r enthalten, als viel—
mal ſich mpr aus n Exponenten der Wurzelreihe zuſammenſetzen laßt (F. 10.).

Zieht man demnach alle dieſe Glieder zuſammen, ſo wird der Coefficient der
Potenz xum-—er, alle mogliche Produete enthalten, die ſich aus n Coefficienten der
Wurzelreihe ſo machen laſſen, daß in jedem die Summe der à Marken umpr
ſey, jedes di.ſer Produete nach allen ſeinen moglichen Verſetzungen genommen; d. h.

4Am Prder Coefficient von xur wird ſeyn  IN (ſ. 34.).
Setzt man hier fur p nach und nacho, 14 2, 3.v, ſo iſt die Richtigkeit—

aller einzelnen Glieder erwieſen

F. 45. Anmerkung.
Dieſe Aufgabe iſt der Fundamentalſatz fur die ganze Theorie der D Z d h

 a erich jeden leſer erſuchen muß, ihn einer beſondern Aufmerkſamkeit zu wurdigen. Alles
was in dieſer ganzen Schrift im folgenden vorkommen wird, hungt von der Wahr

heit dieſes einzigen Satzes ab. I

Ats. Juſatz.
Daß wir die Exponenten von zugleich zu Marken der D. Z. gewuhlt haben,

gleichtert den Beweis.
tAllein vermoge deſſen was ſ. 39. und 40. erwieſen worden, hatten wir uber die

D. Z. der erſten Ordnung jede andere arithmetiſche Reihe, als Marken ſetzen kon—

nen, z. B.

a ih 4426 D—

und dann wurde man vermoge der a. a. O. in Abſicht der Marken erwieſenen Satze

jede hohere ate Potenz, eben ſo leicht formiren konnen. Es iſt nemlich

47 an6 an26yn  I u IN xu,  Nν, 4 ete.Zur die Anwendung wird es aber immer bequemer ſeyn, die Anzahl ſedes Gliedes der
Wurjelreihe, zur Marke des D. Z., welches ſeinen Coefficienten vorſtellt, zu wahlen.

Wenn alſo

y ixn 4 i ur 4 An4ar an x.
ſe iſt u 1i n2. Z Sy  ν  IN ν A- IN Êννunpr Mmaανν äö. G. 391 4p)

At
227
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„heil J. Abſchnitt III. asS. 29
Setzt man nun in dieſer Formel fur à und IN beſtimmte Zeichen, nemlich 2, 3,

4, 5 erc. fur und reſpeetive II, III, IV, Veirc. fur IN, ſo erhalt man die For—
meln fur die zweite, dritte, vierte etc. Potenz der gegebenen Reihe.

Wenn alſo, wie oben
1

2 3 pJ IlIæn  Iænr f Iænar  LIxm ν  r—
ſo iſt

2 3 2 27 Iærm 4 IIæiu. r Ixau2r  II x26α ν Ory
3 5 zyy —III ν A III xαν IIIννE

4 9 J D 40p1  IV ν  IV IV ν IV xνν ò)5 6 7 ul5 Væsn  V  Væsuar  Vxνν ò)ete. etec.
Nachſt dieſem Falle, wo man in der erſten Ordnung das D. Z. J, und die

Markennt, 2, Z, 4 erc. braucht, wird in der Folge nichts häufiger vorkommen, als
der Fall, wo in der erſten Ordnung das D. Z. A, und die Marken 2, 3, 4, Seic.
vorkommen; wenn alſo

J A A ν 3 A n ö— eire.ſoriſt!
O Brnur Barn :ön4 Barn3r  eic.7

k  Cen“  Quenar  Qzu—zn 4 ere.
1r0“HE W Dæ Dæ4 Bæanz  eiro.

ete. eto.22 21a44.  entſ  2uyn  Nnn 4 VNunrer  Qxnunar  Næumr  ete.2u2 t  au-4u. de gl. m.
Die letzten Glieder habe ich weggelaſſen, theils weil ſie leicht zuzuſetzen ſind,

und weil man ſie in ſehr vielen Fallen ſelbſt bei endlichen Reihen, aus der Acht
laſſen kann.

Man wird ſchon aus/dem einzigen hier vorgetragenen Satze beurtheilen kon

nen, wie nutzlich der Gebrauch unſerer D. Z. ſen; da die fonſt ſo verwickelte Potenzii
rung vielgliedriger Ausdruche auf die einfachſte Arbeit; die. ſich denken laßt, reduci

D3z ret
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zo Erhebung zu ganzen unh poſitiven Potenzen.

ret wirb; und vermoge deſſen, was im vorigen Abſchnitte vorgetragen worden, wird
es in jedem Falle nicht ſchwer ſeyn, jede verlangte Potenz, wenn ihre Reihe aus we
nig Gliedern beſtehet, ganz, wo nicht, ſoviele Glieder, und welche Glieder man.
will, aus unſern Zeichen in die gewohnliche algebraiſche Sprache zu uberſeßen. Der
großte Vortheil beſtehet aber darin, daß man unſere ſo einfache Zeichen wahrend je—
der Rechnuug beibehalten kann, ohne; ſich um ihren eigentlichen Werth zurbekum:
mern. Erſt am Ende der Rechnung, oder wenn ein Satz auf einen ganz beſtimm—
ten Fall angewendet werden ſoll, iſt es Zeit an die Ueberſetzung zu denken.

8. a7. Zuſatz.
Man ſetze a6, x t, ſorwird

1 21. 3J J J 41R
1

46
2 3 4y S— II 4 11 4114 2—
3 4 53. Ul —lil  lil eI.ò]IlIIIjt —i ri 10

etc. ctec.
n n*i n42 iß.3n In I  INd. h. die Summe aller Dimenſionszeichen der aten Ordnung, iſt gleich der aten Po—

tenz, von der Summe aller Dimenſionszeichen der erſten Ordnung.Uebrigens erſiehet man? aus dem vistzer!vorgetragknen· lelcht, daß die Werthe

der hohern D. Z, eigentlich nichts anders ſind, als. die Coefficienten der hohern
Potenzen irgend einer endlichen ober unendlichen Reihe und daß wir im vorigen Ab
ſchnitte, da wir den Sinn und die Entwickelung der hohern D. Z. zergliederten, ei
gentlich nichts gethan haben, als daß wir das allgemeine Geſetz entwickelt haben,
dem die Coefficienten einer Reihe, in jeder hohenn Potenz, deren Exponent ganz und
poſitiv iſt, folgem vt ül 11 eIIDDDO 34Dieſe Bemerkung tragt viel zur deutlichern-Vorſtellung von dem Sinn dieſer

Zeichen, und zum richtigen. Gebrauth derſelben bel, und giebt in manchen ſpeelellen
Fullen Mittel an die Hand, die Werthe der hohern D. Z. faſt ohne-alle Arbeit zu

finden.n uIII,IcEin Paar der leichteſten  Fallq dleſer Art ſind  folgende ti
llWenn in der erſten Ordnung nur ein D. Z. da ware a; ſo iſt in jeder Orb

nüng auch nur:eints, das wirklichen Weuthhet; nemlich

2n 3 2t 41 min

U DZ aj liæ a. V  at etq IM S am
Sind
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1 2Sind in der erſten Ordnunag nur zwei D. Z. da, z. B. ISa; 1 83 ſo

J

find die D. Z. jeder Ordnung nqch der Reihe, die Glieder der binomiſchen Potenzen

von 4 b, z. B. Ie
2 ĩ

U 42; I 2ab; U—5z:
3 J 6 3l a3; UII 346; l zabr; U 3

etec. 3—5—55*8 da2  u—71

g ad Zuſatz.
Aus h. 47. folgt, daß die vielgliedrigen: Jusdrucke, deren. Potenzen man ma—

chen will, gar nicht nothweüdig, nach Potenzen einer Große xgeordnet ſeyn muſ
fen;z: ſonderii:weün. man melztere Eroßenvon welcher Beſchaffentzelt und Anordnung

L 2 J,..A diite l i* 1 5ſie ſeyn. mogen, mit, I„I, J, J, etr. beneichnet ſprkann  man durch unſere B. D
glle ganze und poſitive Potenzyn ihrer Spinute ebzn. ſo leicht fiuden, als wenn. ſie
nach einer Große x geordnet waren.Wir ſetzen einige Beiſpiele und Aufgaben hinzu, uin den Gebrauch, und Nutzen

unſerer Methode zu erlauütern. si ſrnt J

Die zweite Potenz von A BC zu finden. Man ſetze

1 2 E 2 :t. 2—6 S A4AB  C „I 41I 41.
4  66 2ſo iſty I 41U 4141141*2. 4 5n 9 4. „e8

2 11 s 2w ria J
Es iſt aber II —I11 Af; u—al. 2.AB; qu uo13 2 2 ll 25II. II.. 2A. BB. IA.  -2 B3

c. e

1 9 21. gder Faf. a); alſo ut 7 Jnil

aa

tgid on dunidor Sile
ſ. zo. Beiſpiel. 2. IDie dritte Potenz ecben der Wurjzel zu finden Gie iſt

ngr ine tsey  Li 4 4 i.41 12

4
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GSs iſt aber Iñ
111

2 111

5 113- 122in z31114 3111 3 44c 43 ABB;
6 123 2 22m s61114 1112 6 40C 4Bi
7 133 223m z1114 31112 3 acc  3 RBC

231 9 3313i 3111 32cc; m 111 c3;
alſo y Ai 43AAB  3 AAC  6BC 3 ACC  3BCC-C:

34464 Bi  32BC.
Bei hoheren Potenzen oder ſehr vielgliedrigen Wurzeln, wurde die Ueberſetzung

weitlauftiger, und verwickelter werden, wovon aber der Grund in der Natur der Sa—
che liegt, und durch keine Methode gehohen werden kann. Jndeſſen iſt ſchon ofter
als einmal bemerkt worden, daß. dieſe Ueberſetzungsarbeit ſyltener nothig iſt, als man
bei dem erſtem Blick glauben ſollle. Auch wird mnan in der Folge! niehrere Hulfsmittel
finden, dieſelbe ſehr zu erleichtern. Bei den erſten Gliedern jeder Potenz ſind. nie
Schwierigkeiten, und gerade dies kommt.am haufigſten.

g. 51. Beiſpiel. 3.
Die vier erſten Glieder der funften Potenz von. A Bæ  Cxæ? Dus ju

finden. A,.1 i2* ü 24 ü  Êνν 56XMan ſetze  A t 1  alſoJ. 2  ——s 4A— Bæ CA Dæ S I  I  Ix?  Ixs;
6 7 Jdahery V4 Vr 4 V V Pete.

Die Werthe der vier erſten Coeffieirnten ſind: e— J

11 111  u Kk aIirii ge 54467

L1L1113 111225111114 10 II11 44  to AiB;
11124 2rr a ν t.SIIIII 4 2011144 o Ii-I

5410 20 4B. 1042
A G— 54Ræ  A (A. 4 BE)54 (a D  44B  2BIα  te.

1 2 J 5 1  244

alſo
5

n*

g. za.



Theil L Abſchnitt III. 52. 3. z3
ſ. 52. Beiſpiel. 4.

 Von ver funften Potenz eben der Wurzel dasjenige Glieb zu finden, welches

—55 75 J —Ext enthalt. Die funfte Potenz iſt y V Væe 4 Veæ  Vxn 4. ete.,
zu x wird alſo der Coefficient Vgehoren. Es laßt ſich aber 13, aus funf Zahlen der
naturlichen Zahlenreihe auf folgende achtzehn Arten zuſammenſetzen:

r31) 14t*  93 D rre8; 3) 141414373
4) 14114 6; 5) i4r  555 69) 1414242477) ir23 63 8) 11 2 4 53 9) 14 14343 5110) 14143 443 11) 142 4242 465 12) 12 2 3 5

13) 142 424 45 1) 14233443 15) 1  33 3316) 242 42 255 17) 22 42 3 45 18) 242 3 3 2Fur unſern Fall aber ſind alle diejenigen Zuſammenſetzungen unbrauchbar, in welchen

Zahlen, die großer als 4 ſind, vorkommen. Es bleiben alſo blos Nr. 10. 13. 14.
113 11344 12244 1233415. 17. 18. ubrig, und es iſt JV.S zo ITIIII 4 30I1I1III 4 60oI1111

13333 222344 22323 511111.4. 20 IIIIL 4 10.IIIII..
30 42(D:  304B De iοα AC  20 BEICD  toBCI.g. 53. Beiſpiel. 5.

.Von der unendlichen Reihe  Dx zx  5 x 7*? 49x2 ete.die vierte Potenz bis zu dem Gliede „welches nachſt hoher als x, zu finden.

3 4 eMan ſetze Sl; 3 Slz 5I1; 7 m I;  9 j ete. ſo iſt:

ul 2 35 4I I  I I  ILx? 4 ate.
folglich, yn  IV xa. 4 IVAS 4IV  4. VtS 4 ete.

 Wir haben alſo vier Glieder zu berechnen. Es iſt aber

111 5 1112 6 1113 1122WVIIIISA 15. V IIA 125 VSAIIIIA G6SIIIIA 745
1114 112. 2. 14222J —4 12tri 411II —ais; ue

alſo y ir 12x 4 74 xt— 316xi 4 ers. —l,——
Anſtatt mehr dergleichen allgemeine Beiſpiele anzufuhren, wollen wir die Au Z

wendbarkeit unſerer  Methode, in einigen beſtimmteren Erlauterungsaufgaben,
zeigen.

ert JIuI 4 124——5ll g. 54.

v.
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J

ſ. 54. Erluuterungsaufgabe. 1.
Sin.xDen lusgdruck 5 T in eine ünendliche  Rteihe zu verwandeln die

ulnach Potenzen von x ſelbſt fortſchreitet.

Auflöſung. Man verwandle zuerſt den Ausdruck durch Diviſion, in keine
Reihe nach Sin. x; nemlich

Sin. x
J— 4Sin. x? Sin.x Sin. x 4 Sin. xſ. Sin.x? 4 ete.

3 re  e7Es iſt aber bekanntlich Sin. x x 4 4 erc. und wenn
I. 2. 3 1...5 1...7man die; Coefficienten dieſer Reihe mit. Dimenſionszeichen bezeichnet, ſo iſt es eine

ſehr leichte Arbeit, dieſen Werth von Sin. x, in der obigen Reihe zu ſubſtituiren. Es

oc. J 2 3. 1 aut5 ſ  ‘νòç122.3 2. 1. 2..7
3 4 5Sin. x lilxæ Ulæxs Ulæx? ete2ô„

q Sin. x 4 Veæs p Veæ? 4 ete.7 ü
eSin. x? VII? ete. z37

12  Sin. c 1y Si- 4* (ĩ uny: c— ur 3 4) x
1 Sin. x

S
J—

4c ut vlr)yx? 4 ei4 t ẽc. C.1 Das Fortſchreitungsgeſetz dieſer Reihe liegt einfach und deutlich vor Augen, und
1 J da wir in dem vorigen Abſchnitte gezeigt haben, wie man fur jede gegebene Reihe

J

von Großen, welche mit D. Z. der erſten Ordnung bezeichnet ſind, die Werthe der

J hier gefundenen Reihe; ſo weit als man will berechnet werden konnen
u hohern D. Z. ſo weit man will, finden konne, ſo iſt offenbar, daß die Glieder unſerer
J J

J
Da ubrigens die Coefficienten der Sinusteihe in ünzahligen Rechnungen vor

kommen, ſoiſt es bequem, die Berechnung der hoheren Ordnunaen, die ſich auf
 dieſelben beziehen, ein fur alletnal, bis auf eine hinlanglich große Änzahl von Glie

dern zür verrichten. Jch habe daher unter denen dieſem Werke angehangten Tabellen,
Tafel VI. A., dieſe Berechnung weiter getrieben, als fur die gewohnlichſten Falle nothig
ſeyn mochte. Mit Hulfe dieſer Tabelle wird man ohne Muhe, mehrere Glieder der
gefundenen Reihe berechnen konnen. Es iſt nemlich

J



Theil  Abſchnitt I. ſ. 54;56. i g
t  2 4 a1)  13 2) 1  i 11 2.3 1.. 2. J4. 14 5

Il
8

1. 2.. 5 2 1.. .54 5 6 7 tun in 7858. 100 ule4) I u 4 V ViII 11. 2...7 1.. .an 16.. 5 Iu
5 6 7 d J 16108 25760 8405) I à m 4 V— vi  4 —*1 26 er L... 9 3. I.. J 1..6

1..9 c77u. ſ. f. Demnäch
Sin.x i7 Q xr 4 26 ο —ere.

14Sin. x? 12a. 3 1. .5 1...7 1.Fur die Coefficienten der Eoſin usreihe findet man eine ähnliche Tabelle, Tafel VII. A.
4

 2

g. z5. Anmerkung.
SGSo tange die Coefficienten der im vorigen ßJ. gefunbenen Reihe durch Din. Z.

ausgedruckt werden, fallt. das Fortuchreitungeggeſetz hochſt. einfach. und deutlich in die
Augen, verbirgt ſich aber in Zahien Fanzlich. Es iſt dies ein wichtiger, Vortheil. den
unfere Zeichen gewahren, daß ſie das Geſetz jeder Reihe, oie verimittelſt derfelben
entwickelt wird; ſichtbar machen;, ſo daß man nicht nur die Reihe ſo weit man will
fortfetzen, ſondern auch jedes einzelne Glied, unabhangig.von allen ubrigen, berech
nen kann. Wir werden indeſſen im. folgenden einen Verſuch. machen, das Geſetz
vieler verwickelten Reihen auch in Zahlzeichen ſichtbar zu machen, wohilu umter au
dern alle Reihen gehoren, welche aus den, Reihen fur Linus und Coſinus äbgeleitet
werden konnen; als die Reihen fur: alle ubrige trigonometriſche Functionen eines Bo
gens, nebſt ihren togarithmen, un d. gl. m.

H. 56. aErlauiterungsaufgabe. 2.
en neturlichen logarithmen des Sinus eines Bogens x, durch eine Reihe aus—

zudrucken, die nach Potenzen von x fortſchreitet.
2l

Auflöſung. Man!ſete log. Sin. æ yg und loſe Sin. x in ſeine- Reihe auf,
9

x xÊ x?71... 5 t..ez etc.)52
12 32 xe et es5* leag. vi bog. G  ete)1. 2.)  1.15  16..7

te a x6man ſetze ferneræ t Êê„ç6 „J eta.
1. 4. 3alſby. Slog x  log. Ct  z) iiot. v 2 42 2  ete.

1 I

E2 uò*. Fur

ſo hat man log. Ce
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25

Fur 2 iſt endlich ſein Werth zu ſubſtituiren, und dieſes geſchieht vermittelſt der D. Z.
7Man ſetze alo A.: A ã; ar.1. 2. J ĩ lee 1e..7.ſo daß zAx A 4  t  eite.

Munmieht haben wir (nach 8. 46.).

log. x. log.x
2  x 4 ã 4 ete. 2 —B4 —24 —z8
 21 3C 4JC  Ac. 2*

ti

S

121 Dær et.eæ 1 u ete. J ĩü etlc.
uue cä 154 c 2) vt 4 a.
wlches vie verlangte Reihe iſt.

ſ. 57. Zuſatz.Uuribie: Coefficienten ·der gefundenen Reihe in Zahlen zu verwandeln, kann

ſeun ſich vicht wie. 54 der Taftl VI. A. behienen, obaleich Z/ ae. gleichfalls
vie Coeffieienien der Sinusteihe, und den bovrtigen ĩ, i „a, etc. gleich ſind. Der

Vrund liegt darin, weit hier der Coefficient von dem erſten Gliede der Sinusreihe i
(F. zu. ĩ) gar nicht mit in Rechnung kommt. Wir haben um dieſes bemerkbarer

zu machen, hier, zu den Matrken der erſten Ordnung, nicht die Reihe 1, 2, Zere.
ſondern. 27 Zy 4 fto. gewahlt, auch eben deswegen nicht die D. Z.J, II, IIl, ete.
ſondern A, B, Cerc. gebraucht. A welches F. 54, Sit war, iſt hier d, in
dem es gar: nicht in Rechnung kommt:z und dies muß naturlich einen: Einfluß auf
alle hohere D. Z. haben. Wir werden zwar in der Folge zeigen, wie man derglei
cheu D. Z. A, ete., die ſich auf die Coeff. irgend einer Reihe (hier Sinus

121reihe) nur vöm Jweiten Gliede an, beziehen, auf'ſoiche CI5I1, Jc reduciren kon
ne, die das erſte Glied mit in ſich begreifen: da indeſſen die Coefficienten der Sinus
reihe in vielen Rechnungen; ohne das erſte Glied vorkommen, ſo haben wir auch fur
dieſen Fall eine Tabelle (Tafel VI. B.) berechnet, vermittelſt beren man ſehr leicht, einige
Glieder unſerer Reihe in Zahlen berechnen kann.

Zu



Wheil J. Abſchnitt IIl. ſ. 57 5 37
Zu Folge dieſer Tabelle iſt in der gefundenen Reihe ĩJ

der Coeff. von xJ —S 5det Coeff. von x —7“
J. 1. 5

2 1x8 e2*2 —S5  2x14 16x qlgrAlſo log. Sin.x  log. cte.1. 2. 3 3. 1..  9 1...7 5. 1. ..9
h. 58. Erlauterungsaufgabe. 3.

Den naturlichen togarithmen von Colin.x durch eine Reihe, die nach fort—
ſchreitet, auszudrucken.

Auffl. Man ſetze loe Eol. yj und lſe Col. x in ſcine Reihe auf, ſo iſt

æ2 x4 xs52 los. (t 73  1..4 12.. 6 eto.)
x? x4 xsMan ſetze 6 4 etc.  2i.2 1.544 1.. .6alſo log. (t 2) 22 22 425 421 Pete.

Um in dieſe Reihe fur z ſelnen Werih zu ſubſtituiren, bezeichne man die Coeffi

eienten der Reihe 2, mit D. Z., nemlich
u

1.2  lel.. 4 d i. s Leees8Alsdenn hat man
'52 —S Aut 4 Axe 4 Aue 4 aie.

2 öä ö ar.42 tα  α  acÎ,ete 15DD ece.
8

Slot. Col.x At —6 0e— cu 843) etc.
Jwelches die verlangte Reihe iſt.

GS. 89. Juſatz.Die Coeff. A/ A,, ar. ſind die Coeffleienten der Coftnusreihe, aber ohne

den Coefficienten des erſten Gliedet. Die Glieder der gefundenen Reihe konnen

E3 alſo

J
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alio nicht nach Tafel VII. A. berechnet werden, ſondern nach der, fur dieſen Fall be

rechneten Tafel VII. B.
Zu Folge dieſer Tafel, findet man fur bie entwickelte Reihe lot. Col x

2

J
den Coeff. von xv? z den Coeff. von vt

.4

16 J 16. 171..2 eæSs 55 x ê„ g ete.x? 2x  6xον 16. 17 ĩJAlſo loz. Coſ.x 1.48 ete.

1.2 14 JLe  O—
ſ. o. Zuſati.

Sin.xDa tang. 3 alſo lotz. tang. x.  log. Sin.x log. Coſ.xj
Coſ.x

1erner Cot. x los. Cot.x ö log. tang.va
tang.x

1 J e J E 1 2Sec. x Coſ.* za h leog. ſfte. x log. Sot*e

1Coſee. x ;3 das. Coſec.x c. log. Sin.xj.
Hin. x

ſo geben die beiden gefundenen Reihen', die Logarithmen aller trigonometriſchen li—

nien? nemlich
x  2x4 cgs.æxs: 48. xt

 ν.log. Sin.x  log.x 1. 2. 3 3. 12..5 9. 1...7 5. ..ſ

x2? 2  ö. uαν 7αο eite.log. Coſ. 1.2 1.4 1.. 6 1. .82x2 122. 7. x 25. 1. xS 3r25. 127. x
 ete.log.tang. v-log.x  T t .5 3. 1...7 5. 1. .9

2x? 22 7 x4 25 gr. x 329 127 xs
ete.los. Cot.x log.x .a.es 1.. 5 9. 1...7 5. 1.. 9

x? 2x1  frö. x 16. 17. xt4  etec.log. ſee. zt  6 A6x? 2x4 tr6.xs as s  eto.Coſec.x log. 2. e 9. 1... 7 3. 1..9
ſ. 61. Erlauterungsaufgabe. 4.

Die Sinus zweier Kreisbogen?x ünd y,haben ein aegebenes Verhaltnißer:nn,
Man ſoll den einen dieſer Bogen durch. eine Reihe ausdrucken, welche nach Votenzen

Ww Gdes andern Bogens fortſchreitet; oder mit ondern orten: Es iſt die leichung
J Lin.



5, Theil. L Abſchuitt III. h. Gi. G2. 39
Sin.  S a. Sin.  gegeben; es ſoll  ſelbſt, durch 2 und ausgedruckt
weriden.

Je

gee. Sin.y 22 —2 3?. 5. Sin.y? Aufl. Bekanntlich iſt)  Sin.y 4 3 9444.
1. 2. 3 1.. 5 1... .7z? 5? 77. Sin. y 3*.5? 77.92. Sin.y:

4 E ete.2

J  00 J 1 4 11(Man findet dieſe Reihe faſt in allen ·gnten Lehrbuchern der Analyſis, unter andern,
obgleich in einer etwas veranderten Geſtalt in Koſtners Anal. d. Unendl. (1761) S.
184 ff.; desgl. in Klugels anal. Trig. S. 138.).

Da nun nach unſerer Vorausſetzung Sin. Sin.x, ſo haben wir
3Sin x3 25 Sin x 3? 5 a7 Sin x?n J 3 .22 J un Sin.x 4 5 4 4 ere.11. 2. 3 15 17Jn dieſe Reihe bringe man nun ſtatt Sin, x, ſeinen Werth durch nemlich

x3 x5 x?Sin.x  x 4 4 4 ete.1. 2. 3 1...5 n 1..27
1 2 2 4 J 1 4zu dem Ende ſetze man  l.  75  1 —1 àm lzecte.

ſo erhalten wir 1.. 1...7r--2 —2 —us 4ÆZn Sin.x  a l.  a læt aIlIx?  al x? eete.
nĩ Sinee ns 4 uuu1. 2.J Mxi 4 m 4 I x? P ete.1. 2. 3 1e J. 3 2. 332. n Sin.x 3?.n 5 32.a 62 Ve  Vae? pete.1.. 5 1 3 9 1444 J 1..3. a? Sin. x?7 3? 52. 2771

—Qee VIIA? ꝓete.1.72 1.. .7ete. ete.j 1 J 2 a5 3 J J z n3 4 3?.2 5 I  ν )t (e— V)x  are.ivelches die verlangte Reihe iſt.

Ile g. sa. vuſan.
Da die D. Z. bet etſten Ordnung, die vollſtandigen Coefficienten der Sinu-

reihe vom erſten Gliebe an ſind, ſo konnen wir zur Ueberſetzung der D. Z. die Ta—
fel VI.A. brauchen. Auf dieſe Art findet man
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2  9V ax 5 x x1.2. 3 1.45 1...7 nuòàò
fl 1.2. J 2 1.5 2J 1.. 7 11.2. 9-37. n 5. 3 7. n 2.32.7. 23. n14 J au 1...5 1..7 —101.9

al3? n* 10n2 41)
12 x 4 ete.Oder y ux 4 41. 2. 3 1.5Da dieſe Reihe eine ſolche Function von x ſeyn muß, daß fur Kr., die ganze,

Reihe oder yDnx werde, folglich alle Glieber vom zweiten an So werden muſ
ſen, ſo laßt ſich vorausſehen, daß alle Coefficienten voin  zweiten an, die. Factoren
n 1, und n  1, dder den Factor an ienthalten.werden. Sondert man

r ä 1dieſen Factor durch Diviſion wirklich ab, ſo wird y Ax xXii
1. 2.a(n?— 1)3? 2 1) n(n? 1) (3?. 5 u 10. Zn 4 nj. J

4
x

—neoe 12 67H
nſn? i) (32. 57. 7. u 32. 5. 21 4 327. 13. 1)

  4 ete.1 2e a e,tg. Gz. Zuſagz.

Um F, auf ahnliche Art durch. auszudrucken, darf man nur x und  verwech
ſeln, und fur n, uberall ſchreiben; denn wenn Sin.y a Sin. x, ſo iſt Sin.

S Sin. y.
g. 64. Zuſatz.

Unſere Rechnung, ſetzt; voraus, daß die Bogen  und 3 in Theilen des Halb
meſſers ausgedruckt ſeyn. Sind ſie aber, wie gewohnlich in Graden, Min. und Sec.
ausgedruckt, ſo iſt eine Reduetion nothig, und dieſe kaun allgemein in der Reihe
ſelbſt gemacht werden. Die Bogen x und J, ſollen in der Gradabtheilung ausge
druckt, æ und Kheißen. Jede Reduction auf eine andere Einheit kann durch Mul—

tiplication mit einer beſtandigen Zahl  verrichtet werden;. ſetzt man alſo y  m e
und xm Zo, ſo wird

aſ(n r) n(un:? 1)(9n? 1)mæ n. mê miα migh t.6. 20 M) oder

u ν

p t
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A441

ai 1 t 9 2 1H oderu Suſs (r mig 4 mnißgs 4 ate])u 20Wenn  und Z, ausgedruekt ſind.

1) Jn Graden; ſo iſt m o, o17 453 292, uund log.n 8, 241:871 3 au
2) in Min. 2æn o, ooo 290 88, log.m 6, 463 726 0 10
z3) in Ser e 2 mn o, ooo ooa Ba48, -log. m 4, 685 574 a 10

Maan kann auch jede Reduction, durch Diviſion mit einer vbeſtandigen Zahl y

werrichten, wenn  man nemlich p ſo nimmt, daß vder p wird. Es iſt
vu

2 9alsdenn y ñ und x— 7 daher

n? 1 2* u r 9n t BaB) ne ſi p 20 7  cte)aund wenn eund Lausgedruckt ſind,

1) Jn Graden; ſo iſt  Z 57, 295 7795 und log. t, 758 122 6
in Min. 2P2— 3487,7468, log.p z, 536 274 0

3) in Sec. 2p aos 265,81, log. 5, 314 4255
g. 65. Zuſatz.

Do vbei geometriſchen Arbeiten nichts haufiger vorkommt, als daß bas Verhalt-
niß zweier Sinus gegeben iiſt, ſo iſt leicht zu erachten, daß von der aefundenen Reihe,
die ſelbſt fur ein zieinlich großes Bnoch ſtark convergiret, mancherley Anwendungen
gemacht werden konnen, wovon wir ein Paar Beiſpiele anfuhren wollen.

1) Es ſey Zder Winkel, welchen ein Aichtſtrahl, in der Luft, mit einem Einfalls—
lothe macht, und  ſey der gebrochne Winkel im Wlaſe, ſo iſt fur Glas ohngefehr

BSin.  Sin. G, alſo n  J, und (F. ba. a)

e  (1 a ν  qWenn HBe in Graden ausgedruckt iſt, ſo jſt (64. A. 1) m? S o, ooo z30o4 615
ecun e o, ooo doo oda 787, daher
e 538 (t o, ooo oas 20 B 6 ooo doo vor a[ etc.)

Hier fallt es ſogleich in die Augen, daß die Reihe ſo ſtark zuſammenlauft, baß
wmanauth fur ziemlich große  B, blos G, oder allgemein a n H wird ſeken
durfen. Der Fehler betragt A Min.;z wenn das 2te BGlied, J. o, ooo oas 20 Bi
o, oos qus s A: h Brab, d. h wenn ſat cgſr: bdet 83,6o646

Grtade S90. zai aatt
„Zieht man das ate Glied mit in Rechnung, und ſeßt

u 36(1 o, ooo oas 2. G)

5 ſe
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ſo kann die Formel bis zu H— zo und druber, d. h. fur alle bei optiſchen Jnſtrumen
ten vorkommende Falle gebraucht werden; denn ſetzt man das weggelaſſene zte Glied

z. o, ooo ooo oor 289 5 Oo, ooo ooo ooo g59. G ss
1d. h. G ſo erhalt man O 28, 67952 288 52* 46

o, ooooooos 154
S Es ſey P die Horizontalparallaxe eines Geſtirns; p aber eine Hohenparallaxe,

welche zu der ſcheinbaren Hohe A gehoret; ſo wird p bekanntlich durch die Formel
p P. Col. Aberechnet.Eigentlich iſt Sin.v Coſ. A. Sin. P: folglich wenn man in der Reihe A h.64,

a Col. A ſetzt, und fur und Z; p und 2 ſchreibt,
2

Mm.p P. Coſ. A(1  Sin. a. P  ete)
2

Der Fehler der Formel y P. Coſ. Æ, betragt alſſi Coſ. A. Sin. 42. P3.
6Dieſer Fehler aber iſt ſelbſt bei der Mondparallaxe, ſogar wenn er am großten iſt,

uòà8ganz unbedeutend. Die Formel Col. 4. Sin. Ar. Pr iſt nemlich da m und
beſtandige Großen ſind, ein Maximum, wenn Col. 4. Sin. 4? ein Maximum iſt.

avMan ſetze alſo v Coſ. 4. Sin. a; daher J Sa Sin. 4. Coſ. 4. Sin. As; al
dv

ſo, wenn 7 —o, 2 Coſ. a Sin.a So, odet 2 3 Sin. a alſo
din. A V welches A 54. 44* giebt. Fur den Fall des Maximi iſt:

m? Coſ. 4. Sin. A. P Pr. m F 4. nt. neueòe
Setzt man nun, daß P in Minuten ausgedruckt ſey, alſo  o, ooo 290 u88

(15. 64. 4. Nr. 2.), ſo iſt:
m?

Ppr o, ooo ooo oos, 424. pAEe— J J a0Setßzen wir nun, um eine runde Zahl zu haben, die groößte Horizontalparallaxe bes
Mondes 60o, ſo betragt der eden ausgedruckte Fehler dennoch nicht mehr, als

o, ooo ois 541 Minuten o, oor 172.. Seeunden,
ſo daß man bei der abgekurzten Formel p  P. Colſ. A bei weiten um keine ganze Se

tunde, in keinem Falle fehlet.Es wurde nicht ſchwer ſeyn, eine Menge ahnlicher Rechnungen anzufuhren.
Um! des Raumes zu ſchonen, begnugen wir uns uberhaupt zu bemerken, daß faſt
uberall, wo trigonometriſche Rechnungen, ſie mogen ebene, oder ſphariſche Dreierke
betreffen, vortommen, die entwickelte Reihe oft mit Vortheil gebraucht ſoerden
konne.

d

ö. 6s.

J ut

rn



 Zheil J. Abſchnitt I. g. ss, 67. 43

g. 66. Anmerkung.
Es laſſen ſich viele andert atnliche Reihen berechnen, z. B. wenn das Verhalt

niß zweier Tangenten gegeben iſt, ſo laßt ſich ein Bogen durch den andern, und die
Verhaltnißzahl ausdrucken; oder ganz allgemein, wenn F. y, und G. x irgend zwei
trigonometriſche Functionen der Bogen, und x bedeuten, und es iſt Ryu x,
ſo kann jederzeit, durch æ und æ, vermittelſt einer Reihe, die nach Potenzen von

fortſchreitet, ausgedruckt werden. Doch wurde zu einigen dieſer Aufgaben, die
bisherige Theorie nicht hinreichen. Ueberdem ſollen die bisher aufgeldſeten Aufgaben
nir zur Erlaäüterung des Gebrauchs der Dimenſionszeichen dienen. Eine zu große
Weitlauftigkeit uber eine einzelne Gattung von Aufgaben, hieße die Nebenſache zur

Hauptſache machen.

Vierter Abſchnitt.
5

Erhebung vielgliedriger Ausdrucke zu Potenzen von unbeſtimmten

S. 67. Aufgabe.
en vlelgliebrigen, endlichen vder unendlichen Ausbruck

y  i Bær 4 Cærr  Dæsr  Exr 4 etro
zu ber aten Potenz zu erhebenz a bedeute, was man irgend wolle.

Aufl. Man ſehe B“. Cærr  Dæir 4 Exar 4 etc. odet mit Di
menſionszeichen:

H Cc 0— Aur 4 s  etao.
ſo hat many  i L, daher nach den Binomialſatz.

yn Sit g 2 n

1 2 1 3eder weun wir zur Abkurzung  er; St A vi
ſetzen

Dr e.Fur Oſetze man in h) ſeinen Werth M), ſo haben wr

i S2 mneu
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m —1 O 4  xa J xzn  α eol xtr. 4 ne.

eg h—αν α 4 eiec.
6 9 23 J— x a47 3 atc.
etes. etc. 4

oder wenn man die Binomialcoefficienten ſelbſt ſetzt

n D1 Seer —S—
1 1. 1Gi  αα  a. a-weliheg die verlungte Potenz iſt.22

ß.esß. Lehrſatz.
7 2 2 4Wenn irgend eine Reihe von: Dim. Z. der erſten Orbnung 1, 1, J, L, L, erc,

Glied vor Glied mit einer Große Pmultipliciret werden, ſo beſtehet det Einflußz, den
dies auf die hotzeren Ordnungen: hat, darin, daß die: ſamtlichen D. Z ver zweiten
Ordnung jedes mit Ph, der gten Ordnungijries mir PJ der aten: Qurornmng jedes mit
PA, u. f f. multipliciret werden.

Beweis. Man ſetze ypiaαν Iari aetr. yci T— ete.)
4ſo iſt h. 427) p cä uñ *u ur orr.) pr u u 4prü as.

Ferner y pr (ul a. n ul  eie.) ps ut pr v 4 p l  ac.

u. ſ. w. l 2)Schreibt man demnachh P: I, ſtatt Tz

ſe muß man p. II INI
Pp. in m; Ffr. VF-  Wj ete.ſchreiben.

Ey. Zuſaun. u
Hieraus folgt pigleich, vaf wenn mon

Z
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E ſiatt I, in'ver iſten: Ordnung ſchreibt, mann auch

117 1, in der' aten Ordn.

III A, in der zten Ordn.
—t

Iv7. LWVJin der aten Ordn., un f. f
ſchreiben muſfe.

ſ. 7o.. Aufgabe.
Den vielgliebrigen, endlichen oder unendlichen: Ausdruck

Aum  BαÚ Cæuar  Dæn3r 4 ete.
zu der aten Potenz zu erheben, was auch a bedenten mag.

Aufl. Man bezeichne die Coefficienten der gegebenen Reihe mit Di Z., aber

nur vom zwriten Gliede an, ſo daß.

Jii Acæm 2 5 xn 4 etc. 2 ul 3. 4A A ANun iſt y  Axm (i  —rr t  erc.J
4 4 4 J

Demnach (f. 67. unð 69.)/ wenn wir ſtatt der Bindmialedefficienten wieder,

4*8

M5  A ν  ανα A vir tt.
Be7: EÊ- arc.

Ar
2

7 eaic.

 „‘ö, ν“ e

83 4
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A νö  A Sαν.  ete.2Au2 B an—a S,  eite. Ari S 4— 5  etc.a— DeÊo ete.
oder endlich, wenn wir die Binomialcoefficienten ſelbſt brauchen wollen,

 ê  A ν  Quνí An Quν
2αα4 An—i nn-ra Aai h  etcd7.

e 6a(n 1)  aca 1)An—2 B 2 An2 ĩ 4eotec.142 14 26  4 nin 1tu 2)——S a413C- etc,1. 2. J i. 2. 3
8E —AÊ—à D- ueWenn man die Gliederldieſer Reihe vom aten an zahlet, ſo iſt das pte Glieb2

4

en 3 *5* B k22 12 eere Aii.An—i, Anr.1

pÊν“ſcn D) Au— B
u(n 1)cu p3z An—; Cee
1. 23 Jule 2 22 —26nſn un) ſn ſn p4An— De

1. 2 3 Jete.4

]3 D
32

nln —n) (u —pruò Au—b p-

J. 22welches das allgemeine Glied (kerminus generalis) unſerer Reihe iſt.

71. Anmerkungen.
1) Ob man gleich in dieſer Reihe, die hbhern dD. Z. verinictelſt der im 2ten

Abſchnitt vorgetragenen Theorie, Doder blos nach Taf. 1. in D. Z. der erſten Ordnung

v.

aufloſen, und dann in die gewohnliche algebraiſche Sprache uberſetzen konnte ſ
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wurde dies doch eine ganz unnutze Arbeit ſeyn, theils weil das einfache Geſetz der
Rẽeihe verlohren ginge, theils weil es, wie wir ſchon ofters erinnert, und im vorigen
Abſchnitt geſehen haben, weit vortheilhafter iſt, in jeder Rechnung die D. Z. bis zu
Ende beizubehalten, und ſie nicht eher zu uberfetzen, als bis beſtimmte Anwendungen

rvon einer gefundenen Reihe gemacht werden ſollen.

D Da a' hier ohne Einſchrankung bebenten känn, was man will, ſo kann es
auch ganz und poſitiv ſeyn, und in dieſem Falle muß unter der Vorausſetzung von
einerley Wurzelreihe, die hier gefundene- Poteunzreihe, mit der h. 46. gefundenen vol—
lig identiſch ſeyn. Daß aber dies, in Abſicht der Coefficienten nicht ſogleich in die
Augen fallt, ruhret daher, weil nach der Methode des vorigen Abſchnitts auch der
Coefficient des erſten Gliedes mit einem D. Z. bezeichnet werden mußte, hier aber
diet nicht gefchehen darf. Dies andert aber die Werthe aller hohern D. Z. ohne
Ansnahme. Denn man laſſe aus Tafel v, das D. Z. ĩweg, d. h. man ſetze daſſel—
be —o, ſo fallt in die Augen, daß kein einziges der hohern D. Z. ſeinen vorigen
Werth behalt. Eben deswegen haben wir auch hier (wie ſchon in einigen Beiſpielen
des vorigen Abſchnitts, und aus ahnlicher Urſache) nicht die D. Z., J, II, Ul, Iv,
etc. IN, IP, u. d. gle, ſondern A, B, C, D, eie. und in den unbeſtimmten Ord
nungen N oder P gebraucht, welcher Unterſchied ſehr ſorgfaltig zu beobachten iſt,
wenn Kweideutigkeiten vermieden werden ſollen. Wir werden daher auch kunftig,
in allen Fallen, wo nicht ausdrucklich etwas anders beſtimmt wird, die. Dr J. J, 1l,
II, etc. alsdenn brauchen, wenn die Coeff. einer Reihe, vom erſten Gliede an,
mit D. Z. bezeichnet werden ſollen, nnd dazu in der erſten Ordnung die Markenreihe
1,2, 3, 4 etc. nehmen. Sollen aber die Coeff. eben derſelben Reihe, nur vom
2ten Gliede an, mit D. Z. bezeichnet werden, ſo werden wir dazu die D. Z. A, B,
C, D, etc. und in der.erſten Ordnung die Marken 2, 3, 4, 5 erc. brauchen.

Z) Die im vorigen Jzum Grunde gelegte Wurzelteihe  Au 4 Axner
4Aun ar 4 etc. werden wir im folgenden, die allgemeine Wutzelreihe, oder
das allgemeine Echema riner Wurtzelreihe, und eben ſo die entwickelte Potenzveihe,
die alluemenme Potenzreihe, oder das allgemeine Schema einer Potenzreihe, nen
nen. Beide habe ich Taf. IL Ai beſonders abdrucken laſſen, um das oftere Nachſchla

gen zu vermeiden. Der dort gebrauchte Ausdruck, verkurzte D. Z., thut nichts zur
Sache. Exr, wird unten im: 7ten Abſchnitt erklart werden, doch kann ich ſchon.hier
mit wenig Worten bemerken, daß verkurzte D. Z. ſolche ſind, die ſich auf den Coef—
ficienten des erſten Gliedes einer: Reihe nicht mit beziehen, beziehen ſie ſich aber auf
dieſen mit; rſo heßen ſie vollzahlig.

M Was man zu  bepbachten habe, wenn die vorgetragene Aufgabe auf einen
einzelnen gegebenen Fall angewendet werden ſoll, iſt leicht einzuſehen,

Man
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Man bezeichnet die Coefficienten der gegebhenen Formel (oder, wennſſie nicht
nach Potenzen einer Große x geordnet ware, die Glieder ſelbſt,)avom zweiten Glie-
de an, mit D. Z. Dann vergleicht man ſie mit:der allgeneinen Wurzelreihe, fo
ergiebt ſich der Werth von, A, x,an unde, und wenn: die Potenz cbeſtimmt .iſt,
zu welcher die Funetion erhoben werden ſoll, auchn. Dieſe Werthe:ſuhſtituirt man
in der allgemeinen Potenzreihe, ſo erhalt man die verlangte Potenz. Wir wollen
einige Beiſpiele und Erlauterungsaufgaben hinzuſetzen.

S. 72. Beiſpiel.
Die Quadratwurzel aus y x  aα b pα  ete. burch eine

unendliche Reihe auszudrucken.

Aufl. Man ſetze 4 ã; I e QAu etc. alſo y Deux? Ae
4 xs 4 As erc. Vergleicht man dieſen Ausdruck mit der allg. Wurzelreihe

 Axun Anr  ugar ete.
ſo iſt y und x hier, wie dort: aber J ö m  a &æ 2 amnd weil die Qua
dratwurzel geſucht wird 2  Z. Dieſe Werthe ſubſtituire man an. der. allgemeinan
Potenzreihe, ſo erhalt man

Vvm  2Au Ax A  Aet  rre.1.  4 a. 1 J 1.14

Verlangt man das allgemeine yxte Glied Dieſer Reihe (von eten. an gezuhlt), ſo ſukb
fiituire man eben die Werthe in dem term. gen. der Potenzreihe, ſo erhalt man

g 5

ro2. 4 4 „21.1.3.5. 7 erer2. 2  7 2.4 6.8. 10..
Das obere Zeichen gilt fur ein gerades x, das untere fur ein ungerabes.

G. 73. Zuſatz.
Ware im vorigen h. blgs y ?.axt gegeben geweſen, ſo ware

 B i Pat, un ſ f. Gian)alle ubrige D. Z. aber c o, alſo
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1. t  2 e I.I1.3Vvyνααt —r  -ele..2. 4 ĩ 2. 4. 6 28wie es auch der Binomialſatz unmittelbar geben wurde.

Ware die Gleichung y. Rx a 4 b
ſo ii 4; A —5

6E a?; 3 2ab; B 5
9as; C z45; C— zabrj CS5

u. ſ. f. (man vergl. 47.) alſo:

VA  ax 26x
1.. 5544 x TAtaibα

2.. 8

2.4. iowo das Fortſchreitungsgeſeh noch immer leicht zu uberſehen iſt. Sind aber in der
erſten Ordnung mehr als zwei D. Z., ſſo wird zwar der Ausdruck in der gewohnlichen
Bezeichnung verwickelter, doch laßt ſich die Reihe vermittelſt der D. Z. ſo weit man
will fortſetzen.

9. 74. Juſatz.
Jn den vorigen Sh. war in der gegebenen Reihe, die Folge der Exponenten, 2,

4, 6, 8ere. ware ſtatt deren irgend eine andere Folge, (doch muſſen es imnier Glie—
der einer arithmetiſchen Reihe ſeyn,) ſo wird in der Potenzreihe nichts als die Folge
der Exponenten geandert. Man Darf nur die allgemeine Potenzreihe betrachten, ſo
fullt in die Augen, daß m und »weder in den Coeffieienten, noch in den Marken der
D. Z., ſondern blos in den Exponenten vorlommen. Nehmen wir daher ſtatt der
Gleichung S. 72. folgende:

yæ 4 Axä  An 4 A r 4 cr. J
ſo iſt n. 13 7 2. Da nun vdie Folge der Exponenten, in der allagemeinen Po—
tenzreihe, dieſe iſt: um; am—— r; um  21: etc. ſo haben wir fur die gegenwar—
tigen Werthe von m under, und fur n J dieſe Folge: D; I423 4: 46,
etc. oder 2, Z, Q, etc. alles ubrige bleibt ſo wie in der S.72. gefundenen Reihe.

Warey —x4 A 4&  Aa 4 iic. ſo iſt n  1; ED 1; alſo
in der Reihe fur FJ, die Folge der Exponenten:

G
3.—
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Z, 4r, 2, 3,  at, etc. oder 2, Z, 2, itc.alles ubrige wieder wie S. 72. u. d. gl. m.

f. 75. Beiſpiel. 1.
Aus der Reihe er41t z17 4 J ete.

L
(welche einen Kreisbogen, durch ſeine Tangente ausdruckt, den Werth von g
zu finden.

Aufl. Man ſetze J; 41 A; 12; erta., alſo:4

o —4e Au 4 Jer  ete.
vergleicht man dies mit der allg. Wurzelreihe, ſo haben wir TO; AS rj

m 137S 2, und weil D; O S geſucht wird, 3.
Man bringe dieſe Werthe in die allgemeine Aufloſungsreihe, ſo erhalt man

7 me 1 zr ete.
6,.

a. 4 Jwo das Fortſchreitungsgeſetz deutlich vor Augen liegt.

2

Sollen einige Glieder dieſer Reihe in Zahlen ausgedruckt werden, ſo haben wir

Ai Dabher



2heil J. Abſſchnitt IV. h. 75. 76. z1
Subſtituiret man dieſe Werthe, ſo erhalt man

—zà 41
 6— 445J 5 6 JsA 46B  10C 45 3435 7555

s 6 72 3 142 —5 —t6s63A 6B  10CA 1 3.3. 3 5. 3. 5.7. 96

7 8 9 10 2486 92 17 8

1 t t3 16t 82t7Alſo  4 4 efc.O. 1 t 3.5 3.5.7.9 5. 3.5. 7. 9 3. 3.5 7. 9
Jch glaube, daß die beiden Beiſpiele, die ich gegeben habe, hinreichend ſeyn

werden zu zeigen, was bey dem Gebrauch der allgemeinen Potenzreihe zu beobachten
ſey. Um auch ſogleich den Nutzen unſerer Methode einigermaßen zu zeigen, ſetze ich
noch einige erluuternde Aufgaben hinzu.

76. Erlauterungsaufgabe. 1.
Eine Reihe fur die Coſecante des Kreisbogens x zu finden.

Aufl. Aus der Trigonometrie weiß man, daß Coſec. væ. g  Gin.x)i.
Die ganze Arbeit wird alſo darin beſtehen, daß wir die Reihe

x3 x 427Sin.x  x
J. 2. 3 Aee t.. c ttc.

zju der uten Potenz erheben.
I

Mnan ſetze aſo A; 4 —m ã; ere. ſo dal
I. 2. 3 TeeeSin.x x4Ax: 42 xt 4A47 eite.

Vergleicht män dieſe Reihe mit der allg. Wurzelreihe y Axn 4. Auur 4 erc.
ſo hat man  Sin.x; AS 1 m rz r 2, und weil (Sin x)—i geſucht
wird 1. Bringt man nun dieſe Werthe in die allgemeine Aufloſungsreibe,
ſo erhalt man. (Sin. x) Di e

J

1 1 1 J

G 2 Coſec.
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2 3 4Coſec.  x— Ax Aux Au l æe eic.
S— SB— B

E—
1 2 3 5 6Oder Coſee. x 7 Ax— (A Byx B C) x ete.

welches die verlangte Reihe iſt, deren im Grunde ſehr verwickeltes Geſetz, in D.
Z. ſehr einfach erſcheint, ſelbſt einfacher als vermittelſt der Bernoulliſchen Zahlen.
Man ſehe Eulers inſt. cale. diff. p. yat.

ſ. 77. Zuſatz.
Da die hier gebrauchten D. Z eben die Werthe haben, als Taf. VI. B. ſo iſt es

ſehr leicht einige Glieder dieſer Reihe in Zahlen zu berechnen. Es iſt nemlich:
2 128 7  11) A 1. 2. 3 1.2 3
3 4 7 27 J2) A B 3. 1.. 5

4 2 J 25 1J R d 11

11

78. Erlauterungsaufgabe. 2.
Eine Reihe fur die Secante des Bogens x zu finden.

Aufl. Da See.v  dt (Col. )wi, ſo erhebe man die Reihe
6x⁊ x4 xCoſ.x t.. .e ete.1. 2zu der Potenz 1. Zu dem Ende bezeichne man vom zweiten Gliede an, die Coef

ficienten mit D. Z., ſo daß

ull Col.
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Col. r x? 4 9 x 4Au  erec.4

Die Vergleichung dieſer Reihe, mit der' allgemeinen Wurzelreihe y Aum

Aur eic. giebt hier, y Coſ.x; 4 1; m—m o;5 r 2, und weil wir
(Coſ.x i ſuchen, a 1. Wir erhalten alſo, wenn dieſe Werthe in die all—
gemeine Potenzreihe gebracht werden, (Colſ. x) 1

Sec.x x A Ax ã xs ete.
S 4

J 2 6eder Sec.x ã x (A S) x B C) xs ete.
welches die verlangte Reihe iſt.

Jthre Coefficienten ſind den Buchſtaben nach, die nemlichen, als in der Reihe
58fur die Coſecante. Allein jene bezogen ſich auf die Coefficienten der Sinusreihe, die—

ſe auf die Coeff. der Coſinusreihe.

G. 79. Zuſatz-
Dieerſten. Glieder dieſer Reihe laſſen ſich, vermittelſt Taf. VII. B., ohne Muhe

in Zahlen berechnen. Es iſt nemlich:

ii uu— —i1 1385A J A— ac. D TÜ,4 6 105 q 0oʒ 21A— A—ete. E is5 6 7 1161—B C- A— S2 SJr

et. c

Demnach Sec.x1 x 4 xf 4 1 4 1385 xt 5o21 xto
1122 1. 2. J. 4. —6 1.. .8 1... l1o0

4 xi2 4 etoe.hberere L2

g. go. Anmerkung.
Auf eine andere Art. entwickelt Kuler dieſe Reihe, Inſt. cale. diff p. 5a2 ſq.

Auch vergleiche man bie kleine Schrift des Herrn Pr. Pfaff, Verſuch einer neuen
Summationsmethode, S. Zu ff.Um ubrigens hier die Reihen fur die einfachen trigonometriſchen Functionen bei—
ſammen zu haben, ſo wie im vorigen Abſchn. die Reihen fur ihre logarithmen, ſo

G3« wollen
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wollen wir noch die Reihen fur die Tangente aund Cotangente eines Winkels auf ahu
liche Art, als in den oben angefuhrten Schriften, doch vermittelſt der Di Z, ſu—
chen, obgleich zu ihrer Entwickelung keine Erhebung zu einer Potenz ndihig  ſeyn wird.

g. Z1. Zuſas.
3

Eine Reihe fur die Cotangente eines Bogens zu finden.

Aufl. Man weiß aus der Trigonometrie, daß Cot. Sx Cot.x Coſec,x.
Aus dieſer Formel folgt zuerſt, daß die geſuchte Reihe fur Got.ex, mit der Reihe
Coſec.x einerleyn Form haben muſſe: denn wenn zwei Reihen von einerlei Form
(Cot.Zx und Cot.x) von einander abgezogen werden, ſo werden in dem Reſte
(Colec.x) wohl andere Coefficienten, aber nicht andere Potenzen von a, als in den
beiden Reihen vorkommen konnen.

Die Folge der Pot. in der geſuchten Reihe fur Cot.x wird demnach x—t, x,
xe, x, erc. ſeyn (F.76.), und die noch unbeſtimmten Coefficienten derſelben wollen
wir, nach der Reihe, mit e, B, y, dete. bezeichuen. Dennnach iſt:

e

2

S —S

Cot. x b  b  v a  atc.8 9/Cot. l Se2e ê x? 4 ete.2 23 272 1 125—1 27? 127 2 dus  Jex! pric.
(2 i1)Coſec.  α Bæ2

Da nach h.76. Coſec.x x—1 A— Sa: ea —S
(wo ſich A, B, Cerce. auf die Coeff. der Sinusreihe vom zweiten Bliede an bejie—
hen,), ſo haben wir, weil dieſe beiden Reihen identiſch ſeyn muſſen,

2
iſ13  aao oQ 132 2A; 6— J2;rr

22 1.74i—. 7 »n J  1
ð

o
J

de 6
ne

1 J 1 vet

J

W B J

R Qo
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1 2 27 3 4 2.Demnach Cot.x  4 auæ (A B)xz c B
x 2—1 22 1  27—127
 c ar.27 1

K. 82. Zuſatz.
Da die Coefficienten dieſer Reihe, fo weit ſie durch D. Z. ausgedruckt ſind, mit

den d. 73. berechneten Werthen vollig einerley ſind, ſo erhalten wir durch Verglei
chung dieſes ſ. geradezu:

1 2 25 2 3.27  685.27Cot.x 7 x x x* J x eitec.1. 2. J 5. 1...5 3. 1.. .7 5. 1.. .9 3.1.. 11
H. 83. Zuſatz.

Eine Reihe fur die Tangente eines Bogens zu finden.

Aufl. Aus der Trigonometrie weiß man, daß Tang. xcæ Coſec. 2x Cot. 2x.
Es iſt aber nach hh. 76. und gi.

2 3cColee. 2x 2A 23 (A B)xi 2 34 C) x ete.
4 —Sac) x ete.

ru —G2 1
6262— —S C) x ete.

2 1 2

oder da A i alſo Am—n1,2 1

21(25 r) 4 5 6Tang. x D x (A—BC) x22 1 J 29 1 W Je 276 AB x? arc.6

27 1Das Geſetz der Fortſchreitung iſt leicht zu uberſehen.

ſ. 84. Zuſatz.
Aus g. 77. ergiebt ſich in Zahlen

Tang.
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23(21 1) 25(2s 1) 3. 27 (2 1)æ4.. x 4 x21 13. 146 5 J 227 J .5. 1  49Tang.x x

2 24 24. 17 26. 31Oder Tang.  æx x 4 4 x? 4 x 4 etc.1. 2. 3 15 5 —1 *27 IL 9
9. 85. Juſatz.

Da die Reihen fur die einfachen trigonometriſchen Functionen won ſehr vielen
Gebrauche ſind, ſo wollen wir ſie zu mehrerer Bequemlichkeit des Nachſchlagens, ſo
weit wir ſie in Zahlen berechnet haben, hier noch einmal zuſammenſtellen „und der
Vollſtandigkeit wegen die Reihe für Sin.x, aund Col. x hinzuſetzen.

J 1eee xæ7; x ate.1) Sin.x x x1.2.3 .7 1.. .5 d...7 I..9
1

2) Coſ. x xt cte.i 2 1.. .4 1 60 4. .82  e6 272 13) Tang. xÊâô 4 Aαναt. (8. 83. 84. J

1.2 2 ue I1.7  1... 29.1 2 8 32 2xa  6640E

4) Cot.x  x x x  x —eteo.5 1. 2. 3 3. 1... 5 3. 1.. .7 5. 1... 9 31 11G.si. 82)

neee  61 2 z8y 5o5) Sec.  1 ê x 4 to1. 2 1.. .4 6 1..8 104 S r 4 ertc. (S. 78. 79.)

t 7 5 3816) Coſec. —-4 x 4 æxI. 2. 3 J 3. 1.. 5 5 3. I...7 5eI. ..9
2555 4ctc. (J. 76. 77.)

3. 1... 11Das Geſetz der vier letzten Reihen, wird ſich, wie ſchon anderwarts bemerkt worden,

in der Folge ſelbſt in Zahlzeichen ſichtbar machen laſſen, wo es aber freilich etwas zu—
ſammengeſetzt erſcheint.

J

ſ. 86. Erlauterungsaufgabe. 3.
Den Ausdruck VJ „in eine nach Potenzen von.x fortſchreitende Reihe zu

verwandeln.
Aufl. Zuerſt giebt der Bruch S durch Diviſion, oder in eine recurrirende

Reihe verwandelt, die Reihe

1 —1 4 25 4 22 4 2x2 4 a2x 4 ete.
19 x*

aus
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aus welcher die ate Wurzel, vermittelft ſ. 7a. Coder Tafelll.) zu ſuchen iſt. Man
bezeichnt alſo die Coefficienten derſelben von zweiten Gliede an, mit D. Z., nemlich:

2 375 62 AmAmù A:A A S etr. ete.
2 J E 114*Wenn nun t  Aux Ax Auxi  erc.

ſo giebt Tafel J.
2

i 4
2. —124 3 Ann

1. n—n a

Aln N21
1.2. z. n1

Das Fertfſchreitungsseſetz fullt deurlich in die Augem

d. 87. Zuſatz.
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wo das Fortſchreitungsgeſen ſelbſt in der gemeinen Bezeichnung ſichtbar bleibt. Seßt

man fur andie beſtimmten Zahlen a, 3, ute., ſo erhult man

v VJ

 2
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58 Erhebung vielgl. Ausdr. zu unbeſt. Potenzen.
1

Vi-a —t  x x  1. x x  ete.282. 3. S —a4.1.  13 7 15.

E

1.

i  t t. Zurtr. dt r. dteſa.

u. f. ſ J. 88.. Anmerkung.  P

Wir haben bisher unfere ullgemeine Potenzreihe, auf lauter unendliche ReihenES
4

angewendet. Es iſt aber leicht einzuſehen, daß ſie fur eine Potenz irgend eines end

lichen Ausdrucks, nicht weniger brauchbar ſey. Jn dieſem Falle verwandelt ſich jede
Horizontalreihe des allgemeinen Schema (Taf. II.) in eine endliche Reihe; und da
aus dem 2ten Abſchn. (F. 35.) bekannt iſt, wie weit die D. Z. in jeder Ordnumd
fortſchreiten, wenn die erſte Ordnung endlich iſt, ſo wird es in jedem Falle leicht
ſeyn, die ganze Form der Reihe zu uberſehen. Was die Vertikalreihen in dem all
gemeinen Schema betrift, ſo wurden auch dieſe, wenn m eine ganze und poſitive Zahl
iſt, endlich wegen der Binomialcoefficienten. abbrechen, und ſo wurde die ganze Rei
he endlich werden. Allein in dieſem Falle wird es immer (ſehr wenige Falle ausge
nommen) vortheilhafter ſeyn, die Methode des dritten Abſchnitts anzuwenden. Jn
jedem andern Falle aber, bleibt unſere Reihe, obgleich bie Horizontalreihen abbre—
chen, unendlich, weil die Reihe der Binomialcoefficienten iinendlich iſt. Wir wol
len den gegenwartigen Abſchnitt, mit einem einzigen Beiſpiele dieſer Art ſchüießen.

5. 89. Erlauterungsgufgabe. 4.
Den Ausdruck z 2.4 x zu der aten Potentz olt: erheben.

9 Aufi
.7 eir
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Man ſetzey 'z 2* 4 4x? xz, und bezeichne, vom zweiten

e Coefficienten mit D. Z., ſo dßy 3 4 Ax Ax 4Ax.
irdieſe. Gleichungmit der allgemeinen Wurzelreihe, ſo iſt 4 S 3;
S t. Da in der allg. Potenzreihe, die erſte Horizontalreihe mit

12wurde die zweite mit B, die dritte mit C, etc. abbrechen (F. 35.), und

der Binomia coefficienten v, G, Pete. behalten, ſo wird ſeyn

ir νi Ax? —31  α54 zua 88 43*2 85 4 zu2 αt
J 3223 43*2C J

 324 9—J nach Tafel 1.7 die Werthe der D. Z. bis zu dem Gliede, welches

findet mimn

1 3  α Êν eαον —ν  αα α Sye  ν: ete.79 4 d-erce.7 e .te]in nun fur irgend eine beſtimmte Zahl, ſo werden auch die Bino—
en æ; B, Yj etc. heſtimmt.
D 1o, ſo iſttér e  4 2ο t ꝓ eto]3 27autde lweil die Wurjelreihe mit xz abbricht,) mit x30 abbrechen.

ouq1, ſo iſt:
4*—  ν  æt  cre. in inf.)
1— 1, ſo iſt:

æ  li p αο  x  xt ete. ete.)d. gl. m.

H 2 Funfter
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Funfter Abſchnitt.
Allgemeine Aufloſungsmethode durch unendliche; Reihen.

1

ſ. 90o. Einleitung.
8
iejenigen Leſer, welche mit der hoheren Analyſis nicht unbekannt ſind, werden,
wie ich glaube, ſchon bei den beiden vorhergehenden Abſchnitten bemerkt haben, von
wie vielfachen  Gebrauche unſere D. Z. ſind; und es: wurde nicht an Stoff fehlen,

ſchon hier mehrere Abſchnitte mit den Anwendungen unſerer Methode auf beſondere
Materien, z. B. Entwickelung, Umformung, Summirung unendlicher Reihen, etc.
zu fullen. Es ſcheint mir aber zweckmaßiger dieſe Anwendungen ſamtlich dem zwei—
ten Theile dieſer Schrift vorzubehalten, im erſten Theile aber, die Theorie, welche
wir zu dieſen Anwendungen brauchen, moglichſt vollſtandig abzuhandeln. Es fehlt
uns hierzu noch ein Problem, welches vielteicht das wichtigſte in dieſem: Werke, und
gewiſſermaßen in der ganzen Analyſis heißen kann; dieſes nemlich: aus irgend riner
vorgelegten Function oder Gleichung, ſie ſey von beſtimmter oder unbe
ſtimmter Art (oder, welches auf eins hinauslauft, ſie enthalte blos beſtan
dige, oder auch veranderliche Großen), ſie ſey algebraiſch, oder tranſcen
dent, den Werth irgend einer darin enthaltenen Größe, durch alle ubrigen
auszudrucken. So allgemein genommen, als wir dieſes Problem hien nehmen iſt“

c

ßt

fur daſſelhe keine andere Aufloſung, als durrh unendliche Reitzen moglin, denn wareJ

eine endliche Aufloſung moglich, ſo wurde folgen, daß von zwodl Gronn, die in ei—
nem tranſcendenten Verhaltniß ſtehen B. x und Sin. xJ, eine durch. die andere
vermittelſt eines endlichen Ausdrucks gegeben werden konnte, welches dem Begriff
tranſcendent widerſpricht. Jm Allgemeinen kann man alſo von der Analhſis, bei
dieſem Probleme nichts weiter fordern, oder erwarten, als eine Aufloſung durch eine
unendliche Reihe. Dennoch bleibt noch ein hoherer oder vielmehr hochſter Schritt
der Analyſis. im Allgemeinen ubrig; nemlich, zu däeſer Aufloſungsteihe, deren Geſetze
witr in dieſem Abſchnitte eniwickeln werden,, eine allgemeine ſummirende Reihe, von

ſolcher Beſchaffenheit zu finden, welche zwar bei tranſcendenten Gleichungen unend
lich bleibe, bei algebraiſchen aber endlich werde. Es iſt ſchwer zu entſcheiden, ob ei
ne ſolche hochſte Aufloſung des Problems moglich ſey: iſt ſie aber in dieſer Allgemein«
heit moglich, ſo iſt leicht einzuſehen, daß eine genaue Unterſuchung drr Reihe, die
wir entwickeln werpen, den Weg dazu bahnen. konne. 4

7

7 J
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g. gr.

ESoull aber das erwahnte Problem wirklich in aller der Allgemeinheit aufgeloſet

werden, in welcher wir daſſelbe ausgedruckt haben, ſo muß die Aufloöſung an einer
Formel, geſchehen, welche ſo allgemein iſt, daß fie jede nur erdenkliche Function, des—
gleichen. jede nur.erdenkliche Gleichung vorſtelleii kann. Eine ſolche Formel nun, iſt
die ſchon ofter gebrauchte: y Axm  Bæmr  Cæn-ar  Dæm  ete.
die wir daher im Folgenden, das allgemeine Schema jeder- Function und. Gleichung,

oder ſchlechthin, das allgemeine Schema nennen wollen.

Wag wir hier. von der Formel yAuxn.g atc. behaupten, iſt ein bekannter
Satz, der in der Analhſis ſehr baufig gabraucht wird. Etzn Beweis davon iſt aber
nicht anders, als durch Jnhuetion moglich. Daher findet man ihn, ſo wichtig er
auch iſt, dennoch, meines Wiſſens, nirgends als Lehrſatz, ſondern nur als beilaufige
Folgerung, angefuhrt, wenn man gezeigt hat, daß gebrochne, irrationale, und dieje—
nigen tranſeendenten Functionen, die mit logarithmen und Kreisbogen zuſammen—
hangen „in Reihen von der obigen Forin aufgelofet werden konnen. Man kann alſo
imjner noch fragen, ob auch wirflich alle. nur erdenkliche Functionen, alle nur er
denkliche Gleichungen.'nch in. die obige xorm einſchmiegen laſſen? Es iſt mir dar—
an gelegen, daß dem eier, kein Zweifel hieruber ubrig bleibe, und es wird daher,
wie ich glaube, nicht uberfußis ſeyn, wenn ich einige Erlauterungen hinzuſetze.

ſ. 92.
u  Soll zuerft ber Ausdruck y  Aum 4 Bænmr 4 Cæuar 4 usc.

wirklich das allge meine Schema aller nur eerderiklichen Functionen ſeyn, ſo iſt fol
gendes zu merken.

Die Hauptbedingung  dieſes Schema beſtehet darin, daß es eine Reihe von
Gliedern'!enthalr/ welche näch Podtenzen einer veranderlichen Große x geordnet ſind,
deren Exponenten urnilipv, mi-de 25 bich Glleder einer arithmetiſchen Rei
herſeyn muſſen.niranitbllirte imbeſchadet der Allgemieinheit, die Werthe der Buch
ſtaben  und; auf hanze, ja:ſvgar poſitive Zahlen einſchranken. Allein fur unſer
folgendes Problem bevurfen wir dieſet Einſchrärikung nicht, und m und 2 fonnen
ſeyn, was man irgend will.. Blos  o findet bei unſerer Aufloſungsmethode nicht
ſtatt, und kommt daher dieſer Fall vor, ſo muß dies Glied mit auf die linke Seite
genommen werden.

1 ſ.  177: A nenti ket Joterir ntt.
ere—e nDie Bedelitung der Buchſtaben A, B, C, etc. muß im allgemeinen auf keine

Art beſchrankt werben. Nur daß ſie kein æ enthalten durfen. verſteht ſich von ſelbſt.
Uebrigens konnen ſin im Allgemeinen, entweder beſtandige Grdßen, (alſo auch zum

Hz Theil



Xax eine tranſcendente Function ſeyn. Nun iſt.in dieſem Fplle entweder eine
n

c Allgemeine Auftoſungsmethade durch unendliche Reihen.

Theil —mo, und daher die Reihe, endlich oder unendlich,) oder veränderliche Gro—
ßen, oder Functionen von ein, zwei, drei, und mehreren veranderlichen Großen,

57auch von y, oder endlich ſogar unendliche Reihen ſeyn.“ E

t u
Was 2 betrift, ſo iſt dies gewohnlich der veranderliche Tokalwerth'; einer vür

gelegten Function von æ. Dooch iſt dieſe Einſchrankung nicht nothwendig, ſondern.
J kann auch eine Function von ein oder mehr veranderſichen Großen, oder!' auch eine
unendliche Reihe ſeyn. Selbſt ein beſtundiger Werth von  iſt nicht auszuſchließen,
obgleich alsdenn die Reihe aufhööret, eine eigentliche Function zu feyn.

Nach dieſen Beſtimmungent kann kein Zuheifel bleiben, daß nicht alle etdentliche
Functionen, unter dieſe Fotm ſollien gebräuſt werden kdnnen. Folgende Anmerkun-
gen mogen allen eiwa noch moglichen Zweifeln vorbeugen. J J.

Es ſey alſo irgend eine und zwar entwickelte (explieita) Function gegeben, die
wir in ihrer urſprunglichen  und geziebenei? Corint X nennenr wollrn. Jhr vert
anderlicher Totalwerth heiße ſs dän bt ier benerte ich irerſt, daß nilr
von dem Fall, ivenn Reine Function von  mehreren berunderlichen Großen iſt, ab
ſtrahiren konnen: denn da die Reductiom auf die allgemnelne Form blos Anördiung
nach einer einzigen veranderlichen Große x erfordert,“ ſo' iſtes offenibar ganz einer?
len, ob die ubrigen in Xvorkommenden Biichſtaben beſtandige dder vrruüderliche

Werthe haben.
eeDaßtrim allen Fallon, woJeine algebraiſche Funeriont vog nſt edie. Seeburetion

auf die allgemeine Form indglich ſey, And pie ſee, geſchehe, iſtzu hehannt, qlsdaß:
ich mich dabei aufhalten durfte.

n Was die tranſfcendenten, Fuuctionen betrift, ſoniſt es nicht ſchwer einendallge
meinen Beweis zu geben, daß ſie ſich ſamtlich purch Reihen, von der Form des aller
gemeinen Schema ausdrucken. laſſen; nur laßt. ſich dieſer Beweis nicht ghne ujite
gralrechnung, als der eigentlichen Quelle aller tranſcendenten Funeliontn unein,ce7

“—tær

hinreichen, die ubrigens von unſerem Gatze ganz unabhangig ſind, ſo. glauhe.
Da indeſſen die erſten Begriffe der Jntegralrechnung ſchon zu dieſenn Dewetne

ich, dies kleine nyſteron proteron, ohne Beleidigung der logik, mir erlauben

zu durfen. 2 ĩ E— —u 49 it  ta 5
ia.  tttei.Die eigentliche und einzige Quelle aller tranſcendenten Functionen liegt in den

jenigen Differential-Functionen, die ſichndunch. keinen algebraiſchen Ausdruck integri
ten laſſen. Es ſey Jaux,eine Differentiglfunction von dieſer Beſchaffenhtit, ſo wird

age—
t.
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algebtaiſche oder eine tranſeendente Function von x. Jſt das erſte, ſo kann R in eine
Reihe von der allgemeinen Form aufgeloſet werden. Geſetzt, es ware

—D au (Anun Bænu 5 Cul. Pa J etc. i
ſo erhalt man durch Jntegrirung alle einzelnen Glieder

ü Aun“i 4  Bæanie 4 Cændi“r ete.2

ii dduer u ⁊ralſo wieder eine Reihe von der allgemeinen Form.
J.ii

MWare aber X eine tranſcendente Function von x, ſo muß ſie ſelbſt aus einer
nicht integrabeln Differential Functionentſptungen „ſeyn. Dieſe Differential-Fun
etioir ſeh Xax, ſordaß ſ. Xdeæ; ſe werden ſich bei. Xa x dieſelben Schluſ—
ſe machen laſſen, die wir beiſſt Rikoe gemacht ihoben.. X iſt entweder eine algebrai—
ſche oder tranſcendente Funetion von-x: iſt das erſte, ſo kann Xu, folglich auch
l. Aax X, folglich auch Xuxdurch hine Reite von der allgemelnen: Form aus
gedruckt wetden: Jſtaber xrtranfeendent,! ſo klann man die bei X fur dieſen Fall

gemachten Schluſſe iviederholen, ete.n 9
Da nun aber detgleirhen nicht integrable Differential Funetionen Rax, Xidx

äto. nie aus Differentiirung einer algebraiſchen Function entſprungen ſeyn konnen,
ſondern inimer urimittelbärinus den Bedingungen teinel Aufgabe vermittelſt erwieſe
ner lathematiſchet Sotze abgeleitet ſeyn muſſen; ſo iſt offenbar, daß man bei Fort
fetung der obigen Schluſſe, wenn X, Xnetc. tranſcendentaren, dennoch. auf alle
Fulle endlich auf eine ſolche Differential-Function! P.chx kömmen muſſe, wo P blos
durch Sotze der ElementarMathennatik beſtimmt wird, und daher eine algebrai—
ſche Function von x ſeyn muß. Alsdenn aber wird ſich Pa.e, nebſt allen vorher
gehenden tranſcendenten Functionen, in Reihen von der allgemeinen Form aufloſen

laſſen.“ uuul it.  2i.  21Tranſcenbente Fumetionen von menr als elner verandetlichen Große, haben eben

den Urſprung Daſes aber im Jutegriden inen ſehrgroſen Unterſchied macht, ob
eine vorgelegte Diffetential Funetion; ein oder mehr veranderliche Großen enthalte,
ſo konnte in Abſicht der letztern noch ein Zweifel bleiben. Allein wenn eine ſolche Fun
ction, ſich auf irgend eine Art integriren laſſet, ſo iſt offenbar, daß die Formel nach
geſchehener Jntegration, ſie ſey beſchaffen, wie ſie wölle, auf die allagemeine Form
gebracht ·werdenikdnne. Denn da wir nun; wle gleich anfanglich bemerkt worden,
blos auf die rinzige veranderliche Großt x zu ſehen brauchen, nach welcher die Fun—
ettion geordnet werden ſoll, ſo mogen die einzelnen Glieder, aus welchen die intearirte
Formel beſtehet, in Ruckſicht auf x, algebraiſche oder tranſcendente Ausdrucke ent—
halten, ſo wird nach. dem vorigen jedes dieſer Glieder, alſo auch das Ganze, in eine

Reihe
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Reihe nach Potenzen von.x verwandelt werden konnen. Ueberſteigt aber eine vorgeleg
te Differential-Function, von mehr als einer paranderlichen. Eroße, die Krafte der
Jntearalrechnung, ſo kann die Frage von einer Reduction auf das allgemeine Schema
gar nicht vorkommen, weil ſie teinen Sinn hat.

Nach dieſen Betrachtungen ſcheint mir nur noch Eines ubrig zu bleiben, was
ein eigenſinniger Zweifler vorbringen fonnte. Vielleicht, konnte man ſagen, iſt dee
oben angegebene Quelle der tranſcendenten Functionen, nicht die einzige derſelben;
vielleicht laſſen ſich ohne Jntegrirung, durch Schluſſe, oder nach einem willkuhrlich
angenommenen Geſetze, Reihen won /ſolcher Beſchaffenheit bilden, die ſich nicht un
ter die allaemeine Form ſchmieqen:z iwie. wenn z. B.eine Reihe gebilvet wurde, die
zwar nach Potenzen, von x fortſchritte, aber ſo, daß die Exponenten, nicht als Gue
der einer arithmetiſchen Reihe angeſehen werden konnten, z. B.

S J x.ax e rax pete. 1oder allgemeiny Kag mibæs A g nn ec pdor auch, wenn die Rxihe aberall
gar nicht nach Potenzen von  fortſchritte, ſondernnach irgend eiemn unvern Seſetz.

ill Was den erſten dieſer Falle betrifft, ſo ſcheint es, zwar beim erſten Blick, als
ff ließen dergleichen Reihen keine ſolche Umformung zu, daß ſſie nach ſolchen Potenzen
u

von x fortſchritten, deren Exponenten Glieder einer. grithmetiſchen Reihe waren,

J

Allein man ſetze xj— 142, ſo vetwandeſt ſich jedes Glied., alſo  auth das KGanza

J ſeyn wird. Schon .in dieſer Geſtalt, hat die Reihe die allgemeine Form anagenom

in eine Reihe, die nach Potenzen pon 2 fortſchreitet, denen Exponenten o, a 2, 3,9

—5 24  Ba  οÊÑν Dæ:  erc.ift ett. ſind Fiſo deß nach dieſer Suitſtitution ic.  ſe i,
u men, obgleich die Coefficienten 4, B, C, etc. unendliche Reihen ſeyn konnen, welz
J chen Fall wir aber oben ausdrucklich als zulaſſig erwahnt haben. Allein man kann

noch weiter gehen, und dieſe umgefermte Reihe noch einmal ſo umformen, daß ſie
9 nach æationalen; Potenzen von.x fortſchreitet:. denn da ri 2 war, ſo iſt
u. z2 1 und ſetzu man dieſen. Werth ſtatt:z in der umgeformten. Reihe, ſo
unJu wird.  A Be  Coæi Du euc. wo. A, B, C, ete, wieder unendliche

Reihen ſeyn konnen

Was den anhern Fall hetrift, wenn eine vhrgelegke. Reihe gar nicht nach Po
m tenzen von x fortſchritte, ſo hat. dieſer eben ſo wenig, ader noch weniger Schwierig

J
keit. Denn ſoll die Reihe wirklich einem Geſetze: folgen, (und ware dies nicht, a
ware ſie ein bloßes Hirngeſpinſt,) ſo muß das Geſetz darin llegen, daß jedes Glied

ſ

itrgend
Daß man eben dieſe Umformung moch durch unzahligt andere Subſtutullonrn urteichen konne,
fallt in die Augen.

J
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irgend eine Function von x enthalt, die Folge dieſer Functionen aber in Abſicht ihret
Form irgend etwas regelmaßiges enthielte. Stellt man ſich nun unter Fæ, Ftæ,
Fatx, Fiitæetc. eine ſolcherregelmaßige Folge von Functionen vor, ſo wurde

I A  B f CHRIIX D FEAI  ete.ein allgemeiner Ausdruek fur. dergleichen Reihen ſeyn. Hier fallt aber ſogleich in die
Augen, daß jedes einzelne Glied, alſo auch die ganze Reihe, in eine Reihe nach
Potenzen von x verwandelt werden konne.

Alles, was bisher geſagt worden, beziehet ſich blos auf entwickelte Functionen
(functiones explicitae). Es laßt ſich aber zeigen, daß auf jede verwickelte Function
(functio implicita) auf das allgemeine Schema reduciret werden konne. Wenn
X, xu, Xa etc. Functionen von x (oder auch von mehreren veranderlichen Großen)

ſind, ſo iſt
JInm  Xynit  Xtyn— p X yνö 4 ete.  0die allgemeine Form verwickelter Functionen. Werden hier X, Xt, Xu etc. in

Reihen nach Potenzen von x verwandelt, ſo beſtehet die Summe aller Glieder aus
einer Menge vom Gliedern, die ſamtlich Functionen, entweder blos von oder von
x, oder von beiden ſind. Dieſe Glieder ordne man blos in Ruckſicht auf x, und
ſetze alles, was kein x enthalt, auf die linke Seite, ſo iſt die Anordnung dem allge
meinen Schema gemaß, und wir werden in dem folgenden ſehen, daß man jederzeit,
x pder y, oder jede andere in dem Ausdruck enthaltene Große, vermittelſt unſerer

Auifloſungsmethode, durch eine Reihe ausdrucken konne.

II. Soll zweitens eben die Formel y  Axm 4 Bxmbr  Cæn-par ete.
auch das allgemeine Schema jeder nur erdenklichen algebraiſchen oder tranſcendenten

Gleichung ſeyn; ſo wird die Bedeutung der Buchſtaben y, A, B, C, etc. etwas
beſchrankter. iſt nun nicht eine veranderliche Große, ſondern dasjenige Glied der
Gleichung, weilches nichts unbekanntes, oder vielmehr kein x enthalt; denn wenn
außer x noch mehr unbekannte Großen in der Gleichung enthalten waren, ſo konnen
dieſe in y enthalten ſeyn. Da indeſſen in dieſem Falle der gegebene Ausdruck eigent—
lich eine verwickelte gunction von x waure, wovon wir ſchon oben geſprochen haben,
ſo konnen wir hier von dieſem Falle ganz abſtrahiren, und  blos als eine beſtandige
Große denken, die nichts unbekanntes enthalt. Blos der Werth )o findet nicht
ſtatt. Kommt dieſer Fall nach geſchehener Reduction vor, ſo hat die Gleichung eine
oder mehrere Wurzeln SO, und laßt ſich alſo dijzrch x oder eine Potenz von  divi
diren. Was von geſagt worden, gilt auch von den Coeffieienten A, B, C, etc.
Sie ſind hier (wenn der Fall mehrerer unbekannten Großen ausgeſchloſſen wird) im
mer beſtandige Großen, ſchließen aber nicht, wie y, den Werth o aus—

Daß ubrigens jebe Gleichung auf dieſe Form gebracht werden konne, iſt leicht
einzuſehen. Ganz allgemein ließe ſich die Sache ſo einſehen. Jrgend eine gegebene
Gleichung heiße in ihrer urſprunglichen Form ſo K J.. Um ſſie auf die allgemeine

c Formv
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Iĩ Form zu reduciren, wird man jederzeit die Freiheit haben, das undbekannte æ, als
J veranderlich, und X, als eine Function davon anzuſehen, und ſeinen veranderli—

chen Totalwerth S n zu ſetzen, ſo daß nun v  X. Alsdenn wird man ſich durch

m. eben die Schluſſe, die wir bei Funetionen gemacht haben, uberzeugen konnen, daß
J— die Reduction in jedem Falle moglich ſey, Xſey beſchaffen, wie es wolle. Nach ge
J— ſchehener Reduction ſetzt man wieder v —O, und wenn auf der rechten Seite etwas

ſtehen bleibt, was kein x enthalt, ſo wird dies auf die linke Seite geſetzt. Es iſt aber*ui bekannt, daß bei Gleichungen, die Reduction noch durch andere Mittel, als bei
n r runctionen bewerkſtelligt werden konne. Nenner, welche x euthalten, ſchaffet man
J nicht durch Verwandlung in recurrirende Reihen, ſondern durch Multiplication weg.

Jrrationale Ausdrucke werden nicht durch Aufloſung in Reihen ſondern durch Po
tentiirung gehoben. Tranſeendente Funetionen von x, konnen oft durch bloße Sub

—5 ſtitution weggeſchaffet werden; denn es iſt bekannt, daß eine Gleichung trauſcenden
te Functionen von x enthalten konne, ohne ſelbſt tranſcendent zu ſedn. So iſt z. B.

ſif

1

J

J

J J ubrig, als daß man, wie bei Functionen, die tranſeendenten Großen in unendliche

f jede Gleichung, welche noch ſoviele trigonometriſche Functionen von x enthalt, den—
noch nicht tranſcendent, wofern nicht außer dieſen trig. Funet. noch  ſelbſt, oder

tr Jog.æ*, oder irgend eine andere Function vorkommt, die gegen die trigonometriſchenn, Funttionen in einem tranſcendenten Verhaltniſſe ſtehet. Alle trigonometriſche
J Großen haben gegen einander algebraiſches Verhaltniß Kommen daher mehrere als

un.
nun, tang. x, ſec. x, etc. in einer Gleichung vor, ſo laſſen ſie ſich ſamtlich auf eine einuuſß

zige z. B. Sin. x reduciren, und ſetzt man dann ſtatt Sin. x einen. einzelnen Buchſta
ben, ſo verſchwindet ſelbſt das tranſcendente Anſehen, und die Gleichung erſcheint,nunſ in ihrer wahren algebraiſchen Geſtalt. Enthalt aber eine Gleichung nicht blos tranſ—

lin xendente Größen, ſondern auch tranſeendente: Verhaltniſſe, z. B. x Col. xz
autge

log. Coſ. —a4 44 Sin. x u. d. gl. m. ſo iſt die Gleichung wirklich tranſcendent,unn J

auns aund dann bleibt zu ihrer Reductton auf das allgemeine Schema kein anderes Mittel

u Reihen aufloſe.
J

J e 8. 33.WMe

Jun Wir ſind demnach vollkommen berechtigt, die Formel

ul, v Aum 4 Bæur Cæmrar 4 Dæu—Ir  etc.
als ein vollig allgemeines Schema jeder nur erdenklichen Funetion, oder Gleichung
anzuſehen. Jſt man demnach im Stande, aus diefem Schema den Werth von u,

J

J

innn durch eine unendliche Reihe ſo darzuſtellen, daß es auf die Auftoſung gar keinen Gin
ftuß hat, ob y und x, desgleichen A, B, O, oett. veranderliche ober beſtandige Gro

ſchrankten Aufloſungsmethode.
eun Wir wervben aber dennoch die Allgemeinheit dieſer Methode, wo moglich, noch

weiter treiben, und zeigen, wie man mit gleicher leichtigkkit; ſelbſt, bder irgend

eine

ĩ J



Theil J. Abſchnitt V. ſ. 93. 94. 617
eine Potenz davon x, was aucht ſeyn mag, finden konne. Woraus erhellet, daß
man vermittelſt eben dieſer Vlethode, nicht nur x ſelbſt, ſondern ſogar jede nur er—
denkliche Function von x werde finden konnen, da wir geſehen haben, daß jede Fun—
ttion von x, aus Potenzen von x zuſammengeſetzt werden konne.

Wir konnten, wie ſchon.bemerkt worden, in dem allgemeinen Schema, die
Exponenten von x, unbeſchadet der Allgemeinhett viel enger beſchrauken, und ſie ſo—

gar blos auf die naturliche Zahlenreihe 1, S, 3, erc. einſchranken. Allein die Un
beſtimmtheit, oder vielmehr Allgemeinheit, welche wir in den Exponenten gelafſen
haben, erfparet uns kheils manche verdrußliche Reductionen, indem ſchon z. B. For

meln, wie dieſe Sx—3 ax5 4b desgleichen J xt 4 zx

S 7 3 2

æc Juuez odery  yJ  a— )Ìν  ν a x):,u. d. gl. m., ohne weitere Reduction die Form des Schema haben: theils erleichtert
eben dieſe Unbeſtimmtheit der Exponenten die Anwendung unſerer Aufloſungsmethode,
noch auf andere Art, wie ſich in der Folge zeigen wird.

Endlich iſt noch zu bemerken, daß wir um mehrerer Einfachheit willen, bei
Aufloſung des Problemns, den CXefficienten von æ der Einheit gleich ſetzen werden,
welches bekanntlich allezeit, und unbeſchadet der Allgemeinheit geſchehen darf.

S. 94. Aufgabe.Aus dem allgemeinen Scheinn y Tn Bæn-“i pcændar ανν.te.2

den Werth irgendr;einer Potenz von x, nemlich xt, (was auch t bedeuten mag) durch
eine unendliche, nach Potenzen vpn y fortſchreitende Reihe, auszudracken.

Aufloſimg. Man bezeichne die Coefficienten des allgemeinen Schema „von

zweiten Gliede an, mit Dimenſionszeichen, nemlich A

æ; cæà; oæà; E àt; etc.
ſo daß y x Aunr d4 Auuar 4 An zr 4ettc.

t 1* t*2 tzrAlsdann wird ſehn xt  y Byrn  ν erc.ünd die zur Abkurzung mit G, Y, erte. bezeichneten Coefficienten, werden folgen
de Werthe haben:

m J122

t u auair S2 mn 3 nJa H
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in 2 m Ê  doatirnſrtſau3—
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2 ete.

B .acc.
1 9 uueeeeetDDDoeeeJ 2 8 ete.

ĩJ

S E
J— dt

2 mn

1mnÊr ν .2 u 3C

2 m zuu. n *4

2 m 3m J 4m 5.
E

etc.

rνν ν7* ———6 n tmuAm. 3mnDas obere Zeichen ver letzten Zeile gilt fur ein gerades, das untere fur ein unge

rades u.
5

tnuſar amnr t r De2u tt 4m akgh243m—Êur t44uÊ

14n
und das ate Glier dieſer Reihe vom zwriten cit gezhler, witb ſeynt *l

3

28*

Be
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Beweis. Man erhebs das gegebene allgemeine Schema

4 Aunr 4. Auxmö ete.
nach der Methode des vorigen Abſchnitts ſ. 70. (oder Taf. I. A.) nach und nach zu Po—

terr tp2ar 3ztenzen, deren Exponenten nach der Reihe  u etc. ſind. Zu
14

gleich multiplicire man die zweite unter dieſen Potenzen, hemlich ynn mit den unbe—
—5—

ſtimiten Coefficienten e, die folgendey n mit G; die folgende mit ete. etc. ſo
erhalt man

et
1

3 α ναανα:.: a.1 »e“

mi
z

14 3by ut ta g x rrete.t

r43ryy m J V e retc.etee d etc.
Bei Betrachtung dieſer Potenzem flllt es ſogleich. in die Augen, daß es moglich ſey,

die unbeſtimmten Coefficienten e, G, y, ete. ſo zu beſtimmen, daß bei der Addition
dieſer Potenzen, alles bis aufs erfte Glied xt excluſive, Null werde. Sind aber
e, B, J, erc. ſo beſtunmt, ſo wird alsdenn

J *r eserr zrxr y ν  ν  ν  ere.ſehyn. Und da dieſes die in der Auflbſung bemerkte Form der geſuchten Reihe iſt, ſo

iſt dieſelbe, was die Form bexrift, hierdürch erwieſen.
Es iſt noch zu erweiſen, daß æ, B, ete. die in der Aufloſung bemerkten

Werthe bekommen muſſen, damit auf der rechten Seite alles, x* ausgenommen,
So werde. Zu dem Ende ſind folgende Gleichungen aufzuloſen:

Da— dS— S—mn

und αν  ννòνν âM  cis. ete.

33 Man
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El.f Man uberſiehet ſehr leicht, wie dieſe Ausdrucke fortſchreiten.

T Vermittelſt dieſer Gleichungen iſt, wie man ſiehet, jeder der Coefficienten æ, G,
ni. Vetc. durch alle vorhergehende beſtimmt. Und ſchon dieſe Gleichungen wurden da

min
ur her, ohne weitere Veranderung, zur Auflolung unſers Problems brauchbar ſeyn, da

es in die Augen. fallt, daß man vermittelſt derſelben in jedem Falle, die geſuchten
mnn Coefficienten, ſo weit als es verlanat wird, finden konne. (So loſete Moivre dies
An Problem auf: obgleich nur fur den eingeſchrankten Fall m r Vt D r; man ſe
peig! he die Phil. Tranſact. Vol. XX. pag. i90.) Die Formeln werden aber weit netter,

und zur Berechnung geſchmeidiger, wenn man ſich.durch die Schwierigkeiten einer in
uſ der That ſeht verwickelten, und den unerſchrockeiiſten Analuſten ermüdeuden Rech—z

Ti

Ti

f

J

j ches Gluck, daß das Geſetz dieſer Coefficienten in D. Z. ausgedruckt ſo kinfäch er

nung, nicht abſchrecken laſſet, den Werth dieſer Coefficienten nach der Reihe ſo zu
beſtimmen, daß jeder durch ſich ſelbſt, und unabhangig von allen vorhergehenden be
ſtimmt ſey, und das Fortſchreitungsgeſetz deutlich in die Augen falt. Das Reſultat
dieſer Rechnung, die ohne Dimenſionszeichen ſo gut als unausfuhrbar ſeyn mochte,
ſind die in der Aufloſung angegebenen Werthe von,en G, Jeit. Wit liefern hier,nil gleichſam nur zur Probe, die Berechnung der drei erſten Glieder. Es iſt ein wirklj—

ſcheint, daß man es ſchon nach wenig Gliedern uberſiehet.
*8

7  ô„ 2—

B1) Beſtimmung des Corfficienten von nn, oder æ. Nach der Gleichung
Nr 1. iſt ohne weitere Rechnung ai J. a  een—

Mnar utonifr an,2) Beſtiminung ves Coeff. vdn: Ja vober· P. hrach t. s. iſt ti e

4 IeaeDeekunm

S-kt man fur æ, den aefundenen Werth A, ſo iſt:

3

s—2a a2

n dhJ nun J J J (Taf ſo n.
t t,d aò J. t.a——4447 öh. ut

Ziehet man die beiden letzten Glieder zuſammen, ſo ergiebt ſich

s—  νν 2m 28 üil

Bir fu d3) e immung des Coe .vony. „o er achh der Gleichung. Nr. 3.
8iſt: e—22 4 9
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uul 5
—1 νöò ννm 2. mman ſetze nun fur  und Zuihre eben gefundenen Werthe, ſo wird

t 4 1— m 5 eet mit— 2m 6
VM— 7Aa m B 7 œzœn 3 m C

 ννtee e ni vi nas 2 7u
7 mn J L J 2

D b B An otc An äſcaa er —2 „un S o wird
5—7 t  ν —ν Bu. 2 m

t a un. ã
t

6

n. z n νÊ- 2m) 3 2)  2 r) C;Der eiugeklammerte Coefflcient von Biſt u 31 (mptazn):
und der eingeklammerte Coeff. von T, iſt

tt  ν m νzrtt ztm 6tr zrr  zrm3tzenn v ieatr  rarr ſ brm
et  zem p amm p btr  rr  om—

(tæ m  1r) (t a 37). v

Demnach 2 —d
Jm C.

Bis dahin iſt die Rechnung ertraglich: die: Berechnung von d erfordert ſchon
Gebuld;, imd. wenn inan noöch weiter gehen wilb, Eigenſinn. Da mit alles daran
gelegen warr, von dem Fortſchreitungsgeſetz, welches ſchon beiy in die Augen fallt,
vollig verfichert. zu ſeyn, ſo. habe ich die Hartnackigkelt gehabt, die Nechnung allge
mein his zunj ſechſten; Coeffieienten C, und fur den beſondern Fall n r r —r,
bis zium achten Coeff. d zu treiben; glaube aber den Leſer mit dieſer Rechnung ver—
ſchonen zü muffen.

95. Anmierkung.
Jch geke den leßten Theil des im vorigen F. gefuhrten Beweiſes fur weiter nichts,

als was er iſt, fur unvollſtandige Jnduction: allein dies benimmt dem Gatze ſelbſt
nichts an Brauchbarkeit. Auch der Binomialſatz wurde lange allgemein gebraucht,

che
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72 Allgemeine Aufloſungsmethode durch unendliche Reihen.

ehe Herr Hofr. Kaſtner den erſten ganz ſcharfen Beweis ſeiner allgemeinen Gultigkeit
liefertz, (m. ſ. Theorema binomiale univerſaliter demonſtratum, Gottingae 1758.)
Uebrigens hoffe ich, daß mir nicht vor dem Richterſtuhl der Critik uber die Enide—
ckung des Geſetzes einer ſo wichtigen Reihe, der Proceß gemacht werden wird, weil
ich nicht ſo glucklich war, einen vollſtandigen Beweis dieſes Geſetzes zugleich zu fin
den. Zwar ware ich im Stande, die Form des erſten, zweiten und letzten Gliedes
jedes Eoefficienten vollkommen ſcharf zu erweiſen. Allein ich halte es fur unnutz meh
rere Seiten mit einer Rechnung anzufullen, die doch nichts als ein unvollſtandiges
Flickwerk ſeyn wurde. Sollte ubrigens jemand noch zweifeln, ob ein Geſetz dieſer
Art, das ſich durch ſechs bis acht Glieder beſtatiget hat, allgemein richtig ſey, dem
mag der ganze folgende Jnhalt dieſer Schrift zur Burgſchaft. fur die Richtigkeit deſ

ſelben dienen.
h. 96. Zuſatz.

Wenn das erſte Glied der gegebenen Reihe x einen Coefficienten Ahat, und alſo
3y— Aum  Alν  Aurar 4 ete.

iſt, ſo darf man nur entweder vor der Bezeichnung mit D. Z. die ganze GSleichung
mit A dividiren, oder auch, welches auf eben das hinauslauft, anfanglich von 4
ganz abſtrahiren, als ob es nicht da ware, hernach aber in der gefundenen Auflo
ſungsreihe, fur. uberall „und bei den Dimenſionszeichen 2 fur jedes A; B

Cfur jebes B: J fur jedes Ch u. ſ.f. ſehen c. 69.). Alles ubfige Bleibt ungean

dert. Doch iſt zu merken, daß bei dieſen beiben Ärten, die D. Z. nicht vdllig einer

ley Bedeutung haben; denn bei der erſten ſchließen die D. Z. ſchon fur ſich ſelbſt 4
als einen Diviſor ein; bei der andern aber, enthalten.ſie nichts von A, ſondern dies
ſteht ausdrucklich als Diviſor darunter.

ſ. 97. Zuſatz.
Es iſt leicht einzuſehen, daß in der gefundenen Reihe fur xt, der Erpouent i,

ganz und gar nicht blos auf ganze und poſitive Zahlen eingeſchrankt ſey, ſondern daß
ſchlechterdings bedeuten konne, was man nur will; indem in unſerer Aufloſung die
Gormirung der Potenzreihen nicht nach der eingeſchrankten Mettzode des dritten Ab
ſchnitts, ſondern nach der ganz allgemeinen, des vierten, gemacht worben.“

g.9 g. Zuſatz. Quuuut
Auch iſt aus der Art, wie die Reihe entwickelt worden, klar, daß,ſie gat nicht

blos auf unendliche Reihen eingeſchrunkt ſey, ſondern auch auf jede endliche
Gleichung angewendet werden konne; da man, aus h. 35. weiß, wie weit,

Je  ij llt Att. E C e—  223 2 die
17
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die D. Z. in jeder Ordnung fortſchreiten, wenn die erſte Ordnung endlich iſt. Es
kain aber im Fall einer endlichen Gleichung unſere Aufloſungsreihe nie endlich wer—
den, da die Zahlencoefficienten unſerer D. Z. in dieſer Reihe nie abbrechen konnen,
wie man leicht einſieht, wenn man die Werthe von B, Jetc. und ihr Fortſchrei
tungsgeſetz ſ. 94. aufmerkſam vbetrachtet.

c. 99. Anmerkungen.
1) Um den Gebrauch unſerer allgemeinen Aufloſungsreihe ſo leicht als moglich

zu machen, habe ich dieſelbe Tafel DI. A. beſonders abdrucken laſſen.

2) Uebrigens iſt bei dem Gebrauch der gefundenen allgemeinen Aufloſungs
reihe (ſo werden wir ſie in der Folge nennen,) eben das zu beobachten, was oben
bei der allgemeinen Potenzreihe (F. 71. Nr. 4.) geſagt worden. Man muß nemlich
zuerſt einegegebene Gleichung vder Function, ſo wie wir es in den erſtern hh. dieſes
Abſchn. gezeigt haben „unter die allg. Formy c m Aunu Anrr  ete.

bringen. Die Vergleichung mit dieſem Schema, giebt die Werthe von y, x, m, 7;
und t wird durch die Natur der Frage beſtimmt; ſubſtituiret man alsdenn dieſe Wer—

tthe in der allg. Aufldſungsreihe, „ſo erhalt man die geſuchte Aufloſung.

3z) Mehrere Anwendungen dieſer Reihe verſparen wir fur ven zweiten Theil,
werden aber doch in dieſem Abſchnitte ihre Anwendung, durch ein Paar Aufgaben
erlautern. Zu der erſten dieſer Llufgaben wählen wir einen Fall, der ohne Schwie
rigkeit und ſogar leichter und kurzer, auch auf andere Art, aus langſt bekannten und
erwieſenen Satzen aufgeloſet werden kann, welcher aber eben deswegen dienen kann,
die Richtigkeit des Geſetzes unſerer Aufloſungsreihe an einem einzelnen Fall zu

prufen.

1od. Erlauterungsaufgabe.
Die numeriſche Extraction irgend einer Wurzel aus einer vorgelegten Zahl,

durch Hulfe unſerer Aufloſungsreihe zu verrichten.

1

Aufl. Die gegebene Zahl ſey 4, die aus derſelben zu findende Wurjzel ſey

ĩlvom aten Grade, vder VA A Maan ſuche ein Paar Ziffern der geſuchten
Wurzel durch logarithmen, vder auf andere Art. Dieſer bekannte Theil der Wur—

zel heiße a, der unbekannte x.
J

Es iſt alſo 42 a 4X, alſo AS (a

an a A  ee.11 2 K Dieſer
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2 7Dieſer Reihe aebe man die Form des allgemeinen Schema y Tom 4 Auuir -ete.
indem man alles, was nicht x enthalt, auf die linke Seite ſchaffet, und das alsdeun
erſte Glied von ſeinem Coefficienten befreiet; ſo erhalt man:

A— an n n 1  1—x x 4 x 4 etc.2a4 u 1 2 a4 2 3 42
A— an 2 3 y ferner/ A; &æAſ Az erc. allonan—1 24 2. 3. an

3 4—æ 4Au Auxß 4 Auh erete.
1 JeVergleicht man dieſe Reihe mit dem obigen Schema, ſo iſt fur unſern Fallue Sr;

und da wir keine Potenz von x, ſondern  ſelbſt ſuchen, ſo iſt aucht
Bringt man nun dieſe Werthe in die Aufloſungsreihe, ſo erhalt man (Taf. I: A.)

*—y —A A d2 2 J o etee256- 5- 4* 8—
j

Da dieſe Reihe beſtimmt iſt, zu einer wirklichen- Zahlenrechnung gebraucht zu wer—

ben, ſo iſt es nothwendig fur die D. Z. ihre Werthe zu ſubſtituirene Es war aber

ũ

in 1)S

2. Z. 4a2 J 22 4,(u nt (u —2).
2. J. a43

24 13 (n— r) (u 2) 13)
23. 32. an6 D— J E 7 25 34 Cr —Q— (a— 3)(an 11) —o5 B—2A2 22aA—: 22. 64 a4 2?. 37 5. a?

ca o
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6 2 22 (n 1)5c AA E 23. 43

.7 2 23 (un )i 2)
C—z3A Aã 28. a8 224 233 cn— 1) (u 2) ſera 17)
è cſa  r ò 25. z 4

2*t. an 1.9 2 3 ug 2 (u r)s
va

etc. 1etc.
J

25. aſ

Subſtituiret man dieſe Werthe in der gefundenen Reihe, ſo wird

n 1 m t a —2 y n —r a —2 u—3 y

 —J cte.24 2 z3 ar 2 3 4 a1) 5 —1) α 2)
2 2. 3 J „ê„— 9

23

Ziehet man endlich die Coefficienten zuſammen, welche zu gleichen Potenzen von
gehoren, ſo erhalt man folgende einfache Reihe:

untg n 22  y —r 2u —r 32 t
24 2 3 a42 2 3 4 a

n

Oder da 4 41
VaAc alt
und in dieſer Reihe iſt

A—a 4 4 a 4 yy 5) aſſor ZAc2Z 5)nan—t Aaun—t un an 4 u

 y n—ten y nu— tu —r zu 143 elc.)2 a4a  tßzas ass 4 444

Da die Reihe nach Potenzen von 8 fortſchreitet, ſo laßt ſich aus dieſer Formel die

Convergenz der Reihe beurtheilen. Je naher av an 4 kommt, Car ſey großer oder

K 2 kleiner



 r
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kleiner als A,) deſto kleiner wirb der Werth von 2 1). Auch wird dieſer

Werth kleiner, je großer 2 iſt; doch wachſen in. dieſem Falle auch die Zahler der

Coefficienten. Eſ. 1or:. Zuſatz.
Die gefundene Reihe laßt ſich, wie ſchon oben bemerkt worden, anders, blos

vermittelſt des Binomialſatzes entwickeln. Es iſt nemlich

n 1a4V4 Ad- A— auaä a a(ta Can anwoa, wie man ſiehet, irgend eine ganz willkuhrliche Zahl bedeuten konnte, die man

A— aunur ſo nehmen mußte, daß ſo klein als moglich wurde, welches auf eben

47u Jdie Beſtimmung, als im vorigen h. fuhret, nemlich d beinahe  NA. Maan ſetze

A— an A—an nuy ausalſo ſo witd S A Sa (r igſet man
2an—1 an a a“dieſe Formel vermittelſt des Binomialſatzes in eine unendliche Reihe auf, ſo findet
man, wie im vorigen h.

m 1— 1 u—1i 21 1 y3 —:1 21—1 3z1— 1 y2 r

2 a 2 3 42 2 3 t 44ſ A— anEs iſt aber S 1), wie oben. Uebrigens giebt dieſe
a n anuReihe faſt allezeit eine ſehr bequeme Rechnung, weil man entweder jedes Glied ſehr

leicht aus dem vorhergehenden machen, oder, wenn? gleich vom Anfang an klein

genug iſt, die Potenzen dieſer Große durch Logarithmen berechnen, und ſo durch eine
leichte Rechnung die Wurzel in 7 bis g Ziffern mehr ſchaffen kann, als man ſie durch
die logarithmen unmittelbar erhalt. Wir wollen ihren Gebrauch durch ein Paar
Beiſpiele (FF. 102 105)) erlautern, die wir im folgenden gelegentlich wieder
brauchen werden. Da indeſſen dieſe Beiſpiele hier nur Nebenſachen ſind, ſo kann
man ſie ohne Nachtheil uberſchlagen, und nur gelegentlich nachſehen.

ſ. 102. Beiſpiel.
Die ste Wurzel aus 48 in 9 Ziffern zu berechnen.
Da dieſe Wurzel zwiſchen 2 und 3, und zwar naher bei 2 fallt, ſo ſetze man

geradezua 25 Ferner iſt S48, az, alſo:

etc.)
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4

7 7  —o,tzur Abkurzung ſchreibe man ſtatt jedes Gliedes derReihe

I ua—i  ν&  a.4 2498 2 3 a 2* 3 t an
4 B C. Dden darunter ſtehenden Buchſtaben Aſo iſt:

1 —1,

C

1, 106 935 16. 4 o, oa2 a474 42
o, oa2' 474 42

A, o84 470. 74

v ν
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uiuuilu

Dies noch mit 4 2 multipliciret, giebt: J 48 2, 168 941 48 wo hoch
ſtens die letzte Ziffer um ein oder zwei Einheiten fehlen kann.

Hatte man die Wurzel in mehr Ziffern verlangt, ſo hatte man, wie in den fol
genden Beiſpielen rechnen konnen.

ſ. 103. Beiſpiel. 2.
Die ate Wurzel aus z zu berechnen.

4Hier iſt aſo A— Se;z n S 4, um a zu beſtimmen, berechne man V 2 durch
ſogarithmen, ſo findet man ſie i1, zoor Man ſetze alſo i, z; daher
an  2, 8561, und

4 ααν  νν.Da dieſer Bruch ſchon ſo klein iſt, ſo berechne man ihn ſelbſt, und ſeine Potenzen
durch logarithmen, und zwar treibe man fur Zſſelbſt die Rechnung ſo weit, als es
durch log. moglich iſt, alſo auf 7 bis 8 Ziffern. Es iſt aber

K,3 log.
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log. 73 1, 8633229log. 799 7o8 5, 9029314

log. 5 o, 9603913
lo 9 0, 9207830
log. 13  o, 8811745

Weiter iſt nicht nothig zu rechnen, denn da man aus der Kennziffer des log.ſiehet, daß

D ſelbſt erſt in der zten Stelle geltende Ziffern bekommt, durch log. aber die Zahl

hochſtens in g Ziffern zu ſchaffen iſt, ſo werden wir 3 hochſtens in 13 Ziffern er

halten, und daher wird uns jede Potenz unnutz, deren Kennziffer mehr als 13
betragt. Nimmt man die Zahlen, ſo iſt:

o, ooo o9t 283 34 1 41
oO, ooo o9rt 283 34

O0,/ 2 o0 008 371 o, 22 20o12 56
J

OQude

ll nf

O0O 2  2 222 200 20J 7O—O—ſ,ſ, a44 ata oe4 444 B

J  i, ooo o9r a270 78

Sni  S a S

vr vÊÊ

Dieſe Zahl mita ir, z multiplitirt, giebt 2Mſr, Zoo 118.652 or....4

ſ. 104. Beiſpiel. 3
Die Quadratwurzel aus 14928 zu berechnen.Hier iſt 4 149283 2 2, Man ſuche die Wurzel durch log.

J. 14928 Sa, 1740016
2)

2, og7ooog
V14928 122, 1802..

Man ſetze alſo  122, 18 ſo iſt a Dal S 14927, 9524, daher

 ναν  νν.Man brauche nun, wie im vorigen h., die ogarithmen ſo iſt:
J l.y



1  2, orssaroL a 7, 8729703
1. 6 o, 202576715 So, oos oor 894 324 89

4 a

au2 .y1 12 40 5 405153453 o, t et o02 34a a
Daher

1—
 o, ood oor 394 324 8

6,  e o Oo 3
uut

 1, ooo oor 594 323 5mit a 1.22,1 8 multipliciret
roo, ooo 159 432 35
20, ooo aqr 886 47
2, ooo oog 188 65
s6, roo ooo 139 arʒ
o, Ggo ooo 127 54

 i22, 18o 194 794 44 V 14928
g. 10h. Beiſpiel. 4.

Die gefundene Reijße iſt ganz allgemein, fo daß man fur nauch negative Zah—

len, ja wenn man will ſelbſt Bruche nehmen darf.
Es ſey alſo aus eben der Zahl die J oder Td zuberechen: ſo iſt (Z14928;

u 25 Ferner um!a zu beſtimmen.

log. z„ r7aoors
log. Ai 5 o, 8259984
log. zo, 91299923 452 Deo, os 1846

Man ſetze alſo So ooga; ſo wird

h—A aar Es

TCheil 1, Abſchnitt V. f. 104. 105. 79
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Es iſt aber aĩ So, ooo os7 24, edaher A— o, ooz 758.72; galſo
o, oor 879 36 (genau), und

a

los.— z3  0, 2740100

a26  o, 54802700  o, ooo oozes3t 994
v1log.e 9 h o, 8220100 o, 006 63823 23

log. i1t  o, oys οò  oÊ, ee  eoteaf at
Alſo ülo, oor 879 360 ooo

o, oos 297 ↄ91
2 o,  016 595 ult

2.2 24

2 o, 822. 2. 1 24

 1, ooo oos 29 o1ννo, oorn s79 76 595  92146
o, 998 125 921 448mit a Onx,o os2 multipliciret

o, oo7 985 oo7 871 584
199 625 184 29025

A o, oos 184 b32 555 S7
2Vi4928Eo weit die Beiſpiele zu ſ. 100.

d. 106. Erlauterungsaufgabe. 2.

Aus der Gleichungea. uI  a 4 x  orben Werth von 2
durch eine unendliche Reihe auszudrucken.

 8
Vorbereitung. Da in unſerm allgemeinen Schema

æm 4.νν 4 ngrar ete.
t

S
—Se

J S S

w—

i ν  a
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die Bedeutung des Buchſtaben»durch nichts eingeſchrankt iſt, und er daher ſowohl
eine poſitive als negative Zahl bedeuten darf, ſo iſt offenbar, daß die Exponentenrei—
he n, n  r, m 2r, ete. ſowohl eine ſteigende, als fallende arithmetiſche Rei—
be ſeyn kann. Es wird ſſich datzer, unſere gegenwartige, und jede endliche Gleichung,
wenigſtens auf zweierley Art unter das allgemeine Schema bringen laſſen, indem
man die Glieder, welche die unbekannte Große 2 enthalten, entweder ſo ſtellen kann,
daß die niedrigſten Potenzen derſelben, zuerſt, oder auch ſo, daß die hochſten Po—
tenzen zuerſt ſtehen. Jch ſage, wenitzſtens auf zweierley Art, denn im zweiten
Theile werden wir ſehen, daß die Vergleichung mit dem allgemeinen Schema, auf
noch mehr Arten geſchehen fnne. 4

Bringen wir nun in unſerer Gleichung alles, was kein 2 enthalt, auf die linke
Seite, ſo grhalten wir folgende zwei Formen, auf welche ſich unſere Aufloſungsme—
thode anwenden laſſet:

1) 242 4 æ3 —TCai  ax) 2 4 23
2) 2a3 x3 25 4 (a  1) 2

i) Aufloſung der erſten Förm. Man befreie z von ſeinem Coefficienten, ſo iſt

24  x3 1u(a x) 2 5 2Vergleicht man nun dieſe Form mit dem allgemeinen Schema, ſo iſt

2a4a p 2 1 3 ö  2 3— 23 A— Aerc. o.und da wir 2 ſelbſt, ober 2hi ſuchen, ſo iſte —1.
Bringt man, nun die Werthe von 1, , desgl. von A, ã „ete., und was

davon abhangt, in die allgemeine Aufloſungsreihe (Tafel III. a.), ſo ſiehet man leicht,
daß, da wir nur das einzige D.ſg. der erſten Ordnung haben, in jeder hohern

Ordnung nur das niedrigſte D. Z., nemlich B, D, ertc. wirklichen Werth ha—

ben, alle ubrigen So ſeyn werden. Wir erhalten daher

V ete.—y—A öνν w2 c
IIeIDIDDDJ 2 2 1 222 tDa aber  ſo iſt  AA; cæaaa

æ(o a? (ax)8 243 443

a(a— x
245 æ ſ(lbb6oνανν cauar pα)

2 a S Aαα 2 Gau ete.in
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in welcher Reihe, theils das Fortſchreitungsgeſetz deutlich vor Augen liegt, theils die
Convergenz der Reihe leicht zu beurtheilen iſt, ſo bald fur aund x beſtimmte Zahlen
gegeben ſind.

2) Aufloſung der zweiten Form 2a1 4 x —28 4 a (a x) 2. Da
hier die erſte Potenz neben Z, nemlich 25 den Coefficienten mhat, ſo loßt ſich dieſe
Form unmittelbar mit dem Schema vergleichen. Dieſe Vergleichung giebt

I 245 4 3; —2z; i—  33 7 23 a(a  x); Aeic.  oz
und da wir 2 ſelbſt (keine hohere Potenz) ſuchen, ſo iſt: 4.1; demnach (Taf. III.)

1 2 4 1 s62/ —A ν ,â10 Cu) (29 —D1 4 12 4S0 2 6  2 i5  Sy ciee.Es dienet zur leichtern Ueberſicht des Fortſchreitungsgeſetzes, wenn man die Zeichen
(D), wie wir gethan haben, in den Zahlern ſtehen laſſet. Schreibt man in der

gefundenen Reihe (243  x3) fur und a (a fur A: ar 2) fur S;
asr (a x): fur ete., ſo wird
22 (2 a43 25yh Jal(a ur) (a2ai 4) 38 a4r(a α (2a æy

1) 2—e 3) 0z82 e— ræäyν 4 etc.
9 6 22 27 .4 12Oder

3 atclaay.  α c  at(aö )s2 V243 48) *i8, J 5—V(2as 4) Veab 43) V(24 4)5
ö  a4la —αον c ο 3 aaαt etc.12 3 16 9 12 15 3V(2 a3 423)? Væ43 43) 7

Dieſe Reihe beſtehet aus lauter irrationalen Gliedern, indem leicht zu uberſehen iſt,
daß alle die Glieder, welche rational ſind (das zte, Gte, 9te etc.), den Coefficienten
Mull haben. Jndeß hindert dies die Brauchbarkeit einer olchen Reihe zu Nahe
rungsrechnungen nicht, da die irrationalen Glieder ſamtlich Potenzen einer und der-

ſelben Jrrationalitat, nemlich J (245 4 x3) enthalten. Denn wenn die Reihe nur
5

ſonſt convergiret, ſo laßt ſich dieſer einzige irrationale Ausdruck ohne Schwieriakeit
berechnen, und dann kann man davon, wie von jeder andern Zahl, die nothigen
Potenzen berechnen.

ſ. 107.
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F. 107. Anmerkung.

Jn zweiten Theil werden wir zeigen, daß dergleichen auf verſchiedene Art gefun
dene Reihen, nicht ſchlechthin einander an Werth gleich ſind, ſondern daß es ver—

ſchiedene Ausdrucke, fur die verſchiedenen Wurzeln einer Gleichung ſind. Hier iſt
noch nicht der Ort, dieſe Materie auszufuhren, daher begnugen wir uns, die Sache
hier erwahnt zu haben. Uebrigens iſt die aufgeloſete Gleichung aus Newtons Me-
thod of Fluxions (pag. 9. der franz. Ueberſ. genommen, wo ſie auf einem anderu
ſehr muhſamen Wege aufgeloſet worden.

g. tog. Zuſatz.
Wenn die fur z gefundenen Reihen geradezu nach Potenzen von x fortſchreiten

ſollten, ſo laßt ſich dies nach geſchehener Aufloſung in jedem Falle bewerkſtelligen,
indem man jedes Glied der gefundenen Reihe in eine unendliche Reihe aufloſet. Es
laßt ſich aber dieſe Aufloſung immer auf eine allgemeine Art verrichten: ſo iſt z. B.
in der erſten der gefundenen Reihen

243 423 (24 4x3): (2 a 423)2  ô ette.a(a) at (a a? (a x)2u(2u Cca ν,. 3z 1) 2 a3 2)2„α—:
das ute Glied 2. 4. 4 (Cui—i) (a 4ax) 312

wo das obere Zeichen fur ein gerades, das untere fur ein ungerades n gilt. Hier

laßt ſich der Bruch
(24 4 x2)2 1
(a? bax) zu2in eine nach Potenzen von, fortſchreitende Reihe verwandeln, welches hier blos ver

mittelſt des Binonualſatzes geſchehen konnte. Setzte man dann in dieſer Reihe fur n,
nach und nach 1, 2, 3, ete., und gabe jeder Reihe ihren zugeborigen Coefficienten,
ſo wurde man jedes Glied der Reihe z, durch eine nach Potenzen von  fortſchreiten
de Reihe ausgedruckt erhalten; und alle dieſe Reihen, durch Addition vereinigt, wur—
deü 2 in einer Reihe nach Potenzen von x geben.

g. 109. Erlauterungsaufgabe. 3.
Eine Wurzel der Gleichüng 4x2 Zx Se durch eine unendliche Reihe aus

zudrucken.
Aufl. Aus der Gleichung folget Je *3. Vergleichet man ſie

2in dieſer Form mit dem allgemeinen Schema y S xn 4 Auur  Ateνν.
ſo erqgiebt ſich y e; m tin—a; 5; A und alle ubrige D. Z.

der erſten Ordnung Zo. Da  ſelbſt geſucht wird, ſo iſt? Bit.

12 Sub

(24 422)2 (a? 4ax) νν2

I
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Subſtituiret man nun in der allgemeinen Anfloſungsreihe Taf. III. A. anfanglich
die Werthe von n,t, und ſo erhalt man

2—y— A 45B5 —8  νν dr
.2. 3. 4.

2

4 4? 6 42man dann ferner/ Jez A— 5, daher B—7 C
3342

J; etc. ſo wird

i&—Die hier aufgeloſete Gleichung iſt eine von denen, von welchen die Theilung ei—
Winkels in 3 Theile abhangt. Es iſt nemlich Col. d4 Coſ. 0 3 Coſ. 0.
nn demnache der Coſinus eines Winkels G iſt, ſo wird x der Colin. von J0

Beim erſten Anbliek konnte die gefundene Reihe, mit dieſer Vorſtellung nicht
einſtimmend ſcheinen, weil x, fut jedes poſitivec, negativ wird. Allein unſere

cfrrna kar huoi aοrr ν e
J J n m 8 2 m AO

m 501

24s6s 8
a5D

E

28

1832
o

is12

3 6—82

DeeS 2. ls523

O

o 8

252 Sa 5 c l z S
428S  c 52. E—

8 S
El

e ò  7. —esſe orrhſr poſiito ge—men, iſt in den Tafeln der Coſ. goor, alſs  negativ der Coſ. 1002  wie es zu
e der obigen ſeyn muß; denn Coſ. (r200 JO) iſt hier Z Col. (1202 200)
oſ. 1000.

Aus eben der Gleichung laſſen ſich auch Reihen fur die ubrigen Wurzeln der
chung ableiten; auf welche Art? werde ich im zweiten Theile zeigen.

S. 110. Erlauterungsaufgabe. 4.
Aus der tranſcendenten Gleichung Dn. Coſ.x den Werth von x durch eine
dliche Reihe zu finden.
Aufloſung. Aus der gegebenen Gleichung folgt  Coſ. x; und wenn man
oſ., die bekannte Reihe ſeht n

x2 J ah x 4 J cie.J 1.2  1514 1..Dieſe Gleichung laäßt ſich wirklich auf unzahlige Arten, unter die Form des allgemei—

nen Schemay m  Aunhr 4 crtc. bringen.

2

TS

Denn
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Thpeil 1. Abſchnitt V. F. no. s;
Denn zuerſt kann man i, auf die linke, und Sauf die rechte Seite bringen.

m

Alsdenn kann man auch die ganze Reihe, durch jede darin vorkommende Potenz von
x dividiren, und das durch dieſe Diviſion von  befreite Glied auf die linke, alles
ubrige aber auf die rechte Seite bringen.

Die einfachſte Anordnung erhalt maun, wenn die ganze Reihe durch dividirt
wird, ſo erhalt man

3 5 7x x x xx— S— erc.1.2 1.4 1. 6 1.e. 8Vergleicht man die Reihe in dieſer Geſtalt mit dem allgemeinen Schema, ſo iſt

J 2 3 4 1

e m 1; —25 A—Zz A 7jj ete. welches
die Coeff. der Coſinusteihe vom zweiten Gliede an ſind (Taf. VII. B.). Setzt man
fernert 41, und bringt dieſe Werthe in die allgemeine Aufloſungsreihe (Taf. III.),

ſo erhalt man

x—a ns 2— Apr n n  ete.

Wenn die Coefficienten einiger Glieder dieſer Reihe in Zahlen ausgedruckt wer

den ſollen, ſo findet man vermittelſt der Taäfel VII. B.

2

A et 7* o, 428  E. —m 5o, 54t 666 666.
1..4

4 5 6

ta d 4 —tg 1,179 191 468 283 968 a53..

Alſo x u u, o,a. o, 441 666 22 nunuueòea?. o, 752 222..
n

v
miuIV

4 a. 1, 179 191 468 253 968 a53

13 S. 111.
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g. 111. Zuſatz.
Man uberſiehet ſehr leicht, daß die Reihe divergiret, wenn n t, daß ſie

hingegen furn —r convergiret, und ſchon ziemlich ſtart, wenn   J. Wir wol
len 2  rs ſetzen, ſo wird, wenn wir das iſte, 2te, zte etc. Glied blos durch
(1), (Z) eie. anjeigen,

(1)  o, t ſ(e) o, ooo 5(3) S oOo,Û, ooo oos ars6 s ſ(a) S o, ooo ooo o75s 2
(5) o, ooo ooo oor 2 Oo, ooo goo o7s 2

 o, 1oo oos 417 81  O, 10oo ods 417 8
x o, o99 sos 342 6 S Coltx

Um  in Grade zu verwandeln, muß ſein Werth mit einer Zahl y57, 295
(5. 64. B) multipliciret werden. Es iſt aber

læx 8, 5957 846 4
Jp 1, 758 122— 6 (5. 64. B)

lpx So, 755 969 oʒ px S 5; 7or a35 Grade
oder x 52. 42. 45, 45.

Die Tafeln geben Coſ.«x o, 995 o53 a, ſo wie es unſerer Rechnung gemuß iſt.
Fur großere Werthe von n, z. B.  Bi, kann die entwickelte Reihe zur wirk—

lichen Berechnung nicht gebraucht werden. Es fehlet aber nicht an Mitteln, auch
fur dergleichen Fulle zuſammenlaufende Reihen zu ſchaffen. Dieſe Unterſuchung aber
gehort nicht hierher, wo wit blos einige Aufgaben zur Erlauterung des Gebrauchs
unſerer Aufloſungsreihe beibringen wollten.

ſ. irz. Erlauterungsaufgabe. 5.
Es iſt eine tranſcendente Funetion von x, nemlich y S axn gegeben: man

ſoll x, durch eine Reihe ausdrucken, die nach Potenzen von oder einer Functionc
von fortſchreitet.

Aufl. Um die Funnetiony K auns in eine Reihe aufzuldſen, nehme man die
logarithmen, ſo iſt log. ax lx. Nun ſollte Ix in eine Reihe nach Potenzen.
von æ verwandelt werden, welches aber nicht anders, als durch eine Reihe geſchehen
tann, worin jeder Coefficient ſelbſt eine unendliche Reihe iſt. Um dieſer Unbeqquenn

lichkeit auszuweichen, ſetze man Bir  2 und! wenn man zur Abkurzung
A ſetht, ſo iſt S(1 42) log. li. 2). Es iſt aber

log. it 2) 2 21 4422 14 425 eis.

l folglich
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folglich (r  2) log.  2)

A—2 52 4 12 124  42 ere.4

 2 425 421 2 4 eiec.
1oder —2 2z 22  2 25 4 ere.1

1. 2 2. 3 3.4 4. 5 2

Dieſe Reihe laßt ſich geradezu mit den allgemeinen Schema y Tæn A teo.
vergleichen. Die Vergleichung giebt

v —A 1;  —73 A—z5:  —4 77: ete.3

und wenn wir 2 ſelbſt ſuchen, ſo iſt noch  1. Bringt man die Werthe von
v, m,  t in die allgemeine Auftoſungsreihe Taf. W. A., ſo findet man

2. 53.4 0
Seßtzt man zu dieſer Reihe noch thinzu, ſo erhult man 2  x, durch eine Reihe
ausgedruckt, welche nach Potenzen einer Function von y, nemlich AS log. 22,
oder 1c J ü fortſchreitet, und deren Coefficienten man, ſo weit als es ver—

langt wird, beſtimmen kann.

S. 113. Zuſatz.
Die Ueberſetzung der D. Z. in die gemeine Bezeichnung, iſt immer, wie wir

ſchon ofters erinnert haben, im Allgemeinen entbehrlich, und Nebenſache. Doch
wollen wir auch bei dieſer Reihe einige Glieder berechnen, weil das Geſetz derſelben
in Ziffern noch weit einfacher erſcheint, als in Dimenſionszeichen. Es iſt alſo



S
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22 jJ 3* 4*Oberx r  A 2 A etc.
Reihe, und wegen ſeiner Einfachheit merkwurdig.

Es iſt aber, wie man aus dem vorigen h. weiß, in dieſer Reihe A

und eine ſolche Function von x, daß DAxur,

114. Erlauterungsaufgabe. 6.u

Aus der tranſcendenten Gleichung n ſes z) See. x den Werth von
durch eine Reihe zu finden.

Aufl. Nach d. 85. war
i..Sec.x 1 41. 2

J 1

uuelen
14

æα üle E— rute.1.. 4 u rtſt  Scetttt.
1 5 61-Daher n x æ x x 4 cte.1.2 1.54 1...63 is 1 iz 415582 1 „ote.,

z33 7235nu 3x x3 x —471. 2 1..4 ü 0 ne2 9
11

2 1.. 4 J. 1.. .8
Dies mit den allgemeinen Schema verglichen, giebt das borlige y, hier  Jj wo

fur wir wieder v ſetzen wollen. Ferner m  1zr Siaztee 1; Act 23

ac. j demnach 4
.12 J 21J J



gdeil 1. Abſchnitt VI 5. uun. vo
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J 2. 3. 4Un die hier ſtehenden Glieder zu berethnen, haben wir

D IIlII t. J 1di ihn. it li inn nen ie ſ1 1 —Du

den de

r. s

ij— z5ye Loon aA5 6 8 J73h  59 141A Tæ  ia. 1. T 7  D Nai  at 739Ffolglich x  v vu v 7 ui. 2.  ngei  7ten Gt J. bann 8295—B 4 2*1..

54J

Und wenn man Jn ſtatt v ſetzt, ſo iſt

n 1 u2  a ir u 2403 ue— 532 J 52 tte.DZ Ie 4 3* .0 27. AetÊ9 Z9—Dieſe Reihe convergiret ſchon fut n z, und fur  r ſo ſtark, daß die berech
neten funf Glieder x ſchon in ſieben bis acht Ziffern geben. Fur dieſen Fall giebt
nemlich die Rechnung o, za7 325 32. 189. 45*. 13**, 7  wo
hbchſtens die letztt Ziffer ungewiß iſt.

Die bisher beigebrachten Aufgaben, werden, wie ich glaube hinreichend ſeyn,
den Gebrauch unſerer Aufloſungẽömethode zu erlautern. Jm zweiten Theile werden
wir, wie ſchon oben erinnert worden, umſtandlicher von ihrer Anwendung auf meh

rere analytiſche Arbeiten haudeln.

M Sechſter
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Sechſter Abſchnitt.
Beſondere Entwickelung der hohern Potenzen einiger wichtigen

Reihen.
ſ. 115. Einleitung.

5*er leſer wird in den vorigen dritten, vierten und funften Abſchnitten wahraenom
men haben, daß in jeder entwickelten Reihe, ſo lange wir die: Dimenſiondzeichen bei
behielten, ein allgemeines Fortſchreitungsgeſetz einfach und deutlich vor Auggen lag,
daß aber dieſes Geſetz beinder Ueberſetzung in Zahlen entweder ganzlich verſchwand,
oder doch nur ſo ſichtbar biieb, daß man von der Richtigkeit deſſelben, nicht anders,
als durch Jnduction verſichert ſeyn konnte (9. 87. 100. 113.). Die Urſache dieſes
Verſchwindens iſt leicht zu entdecken. Man nehme die erſte beſte Reihe, die wir ge—

funden haben, z. B. (F. 76.) J

 n i  α Ñ.ſo enthalt dieſelbe eigentlich nicht blos einen Ausdruck fur die Coſecante des Bogens
x, ſoudern einen ganz allgemeinen Ausdruck fur unzuhlige Reihen, welche aus irgend
einer Reihe, die mit der Sinusreihe einerlei Form hat, durch eben die Rech
nungsoperation abzeleitet werden konnen, durch welche wir die Reihe fur die Coſe
tante aus der Simisbeihe fanden; nemlich durch Erhebung zur Potenz 10 Denn
was auch immer die Reihe

—1νν  ν  Ar S ν,  eÊÊ

vorſtellen mag, ſo wird immer, wie in der Coſecantenteihe

2 3 E 6 JGy —x—Ax A Bjt B )αν -iα,
ſeyn. So konnte z. B.  (a) die Tangentenreihe bedbeuten, und dann wurde derſelbe

Ausdruck (B), der oben fur die Coſecante gefunden war, die Cotangente des Boaens
x vorftellen. Eben ſo konnte in (4), einen Bogen bedbeuten, der durch ſeine Tan
gente x ausgedruckt ware, und dann wurde (B) der reciproke Werth dieſes Bogens,
oder“ ſeyn. Auch konnte in (y 3 log.  ſeyn aund dann gabe (B) den

9 J 1 uiee ĩ n eD 1Werth von S u. d. gl. m. Die Reihe vwitd alſo offenbar nur dadurch

tzu einer Reihe fur die Coſecante, daß die Dimenſionszeichen ſich auf dit Coeſfieien

ten der Sinusreihe beziehen.

Da
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Da alſo jede durch Hulfe unſerer Zeichen gefundene Reihe, wirklich nicht eine

einzelne Reihe, ſondern eine ganze Klaſſe von Reihen vorſtellt, und das allgemeine
Geſetz dieſer ganzen Klaſſe ſichtbar macht; ſo kann ſie nicht auch zugleich das deſonde
re Geſetz jeder einzelnen Reihe dieſer Klaſſe enthalten; ſondern dieſes erfordert in je—
dem Falle eine beſondere Unterſuchung, die man indeſſen in den meiſten Fallen ent—
behren kann, da durch jenes allgemeine Geſetz jede gefundene Reihe, ſo weit man
will, berechnet werden kann. Fur die Lehre von den Reihen, bleibt indeſſen die Be
ſtimmung des beſondern Geſetzes jeder Reihe, eine wichtige Sache, und obgleich die
D. Z. unmittelbar dies Geſetz nicht entdecken konnen, ſo ſcheinen ſie doch einen ganz
allgemeinen Weg zu zeigen, durch deſſen Verfolgung es moglich ſeyn durfte, das
Geſetz jeder Reihe zu finden, welche durch irgend eine analytiſche Operation, aus
irgend einer andern Reihe, deren Geſetz bekannt iſt, abgeleitet werden kann. Es
laßt ſich nemlich jede abgeleitete Reihe, wie wir bisher geſehen haben, auf eine ganz
einfache und regelmaßige Art aus den D. Z. der verſchiedenen Ordnungen zuſammen
ſetzen. Man mußte daher aus dem bekannten Geſetz, welchem die Werthe von den
D. Z. der erſten Ordnung in einem beſondern Falle folgen, das Geſetz zu beſtimmen
ſuchen, dem die Werthe der D. Z. in jeder hohern Ordnung folgen. Denn kennt
man ein Geſetz fur ale A, B, C, Deire., ſo iſt offenbar, daß zugleich ein Geſehz
fur jede Reihe gefunden iſt, welche aus dieſen Zeichen auf eine regelmaßige Art zu—
ſammengeſetzt iſt. Dies ſo gefundene Geſetz wird ſich in vielen Fallen noch einfacher
ausdrucken laſſen, wozu durch die angezeigte Unterſuchung wenigſtens der Weg ge

bahnt ſeyn wird.Mun giebt es gewiſſe Hauptreihen, (deren Anzahl nicht groß iſt,) aus welchen

alle ubrige ihren Urſprung haben. Dahin gehoren unter den algebraiſchen z. B. die
arichmetiſche, geometriſche, Binomialreihe ic. unter den tranſcendenten die Reihen,
welche Sin.x, Coſ.x, log. (t  x); Num. log. x etr. durch x ausdrucken. Bezeiche
net man nun die Coefficienten von dergleichen Hauptreihen mit D. Z., und ſuchet
aus den bekannten Eigenſchaften der Functionen, welche dieſe Reihen ausdrucken,
das Fortſchreitungsgeſetz fur jede ganze und poſitive Potenz derſelben zu beſtimmen,
ſo erhalt man dadurch offenbar das Geſetz fur alle hheren Ordnungen der Dimen
ſionszeichen, die, wie man aus dem dritten Abſchnitt weiß, nichts anders ſind, als
vie Coefficienten der hoheren Potenzen.

EGrlange dieſe Arbeit fur alle ſolche Hauptreihen, ſo iſt klar, daß wenig oder
keine abgeleitete Reihe ubrig ſeyn wurde, bei welcher nicht auf dieſe Art, ein Fort-
ſchreitungsgeſetz ſelbſt in der gewohnlichen Bezeichnung ſichtbar gemacht werden konn

te. Wentn uns z. B. in der obigen Reihe

Coſee. x S— S) v Gi B)α6
deren ates Glied, vom zweiten an gezahlt

M 2
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a41 a—2 3 2n(A B C ThN) xruriſt; wenn uns, ſage ich, das Geſetz bekannt ware, nach. welchen nicht nur die Wer-

*—1i 4 5s 6 u2the von ä, A, ete A; ſondern auch die Werthe von Bi, B, B.. B des—

6 78 u—3gleichen von C, C, C... C, u. ſ. f., alſo auch das Geſetz, nach welchen die

—ru2 u423 2nWerthe von A, B, C,AJ.. N foertſchreiten, ſo iſt klar, daß man auf dieſe
Art wirkich ein Foriſchreitungsgeſetz der Reihe, ſelbſt in der gewohnlichen Bezeich
nung gefunden haben wurde;

Allein es iſt leicht einzuſehen, daß faſt in allen Fallen, das ſo gefundene Geſetz
Jnoch nicht das einfachſte ſeyn wird, nach welchen die abgeleitete Reihe fortſchreitet.

Denn der terminus generalis einer ſolchen Reihe, wie

nſpi na2 a—ʒ 2n(A B C TN xrnuwird auf dieſe Art immer in Geſtalt einer Reihe gefunden werden, die zwar gewohn
lich fur ein beſtimmtes aendlich, und vaher eine algebraiſche Function von n ſeyn, in
ihrer allgemeinen Form aber, doch aus einer unbeſtimmten Anzahl von Gliedern be—
ſtehen, und alſo einer Summirung fohig ſeyn wird. Dieſe Reihe nun mußte erſt
ſummiret werden, wenn man das Geſetz der Reihe in ſeiner einfachſten Geſtalt ha—
ben wollte. Allein es zeigt ſich hierbei eine erhebliche Schwierigkeit, indem wir finden
werden, daß die Entwickelung der Reihen, mehrentheils hier auf ſolche Relhen. fur
den. terminus generalis fuhren,, mit denen bisher die Analyſten wenig Veranlaſſung
gehabt haben, ſich zu beſchaftiger, daher es ln den meiſten Fallen, an denen zu ihrer.
Summirung nothigen Kunſtgriffen noch fehlt. Hierzu kommt der noch laſtigere Um
ſtand, daß einige Hauptreihen, nameuitlich die fur Sin.x und Colſ.x, in den hoheren.
Potenzen einem Geſetze folgen, das ſich ſchwerlich in der gemeinen Bezeichnungsart,
auf ſo einfache Art wird ausdrucken laſſen, als zu wunſchen ware.

Jch kann daher dasjenige, was ich in dieſem und dem folgenden Abſchnitte in
Ruckſicht diefer Unterſuchung geleiſtet habe, nur fur einen noch ſehr unvollſtandigen
Verſuch ausgeben. Aber auch als ſolcher, hoffe ich dennoch, daß er der Aufmerk
ſamkeit der Analyſten nicht unwerth ſeyn wird; theils, weil es doch immer Gewinn iſt,
einen allgemeinen Weg zu kennen, der zu einem gewiſſen Ziele fuhrt, wenn auch
eine Strecke deſſelben erſt gangbar gemacht werden mußte; theils, weil die dahin
gehorigen Unterſuchungen, womit wir uns in dieſem und dem folgenden Abſchnitte be
ſchaftigen werden, auch, ohne die hier beſtimmte Ruckſicht, an und fur ſich nicht.
un.rheblich ſind.

Was ich in geaenwartigen Abſchnitt geleiſtet habe, beſtehet barin, daß ich das
Fortſchreitung geſetz fur die hoheren Potenzen einiger wichtigen Reihen entwickelt habe.
Dathin gehoren, unter den Reihen, die ſich auf algebraiſche Functionen beziehen, die

ger
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geometriſche, die arithmetiſche, und die Binomialreihe; unter denen die tranſcenden—

te Functionen ausdrucken, die Reihe fur Num. log. x, oder es, ferner fur Sin. x,
 und Coſ.x. Mii den beiden wichtigen Reihen fur log. (1 x); und fur x durch

tang. x, hat mir bis jetzt kein Verſuch, das Geſetz der hoheren Potenzen zu finden,
glucken wollen.

F. 116. Aufgabe. 1.
Die Dimenſionszeichen der erſten Ordnung ſtellem irgenb eine geomettiſche

Reihe vor, nemlich

1 2 5 nI—a; I26 I— ab; 12 465; 1I— a4b ete.
man ſoll das Geſetz von den Werthen der D. Z. fur jede Ordnung beſtimmen.

Aufl. Man formire eine Reihe, nach Potenzen einer willkuhrlichen Große x,

von welcher die Coefficienten vom erſten Gliede am, die Glieder unſerer geometriſchen

Reihe ſind. Nemlich

(ad  ab  a  aνα  ab!α  ete.Dies iſt eine der einfachſien recurrirenden Reihem, welche aus der Evolution des

Bruches entſpringt, ſo daß wir hier haben. Von dieſen Aus—
druck aber laſſen ſich.ohne: Schwierigkeit alle hohere Potenzen formiren, und in Rei—
hen verwandeln, ſo daß wir ohne Schwierigkeit jede Potenz der obigen Reihe ent—

2wickeln können. Es iſt nemlich yn an (r IJ, alſo nacha

bæyn
dem Binomialſatz!

yn (1  2 —S—u *2 ar S 25xT 4 erc.) oder

1  1 2 1 2 3

(B) yn S an *3 anbæ 2 4 eic.1 2 1 2 31Schreiben wir num in der Reihe (M), ſtatt. der Coefficienten, die Dimenſionszeichen,

ſo iſt: J

7T 74 20 5y L  I 4 l  IA 4 Ixt 4ere.
und wenn veine ganze und poſitive Zahl iſt, (welcher Fall hier blos in Betrachtung
kommen kanm, ſo iſt-9. 46

ud a a a3 n4G) yr ο  I. ANA ùete.n41Da nun (Z) und (D) identiſch ſind, ſo haben wir IN i; N a2;
a2

M 3—
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—i) 3 analu  Iν —Bluudaetan b I  νν: NA9, j. an 4;
2. 3u— u(n—1) (u r— id,mein IN 2 anbr.r

uiret man nun in dieſen Formeln fur n und IN, erſt 2 und Il, dann
rner 4 und IV u., ſ. f., ſo erhalt man eine leicht zu uberſehende Tafel
r Ordnungen, fur den Fall, wenn die erſte Ordnung eine geometriſche

t. Man findet ſie auf Tafel IV. A.

g. 117. Aufgabe. 2.
eſetz fur die Werthe der Dimenſionszeichen jeder Ordnung zu finden,

der erſten Ordnung irgend eine arithmetiſche Reihe der erſten Ordnung
mlich:

J— 2 J—a 463 1244 263 124 4363 1224 4463 ete.
Man formire eine unendliche Reihe S, nach Potenzen einer willkuhrli—

x, deren Coefficienten vom erſten Gliebe an, die Glieder der obigen
Reihe ſeyn. Dieſe Reihe iſt alſo:

ax p (a X α p ν  324 4ete.
wickelung der ganzen und poſitiven Potenzen dieſer Reihe, werden wir
er ſamtlichen hoheren D. Z. erhalten.
Keinen endlichen Ausdruck zu erhalten, oder die Reihe zu ſummiren,
in zweie, nemlich:
4 aux 4 ax 4 aux 4 eto.

x

b xſx

ntntt (1 —x)

 A5j folglich

2  b m un—1 II bn—5 (1 7 «(i —x) 1 2 ar(t x): 4
lich hier a blos als ganze und poſitive Zahl betrachten, ſo iſt die einge—
inomialreihe endlich.)

au xn  au—t bieenpi 1 æan— 2äαννnJ

n— u. —2 anu—z 313 bu 2n
2 3 (1 ανs  c ν

26186 4361 4 46b66α 4 ete.

z

Dieſe
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Dieſe Reihe muß nun ſo umgeformt werden, daß ſie gerade zu nach Potenzen von
x fortſchreitet, da ſie jetzt nach Potenzen von geordnet iſt. Man ſetze um

mehrerer Einfachheit willen 2, alſo

G).ſ  a  auö  i2‘ν ν.  aa,un7

1

xDa nun (C)2  t 4 x eete.
ſe iſt in (H fur z uherall die Reihe C) zu ſetzen, welches vetmittelſt der D. Z. ohne
Schwierigkeit geſchehen kann. Man bezeichne die Coefficienten der Reihe (C), auf
die gewohtliche: Art mit D. Z., (wozu wir diesmal in der erſten Ordnung den Buch

ſtaben A, und in den hoheren Ordnungen B, C, D... l 5),  6),
etc. wahlen h. 34.) und ſetze alſs

3.“ 45 (D) 2*ux 424 44 Axt -eie.
2 3 4wo —AS Aete. Zpreiſt.

Subſtituiret mian nun ieſen Werth.von 2 in (B), ſo erhalt man (d. 46.)

A a* n42G ar —S— N æu an N 2 an (X) æu2ν ete.
J* ieee— 1i a42aa—i65) aονα  ete.

 A —1 n42

1 2
 eaun—ab  ö ppete.

etc. ete. jJn

anz2u int an Mx2 u.4 ete.

3 11  6 z—  ic.
J!

g2
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4 A 6 75 a qö  a3 C  a3 Cæ as Cxs 4 a: Cx? 4 ote.
4 6 7zarb —zarbbe zarb D- bzarb D- ete.

6 a zabr  zab E- 346 E- eic.
45f— 3 zF—  ete.

4 6 7514 Sat Dæt- a DA  a DS  aD aan ut p ete.
7

1 VIII  4a34 Z—  a44a6 E- —4a36b E- eto.

arνr  a[α pαν  psc,7

&ſ

7 1

44a6: G  Aabi G-eic.

ee—von welchen das Fortſchreitungsgeſctz deutlich in die Augen fallt. Es iſt alſo nur
noch ubrig, die D. Z. ſo wegzuſchaffen, daß das Geſetz der Reihen noch immet
ſichtbar bleibe. Dies geſchieht nun vermittelſt der im vorigen ſ. berechneten Taf. IV. A.
Denn da fur unſern gegenwartigen Fall die D. Z. der erſten Ordnung ſamtlich

1 ſind, (man ſehe die Reihen (C), WD), die Reihe 1 4  cate.
aber eben ſowohl eine geometriſche als arithmeriſche Relhe iſt, ſo ſtüb die Werthe allet
hier gebrauchten D. Z. in jener Tafel mit begriffen, und wir werden ſie erhalten,

wæeenn wir dort  b ſetzen. Dadurch verwandelt ſich jene Tafel, (wenn wir
noch A, B, Cetc. ſtatt J, II, II erc.) ſetzen in folgende:

1 2 124 6 123 45 122

va 1235 1234

J. 2. 3 J.. 474
J.

la K

“4 O DAu D
L ni li ll

iſ

1 d aa. tene dter

non ue li
1ſ6

z4
S J I

3.. 6
1.. 4

b
7

etc. etc. eta. etc. etc. etec.
Bringen wir nun dieſe Werthe in die obigen Potenzreihen, ſo erhalten wir, die Rei—

he S, nebſt ihren Potenzen, wie folgt;

)5SZaæx  ax p axt  ax  auαο  eto.A 6  265  362  46—
2)

da d

ii it tt it

a

in ut ai lii z41 it llnn

nlb  er

Oo ö  Oæ

II ti II Ii
 56 5h b

ri ⁊re

miei

 126  loe n

E
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a x

E J

4

21

h 2 S. 5 4
m n

152
J

4
ma

21A
J 9

v

53 7116 334
I...5J i

45.6 4.6.7D ν  ö a x a  s.1. 2. 3 I. 2. 3 I. 2. 3 1. 2. 3 1. 2. 31.4 2 2. 3..6 74a aaro? aab: 4a364

1..4 L.. 4 ĩ 1..4 1. 41*
.7

etc. etc.
welche Reihen ſehr leicht, ſo. weit man will, fortgeſetzt werden konnen. Bezeichnet
man aber dit Coefficienten der Reihe Nr. 1., wie in der Aufgabe angenommen wur—

1 2 3de, mit D. Za nemlich Iza 62134 4 262 13 ete., ſo erhalt man
in D. Z. die Reihe ſelbſt nebſt ihren Potenzen in folgender Form (9. 46.)

1 2 3 4)8 S 1Ix  Læ 4 Iæ  Ixt  L  ete.
4 62) s S ũ æ 4  x 4 LUxt 4 LLæt 4 ILx  cic.

6 73) S itx 4 æ 4Ulxi 4 —Dtæ 4. IIx? 4 vec.
H Sa e urxs 4  xs IV? e etc.7

etc. etce.
Da nun hier und oben die mit gleichen Nummern bezeichneten Reihen, vollkommen iden

tiſch ſind, ſo erhellet, daß man durch ihre Vergleichung die verlangten Werthe aller ho

N heren
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heren D. Z. ſo erhalt, daß man das Fortſchreitungsgeſetz derſelben in jeder Ordnung
ſehr leicht uberſehen kann, wie Tafel IV. B. augenſcheinlich machet.

g. 11 g. Zuſatz.

Fur den Fall a—, laſſen ſich die hoheren Orbnungen ſamtlich auf eine weit
einfachere Art ausdrucken, und zwar erhalt man die Tafel fur dieſen Fall viel kurzer
aus h. 116. (oder Taf. IV. A.), als aus der Tafel des vorigen ſ. (IV. B.) Fur die

1 2 3ſen Fall ware nemſich a; 1Z 2a4; 1S 3az; etc. Betrachtet man aber in
Tafel IV. A. die zweite Ordnung, und ſetzt Din, ſo enthalt ſie die Werthe a?,
242, 342, 44 etc., welche von den eben angenommenen, blos darin unterſchie—
den ſind, daß dort uberall ar, wo hier nur a, ſtehet. Man mache alſo die dortige
zweite Ordnung zur erſten, ſo verwandelt ſich die vierte in die zweite, die ſechſte in
die dritte, etc. und uberhaupt wird jede gerade Ordnung auf die habe Hohe herabge—
ſetzt, die ungeraden Ordnungen hingegen fallen ganzlich aus. Schreibt man nun
uberdem fur a? uberall a, wie es unſere Vorausſetzung erfordert, ſo erhalt man die
jenige Taſel, welche man auf der Fortſetzung von Taf. IV. unter C findet.

rig. Aufgabe. 3.
Das Geletz fur alle hohere Ordnungen anzugeben, wenn die D. Z. der erſten

Ordnung das Geſetz einer Binomialreihe befolgen, ſo daß

1 2 3J— am; Iau 43 1 2 aν ä ete.
Aufl. Man mache wieder eine Reihe y, nach Potenzen von x, wovon dieſe

Werthe Coefficienten ſeyn, alſo

(Oy a aν an-2 öνν p ete.1 D1 2ſo iſt bekannt, daßy (a alſo yn S(a  b), und in eine Rei
he aufgeloſett. J

n n J mn mua— 1(6) In amn aun  bæ  atu —2 2 4etec.
1 J 1 2Schreibt man ſtatt (N), mit Dimenſionszeichen

1 2 J 4(O I  l  Ix? 4 Læs 4 etrc. ſo iſt
n X n42 n43(Dy 4  A ete. GG. a6.)Da nun (G) und (H) identiſch ſind, ſo giebt die Vergleichung aller einzelnen Glieder

das geſuchte Geſetz; und ſetzt man fur IN und a, nach und nach, erſt Uund 2,
dann Al und z, ferner IV und 4, eic., ſo erhalt man Tafel IV. D.

S. 1ao.
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ſ. 120. Anmerkung.
Die bisher entwickelten Potenzen bezogen ſich ſamtlich auf Reihen, welche alge

braiſche Functionen von xausdruckten. Eine ahnliche Arbeit kann man bei mehreren
Reihen, welche tranſcendente Functionen von x ausdrucken, unternehmen. Ehe
wir uns aber auf Unterſuchungen dieſer Art einlaſſen, wird es vielleicht nicht uber—
flußig ſeyn, den Gebrauch und Mutzen von dergleichen Tafeln, in einem Beiſpiele
zu zeigen.

Der Nutzen von dergleichen Tafeln iſt eigentlich doppelt. Einmal erhalt man
dadurch in den beſondern Fallen, auf welche dieſe Tafeln anwendbar ſind, die Wer—
the der höheren D. Z. offenbar ungleich leichter und geſchwinder, als nach der allge—
meinen im zzweiten Abſchnitt vorgetragenen Methode. Und dann gewahren ſie den
Vortheil, daß das Geſetz jeder Reihe, welche man vermittelſt dieſer D. Z. auf ir
gend eine Art entwickelt hat, auch noch alsdann ſichtbar bleibt, wenn man fur die
D. Z. die gemeine Bezeichnung ſubſtituiret.

gG. idi. SErlauterungsaufgabe:
Die bekannte Reihe los. 4 2) —z2z 52 4 J23 J24 4 ete.

durch die Subſtitution 2 /„ſo umzuformen, daß die umgeformte Reihe
nach Potenzen von  fortſchreite.

NAufl. Man verwandle in eine unendliche Reihe, ſo erhalt man
(vx)ä2 x 4 2x 4 zæt  42x5 4 506 4 ete.

Die Coeffieienten dieſer Reihe bezeichne man, vom erſten Gliede an, mit D. Z., ſo daß

1 2 3 4 L2 —Iæ Iæ 4Iæ 4Ix4 4 Ix  etr.Vermittelſt dieſer Bezeichnung iſt es nun ſehr leicht, jedes Glied der gegebenen Rei

he log. (t  2) —z J 27 4 erc. in eine Reihe nach x zu verwandeln, und die
ſe ſamtlichen Reihen zu addiren. Wir haben nemlich

1 3 4.2 S Iæ  Læ I  I  ete.
Jze

 2 u mu— 4 eie.4212 ue —z ete.eitc. ete. 4uAlſo loz. (t 1) Ix J) 4 cie:

lin n

ii

dVlta
Qu

V 1

m ult
Qo

J v
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Das ate Glied dieſer Reihe wird ſeyn:

J n J u u(I—  4 u Fwo das obere Zeichen fur ein gerades n gilt.

Die D. Z. der erſten Ordnung haben aber hier folgende Werthe:

1 2 3
I— 1; I22; I12 3; 12 45 I255 etc.

ſie ſtellen alſo eine arithmetiſche Reihe vor, und. wir werden daher nicht nothig haben,
die Werehe der D. Z von den. hoheren Ordbnungen, uiach der allaemeliien Methode
zu beſtimmen ſondern. konnen dieſelben aus Taf. 1V c. iehmeii „wo wir nir
zu ſetzen brauchen. Vermittelſt dieſer Tafel niin findet nian i

log. (1 2) S los (1 S— Slot

T

x—  1 4  a 5s 4I

1 c 153J K&  o. c-Es bleibt alfo auch. in bieſer Bezeichnuna das. Giefchz der Reihe. ſichtbar undb der alh

gemeine Ausdruck fur das ate Glied derſelben iſt!?

er  ννt Êνννννν —ze ν2 J. 2. 3 34 GÊ net uul 7
5

2 4— e ereerk48 —4 es 2die Reihe wird fortgeſetzt, bis ſie von ſelbſt abbricht. Die Summirung dieſer Reihe
iſt ſchwierig, ob ſie gleich eine auffallende Aehnlichkelt mt gewiſſen Reihen- har, wel

eche Sin.az und Coſ.nuz, durch Sin. und Csſ.z ausdruchen. Man ſehe Eulers
Jntroduction Cap. XIV.

7 e122. Zuſetz. ü
Zieht man indeſſei die Coefficienten; welche zu einerlei Potenzen vom gehdreny

wirklich zuſammen, ſo entdeckt ſich durch Jnduction, ein zwar einfaches aber eigen
ſinniges Geſetz dieſer Reihe, man findet nemlich

 e  44 nueuit 2  1 t D I
nie—16 leg.So—
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Je —2 *2 —2 4 32*4 4* 49 s
27 4  x2 48  —1 ο  ve  Ê—ahrtrcart  r rte  rcet? —c ts erc. ete. 8

wovon es bei aller Einfachheit des Goſetzes doch ſchwer iſt, einen einzigen terminus
generali« anzuoeben, der fur jdes paß e. Konnte man ſich aber von der allge—
meinen Richtigkeit des hier hervorſpringenden Geſetzes auf irgend eine Art uberzeug n,
ſo konnte man den Schluß umkehten, und das hier entdeckte Geſetz zur Summir ug
der Reihe brauchen, die wir oben fur den term. gen. gefunden haben. Es wird nemlich

 ννν ν ο u)2* 1.2. 30 eeE 1..7
1

 ſeyn. Dieſes z aber, hat nach Verſchiedenheit von 1 folgende Werthe:

Wennu —o—sm, ſo iſt So; wennnt om, ſo iſt  m 1; wenn
n— 2 6m, ſo iſt  S 33 wenn 3 46m, ſo iſt  Z45; wenn n 4 6m,
ſo iſt zr: wenn n 5 4 6m, ſo iſt 1, wo mi jede ganze und poſitibe
Zahl ſeyn darf. S. 123. Anmerkung.

Die Umformung der Reihen gehdrt unter die Materien, uber welche vermittelſt

unſerer D. Z., und der bisher aufgeloſeten Aufgaben, eine ſehr vollſtandige Theorie
feſtgeſetzt werden kann. Beſonders bleibt keine Umformung durch Subſtitution
denkbar, die vermittelſt unſerer Methode nicht ohne Schwieriakeit bewerkſtelligt wer—
den konnte. Wir werden daher im zweiten Theile ein eigenes Capitel von dieler Ma
terie liefern. Auch wird man ubettzaupt im zweiten Theile mehrere Beiſpiele von
dem Gebrauche der in dieſem Abſchnitte entwickelten Tabellen finden.

124. Aufgabe. 4.
Wenn die D. Z. der erſten Ordnung folgende Werthe haben:

1 2 3 1 4 15 1 6 1121112 i I 7ö 152 Ta; 1  t.das Geſetz fur die D. Z. jeder hoheren Ordnung zu finden.

Aufl. Die in der Aufgabe angenommenen Werthe, ſind die Coefficienten der
ſenigen Rethe, weſche rine  Zahl/ durch ihren; naturlichen dog. ausdruckt. Es ſey
nemlichy eine Zahl, A ihr naturlicher togarithmus, ſo iſt:

A a2. a ν 4 ùü r..5 ete.N 3 Es
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Es giebt keine Reihe, von welcher ſich alle Potenzen leichter machen ließen, als dieſe.
Denn aus der Theorie der Logarithmen weiß man, daß, wenn zu der Zahl.y, der
log. Agehort, zu der Zahl yn, der Logarithme 24 gehore, und y wird man daher
aus (M blos dadurch erhalten, daß man fur A uberall 2A ſchreibt, wir haben
demnach

u? 2 atG)hyn ra —A Aa  cie.1.2 1. 2. 3 1.. .4Seßtzen wir nun in (4 ſtatt der Coefficienten die D. Z., ſo haben wir

1 2 3 4I  1A  A 12 12 4 eie.
und hieraus folgt (F. 46.)

n——i ua2 243 u4GD) I  P ere. u4*1
u.Da nun (Z) und (D) vollig identiſch ſind, ſo haben wir In r; N  ⁊73

2 nu2 u3 22 u uIn— —J;; ete. I Setzt man fur Nund) u die beſtimm
ten Werthe ſo erhalt man Tafel V. A.

ſ. 125. Lehnſatz.
Wenn 4 Sin.x, ſo iſt:

2 12 Coſ. 2x 2 122 1 Sin. zx 3 Sin. ut23 4  4 Coſ. a Aa Coſ.2x 46
215 S  Sin. x 5 Sin. zx 4 dco Sin. x
25 45 Coſ.sx  6 Coſ.ax 15 Coſ.2x  J. 20

etec.

Oder allgemein 1) wenn 2 eine gerade Zahl,

a2n —1 (oſ. ax Col. n  col. M
—æ col. u cot. u )x

1

1 1 4

n.. u)22 2...  cot. 28
1 .I(1 2)

das obere Zeichen 4 gilt, wenn die Halfte von  gerade, das untere wenn ſie
ungerade iſt.

2) Wenn a eine ungerade Zahl,

4a u 1
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22—1 Ê (Sin. nx  Sin. u 2) x 4 *71 Sin. x

1i 2 3  1a. cu Sioou Ò Auue S(Ge 1)
das obere Zeichen  gilt, wenn Z(a i) gerade, das untere wenn J(u 1)
ungerade iſt.

n. x).

f. 126. Anmerkung.
Man findet dieſe Formeln in mehreren lehrbuchern und Schriften uber die Ana

lyſis Man ſehe Eulers Introductio in anal. inf. Cap. 14. J. 261. 263. von Tempel—
hoffs Analyſis endlicher Großen, Abſchn. 8. d. 661. Hr. Pr. Klugel hat in ſeiner ana
lyriſchen Trigonometrie S. 120 h. XRXV. ff. den Beweis fur das allgemeine Geſetz
dieſer Ausdrucke mit dem ihm eigenen Scharfſinn ausgefuhrt.

g. 127. Aufgabe. J.
Die hoheren ganzen und poſitiven Potenzen der Sinusteihe, Sin. c 12

x2 æ! tee auf eine ſolche Art zu entwickeln, daß das Fortſchrei—
tungsgefet in ſeder Potenz ſichtbar bleibe.

ü Aufl. Die Aufldſung dieſer Aufgabe laßt ſich auf eine vollkommen allgemeine
Art vermittelſt des Lehnſatzes ſ. 125. bewerkſtelligen. Da abet der allgemeine Aus

druck fur an dort etwas anders ausfallt, je nachdem a gerade, oder ungerade iſt, ſo
 werden wir auch fur dieſe beiden Falle die Aufloſung theilen muſſen.

Erſter Fall. Es ſey  eine gerade Zahl, alſo:

2u— (Coſ.nx SCol. au— col. u 4) a
2 &æ cot. iu u I Coſ. an12 3 1... Ja—9).“46 9)1Leeoee FJ

gilt, wenn In gerade, wenn Za ungetade.) Um mehrerter Einfachheit wil

len, ſetze man u3  2 ee.νονονÑ$‘ç‘çöttr“

1 1 2 1 7 3Iln 4) u neetoea. 2)
Zr, ſo haben wir

ch
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22 (Coſ. nx æ Coſ. n 2) 5 Coſ. ſ —)α Col. iu o)x

 Coſ. (ſa  Colſ. 2axx? x4Vermittelſt der Reihe Coſ. Dr aie. loſe man in (M) jeden
Coſinus in eine Reihe auf. Auf dieſe Art erhalten wir, wenn wir uns vor der Hand

blos an die Vorzeichnung oder an den Fall, wenn Sn gerade iſt, halten:

x? x4(GG) Coſ. nx  1 a' 73 n cic.4

Coſ. ſ Dx e r aν 4 ere. B colſ. (u 4 B—B G erie.9 Coſ. (u  6) YJ  Iν Icν ){ν 1 cie.
elc.

a Coſ. 2x u  aA. 22 a. a e  etrc.
—7.i— r.Die Summe aller dieſer Reihen wird 2n—1 zn ſeyn. Da aber die ate Potenz der

x3 x x7.Reihe x 4 4 cere. von folgender Form1.2.3  1...5 1...7
Axn 4 Bæipr 4 Cæura 4 eitc.

ſeyn muß (F. 12.); ſo folgt, daß in (B) alle Coefficienten, welche zu niedrigern Po
tenzen als xr gehoren, jeder Zo ſeyn muß. Wir muſſen demnach bei der Addition
dieſer Reihen alle /dieſe Glieder weglaſſen, und die Summe erſt mit dem Gliede an
fangen laſſen, welches xn enthalt. Dies Glied, welches xn enthalt, wird in der
erſten Zeile von (Z) das Zeichen  haben, weil wir uns blos auf den Fall  gera
de, eingeſchrankt haben. Daher finden wir

(c) 2u 1 n D(un oſn 2) B8 a A. 2
J xa2

xu4

xn6.
1. 2 DJ

Aitr
(c(anα α C

 elca.in welchem Ausdruck das Fortſchreitungsgeſetz leicht zu uberſehen iſt.

Da
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Da wir in der Reihe (M nur das obere Zeichen gebraucht haben, ſo iſt zwar

die Reihe Chnur fur den Fall entwickelt, wenn Sa gerade iſt. Allein (C) gilt unver—
andert auch fur den andern Fall. Denn braucht man in Adas untere Zeichen, (oder
ſetzt man Sn ungerade,) ſo werden in (D) alle Zeichen durchgehends verandert wer—
den! muſſen, und ſo bekommen nun in der erſten Zeile von (H) alle diejenigen Glieder

in welchen die Halfte des Exponenten von x ungerade iſt; folglich bekommt x
aüch in dieſem Fall, in der erſten Zeile von (B), das Zeichen und wenn dies
iſt, ſo bleibt alles ubrige ungeandert.

Zweiter Fall. Es ſen neine ungerade Zahl;, alſo:

221  (Sin. nx  Sin. ſu 2)x vin. (u Qxn

J12 12in 1 n Ina  3) gin. x). ob 2eo14 22 aiia 1)—m Au 1oder wenn wir wieder zur Abkurzung  Va; 7 H;
2. J G—3) Z, ſetzen,

r

(D) 2 —rαön: ax uSin. (u )x  Besin. ſu—a)x ySin. ſu 6)x

Dee J.. 1 d Sin. (u x  Sin. x). gilt wenn Z ſr 15 gerave, wenn Z(n 1) ungerade iſt. Vermittelſt

xd xder Reihe x— eic. verwandle man nun jeden in (D) vor
1.2 3  1...5kommenden Sinus in eine Reihe nach Potenzen von x. Und wenn wir uns wieder

vor der Hand blos an! den Fall, S(un 1) gerade, oder an die Vorzeichnung.
halten, ſo findet man

14

(D) sSin.ux  4 a. x un erc.1. 2. 35 L.. 5e Sin. (n 2) o u  ö:- petu 2) a—2) —erice.E

 8 Sin. u-ar  Blu —4)5 Bu ä  Bν- —ets.
Sin. (n 6)x In 6o) y I —Ê) e eie.
ete. 173122

Die Sumure oller dieſer Reihen wird 22  12 ſeyn. Da aber in (D), wie in (BY
jeder Coefficient  o ſeyn muß, deſſen. Potenz niedriger iſt als xu und da ferner
hier eben ſo und. aus eblyn den Grunden, wie im erſten Falle, die Zweideutigkeit der
Vorzeichnung wegfallt, es mag Z Tu 11 gerade oder ungerade ſeyn, ſo iſt fur
beide Falle 8 I
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(D) 2 ν  eo1.2.
xn2

xn4

xn6Gun α —ννααν ν. αν G.. rO
 ete.Vergleicht man nun die beiden gefundenen Potenzreihen (c) und (F), ſo findet

fich weiter kein Unterſchied, als daß die Glieder, aus welchen die Coefficienten beſte
hen, in (C) mit Potenzen von 2, in (F, aber mit Potenzen von wabbrechen. Dies
iſt aber eine nothwendige Folge davon, daß n in (C) eine gerade, und in (P) eine
ungerade Zahl bedeutet. Scheinbar unterſcheiden ſich beide Reihen auch darin, daß
in (C) das letzte Stuck jedes Coefficienten J, in (F) aber S enthaolt. Allein, wenn

man bedenkt, daß ſowohl als S nichts anders als Binomialcoefficienten ſind, ſo
wie ſie vermoge der Ordnung ſeyn muſſen, ſo ergiebt ſich auch dieſer Unterſchied von
felbſt, ſobald a beſtimmt iſt.

Es iſt daher nicht nothig, die beiden Formen (C) und (F) zu unterſcheiden, da
ſie wirklich einem einzigen allgemeinen Geſetz folgen, aus welchem ſich der Unterſchied
beider Formen von ſelbſt ergiebt. Wir haben demnach fur jeden ganzen und poſitiven
Werth von a, ganz allgemein

an æ (u—  n ce.ce)
22—1. 1.2  2  4 tin

nu (n 2)n2 bſn 4)næ etec.
2 xna21—1,. 1. 2 6 4 2)

 aau a (u A a)ν ete.I u 2221. 12. (a 4)eruc. ete.
oder wenn wir fura, B,  eic. die Binomialcoeffieienten ſelbſt ſetzen

aun 6 2)ν α —ar.1tmn

2 1. 2 4 2 2 14

an-2 So—1

„i
i—

22 1. à 2 990990 2 (u  2) Auna
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un (nu 2)4 *71 (u a4)u ete.
xu21— 1. 2W 2e 22e2 (n 4)

etc. etc.
in jedem Zahler geht man ſo weit fort, bis das nachſtfolgende Glied die Potenz von
einer negativen Zahl enthalten wurde, d. h. man bricht entweder mit einer Potenz
von 1 oder von 2 ab.

So zuſammengeſetzt ubrigens dieſe Reihe iſt, ſo liegt doch das Fortſchreitungs—
geſetz einfach und deutlich vor Augen.

ſ. 128. Juſatz.
Man bezeichne die Coefficienten der Sinusreihe vom erſten Gliede an, mit

41 2 41D. Zi/ nemlich 1 13 12 S i S J S etc. ſo iſt Sin.x

44 2 3 4—Iæ 4Ix; 4 Iæ 4 ILx? 4 etc. daher h. a6.

J n2 131m INæn 4 INxu  IN n  INxn 4 ete.
Dieſe Reihe muß mit der Reihe (H) des vorigen h. vollkommen identiſch ſeyn, daher

 die Coefficienten Glied vor Glied gleich ſeyn werden, nemlich

d n 1S— un (u2) 1 2N
(u 4)ü eitc.

211. J R 0 J 0 1tt51 un 2)u2 4 (a Du ere.J

IN 25— 1  29920 »(u 2)
u. ſ. f. und allgemei

upr 1
Zuua (e )nÊ—r 2 (u )ur ar.

In 1 21—1. JI. 2 2 222 (u  27)J

wo das obere Zeichen fur ein gerades, das untere fur ein ungerades  gilt.

Subſtituiret man nun in dieſen Ausdrucken fur IN und a, die beſtimmten Wer—
the I1 und a2, ferner II und 3, dann IV und 4u. ſ. f., ſo erhalt man eine Tafel
fur die D. Z. jeder Ordnung, die ſich auf die Coefficienten der Sinusreihe vom

erſten Gliede an beziehen. Man ſehe Taf. V. B.
Jedes erſte Glied jeder Potenzreihe muß r ſeyn; denn da IN (i) 2

1 un
(F. z8.), und 1 4A1, ſo jſt auch N æ was auch a bedeuten mag. (chier

O2 aus
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aus folgt an in n  2  (ſn De ete. Sau. 1. 2.
1 1 2fur jeden ganzen und poſitiven Werth von n)

Uebrigens kann offenbar die hier gelieferte Tafel, von der ſchon ofters gebrauch—
ten Tafel (VI. A) nicht weſentlich verſchieden ſeyn. Dieſe Tafel (VI. A.), in welcher
bei den hoheren Ordnungen das Fortſchreitungsgeſetz gonzlich verſteckt iſt bieibt bei
ſolchen Rechnungen bequemer, wo es nicht um das Geſetz einer entwickelten Reihe,J

ſondern nur um einige Glieder derſelben zu thun iſt.

ſ. 129. Zuſatz.
Wir haben oben geſagt, man muſſe in dem Zahler des allgemeinen Ausdrucks

u (u 2) u2r 4 (n uν etec.IN

22 J J. 2 E (n 25) Jetſo weit fortgehen, bis man entweder auf Potenzen von r.oder 2 komme VWiies iſt

indeſſen nicht ſchlechthin nothwendig. Schreitet man nekulich ubern oder Znoch fort
ſo erhalt man Potenzen. von negativen Zahlen, allein da die Binomialcoeffictenten, J

welche mit dieſen Potenzen fortlaufen, ſich hier jederzeit auf ein ganres und poſitives
n beziehen, ſo werden dieſe Coeffictenten nothwendig einmal abbrechen, und die gan—
ze Reihe endlich ſeon. Unterſucht man die Sache genauer, ſo findet ſich, daß die
letzte Halfte dieſer Reihe, ſo weit ſie nemlich Potenzen von neaativen Zahlen enthalt,
der erſten Halfte, die wir bisher allein angenommen hatten, vollkommen gleich und
daher die ganze Reihe gerade das Duplum von der bisher angẽnommenen ſey.

Setzt man alſo den Zahler fort, ſo weit er fortgeſetzt werden kann, nemlich bis
zu (n 2nJur, d. i. COM)u2—e, multiplieirt aber zugleich den Nenner mit 2,
ſo wird der Werth des Ausdrucks nicht geäandert, und wenn wir, wie im 127. h.,
ſtatt der Bin. Coeff. die Buchſtaben æ, L, y, d, J. y, Bn. brauchen, ſo iſt.

n nnar —e ν 2)n *2r 4. Læe—u 2)nν n)n2ar
IN

2*8 1J. 2  29 (n 27)die obern Zeichen gelten, wenn a gerade, die untern, wenn es ungerade iſt.

Jch habe dieſen Umſtand hier deswegen beruhren wollen, weil es vielleicht mog
lich ſeyn durfte, den Zahler durch Summirung, oder auf irgend eine Art auf eine
einfachere gorm zu bringen, welches ein ſehr wichtiger Vortheil ſeyn wurde, indem
dadurch unſere ganze Tafel, und alle darauf zu arundende Rechnungen einfacher wer
den wurden. Zur Aufſuchung einer ſolchen Vereinfachung dieſes Ausdrucks iſt er
aber in der hier beſchriebenen Form bequemer als in der obigen. Mir ſhat es bit jetzt
nicht gelingen wollen, ihm eine einfachere Geſtalt zu geben, ob wir' gleich im folaen
den ſehen werden, daß ſich der Zahler wirklich auf rine allgemeind Art ſummiren .luſſet.

Der
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u—*r

Der eine-oder andere Ausdruck fur IN iſt ubrigens derterminus generalis, zu
der Sinusreihe.,n und. allen ihren ganzen und poſitiven Potenzen zugleich, 2 (alſo
auch N) zeigt die Potenz, und rdie Amnzahl der Glieder (vom 2ten an gezahlet) an.
Setzt man IN —IJ, und.a r ſo hat man das allgemeine Glied von der Sinus-—
reihe ſeibſt. Setzt man A ll, undn —2, ſo hat man das allgemeine Glied der
aten Potenzz IN  IUI, und u z, giebt das allgemeine Glied der zten Potenz
etc. Setzt man- daänn-fur in jeder Potenz o, 17 2, 5 ers. ſo erhalt man die
einzelnen Glieder nach der Reihe.

—Sa 450) Beiſphiel. vom Gebrauch der Tafel.

deraleichen Reihen entwickelt, unter andern ſ. 61. folgende. Es ſey Sin.y n Sin. x,

ſo iſt uet1 2 u*e 3 2

rt
1

»ee4

1 2 nDund es war I 15.1  ʒ erc. alſo die Coeff. der Sinus
reihe vom erſten Gliede an. Setzt man nun in dieſer Reihe fur die D. Z. ihre Wer

the aus Taf. V. ſo erhalt man;

ul x x?JDnx m ite.1.2. 3 1..5 211 1...7—ü 7

2 ü 4 J 13 z)n?
4. 1..2.3 2 t re 24 2 4. 1. 2. 3icν νν ecä “ον.ü

16. 1.254 16. 1.. 5S 11 9 2 iii 1 vĩ 37 35)u7

32 264. 1.267
eor O 3 So
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So zuſammengeſetzt auch das Geſetz dieſer Reihe iſt, ſo iſt es doch in dieſer Formi ohne Schwierigkeit zu uberſehen; ſo daß ſich leicht ein allgemeiner Ausdruck fur jedes

Glied der Reihe formiren laſſet. Dasjenige Glied nemlich, welches zu der Potenz
x' gehort, oder das I(  nJ)te Glied der Reihe wird ſeynz

J xt ce cGz —3) ze(szr —s. 35 4 to)ns

599 C S—4. 1. 2. 3 l 1is  5
t

J

J

l li 32.52(7 -7.5 21.3 —)Êν 32 52729 -9. 7 436.5 84.30 4 126ν
4J s6. I..7  2956. 1. e. 9 68 1

mnu J

nennn 32.52.72.92.... 2)2 ον ſe etenr
12 L 2 2 1 2 J J J  0 J rdie obern Zeichen gelten, wenn Z(r 4 1) gerade, die untern, wenn es ungerade iſt..

Gabe es ein einfacheres Geſetz fur dieſe Reihe, ſo mußte ſich daſſelbe aus dieſem
terminus generalis entwickeln laſſen, welches indeſſen bei dieſer Reihe ſchwerlich der

Zal iſt.
S. 131t. Lehnſatz.

Wenne —4 Col. x, ſo iſt:
2er S 4 Coſ.a2x 3. 2.2?er S Coſ. z 3 Cot.x —it de
25e1 4 Coſ. 4x  4 Coſ. 21, 2. 6.aie  Coſ.s  z3 Col. z 10 Coſ. æ25c S  Coſ. 6x 6 Coſ. ax 15 Coſ.ax  J. a0.

etc. ete.
Oder allgemein 1) wenn a eine gerade Zahl,

2n1 n  Col. ux 4Cot. a)  cot. cu
1,.

1 2 3 2 uul

7

D

ĩ

Jun
lit

J

J S S3

2) wenn a eine ungerade Zahl,

2uen Coſ. nx Coſ. ſ col. (u- Qu
uut1 n 5 uui  L.- 2 a“ 25 44

4 mu— 2 Coſ.u 6) 7.* 63) Coſ. x.11

12 3 eae]oaræ,næruæk 1 1)Entwickelung und Beweis dieſer Formeln, ſehe man bei denen d. 125. erwahnten

Schriftſtellern.
F. iza,
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FH. 132. Aufgabe. 6.

Die hoheren ganzen und poſitiven Potenzen der Reihe

 x2  1x4 xsCoſ.x e cie.1.2 1664 1. 6auf eine ſolche Art zu entwickeln, daß das Fortſchreitungsgeſetz in jeder Potenz ſicht:

bar bleibe.

Aufl. Dieſe Entwickelung geſchiehet vermittelſt des eben vorgetragenen Lehnſatzes

auf ganz ahnliche Art, als bei der Sinusreihe (F. 127.). Setzen wir, wie dort, zur

n. n 4)Weurzung Bei aS rete. ferner  —tz
2 1. (a— 2)—e— a. ICu 3)u desgleichen —S Fz ſo haben wir nach dem

1.. 1. C 1)vorigen dF.

M) 21 ten Col. nx  Coſ. a—2)  Coſ. ſu -aα y Coſ. 6α ete. ete.
die beiden letzten Glieder ſind, wenn gerade iſt;, Coſ. 2x 44z wenn aber
n ungerade iſt, ſo iſt das letzte Glied 4S Coſ. x. Man verwandle nun jeden Coſ.
dieſer Formel in eine Reihe, ſo iſt:

x x4 x6(S) Coſ.a —r1— n 4 m— 2 Pete.1.2 1o4 1... 6æ Coſ. ſ  ν νê palu—a )ννν ete.Colt. (n a)x —So 8 G—a Bc  )ον rrrete.
9Co. (n οον, p ονοò y ον re.ete. wenn a gerade, biss

u Coſ. 2ax A A. 22 e uue 22 n. 20 eite.
45
und wenn a ungerade, bis

4 Cco ?22. 124 4. 1* 1. zreic.
51

x xDie Sumne aller dieſer Reihen wird 2n 1n ſeyn. Dac 1 aic.
1. 2ſo iſt die Form von e ſo, daßen —44 Bæ 4 Cæ 4 ctc. G. 12. Doher fal

len hier nicht, wie bei der Sinusreihe, die erſteren Olieder weg, ſondern wir haben

cc)
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a ge x ungeIiI aade. rade.9 (C) 22en —a 6 rtes nrent,. vreratc
min G α νν ä  ν odet-—mnn  6 4*M —uit νανν ανν h ννν öν,

J  eitec. etce.. ea.DDeDdDeDeeeo
227

 9—R ô„ ÊÊ at—u  n nu 1 Z

14 ertca.1 ĩ 2W) er  ſ qaνt n ne,2u— 1 J J nuue eu u —1ui—

222— x?
2  I Q4

nt  hνν. uul
28

F. 133. Zuſatz.

134 J  1 6Man bezeichne. die Coefficienten der Coſinusreihe, vom erſten Giiede an mit

ül

ee
d

z e

dwo 9

Ze? —æe

E

O

 4 9 —12* 2

S v44

4. De

J 5
i—Dm

ri

o

15 in

3

uuus IK

e
T —22

“..8

S

t

1

ieedoer 4 2 J Q 1D. Z., nemllich.l 13 12 77 124 —3 ete. ſo iſt Coſ.x
L..4u 1 —u 3 21 4 a.t

1
c,—I1 tæ Ix Ixs 4 etc.

2mapi a«2 a3 l lindaher ſ. 46. cn αν ν  ete.
HJ Dieſe

S es
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Dieſe Reihe iſt mit im vorigen g. vollkommen identiſch;: daher folgt

2 r 22 ec.IN
2* 1

X 1
J

Cu—  -ete.n1 a 42 cu 2)2 4
1

IN

221. I. 2u. ſ. f. und allgemein
ncu —1) 2nri arr  ſca dr cu )rr te.I 18 21.22—1. i.  21wo das obere Zeichen fur ein gerades, das untere fur ein ungerades gilt.

Subſtituiret man in dieſen Formeln fur IN und n beſtimmte Zeichen, nemlich
erſt Uund 2, dann III und z, ferner IV und 4 etc., ſo erhalt man die Werthe der
ſamtlichen hoheren D. Z., welche ſich auf die Coefficienten der Coſinusreihe vom

erſten Gliede an beziehen. Man ſehe Taf. V. C.
u 1Da das erſte Glied jeder Ordnung oder IN (I) (h. 38.), alſo fur unſern

Fall r, ſo haben wir dieſen Werth in die Tafel gebracht. Hatten wir nemlich
auch das erſte Glied nach der allgemeinen Form ausgedruckt, ſo wurde in den gera—
den Ordnungen eine Disharmonie zwiſchen den erſten und folgenden Gliedern entſtan—
den ſeyn. CMan ſehe den allgemeinen Ausdruck (C) im vorigen q., wo im erſten
Gliede, wenn a gerade noch Sy hinzukommt, welches in den folgenden Gliedern fehlt.)

IJn dem Zahler der allgemeinen Ausdrucke bricht man mit Potenzen von moder
2 ab. Jenes in den ungeraden, dies in den geraden Ordnungen.

Wollte man das erſte Glied jeder Ordnung dem allgemeinen Geſetzt gemaß aus—

n un—: n. ICu  4) 12. 2)JJ Al 1 1
n rt 2  1.. I( 2) 2r Suu

211g) fur ein ungerades

ül n.  (u 4 3)1  4
 4 De ba 2  (n 1)dan 1

ſeht man hier fur IN unb  beſtiinmte Jeichen, ſo erhalt man

P 6 ü u
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2 12 20 45. CIl —S 4 A
17 35 —3. 124 TD i

4 J
14434. 44422 42 6

J. 2 —i 1 158 814414212 590 45. 329 4 10.  64nuueee
16

6.5 696. 42 4 is. 2 4. ao
VI

32 ue z326 7. 6. 57 1474 41.2 79 47. 3 4 2a5. 3) 4 35ViI 1253 464 64
u

etc. ĩ 145
Daß ubrigens die Tafel V. C. mit VII. A. in Weſentlichen einerley ſevn muſe/

iſt fur ſich ſelbſt klar.

F. 134. Zuſatz.
Der allgemeine Coeffieient der aten Potenz war, bei der Sinusreihe

nndar  cn 2)n 2  Z uÊ ete,1 r 2 r d4 49 136)2*. 1. 2  n .arbei der Coſinusreiſhe
IEII

1a2 —4) A ete.z (5. 140)22. l. 2 eeeL 2
Wegen 22 im Nenner (ſtatt 25—1) vergleiche man die Anmerkung h. 129.

ließen ſich dieſe Ausdrucke auf irgend eine Art in eine einfachere Geſtalt umfoz
men, ſo wurde dies fur unzahlige Rechnungen ein wichtiger Vortheil ſeyn.

Es iſt ſchon oben (F. 129.) angemerkt worden, daß ſich dergleichen Reihen wirk—
lich ſummiren laſſen, und obgleich das Reſultat der Summirung nichts giebt, wo
durch unſere Tafeln einfacher gemacht werden konnten, ſo iſt voch dieſe Summirung
an ſich merkwurdig, auch iſt es an ſich ſchon wichtig, deutlich einzuſehen  daß auf
dieem Wege unſere Abſicht nicht erreicht werden kann.

Obgleich die Summiruna dieſer Reihen auf dem gewohnlichen Wege, durch
wiederholte Differenturung einer Reihe, deren Summe bekannt iſt, bewerlſtelliget

werden
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werden kann, ſo erinnere ich mich doch nicht dieſe Summirung irgendwo anders ge—
funden zu haben, als in der mit vielen Scharfſinn geſchriebenen kleinen Schrift des
Herrn Pr. Pfaff: Verſuch einer neuen Summatiounsmethode. Berlin 1788. G.

23 30.Die Art, wie Herr Pfaff dieſe Rechnung ausfuhrt, iſt ſehr ſinnreich, da aber
der Vortrag in dieſem kleinen Werke faſt etwas zu gedrangt iſt, ſo wird es vielleicht
nicht uberflußig ſeyn, die Rechnung:hier etwas umſtandlicher vorzutragen, wobei wir
zu beſſerer Vergleichung die Buchſtaben ſo beibehalten wollen, wie ſie Herr P. braucht.
Jndeſſen konnen Leſer, die in der Differenzialrechnung nicht genug geuht ſind, den
Reſt dieſes d. dhne Nachtheil uberſchlagen.

Die zu ſummirende Reihe ſey alſo

 ra  νν  ν  as.bis die Reihe vermoge der Binomialcoeff. von ſelbſt abbricht. und G) ſind of
fenbar beſondere Falle dieſer Reihe.

Nach dem Binomialſatz iſt

Dννν“ ν ZÏα. Cund eine wiederholte Differentiirung von (D) giebt, die geſuchte Summirung von
(C). Wiir wollen hierbei uns vor das erſte blos an die untern Zeichen halten.

Man differentiire alſo die Reihe
7 r 7r—J 2. 4 yt  4ei. 6 2) D tœ1

und mültiplieire nathhher alles durch ſo erhalt man

r rr
1ryr Dyr -2  νν  te. wotwiederholi man daſſelbe Verfahren, ſo wird

ydu!nr yr 4 2 —5) yr 2 C —40) y ete. S u1 2 deine dritte Wiederholung giebt
yaduttry— 26 r a)  ete Suotitĩ U. ſw. 1 2 u aynach ber gten Wiederholung wird man alſo. haben

yault i)4 ir 2)5 y 2  r etee Su19 uen V ayYe Die

J
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Die wirkliche Entwickelung der Differentiale iſt etwas muhſam', noch ſchwerer

aber iſt es, das Geſetz zu finden, nach welchem die Formeln fortſchreiten. Zur Abr

1

uiue

“uedu —r (4 De  141 5 dy; alſo Z du ræ.
y?

JI kurzung ſetze man (y r u, und 2, ſo wird22 tf
—8

IIII

minurn J 2
24 i

1 1 18 24 2 J .6qun
n., ferner a y gyjÊ; alſo 2aJ 5mn au

mit Hulfe dieſer Bezeichnung wird die Arbeit ſehr erleichtert.
x rn

run
J

Utt

iſt geſuchte

un, 1) Durch die erſte Differentiirung erhalt man v!  JJ Aun  w. r2. Dies

2) Dieſen Ausdruck differentiire man wieder, ſthreibe aber hier und in der Fol
ge beſtandig wrz, ſtatt au; und 22, ſtatt a2, ſo erhalt man nemlich die nd
thige Multiplieation durch  von ſelbſt mit. Auf dieſe Art findet man

fur g S2; wit —mwr(r —1)2 47) ul

mit dieſer Formel wird dieſelbe Arbeit wiederholt, ſo findet man

e?
4

fur g S 33 cw it w(r 2)2 63 2)“.
furg S 43 wiv —i (r. 3)1 aν  z ö
furg53 w ν..  —ννον  ον êνÚr  νννëæν riusi —)—)æ)

u. ſ. w.
Es ware nicht nothig geweſen, ſo weit in der Arbeit fortzugehen, um zu uberſehen, daß

jede Summe den Factor w, und dann eine Reihe nach Potenzen von 2 enthalt, wo
von die hochſte immer 24 iſt, die Exponenten aber um 2 abnehinen. Die Summe
fur-g, wird alſo ihrer Form nach folgende ſeyn:

8

u  dz  Ba2  Caν 4 DaI ete.) uee
l

die Reihe bricht mit 2o oder 21 ab, je nachdem q gerade, oder ungerade iſt.

Aus diefer Form ergeben ſich einige Folgerungen. 1) Wenn die gefundeue
Summirung auf unſere Reihen Aoder Bangewendet werden ſoll, ſo muß y  1
geſetzt werden, dadurch wird 2 O; alſo wle) fur jedes ungerade q auch —o, fur
jedes gerade g aber beſteht die Summirungsformel aus dem Produlete von  in das
jenige Glied, welches aar kein z enthalt. 2) Wenn man (C) fur abwechſelnde Zei—
chen ſummiren will, ſo muſſen auch in (D) die Zeichen abwechſeln, dadurch wird
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Dr, umd ſetzt man nun 2 ſo bteibt alles, wie vorhin, und
e

J D V 2

wir werden keine andern als die ſchon gefundenen Formeln erhalten. Jn dieſem Falle
aber, wird fury ru nicht z, ſondern w —o: daher, ſo lange qJ durchqge
hends auch w e  o. Wird g ſo. hebt ſich gegen den Nenner von 22,

und das Glied Azr bekoinmt alſo einen endlichen Werth, alle ubrige aber bleiben
 o. Der weitere Fortgang laßt ſich im Allgemeinen nicht deutlich uberſehen, weil,

wenn 9  rein oder mehr. Glieder,unendlich werden.Zur Beſtimnmung der Coefficienten A, B, Cete., welches eigentlich die. Haupt

ſache bei der ganzen Rechnung iſt, bedient ſich Herr P. einer eigenen ſehr zweckmaßig
ausgedachten Bezeichnungsart. Jeden erſten Coefficienten (det hochſten, Potenz von

2) bezeichnet er mit J, jeden 2ten mit I, jeden zten mit III etc., jeden im iten
mit (A J), jeden mten mit Aſ: dies unberandertifur jeden Werth von q. Dann
ſetzt er den Exponenten der Potenz, wozu.ein ſolches Zeichen als Coefficient gehoret,
zum Jndex daneben. (Wir wollen es, wie bei den D. Z., daruber ſetzen.)

Mit dieſen Zeichen ſchreiben wirz, 2
1

1

E) wi S w I12ll Zun ĩ gnenin y J 2 u

uein. eatan 2 E—v v (Iza  z2 rt t—3 1ν. i dzt 4 uzi inzò
6 4wer 'w (las 4 Uzt 4 lzrn 4 ry

et

e  12 4— 4 —6
wl) w (I21  2za  2 4 L2124 4 IVa2 ere.

o0 ODer Grund, warum das letzte Glied der 2ten, aten, 6ten erc. Zeile, nicht U, nI,

J 1 etc., ſondern 1I, U, i heißt; iſt leicht einzuſehen, wenn. man die oben fur o,

wir, wrn eto. gefuhrte Rechnung betrachtet: uberhaupt kann man jederjeit fur

1Gi  ſetzen J0  e28 Jgdeder Coeffieient dieſer Art z. B. uu hatngt allezeit non zwei Loeff. der vorherge

1 2*henden Zeile III und Il ab, wie man leicht aus dem Geſetze, nech welchem die oben
l

beſchriebene Differenziirung fortſchreitet, erſiehet. Es mogen demnaäch
4
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Ê..  q  νννν. ,—ä rt
5

zwei uninittelbar auf eiuander folgende Glieder einer Zeike ſehn, ſo werden dieſe durch

7

vie Differenziirung, das Glied Miz. in ber folgenden: Zeilr geben.  Die folgende
Zeile entſteht nemlich, wenn man 1) wäs in ver Klammier ſtetzt mit uo Eu.
multipüciret, und denn 2) w mit dem Differential deſſen, was eingeklammert iſt,

multiplieiret,beim, Differentiren aber ſtatt Az, oder vielmehr Zaz,t 22 ſchreibt.
Verfahrt man ſo mit den beiden obigen Gliederin/ ſchreibt aber blos vns hin, wab
2 glebt, ſo erhalt man

Li l na—t  iet n ie 1. 41 M za n*u1tin (C. 4ν qen t
72 1 2ul c.. V GeeeDDneeft —eett 4e l r La —o—

„0 g eæ4 e —e

v J JDie Summe dieſer drei Glieder iſt Mz, alſs üntn N urnt

n u—1 n— 1M-—e(a
von dieſer Gleichung hangt das ganze Syſtem aller jener Coefficienten ab, und da

der erſte unter ihnen ĩ bekannt iſt, ſo muſſen durch dieſelbe ulle ubrige beſtlinmt
werden konnen. MNun beſtimme man zuerſt cdie Werthe aller J, daun aller-l, u. ſ. f.

Zur Beſtimmung ver ſamtlichen J, ſetze man in der ohigen Gleichung MJ,

J n—tſo wird M Io, alſo  (1 u41) I, alſo nach der Reihe

J—

2 5* 1— v I 91 )12 1—  D3 2

12  2 1 r( 1) e —a2)
4

3

12 (3)12 1 6— 3)ete.

Jti. ue  1.n n 11 a  —e e A(r —ur).
urUm alle N Ju beſtlcnineit, ſetze man Al  Ii, alſo n S En er)

n— 1

C—u4 daher
u
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2 0 2 1Alm n 2 I 1- rI. uuul  t1 ĩ J aule 2 4 ĩ A—z3ĩ 46 3 142( 1I. 1— )t
AE. 3 J 2  33 J 2—Q———a. 1—) 2) 3)1

etc.

n— u u 16) i ſu 1 r u— Lem. nu— 1t ν  ν ννòê ν  ανν t.r ij. Aννò.
Daurcch eine vollig ahnliche Rechnung findet man: Ti ũ

A u—1 n a—()ii
Aa—2, 14 1(n 2)— n43) —u2) —u) I 4..  7).-

uui a— tt nu 1IV æ α a a —Ê—u
ü. fw. ſo daß alſo jeber Coefficient der Ordnung Al, von der vorhergehenden Ord
kiung (Al., vbltig auf einerlei Art abhangig iſt, oder allgemein

 eten e  iun D.(AM ſu ν Dν—  —êA-—n2 uui 5 u 1—u AA)]).,Setzt man nun in der fur U gefundenen Formel (6), ſtatt der Zeichen J.ihre Werthe

aus (o), ſo erhalt man
und- —Seo 1). ê u 1) 1) 5).

rê„— 1). n ſ n 1) n.4  —a 1)9  22 0 (n 1) a 42)4ete.
J

 o o e2e Lg de Le a e lIo—
d. h. I iſt gleich 1).. a41), multiblieirt in 24 1 Glieder einer
arithmetiſchen Reihe der aten Othn. i. νννννDieſe Summe zeige man durch Sca 5 an, ſo iſt

u

um—r c ν α  ο). Setzt

a,
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Seßtt man ferner in der fur Ul gefundenen Formel (c), ſtatt der Zeichen Ih ihre
Werthe aus (7), ſo erhalt man 5  2

vi

lil Zy(r G α ν 2 ν  Q ſ  Dνê  c —a ete.
äeQu'iiuiiu,tult I. r  2 1— rDer letzte Ausdruck N2h 4) bedeutet die Sumine von gi Gliebern dir obihen

grithmetiſchen Reihe der 2ten Ordn. oder 1. 2  —1). Der ganze Werth von

ül beſteht alſo aus dem Product von  (r 1) GC—a 4 1), in a  r Glieder
der Reihe

r.rSa(r )ν ν  öννοê„ö  νν  ν  ν 1)
welches ſich ſo ausdrucken lußt 4

m r ν  ν S  ν i)Durch ein ganz aähnliches Verfahren findet ſich

Dwm —1).. —u 1 8 Gun c— J Scaa) gen e“) u—g
und ſo nach dem einfachen Geſetze, daß man hinter jeden folgenden S, die beiden vor
hergehenden Factoren, mit ver einzigen Veranderung wiederholt, daß, ſtatt a,
geſetzt wird. Die ubergeſetzten Striche zeigen deutlich, wie weit ſich die Bedeutung
jedes S erſtrecke. Allgemein wird ſeyn

a l  72M— 11)  C lv

S(an r) Sla  )ö S u  2)So einfach.die Formeln in dieſer Bezeichnungsart erfcheinen, ſo verwickelt wer
den ſie, wenn man die Lwegſchaffen will, wovon man ſich gleich bei drm erſten Ver
ſuche uberzeugen kann. Es iſt nemlich

inpine2 zr 24SG 2 3Jalſo IS E— 41) α 3142 4 204) itinu J 1Eben ſo Sſun 42) 112 31
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—QQQſo daß man, um den Werth von UI ohne einS zu erhalten, ſchon eine Reihe der
sten Ordnung ſummiren muß, und fur jedes folgende Zeichen, wird die zu ſummi
rende Reihe um 3 Grade hoher. Es durfte daher eine allgemeine Aufloſung dieſer
Formeln, nicht viel beſſer als unmoglich ſeyn. Demohnaeachtet bleibt dieſe Summi
rung merkwurdig und brauchbar: denn theils konnen zu allgemeinen Unterſuchungen,
beſonders ſo lange, fut. a. keine beſtimmte Zahl geſetzt wird, die Formeln in der obi—
gen ſehr einfachen Form beibehalten werden, theils kann man auch ohne Schwierig-
keit den Werth jedes Coefficienten. fur ein beſtimmtes a, durch dieſe Formeln finden.

KWie wir noch kurzlich zeigen wollen.
J

Wir wollen uns aber blos auf den Fall einſchranken, wenn die zu ſummirende

Reihe (c) gleiche Zeichen enthalt, undy 1iſt. Alsdenn iſt 4 Lr
2, und 2 So ,alſo in (E) un Jauiii, w, eto. Vo. Ferner

1 1
wn —m—w lI; ww  Il; wÊ  IIl; e vIV; ere.

11.Um nun die Werthe von Jl, Nl etc. zu finden, muſſen wir in jeder der ge
J

fundenen Formeln a  1 etzen; dann iſt
1

1) 1221
12) n ù. ſScu4  ò)νονν— )4 .r)  r(35 2)

3) lil rSſn p r) Su 1)
—rſ al 1)> ν ν  26  5]ln Qegbl 52. 4..

7

—c(isrr— zor 16) n(i1s (4) —45)..

4) 1V r Scu 41) —n3) Scn  D(r  Sν  3) 2)

Sri 2( 3c αν  ν ν M1 a ν ν dνον“IDnoooeeeeE32 cpi. c 1. J J 261)4 r8 25
J 4 J —QeeeeeDie Veraleichung dieſes Werthes mit detm vorigen, bietet eine Abkurzung im wirt

lichen Summiren dar.

4 5 1
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1v

2 2( D C3 αò ν 2 )àr)ß1 2æ iii— n u  7 24die erſte Zeile giebt so 1) cr 2)
J

alſo IV S c6ο rÊ 2) Ct ν )ν 1))u. ſ. f.
Wie ich glaube, iſt die Art dieſer Rechnung nicht ſchwer zu uberſehen und w

ter fortzuſetzen, wenn man ſich den Sinn: des Zeichens L deutlich denkt. Die geJ et

fundenen Werthe geben ubrigens folgende. Summitrungen:“
1 l

r r7—1win w i ê ò  A  tte.1  1 2—S r. 2r
r

7 c Ê et.

a —1—c(31 a). 2  3 —ν, DTA
Jeuvri D w III Zirs cr —a)s 4. J S cr 1)5. ete.

19 7 2102—(15  2ν r  ν  Ê— Êν  )ar n

1 ulezu vin ñc IV rt (r 2) cr o)dt erte.Z 2 72 C— *(60  x  cir——— tis öν-«
(tos r 5) 2 1) 4 2734 1) 1) 2

u. ſ. f.
Da aber in dieſen Ausdrucken ſchwerlich ein einfaches Fortſchreitungsaeſenk ſichtbar zu

machen iſt, ſo konnen wir ſie zur Simpliflerrung unſerer obigen Tafeln nicht
brauchen, ob ſie gleich ſonſt von nutzlichen Gebrauche ſeyn konnen.

D Finps Anmerkung.
Wir haben in dieſem Abſchnitte fur ſechs wichtige Reihen die hoheren Potenzen,

eder vielmehr die Werthe der hoheren D. Z., wäſche ſich auf die Coeff. dieſer q Rei
hen beziehen, auf eine ſolche Artz entwickelt, daß wir das Fortſchreitungsgeſer fur
jede hohere Ordnung kennen. Wir konnen aber dieſen Reihen, eine noch allgemeinere
Form geben, als wir bei Entwickelung ihrer Potenzen zum Grunde gelegt haben, in—
dem die Potenzen von urach welechen wit jede Reihe heordnet- haben, nicht noth
wendig ſo ſeyn muſſen, wie wir ſie bei der Entwickelung angenommen haben. Be—
folgen nur ihre Exponenten das Geſetz einer arithmetiſchen Reihe, ſo hat dies auf

den
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den Werth der hoheren D. Z. oder Coefficienten in den hoheren Potenzen keinen
Einfluß; da wir aus dem 2ten und zten Abſchnitt wiſſen, daß die Potenzen von x,
und ihre Coefficienten, jede,ihr eigenes von dem andern unabhangiges Geſetz befolgen.
Wir wollen daher hier die Reihen oder. Functionen von x, deren Potenzen wir ent—
wickelt. haben, in ihrer allgemeinſten Form herſetzen. Jn dieſer Form ſind die unter
ſuchten Reihen folgende:

1)  —axnn p abæunkr  abrænar  ablumr  ete. a x in

1 x
116. Taf. IV. A.)

2)  ann 4- la  αν  a aαανο.  la p 3äòö αναν3Ù  c.
a x in Boœoupr

1 r) (9. 117. Taf. IV. B.)
(1 x)..Hierbei noch beſonders der einzelue Fall

JI axm 4 2anr f zaxnar paxm r  etc. S a x n
οò

(1 xt)(J. 118. Taf. w. c)

 a b ν 4 ete.2 xe (a poα (G. 119. Taf. IV. D.)
i

DI d. —ö  S. æxÊ xm. Num. log. (x), doh. wenn man die Große æ als einen naturlichen Log.
anſieht, und die dazu gehorige Zahl mit der Große æn multiplieiret, ſo iſt das Pro
ducty, oder die Reihe. Die Potenzen dieſer Reihe ſind entwickelt d. 124. Taf. V. A.
Wenn e die Grundzahl des nat. Log. Syſtems bedeutet, ſo iſt die Summe eben der
Reihe auch  xm er? S

xm 21 xuar xur5) .2. J  Va ete. Sxxun. Sin. Get).
xmar. xmar xmuœ—

(J. 127. 128. Taf. V. B.)

6) y a ν  etc. Den Col. (ær).
1. 2 ĩ J 1. 2. 3. 4 1.... 6G. tz2 Taf. V. C.)

Jn Abſicht ber in bieſen ſamtlichen Reihen gebtanchten Zeichen iſt aber noch zu
merken, daß die obi:en Täfeln nicht blos fur die hier austgedruckte Folge der Zeichen,
ſondern fur jede von:folgenden vier Folgen brauchbar iſt:

.O a 1)

—D

ue
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erc.
ctc. J

7ete. 2denn wir haben im 2ten Abſchn F. 41. gezeigt, daß dieſe vier Veranderungen der
Zeichen, auf den abſoluten Werth keines einzigen D. Z. einen Emfluß haben, ſon-
dern daß blos die Vorzeichnung auch in den hoheren Ordnungen geandert werden muß,
wenn ſie in der erſten Ordnung anders, als in den Tafeln'ſeyn ſollte. Die Negeln
dazu ſind leicht, und a. a. O, erklart und bewieſen.

Wozu dergleichen Tafeln gebraucht. werden konnen, ift theils in der Einleitung
zu dieſem Abſchnitte geſagt worden, theils kann es einigermaßen aus den beiden Er—

lauterungsbeiſpielen ſ. 121. und 130. erſehen werden. Jndeſſen iſt die bisherige
Thaeorie noch nicht hinreichend alle Anwendungen derſelben deutlich zu machen. Be—

ſonders konnen wir dieſe Tafeln noch nicht auf ſolche Reihen anwenden, in denen
ſich zwar die D. Z. auf Coefficinten einer der obigen ſechs Reihen bezi. hen, doch ſo,
daß der Coefficient, des erſten Gliedes- nicht mit einem D. Ze bezeichnet mird, und
von dieſer Art waren die meiſten in den vorigen Abſchnitten entwickelten Reihen, nem
lich in allen, wo wit', eben dieſes Unterſchiedes wegen, nicht die D. Z. J, I, U etr.
ſondern A, B, C, eic. gebraucht haben. Um indeſſen ſchon hier einigermaßen zu
zeigen, wie mannigfaltig der Gebrauch der angeſtellten Unterſuchungen ſenn konne

4eta.52

S

will ich noch ein Beiſpiel von ganz anderer Art, als die ſchon angefuhrten, hinzuſetzen. J

Doch iſt bai diefem Beiſpiel. die Methope vielleicht mehr, als die Sache ſelbſt, zu
beinerken.

dc-d. 1 36. Erlauterungsaufnabe.
Die Summe folgender Reihe zu finden.

221 32743 42144. 221 g2r.4 z5 32 4 10q Iì— 164 J2

62 4 6. 42 4 15. 221

nòàÔÚ 032

art 4  (Ê— 2)2ν 4 41 etc.
etc. etec.

24— 1

Aufl. Man wird leicht bemerken, daß die Gliever dieſer Reihe nichts anders
find, als die ſamtlich 4 )ten Glieder der Tafel V. Cp, jedes mit i.2. 3..25
multipliciret. Wir werden demnach, wenn wir S.und alle Glieder der Reihe mit

2 1. 2 3... 21 dividiren, und. aus jener Tafel die D. Z. ſtatt der Gligder ſetzen,
unſere Reihe ſo ſchreiben tonnen:

J G)
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G ir 2*r zr 4Ê  nu e-G  1 Ut IV TIN ete. ete.—Die Summirung dieſer Reihe geſchiehet auf folgende Art. Der Ausdruck

Coac xæA laßt ſich auf zwei verſchiedene Arten, in v llig identiſche, nach Potenzen
von, geord ete Reihen verwandeln. Bei der einen dieſer Entwicke ungsarten wird
jeder Coefficient eine unendliche Reihe, und das (1 7)te. Glied derſelben hat die
obiae Reihe (b) zum Co.ffieienten. Nach der zweiten Entwickelungsart wird jeder
Coefficient eine endliche Große, und ſo erhalt man aus Vergl ichung beider entwickel—
ten Reihen) Glied vor Glied, die Summe der nach der erſten Entwickelung gefun—
denen unendlichen Reihen.

Coſ.Erſte Entwickelung der Function yc T)C in eine unendliche Reihe
nach Potenzen von x. Durch wirkliche Diviſion des Col. x durch 1  Col. x

erhalt man leJ (cyy —S Coſ.æ Coſ.x? 4 Coſ. x Coſ. x 4 ete.
Jedes Glied dieſer Reihe verwandle man nut Hulfe der D. Z. in eine unendliche Rei—

x

he nach Potenzen von x ſelbſt, indem man Coſ. 1 aice.
1.2  1624

ĩ  ĩur 4 læs 4 Læs  ete. ſetzt. Man hat alſo

1 2 23 4 14*Coſ.x J  1æ 4 ILIæ  Lx  L xar2 22 4 5 2*rCoſ.x S II Il- U—-— DUI Il-
8 3 4 5 6 3r4 Coſ.x  II 4 Ii 4 In  ILIi  liI-5 26 7 4*Coſ æt V 1V 1IV- IV 1V- 2

etec. etc.
Demnach (Dyy (i ĩl 4 lil WV 4 are)

2 3 4J 4( ul  ul iv 4 cie.) xe
t

3 4 un ul ac) ete.
1*4 2 3r 4*rI  ll W  ete) xar

 eote. etoe.
wo das (r te Glied unſere zu ſummirende Reihe (G) iſt.

Q. 3 ZweiteJ
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Zweite Entwickelung der Functiony  7ẽœ in eine unendliche BeiCoſ. æ

he, nach Potenzen von x. Aus der Trigonometrie weiß man, daß Col x
m 2 (Sin. x) Man bringe dieſen Werth in. die Function, ſo wird

Sin. x
2r— Sin. r Durch wirkliche Diviſion, oder Verwandlung in eine recurri

rende Reihe, findet man

ED)I  Sin. Ix J Sin. Ix J Bin. Ix ete.
Auch in dieſer Reihe verwandle man jedes Glied'in eine Reihe nach Potenzen von x.
Es iſt nemlich

14

Die Coefficienten dieſer Reihe bezeichne man alſo mit D. Z., wozu wir aber, zum
Unterſchied von denen Nr. 1. gebrauchten, jetzt nicht J, (I, Il etc.), ſondern 4

 1 2 —c(B, Ceto.) wahlen. Wir ſetzen alſo 2S 13 4æ qh “5.
4 14 —TTÜ tc. alſo

1 2 x 3x 41x7Sin  x A—  A—  A—  4A4—  ete.
2 23 25 27Demnach haben wir fur die Glieder von (E)

1

2 x? 3x4 21xs 14x2(Gin. B B B 2 6B 7 au.2 22 04 6



Xheil J. Abſchnitt VI. ſ. 136. iü7
6drö ο

etea.

1 1*r 2r 3 4nn—etae.

Da die Reihen (D) und (P) einerlei Werth und einerlei Form haben, und nach ei—
nerlei veranderlichen Große x geordnet ſind, ſo ſind ſie vollig identiſch, und die Coef—
ficienten Glied vor Glied gleich. Demnach

J 2 41) 1 u Pali w ete— 32 z 4a1 l 22) 1 li w.  te. 6z 4 5 3 4

3)1 u  i w  a. —F GÊÜy
etc. etc.ertt. 1  2 3 25 F—Q 27welches letzte die verlangte Summirung iſt, die zualeich alle vorhergehende, die erſte

ausgeuommen, als ein allgemeiner Ausdruck in ſich begreift, wie man leicht ſiehet,
wenn man fur r nach und nach die Werthe 1, 2, 3, erc. ſubſtituiret.

Will man dieſe Summirungen in der gemeinen Bezeichnungsart haben, ſo
nimmt man die Werthe der D. Z.n, IL, IiI, IVerc. aus der Tafel V. C. Die
Werthe der D. Z. 4, B, c, Deic. aber, aus der Tafel V. B., wo man ſich nur
uberall 4ſtatt J, Z ſtatt II, C ftätt II, D ſtatt IV erc., (2 K) ſtatt (2 IR) denten
muß. (Wenn die letzten Zeichen 2Ruud 2 undeutlich ſeyn ſollten, ſo vergleiche
man S. 34.) Hierdurch erhalt man nach der Reihe folgende Summirungen:

1 a  —et. 222 343 444. 222 7 4 4 a 72. 1 2 4. 1.2  8. 1. 2oder 1 42 3  4 5 eie. S J(Jn Athſicht dieſtr beiden Reihen ſehe man Eulers Inſt. eale. diff. pag. 5oi.)

7 28 3543 444. 2* 4— 4. 2*3) 1. 2. J. 4 SS fetrr. D 25 44. 1l.. 4 J.1.4 32 (a. 1.. 4 8. 1. .4

Nimmt
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3 4Nimmt man die Werthe der D. Z. dieſer Reihe l, Ierc. nicht aüs Taf. V. C., ſon
dern aus Taf. VII. A., ſo hat man, wenn man den Nenner 1. 2. 3. 4, durchge
hends, und auf beiden Seiten weglaßt

1 s 21 ao  65 96 4 ete. J
erklarten Methode.)

Die allgemeine Summirung giebt folgendes:

J J 2  53248 4214 4. 2141.. 2r 2. 1.. ar 44 1. 2 8. 1..  21
A. Fſ— 221 42 4.222 625 6. 4a2 4 15. 22r

4 S221 41 2. 1. 2r 8.1. 21 32. 1... Ir

(Eben dieſe Summe ſindet man nach der in Eulers Diff. Rechnung S. 287. Nr. 7ff.

2

 ete. æte. n

2r2r (r— 2)2  Ler ſer )r ctesv

J

J 2

S 225—1 ſeeeeo 2 4alſo nuet1.2..1 221 425 4. 221 625 6. 4a25 4 15. 2215
S—

2212 8 z2 225 2r5 t,2r52r Zier )äô 4 7 (25 4)2r ete.
1

2215—1 JaSiebenter Abſchnitt.
Zuſatze zu der Theorie der Dimenſionszeichen.

ſ. 137. Einleitung.
goCch habe mit Vorbedacht mehrere zu der Theorie unſerer Bereichnungsart gehor

d tgeSatze bis auf dieſen Abſchnitt verſparet, um dem ſeſer Zeit zu laſſen, ſich den Sinn

und Gebrauch dieſer Jeichen, durch das bisherige gelaufig zu machen. Wir durfen.
aber dieſe hier vorzutragenden Satze nicht ubergehen, wenn wir unſern Zeichen, und
darauf gebauten Methoden alle die Anwendbarkeit geben wollen, deren ſie fahig
ſind. Dieſe Satze betreffen hauptſachlich folgenden Umſtand. Wir. haben bisher.
geſehen, daß in manchen Rechnungen, die Coeffieienten einer Reihe, ſchon vom er
ſten Gliede an, in andern aber nur vom zweiten an, mit D. Z. bezeichnet werden
mußten: in dem einenr Falle aber bekommen die D. Z. der hoheren Ordnungen ganz
andere Werthe, als in den andern, woraus manche Unbequenmilichkeiten entſtehen,
und unter andern auch die, daß wir von einigen im vorigen Abſchnitt entwickelten

Tafeln,



FCheil J. Abſchnitt. VIl. 37 igo. 129
J

Tafeln, oft keinen Gebrauch machen konnen, wenn. die Coeff. einer Reihe nur vom
2ten Gliede an mit D. Z. bezeichnet eſind. Es iſt daher nothig, eine Methode zu—
ſuchen, durch welche man jederzeit ſolche D. Z., welche ſich auf das erſte Glied einer
Reihe nicht mit beziehen, auf ſolche reduciren konne, welche den Coefficienten des er—
ſten Gliedes mit in ſich begteifen, und umgekehrt.

g. izs. Erklarung.
1) Wenn die Coefficienten irgend einer vborgelegten endlichen oder unendlichen

Reihe durch Dimenſionszeichen vorgeſtellt werden, und es, werdenzalle Coefficienten
vom erſten Gliede an, mit Dig. bezeichnet, ſo wollen wir dieſelben vollzahlige
Dimenſionszeichen nennen.

2) Werden aber die Coeff. blos vom zweiten Gliede an mit Dimenſions zeichen
bezeichnet, ſo wollen wir ſie verkurzte Dimenſionszeichen nennen.

3) Sollten nur vom dritten Gliede an D. Z. gebraucht werden, ſo konnen ſie
verkurzte D. Z. vom dritten Gliede an heißen; eben ſo ware der Ausdruck ver—
kurzte D. Z. vom vierten, funften zte. Glieden an zu!verſtehen.

4) Wurde der gegebenen Reihe von vorne, vor dem erſten Glied ein neues
zugeſetzt, und auch deſſen Coefficient, mitieinem D. Z. bezeichnet, ſo kann man die

D. Z., ubervollzahlige D. Z. nennen.
 5) Wurden auf eben die Art zwei, drei eten Glieder zugeſet, und ihre Coeff.

mit B. Z. bezeichnet, ſo konnte man ſie ubervollzahlig um zwei, drei ere. Glieder

nennen. uleg. 139. Anmerkung. 5

Es kommen nur ·wenig Falle vor; bei welchen ubervollzahlige D. Z. oder ver

kurzte vom zten, 4ten ete. Gliede an, gebraucht werden mußten. Demohngeachtet
habe ich ſie hier nicht ganz ubergehen wollen, um die große. Allgemeinheit vemerkbar
iu machen, dereun. die folgende Thaorje fahig iſt  u den  ν

H'  ſſt s d vvrigen Abſchnitten bekannt wi b ſidſ
maegent au en  e et u una der Auf—gaben, beflandig die eine oder andere Art derer. D. Z vorkommt, Die wir ſchlechthik

vollzahlige und verkurzte genennt habek
Uebrigens werden wir, im folgenden, wie bisher gewohnlich den Unterſchied be

obachten, daß wir vollzahlige D. Z. fur eine Reihe, mit J „N,A ate., verkurzte
aber fur dieſelbe Reihe, mit A,B, C eir. beheichnen.

J F. 140. Aufgabe. 1.Vollzahlige D. Zajeder Ordnung .in verkurzte zu verwandeinij

Aufl. Es ſey vie Reihe
(052 Ax  Bær DA 4. rc.

R gegeben,

J
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gegeben, in welcher die Folge der Potenzen ganj willkuhrlich iſt, ſo daß wir auch jede
andere hatten ſetzen konnen „wenn nur die Expdnenten eine arithmetiſche Reihe

machen. t  c72 hlat et, Man bezeichue die Coefficienten dieſer deihe zuelſt nijt voll zabigen DeZi, ſo iſt5

2 S— 21 2G) y —Ix 4 Iæ? 4 ĩs 4  ete.
folglich (F. 46.) fur jedes ganze und poſitive n

a1 A2 u43
ieee  V.Zweitens bejeichne man die Coefficlenten eben der Reibe (M mit verkuegten

45* J., ſo iſt
D) AVX 4  x—Auä 4 Ax 4 ete.4

folglich fur jeden Werch von n (Taf. II.)

4 2.  2 14  5n 3J iu AB 4 Asi αα.) n Avn1udti a.  e irna aitn.u  atet e Au—2Be—i 2

4 t 53 “*ü AAn— p Au—1Auxu—raiupete.
1—5 aut i a Ä* —2 it: Mn6

4 »Jt Au—2 B— m*— Aa—2B üull T 2u tti. 4 S 3 7—e—1 A. geeeietf e1  7— jn 2n. (u—3 81., 1
 9 a—D a i. 7t. uu 1.4Wenn  eine aanze und poſitive Zahl bidkutet, ſp finb (0) und (D) identiſch. Folglich

nueJu i  i at n a2ein ar An. in an A; u a ua.4 —1

1 r 5 Eeat'el eitre e 4 5n43 4  4 6 eſuiN 7AA  ννν ö 4* 7! auæs Cʒ etr. eas,1 2velche Formeln die verlangte Vergleichung entholten.

GS. rui.“ Zufatz.?
Wenn man fur M,umbn beſtimmteZeichen ſetztz erſt Jund 1,pann I und 2

ferner Ill und 3, ete., ſo erhalt man eine Reductionstafel der pollzahligen D. Z.
auf verkurzte. Man ſehe Taf. VII. 4.

uut

t— Jn
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Jn den allgemeinen Ausdrucken dieſer Taſel darf man fur- alle ganze, und po

ſitive Zahlen ſeken, welche  n ſind. Denn dakb erſte Gied jeder Ordnung folgt
nicht dem Geſetz der ubrigen Glieder. Bei dem erſten Anblick konnte es auch ſchei—
nen, s euthielten die allgemeinen: Ausdrucke mehrere Giieder vom Anfang jeder
Ordnung nicht; denu.es giebt.!z. B. das allgemeine Glird den vierten Ordn., wenn

man r —z ſetzt,

iu —aai äöννtallein wenn man jbedenkt daß fur verkurzte. D. Z., dieſich nit A anfangen „jede

ate Orbnund ſich mit Vleanfamngen; und alſo jedes D. Z.. Nwo ſeyn muß, wenn

.tint un 1  247 4 tter ſe— 108 uulEòeIDEeID öEeIIIIBä
1

r an, ſo ſieht inan! leicht, daß B —DSi C.  or. alſo. wirklich nur
IVv 44. ſo wie in der Tabelle.

38 we C—43.

143. Zuſatz. 4ê uVermittelſt Taf. VIII. A. wurbe man jederzeit nicht nur vollzahlige D. Z.

durch verkurzte, ſondernauch lubervollzattige, durch vollzahlige; ubervollzahlige um
2 Glieder, durch ſchlechthin ubervollzahlige u. ſ. f. eliminiren konnen. Denn es hin
dert nichts eine Reihe ubervollzahliger D. Z., als volliahlige anzuſehen, hierdurch
aber verwandeln ſich die vollzahligen in verturzte. Auf eben dieſe Art dient die Ta—
fel verkurzte D. Z., in verkurzte um 2 Glieder, und überhaupt verkurzte jeder Art
(man verwechsle dies Wort nicht mit Ordnung)-auf dle nachſto verkutjde Art zu!re

duciren r te* ruebrigens bemerke ich; daß nir Vlit weniger ibitkliche Rechnungdfallle vorgeKo

kommen ſind, wo. dieſe Reduction. nothig oder nutzich waren als die uingekehrte; ob
ſich gleich leicht  Flle erdẽnlen laſſen, wo ſie aiwendbar, wäre. ü —258

—u l i e i143. Aufggabe. 2.
Verkurzta D. Z. in vollzahlige zu verwandeln. Aid

Aufl. Die Corffteinnten eiler willkuhrkich anaenommenen Reihe“ et

G  Auαh B ν de xtheibezeichne man-einmal mit vollzatzligen dänn auch mit: verkurzten D. Jer nemlich

mit vollzahllgeh tt  lu yjet.  urbae othet a.
7 n 4EJ g agg Sais (A untmit berkurztenüll n uinen ue nzr J J J 1 J J r

ntt
6)24 xi:n: u ariu J æte:.  ν uνν 4

T R 2 Aus
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Aus (C) folgt (D)y Ax  A ec.
3 J22n 1— 2n42Daherg. 46. E). S— 2 4 Næ2u-fi Nαν Kac.

Man entwickle auch J Aν in/eine: Reihe, durch. den. Binomialſatz

nu i 5 .2. nj(F) Ax) Zy x yn—2
4 An—1xν  Au

oder wenn wir ſtatt derBin. Coeff., die Buchſtaben e, B, Pere. brauchen

2wo die obern Zeichen fur ein gerades, die untern fur ein ungerades n geſten.
Aus vleſer Reihe eliminire many durch (B), ſo iſt

7 .ni uuuuees(G) yn  I xn 4 INæn. rα“te.u *8—A x yν  A i— q. H-n'men bun ttinnnn ntt a? itie os- Thn uneſædulyngeæg  ſogttu-)c hk Ñ ναν-
ete. —t  rent 2. eö,& 442 ĩ42 J 2 2 J J nl uII—1 .2 Je—Q— uue J ine  dAnx  ggi e 7 u

Li. a r—ον. äti 2 i t it  eæwemliach C)n xνα Auνναν. a2c ni chin agο tois αα n)

r 9 „a— t 7 n— 1 1Qi x qAναν  Bar ν  A ÔZliar“ 5 I T 7 274 xuer n æA(N h Au N-—I.. Jaæda—t 1j J

4 xæa2 —2 nuhta gn Fer u 1)
 erc. 2* —D .Aαν Ge

21*1 6 2* 14r*

haten ar ν.  —ο emt  uin hitiiuoæ. unin4 æru A— h  bA Fuda1

doahid nnae ritn

e Qetc. etec ĩüOffenbar muß. (E) und h beitiſch ſeym; dahtr fn 5 af. Waff s d4a pelche. au

Potenzen gehoren, deren Exponent m 2. Von dem Ghltede an, wälchit æan ſt.
halt, werden Glied vor Gliedralle Coeff. gleich ſhn;Npnlich. C)

7

.ä ſ I n

8 —5—
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J 2 2n  2nu 1 212 n*1n æ eA BA T adaci. J.an—i  2 7a 2u1 2. u 2N  α FuAui. J.ara 242  eeuge 2m n*3næ Aαν— BAr Tννα. i.2u3 Tu-z 2242 254 u447r I «A—A  Bar Tafſuvi. J.Jec. 2 und allaemein
eranr aueroe! au Ê 1. 71 *1—2 nr1

J

 cÔ. ä h  νν t.tryi
Jin bieſen hotwyn iſt Zi  pr v J T erc., und ſie ent—

I

halten die verlangte Reduetion der verkurzten D. Z. auf vollzähllige, auf eine voll—
kommen allgemenine Art, ſon daß man aur fur. N, IN, a beſtimmte Zeichen ſetzen
darf, memlich erit A, J, 1ydam. Bj D,ra, ferner C, Ul, z, u. ſ. f., um die
Reductionsformeln, fur jede; Ordnung, und jedeg Glied beſonders zu erhalten.

xa .t tt. ntt artien  n du α ſuſan. uul nueMWirs dieſe: Suhſtitutiott wirtlich gemacht, ſo ethult man diejenige. ReductioneD

rafel zur Verwundluner der verkurzten Do Z. in vollzahhlige, welche man untez
ven unhehrgtem Tafelw, Taf. V II. B, findet. Iuui νt t at ν- J D— Jun gn rieſet Lofel gelten die obern Zelchen fur ein gerabes a bije unteru fur ein

ungerades.  fann alle ganze Zahlen bedeuten, die 2n ſind. A iſt derjenige
Coefficient einer Rhitze „der vdr dem Gliede vorhergehet', welches Acw J enthalt,2

1oder A J. Daher hatten wit aijh in, der Tafel ſi ſtatt 4; lii ſtatt 4 err. ſetzen
konnen. Allein ich finde ihren Gebrauch ſo beüemer, weil in den mehreſten Fauen
A ilz tbs cnentgſtens geſckwinderr dn die Augen fallt, daß auch 4?, A ete.
m 1, als wenn vieſe Großen mit D. Z. bezeichnet ſind.

i. Anmerkung.
Umi  ven ganzen Zwerk, und Gebrauch dieſer Reductionstafel zu uberſehen, be—

merke man folaendes. Die ganze Theerie, welche gegenwartiges Werk enthalt, nebſt
den Anwendbittgen:! betſemen; hantgen am dennhrri. Kauptaufgaben:, denen: wir den
vritten, pierten und. funften Abſchnitt gewidmet hatten. Das erſte diefer Probleme
lieferte und eine Relhed vyůrr allr ganze nndlpoſttibe Potengzen jebes vielgliedrigen Aus
drucks; das zweite eine ganz allgemeine Potenzreihe; bas dritte eine allgemeine Auf—

„kſungsreihe. Das erſte Problem wurde durch.hulfe vollzahliger D. Z., das zwei

R 3 te
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te und dritte, durch verkurzte aufgeloſet. Dieſe Disharmonie in den Aufloſungen,
bringt keinen Nachtheil, ſo lange man zufrieden iſt; das Geſetz irgend einer mit Hulfe
dieſer Aufaaben entwickelten Reihe, blos in D, Z. zu uberfehen; ſobald  man hinge
gen das Geſetz auch in der gemeinen Bezeichnirnd ſichtbur macher witl, ſo wird jene
Disharinonie ſehr laſtig: denn die meiſten Reihen t welche man findet, werden ver
kurzte D. Z. enthalten, auf welche ſich die im voren Abſchnhitt entwickelten Tafeln
nicht anwenden laſſen, bei welchen durchgehends vollzahlige D. Z. zum Grunde. ie
gen. (Doch fallt bei der geometriſchen und arithmetiſchen Reihe 116 118. der
Unterſchied zwiſchen verkurzten und vollzahligen D.Z. in ſo ferite wed, in ſo fern
dieſe Reihen ihre Matur nicht andern, wenn gleich das— iſte Gliederbeggenommen
wird. Wenn atſo'gleich eine gedm. Reihe nur mit verkurzten D.Z. bezeichniet wird,
ſo kann man doch von der Tafel IV. A. unmittelbar Gebrauch machen, weil ſie auch
bei der Verkurzüng noch immer eine vollzahlige geom. Reihe vorſtellen.) Vermit
telſt der gefündenen Reductionsformeln aber iſt es moglich, jene Disharmonie zu het
ben. Die Reduettionstafeln wurde man zwar techt wohlauf. einzelne Falle atiwent
den, und z. Briin denverſchiedenen Reitzen füt trigenometriſche? Funectidnen,dieiwit
im zten und aten Abſchnitt gefunðenzabeii,: die werkurzten. D.Z. ieliminiren tonnelit
allein ungerechnet, daß dieſe Arbeit in manchen einzelnen Fallen ſehr weitlauftig und
muhſam wird, ſo iſt es offenbar beſfer; wennt wir die Reduetion mit jenen Haupt
anfgaben ſelbſt; als ven Quellen alles deſſen, was in dieſem Werke: vorgerragen
wird, vornehmen: denn: iſt dieſe Reduction ein fur allemal. geſchehen, ſo werden
wir bei jedem einzelnen Fall, mit gleichenbeichtigkeit darr Reſultat. einer; Unterſuchnng

rn rnndhen ddderſheuun tdufzugjr nachretn ſtc be dein einen
üll hſog u n4. 2 u n tistet tt

In dieſer Abſicht muſſen wir aber folgenden lehnſatz vorausſchicken.
»21 e241

h. ras. gehnſatz i une—J  e teen  fin crchnrienſtteGs ſeh o eine gauze und pofitive, abex. irgendn eine ganz millkuhrliche Jahl, ſo

iſt allezeit  ν.  aν n at 41u—n nmu—  u 4. u (u 1) (a  01)1—  e22 ê 1. 2 ..6 vV1 4 2 1 2. 3.8 in 1) 2) Cu 3) (u  v),2 J J il üuh e r 27 z 114 in.Ja. 29 udie obern Zeichen gelten fur ejn gerades,g die, untern fur ein ungeradeg v.  ara

Beweis. Man nenne die zu ſummirenhe Keihe F,ſo iſt? weil 7112

u 1 4 efrefet1 itis 421 Juuu. J ftrit— —9* etri.  v  i6
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Zgphßeil J. Abſchnitt VII. d. 146. 47. 35
m—1, a —2 m nu—2n —3 uſ(u—) tu—3. u—S——  23. 92 2  234uDa ferner T S „ſo iſt 57

m—  u  n an— an— nſcu—)ν  òii 41 2 z 3 4 4.. 0 3. 4. 5 2 JADa ferner ſo iſt3

aue  c d G e—u—rn —3,  nau—4 mn n—n —5 n n—a n—s u—
i 2 3 4 45 4 5 6 4. 5. 6  0l u. ſ. f.Es iſt offeübar, daß man dieſe Schluſſe auf eben die Art fortſetzen konne, und daß

die Factoren, welche ſich bei dieſer Fortfetzung von der Reihe nach und nach abſondern

n —5 u 6 n —?7
4

laſſen, folgende ſeyn werden: ete. Daman aber bei jeder ſolchen Abſonderung, zwei Glieder der Reihe in eins zuſammen

zieht, ſo wird die eingeklammerte Reihe, bei jeder ſolchen Abſonderung, um ein Glied
kurzer. Da nun die Reihe wegen der vorausaeſetzten Beſchaffenheit von v, auf alle
Falle endlich iſt, ſo wird man nach einer. gewiſſen Anzahl voti Abſonderungen, nur
zwei Glieder in der Klammer ubrig behalten, und dieſe werden zufammengezogen, den
letzten Factor von Sausmachen. Es iſt aber aus einer aufmerkſamen Betrachtung
der Fortſchreitung der oben gemachten Schluſſe leicht zu uberſehen, daß dieſe beiden

zuletzt ubrigen Glieber r S —2 ſeyn werden. Demnach iſt

hh. u— 
J. 2. 3 u Vwo  fur ein gerades, fur ein ungerades o gilt: denn da alle Factoten, woraus

8beſtehet, nemlich u 1  at  2 m 31 2 z erc. negativ ſind, v aber die An
zahl derſelben ausdruckt, ſo folgt, daß! eine gerade Anzahl derſelben, ein poſitives,

 Xine ungerade aber, ein negatives Sgeben werden—
J uebrigens ſetzen; wie man ſiehet, die gemachten Schluſſe voraus, was in dem

Satze vorausgeſetzt wurde, nemlich daß v eine ganze und poſitive Zahl ſeyn muſſe
Hingegen erhellet gleichfalls aus dem Beweiſe, daß man ſich unter a deuken konne,cn

was man wollt.
ß. 147. Zuſatz.

Jn dem gefundenen Ausdruck

n ni aln  caνJH 1 7 4. —SS.2 1 a  69ſchreibe man 2 i ſtatt 2, und v—i ſtatt, v, ſo iſt

J
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u—t u—uu —2 —e— Jb)  1. 2. G T 25. C1)ò1 1 2ferner n—2 ſtatt , und v e2 ſtatt o, ſo. iſt- 2Lu Ê-νν tueai 7C6 cu L u— v)7 —2 nu—2 u 3
25C  ô 1. 2 2 (G— 2) 222 2—ο1 Ilferner  —z ſtatt a, und v z ſtatt v, ſo iſt

 —3 u—z3 u —4 Gu ö —c  c νοDDd'i  1. 2 4. 3) i 2 (v— 3)“1 1 2 5

etec. etoe. l 22 cdaß die Zeichen in den letzten Gliedern, und in den Summen abwechſoln muſſen,

erhellet daraus, weil jede folgende; Reihe. um. ein Gliedrkurzer iſt, wie man leicht aug

1
dem Nenner des letzten Gliedes wahrnehmen wird.

9— 148. Zuſatz.

Man ſchreibe 2 ſtatt v, ſo wird 1

ennſeſ)  ſcee Ú] ν—,
JJ Hu a i 2J man ſchreibe in dieſer Reihe D r ſtatt n, und v— riſtatt o, ſo iſt

upi a—in S tu ſn (u2) ν ν)òαb) —1 1. 2... Gr i) i. 2 1)ferner 2 ſtatt n, und v o ſtatt v, ſo iſt
(un cu ν  qf ν (aÊdu2 n2  3c) 1  —1 2 et. 2 eg e2)— i 2  Dferner 4 3 ſtatt n, und u— z ſtatt v, ſo iſt uül

u43 uu cuy ſn po  ſltuna u)D) i  re 2 6c—3) i. 2 &5)etc. etec.
g. ia9! Aufgabe. 3:Die allgemeine Potenzreihe ro. odet Taf. Il. A: ſo umzuformen, daß ſie ſtatt

verkurzte D.Z., vollzhlige enthalte.
Aufl. Wenn wir zur Abkurzung die in der allgemeinen Potenzreihe enthaltenen

1

Binomialcoefficienten, nach Art der D. Z., folgendermaßen bezeichnen: Se;
.4
ul

pnin—ij. u—r æ
2

Ê etc..(wo jederzeit ·vurch die Marke, wie man leicht ſiehet der ganze Bin. Coeff. beſtimmt

iſt,) ſo iſt die allgemeine Potenzreihe folgende:
J

e 8 c)

5

u
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1 2 r(A) yn An xnm 4 e An— Auxumpr Ani

 geÊÊnn
2—*4 Au—2 2—

1* r 2 1 c An—t uν.  Ê Aν ανr 4 ae.
ar;νö 425——e—

3

4

æ An—4
Sie bezieht ſich auf die Wurzelreihe

(B) y Axm 4 Bæmr  Cænar DÊr A ete.
oder, in verkurzten d. 8Z.

(qvAααν  νν  νο A Sö 4 etc.
Zahlt man die Glieder der Potenzreihe vom 2ten an, ſo iſt der allgemeine Ausdruck

fur das pte Glied dieſer Reihe folgender:

i 2  Ê—rr 3 v3 4 pk«(D)  (a Ani Ap Ar B  Aν C ν D
2 4 e An —p Pp)un

Reduciren wir die D. Z. blos in dieſem allgemeinen Ausdruck auf vollzahlige, ſo iſt
offenbar die Reduetion fur die ganze Reihe geſchehn. Es giebt aber die Reducitions—

tafel Taf. VIII. B.

üil 1aan— νν —ν—Qe ynt reerr Au A (—S4. 1  7). U.)
3 pz 3Au—3 C—AAu3  aA„- —Aui' 3.2.1

12 1. 2. 34 z„e— v— 24 4.3.2. 1? 4 —W aa;ñêr

.e An— A. Il 1Iv)1. 2 1. 2. 3 uuue etrce. 124J 2p 9  r 2  t3S S
2 ge—  2 i8)1.. 4 1.2 PMan ſummire die Verticalreihen, deren jede nicht mehr als ein einziges Dilnenſtons

itichen enthalt.

S Die
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Die erſte Verticalreihe giebt

1 2 3 4 pri(Ge— e TZ A)4Aν1

22—c 2 2 m a 1 n —2 —i 117 5 17 7  71. 2 27 u

prri
1 1 2 „u—73. ν ν Gun.

Die zweite Verticalreihe giebt

G ,νννννr2

1. 21 23 raa 2 a a a 3—2 c— 11 1 2 12Jego eeν An—r I (ſ. C.)
Die dritte Verticalreihe giebt

5. a35 p3c Ê: eννα, n2 J p3
1. 2.3 1.. 4

uln )ſau m—3 u—z a —4 (a 3)... IIipz
JJ 0901. 2 3 1 1 2 1... Go —3)p3acn Dαν  2) eονο I (4. 147. D.)5 1. 2. 3 1. 2u. ſ. f.

bis endlich die letzte Verticalreihze, aus dem einzigen Gliebe

.1 2 v 214 æ An—p Ip hh— An—r IPJ. 2 J 1. 2 2eebeſtehet.

Setzen wir dieſe Summen zuſammen, ſo erhalten wir den Coefficienten des
obigen allgemeinen pten Gliedes (D). Dies Glied heiße zur Abkurzung Lonnuyr,
ſo iſt



2 73. eaν 3 4— Jp9

p

4*6—5) G 3) I1. 2 1. 2 2) p3a νν 13553 Au—z III
JI. 2 3. 1. 2 ſa— p41

Au—  IV1. 2 34 i1i. G— eic. eic.
n(n 2

3 Gr ν I.I. 2
die obern Zeichen gelten fur ein gerades, die untern fur ein ungerades p.

Die Potenz von x, welche zu dieſem Coefficienten gehort, iſt vnr
Dieſer Ausdruck iſt nun ein allgemeiner Ausdruck fur das pte Glied (vom 2ten

an gerechnet), der umgeforiten Reihe, in welcher nun blos vollzahlige D. Z. vor
kommen.

Das Geſetz, nach welchem die Theile des gefundenen Coefficienten fortſchreiten,
iſt zwar leicht zu uberſehen, dennoch iſt es nothig auf einen Umſtand aufmerkſam zu
ſeyn, weil man ſonſt bei der Entwirtkelung aller einzelnen Glieder der Reihe, aus die
ſem allgemeinen Glied, in eine Zweideutigkeit fallen kann. Dieſer Umſtand iſt die
Anzahl von Factoren, aus welchem jeder Theil des allgemeinen Coefficienten beſtehet.

Unter dem Wort Factor aber verſtehe ich die Bruche S ac. S Es
V—iſt aber leicht zu uberſchen, daß jeder Theil des Coefficienten, p ſolche Factoren ent

halt, ſo wie auch die Anzahl aller Theile des Coefficienten p iſt. Das erſte ergiebt
ſich aus Betrachtung der Nenner, das andere aus den D. Z. Uebrigens beſtehen
die Factoren jedes Theils aus zwei Klaſſen, die durch Punkte abgeſondert ſind, und
deren jede ihrem eigenen leicht zu uberſehenden Geſetze folgt.

Nach dieſen vorlaufigen Anmerkungen ſubſtituire man fur p, nach und nach die
Werthe, 1, 2, 3, 4 etc., ſo wird man alle Glieder der umgeformten Potenzreihe,
von 2ten an, nach der Reihe erhalten.

1) Das erſte Glied der Reihe bleibt unverundert, wie in (O An xun

2) Setzt man in den allgemeinen Gliebe p —1, ſo erhalt man das 2te Glieb
2der Reihe 4Au i Lxum-er

(Ueberſahe man hier die obige Anmerkung ſvon der Anzahl der Faectoren, ſo wur—

de es zweideutig ſeyn,: ob man in der erſten Zeile mit  abbrechen muſſe.)

S2 3) Seßt

S —J
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9uJ— z) Setzt man p 2, ſo erhalt man das zte Glied
3n

j 4. 7 An—1 Iæunu2æν,

Jt 4221-,J i—
2—

3—n(n 1)
1. 2

HM Setzt man p —3, ſo erhalt man das ate Glied
44 S— Au Iæum3r

1 I.
J 5 22, QrtI. 2 1

a

6

2 αν fu—1. 2. 35 Setzt man p a, ſo erhalt man das zte Glied
5

a An—t Læaumcar7.

E 6n(u 1)
I. 2 J J. 7

6 a Au— l— u —1 —2
1. 2. 3n(u i) (u cu 3) 8

4 An—4IV-
1. 2 3u. ſ. f.dieſe Glieder ſind ſchon hinteichend, die gange. Form der Reihe zu uberſehen.

SG. 150. Zuſatz.
Die ganze Reihe iſt alſo nach dieſer Umformung folgende:

J
2 3

OD A An xun 5 An—i xuν —Siu15

ncu 44 A2 I1. 2
4

5

42 νÑ„ ν Lxun—1 1. 2 5 1 J 3 6

aucu a—3 Au— 1- n(u (a— 9 4 »—2 Il
4

 141. 2  1 1. 2 21 2
76ſÊ —ο  Auuit—J I. 2 3 1. 2. 3a(n— Ofu (u— 3) An41Y z2— 2

1. a. 3. 4 und
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und dieſe allgenreine Potenzreihe bezieht ſich auf die Wurzelreihe

(B) y Auxm Bæmr Cæmar Dæu— ir etce.
oder in vollzahligen D. Z.

1 2 3 4(C) Q I Lir Ivu2  Lun3ö  ete.
Obaleich der Coeffieient des erſten Gliedes  4, in der Potenzreihe nicht unter der
Ferm enes D Z vorkommt ſo beziehen ſich doch ſamtliche hohere D. 3. in derſelben

JO J 2—mit auf diefes Glied, welches alſo bei Entwickelung ihrer Werthe nicht zu uberſehen iſt.

8aiee zz u— oz1 2531  a ete. Demnach“

Um das oftere Nachſchlagen zu erſparen „iſt dieſe umgeformte Reihe Taf. II. B.

beſonders abgedruckt.

Wir ſetzen ſogleich einige Beiſpiele hinzu, um den Gebrauch dieſer umgeform
ten Potenzreihe zu erlautern.

F. ist. Beiſpiel. 1.
Den Werth von ——a oder (Coſ.)5 durch eine Reihe nach Potenzen

von 2. ſo augzudrucken. daß das Geſetz der Reihe, auch in der gewohnlichen Bezeich
nung ſichtbar bleibe. 2.

22 24Man bezeichne die Coefficienten der Reibe Coſ.  1— acc.

.2  3 4 1. 2  16644
mit vollzahligen D. Z. Cot.z —In Izi  LZ Las  ete. ĩ

vVergleicht man dieſe Reihe mit. Zund C im vorigenhHi,:ſo hat man Col. 23.
l

(Col. 2) 74 12 9

1

Die Werthe der D. Z. nehme man aus Tafel V. C., ſo wird

Sz S
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S

1 3 1 z 5S-t  3.5. 1 185.6.7 1 38æte.4) ——14  —2 1.Coſ.æ 121. 2 11 1..4 1 1.2. 3 1.. -8

S

uut

8 1 8
wer

14 0 4

4

2.2.

wo das Fortſchreitungsgeſetz, ſo zuſammengeſetzt es auch iſt, dennoch nicht ſch
zu uberſehen iſt; das 7te Glied, vom 2ten an gezuhlt, wurde ſeyn:

ſ 2333. 6 —QaeIeIIIDE.—E x2ti1.2 1) 1.2 206.7  3) 227

1. 2. (r 3) 2. 1.25 7. 3) 3215 43 t

.3 1.2 3) 4. 172  Ar. 26 8  43) at a.220  4
11.  8. 1. 2  21 l

2

n

14 1

ut

nueul J uuu

4114 41

44 “Ä*.h3
I

25 1L I. 2 66 91Sollte ſich das Geſetz bieſet Reihe in Ziffern einfächer ausdrucken iaſſen; Cworan ich

doch zweifle,) ſo mußte eſich dies einfachere Beſet aus dieſem allgemeinen Ausdruck
ableiten laſſen.

Wareres nur um einige. Glieder dieſer Reihe zu thun, nicht um das Geſetz der
ſelben, ſo nehme man die Werthe der D. Z., nicht. aus Tof. V. C., ſondern aus
Taf. VIJ. A.; ſo findet man durch eint ſehr leichte Rechnung

5

23 432c)  —2 22 78 25 22 2—!t. 5Coſ.z 1. 2 1L.4 1.. .6 1..

4 4

 GS. 152. Zuſatz.
Es ſey e ein paraboliſcher Bogen vom. Scheitel an gerechnet; O der Winkel im

Brennpunkt, der dieſen Bogen beſpannt, und p der Parameter der Parabel, ſo laßt
fich aus der Natur der Parabel beweiſen, daß

a O

S— eο.2 Man
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Man nenne die Coefficienten der im vorigen ſ. gefundenen Reihe, zur Ablurzung,

2 3 4vom aten Gliede an A,.4A A etc., und ſchreibe 9 ſtatt z, ſo hat man

21 32 11de—pr ο οο A  α pÊDemnach, wenn man integrirt

a—tr νν ο  ο3 4

die beſtandige Große iſt o, weil fur O o, auch a So ſeyn muß. Setzt man

hier ſtatt A, ere. die im vorigen h. bey gefundenen Werthe, ſo fallt in die Augen,
daß das Geſetz auch dieſer Reihe ſichtbar bleibe.

Nimmt man aber die Werthe von A, A erc. aus (B), ſo ſind die erſten Glie
der der Reihe folgende:

e m14 2 743 7 25953 9 ete.)9e—ar o ro o2*. 1 7 28.1.oder wenn man jeden Coefficienten in eine einzige Zahl verwandelt

e—  pſ 014 0 0, 12514 Oſ. o, ors6 666 666..
i O7. o, oo2 z0o3 447
a 0. o, ooo a278 942
 cere.

welche Reihe noch ziemlich furd —1 (d. i. 572. 174) convetgirt.

F. 153. Beiſpiel. 2.
Die trigonotnetriſche Funetion von x, v  Col. x V (Ttang. x) in eine Reihe

nach Potenzen von x zu verwandeln.
Man forme zuerſt dieſe Function ſo um, daß keine andere einfache ttig. Fun

ction als Sin. oder Coſ. darin bleibe. Es iſt aber v Coſ. x V (o taug. x)
Coſ.x V a Sin.x

V (2 Sin.x. Coſ.x) —.V Sin. 2x.
V Col.

vv Sin 2 2 243 41

1. 2. J 1
r 25x ete.

Man bezeichne nun die. Coeff! vom erſten Gliede an, mit vollzahligen D. Z., ziehe aber
2, und ihre Potenzen, nicht mit zu den Coeff., damit die D, Z. keine andern Wer

the
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J

11 2 1the als 128. erhalten, nemlich  1; 122  ete.,. ſo daß vo —I24
2 3 4 125*3 4 12444 41 268æ5 4 etc. Aus dieſer Reihe iſt nun die Quabratwur?

zeſ zu zichen, oder dieſelbe zur Potenz Z zu erheben. 6
Vergleichen wir nun dieſe Reihe mit der Wurzelreihe Taf. II. B., ſo iſt

xIAM— 1; m— 13 7  2, und weil die Quadratwurzel geſucht wird J.
Bringt man nun bieſe Werthe in. Taf. II. B., und ſchreibt noch ſtatt x, uberall.2 x,
ſo erhalt man

mr er. C 1u D 22x5 4122 4
2

S

1  r.k 2 2 2 22.4 5—1. 1 4i--  n-—2. 4 2. 2 vi.i. III.- s—4

2. 4.68

4

wovon das. Fortſchreitungsgeſetz nicht ſchruer zu uberſehen iſt. Das (1  te Glieb
ditſer Reihe wird ſeyn

41*12153. 5.7 ſ2r 1ur .a4.6. (2r— J (2x) 2
14

o

i.  5.7.————ò

“—ue—

1ĩũ

7

E

4A

e——

—r 275— 111 3.5.. l 3 25) 21 1 X
2. 4. 6. 8.. (r 2)
1. 1. 3.5. .4. ci 22. 4. 6S. 22.

Die obern Zeichen gelten fur ein gerades, die untern fur ein ungerades.
man fur die D. Z. ihre Werthe aus Taf. V. B., ſo wird

„2
13v (20) (1  —ν 2 1.  J 12 21. 5

T

z2. 1.und auch iſo, iſt das Geſetz der Reihe nicht ſchwer zu uberſehen.

MNiimumt
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Nimmt man aber die Werthe der D. Z. aus Taf. VI. A., ſo erhalt man durch

eine ganz leichte Rechnung

2 25x s5.25æö 67. 27xtCoſ.x y (2 tang.x)  V 2u. Ct 4 etc.)I. 2, 1.5 1J.67 1. 9

ſ. 154. Aufgabe. 4.
Die verkurzten Dimenſionszeichen in der allgemeinen Aufloſungsreihe, auf voll—

ſtandige zu reduciren.

Aufl. Die allgemeine Aufloſungsreihe, ſo wie wir ſie ſ. 94. (Taf. III. A.)
gefunden haben, war

t 2 1 il 4 3J J Auxm. 8 A mn —ete.
4 cte h ee—a m m 2t turtnutanr J

J
nu 2 mu t ur

das ate Glieb, vom aten an gezahlt, welches wir abgekurzt mit P.y m hezeichnen

wollen, iſt S

lm 271thurbn ipar -a 3**J

2ni z mni
ttnrn —ruar ſm tſur pzrun 4u4

 7 2 m z ne 4m2 D.

etc.

ne A rmJ n 3 mnMan ſetze zur Abkurzung mo, ſo wird

1*u—e üliT 4 Gpij Gu—2. 3J  D

5

Jn beiden Ausdrucken gelten die obern Zeichen fur ein gerades n, die untern fur ein

ungerades.

T Die
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Die gegebene Gleichung, oder Function, auf welche ſich dieſe Aufloſungsreihe
beziehet, war

4(B)y  4 J xnr xm-rr 4 Auxuör A ete.
Man reducire nun in dem allgemeinen Gliede Stuck vor Stuck die ver—

kurzten D. Z auf vollzohlige, vermitte ſt Taf. VIII. B., wobei zu merken, daß 4
in der Reductionstafel, fur unſern FallS, weil xn in (D den Coeff. what.

3»*s —ẽ; i t? vzZur Abkurzung ſetzen wir ubrigens noch
—27 3

A21242 v2 iv  νöν. eu u, wo die Jndices 2,n

D— vdz erte.
2. 3

725 7359 43, 4, etc. a ſich, wie man ſieht, auf das letzte Glied des Nenners, oder auch auf

Jdas D. Z., wozu jeder dieſer Coefficienten gehort, beziehen, ſo daß man fur jedes v
ſehr leicht wieder ſeinen Werth ſubſtituiren kann. Mit dieſer Abkurzung iſt alſo

141 22n 3341 44*n u 2n—?2 p A  BogC v. D Ton ound nach Taf. VIiui. ꝑ iſt

1*n——4 1
22n 2 1*2n 2nv B po (et II)33*1 3 17a 34. v C o (31 —'t, III)

21 1 27

t T  n) vn.—

2 3 4. iMan addire jede Vertiealreihe einzeln, und ſetze ſtatt v, v, v etc. v die obigen

Werthe, ſo giebt die iſte Verticalreihe

v*i ee—42 25 3  2 ete.. in 2  A 9 J E2 J G— i)hcr (vpu  naS (1 1. 2 Ca—i) 2à 442tÔνν i148 B)1. 2.  o (ln— 1) 9  e
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Die 2te Verticalreihe giebt

>ÊÊr— 111.2 2 3 1 2 2v2 v *2 3 (v4 )ν ö) Ê Ê ).24L (t J1 1 2 1. 2.. (u—) J Ilu eαο. n g17 it! G. uas. c)
21. 2.Die zte Verticalreihe giebt

 (Ê 2 4320 reeez 5.  J roarzr 22

2 3 1.2. 3 2 3 4 12.3 2 3 4 5unn—tn —2 ν ν ſo ſpu 2 n 7 2 3 lIil—eeeeee2 Äiuul 1 1 2 J. 2— (u 3)(v) Ê ν  ö. Ê)2. 3 1. 2.... (u Tz)III (G. 148. D.)

u. ſ. f.bis endlich die letzte Verticalreihe das einzige Glied

 25v In Jetyy 5. &u— 2In

giebt. Demnach erhalten wir
(v 2) (v  3) Qmnueoee (v 14*
1i. 2 (Cu—  1

vie 9 ν y 221. 2.. Cu 2) II
(v D  öò νον ο. y1. 26u—3) III

2 3(v4 v3) —Seee

r

L 2 (n 4)2. 4
J  etce.(o ν ä. CÊ—32 2. 23 ADies allgemeine Glied der umgeformten Reihe, beſtehet aus a Stucken, wie man

aus den D. Z. ſiehet, und die Coefficienten ſedes D. Z. enthalten ſowohl im Zahler
als Nenner, jeder na— mFaetoren. Daher werden wir furnm, ein D. Z., und
keinen Coeffitienten dazu bekommen; fur n  2, zwei D. Z., und zu jedem einen
Coeff! der im Zuhler und Nenner nur einen Factor enthalt; furr z, drei D. Z.,
und der Coeff. eines jeden wird im Zahler und Nennet zwei Factoren enthalten,

n. ſ. f.

T2 Ehe
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4 Ehe. wir aber aus dieſem allgemeinen Gliede die einzelnen Glieder der Reihe ent—
wickeln, iſt es nothig, das zur Abkurzung gebrauchte v, wegzuſchaffen, weil es ſelbſt
eine Function von a, und alſo fur jedes Glied anders iſt. Es war aber v t-rur

t t pur 2 çê„alſo v  1t vÊôêô„  etc. vmn ua 2 2— lnu arcen Demnachin nn (eberſam) 1nP J
ül

(n 1)m

tlt ur  ê) ſtpur ſt pur ν)— (t arpum) 2*n

n

IL1 m. 2m m 2 mn ee (n 2mnmeν ν tÊνοê) ſipur—a ν) (lt urpum) n
IIIm 2 ni. 3m m (un 3) mtlt puræmn). rur 3 tr ν Ena. um) n532

mu. 2nu 4 mn m  (lGCu 4)m w

J etcea.  7 ſt u  Êus INmi. 2 m, 3n um.Jn dieſem Ausdrucke enthalt nun jeder Zahler und Nenner n Factoren. Die Po

1-ſu

S
S

tenz vony, welche zu dieſem allgemeinen Gliede gehort, iſt, Maan ſetze nun
fur 2nach und nach 1, 2, 3 „ete., ſo erhalt man alle einzelne Glieder der umge—
formten Reihe, vom 2ten an; wobei die Anmerkung, vie wir uber die Anzahl der
Factoren gemache haben, nicht aus der Acht zu laſſen iſt.

Man ſetze alſo 2, ſo wird das ate. Glied der Reihe

E 2 —r2 1— m
Man ſetze 2, ſo wird das zte Glied

—ν i,J m

4 2  ui) u
1432tiraam ν  ö

m Mm  QAm 1 m
5.143 13 3u rre—4 Iĩ

m. 2m iltlid ν 2 ur
m. 2u. zuun

m. 2 mMan ſetze à  3, ſo erhalt man das ate Glied
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Man ſetze  S 4, ſo erhalt man das gzte Glied

êν  νr 3  ν a:Jy mn m. 21nm. 3 m 6

àòà5ar e Ê eiimn. 2mn ni. 2nte  ν ν r) ra ire7

m. 2m. 3m ni

4

m. am. 3mn. 4 nu. ſ. f.
h. 155. Zulſatz.

Fur irgend eine gegebene Function oder Gleichung

y α ê  Bentr  Cænar  Dænör ete.“
oder in D. Z.

1 2 3 42 I 4. Læuer 4- Jxubar  Læmpzr  ete.
haben wir demnach allgemein

7 t 22 e— 1 tg ze
erx —y 2nmnνν t, t  e—nu. Qm nmni. 27n j

m. dun. 3 mel

ÔÊ ua i,“ Ae.n m. ⁊nmn. 3 u4 u) e —ar in νν
n. anul 2mn

7

m
1Car e a) t—Ê—an jit—
n 2 m 3 m1 ν ar ν  a”Ê νêuuò83
m. 2mn. 3m. 4wm

2

So zuſammengeſetzt auch die Coeffieienten ausſehen, ſo leicht iſt doch ihr Geſetz zu

uberſehen, beſonders da man blos ſeine Aufmerkſamkeit auf mn zu richten hät, denn
 und kommen in allen Stucken, woraus jedes einzelne Glied der ganzen Reihe be

ſiehet, immer auf einerlei Art vor. Am deutlichſten uberſiehet man es in dem allge—
meinen Ausdruck (im vorigenh.). An der Anwendung, wo fur? un,  beſtimmte
Zahlen geſetzt werden, erſcheint die geihe immer ſehr einfach.

T3 Uebrigens

ue
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Uebrigens iſt offenbar dieſe Reihe eben ſo allgemein, als diejenige, aus welcher
wir ſie durch die Umfo mung eihaſten haben d. 94. Man ſehe noch g. 96. 97. 98.
Welche von beiden Rerhen aber in jedem Falle zu brauchen ſey, dies hangt von der
Beſchaffenheit der Coeff cienten jeder einzelnen aufzuldſenden Gleichung ab; nemlich
von dem Umſtande, ob man die Werthe der hohern D. Z., fur vollzonliage, oder ver
kurzte D. Z. leichter beſtimmen konne. Da man indeſſen in ſehr vielen Fullen, mit
Reihen zu thun hat, deren Geſetz in den hoheren Potenzen nicht bekannt iſt, und da
ſelbſt mehrere von den Reihen, die wir im vorigen Abſchnitt betrachtet haben, in den
hoheren Potenzen einem ſo verwickelten Geſetze folgen, ſo wird die Aufloſungsreihe
S. 94. oder Taf III. A. in den mehreſten Fallen vorzuziehen ſeyn, theils weil ſie ein
fachere Coefficienten hat, und weilſelbſt die Werthe der verkurzten D. Z. etwas ein
facher ſind, weil der Coefficlent des erſten Gliedes gar nicht mir in Rechnung kommt.
Bei endlichen Gleichin.gen, durfte ſite von wenig oder gar keinen Gebrauch ſeyn.
Denn ob wir gleich im vorigen Abſchnitt einige Tafeln entwickelt haben, die ſich auf
algebraiſche Functionen betiehen, ſo ſind ſie doch alle von der Art, daßman, wenn
es auf Aufloſung einer Gleichung ankommt, ganz ohne unendliche Reihe fertig wer—
den kann. Ein Padr Beiſpiele mogen den Gebrauch der Reihe, ſo wie wir ſie jetzt
umgeformt haben, erlautern. Uebrigens habe ich auch dieſe Reihe, zu mehrerer Be
quemlichkeit Taf. III. B., beſonders. abdrucken laſſen.

F. 156. Beiſpiel. 1.
Aus der tranſcendenten Gleichung ax en ſwoe, wie gewohnlich, die Grund

zahl des naturlichen ogeriehhenon Suoſtems bedeutet,) den Werth von x durch eine
unendliche. Reihe aus ſudkucken.

Aufl. Mit Worten iſt der Sinn der gegebenen Gleichung dieſer: Es wird ein
naturlicher log. geſucht, (welcher hier x heißt,) der mit ſeiner zugehorigen Zahl (er)
multipliciret, eine beſtimmte Große a giebt. Es iſt aber

1ers 1  ê x x 4 ete.alſo da  xen, 1 1.2 1.2.3  e:4 J

i 1 1 1a Sx  Ê$ê x ete.1 a.2 1I. 2. 3 21. 4man bezeichne die Coeff. dieſer Reihe mit vollzahligen D. Z., alſo

1. 2 3 4a—Ix 4 Iæ?  LIæ  Ix 4IæS  ere.
Vergleicht man dieſe Gleichung mit dem allgemeinen Schema einer gegebenen Glei

1

J

chung F. 185., ſo iſt hier y Daz m Virz Suj IAM 1, und da wir
ſelbſt ſuchen, auch? Kr.

Bringt
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Bringt man dieſe Werthe in die Aufloſungsreihe, ſo erhalt man

2 5 3 6.74 78.9 5x— æ Lar Ler lat 1a4 ecte.2

222 4
1 2 1Da die Werthe der D. Z. in der iſten Ordnung folgende ſind: r; 1273

3
1u i TDõ etec. d. h. eben dieſelben, fur welche wir die hoheren Ordnun

gen im vorigen Abſchnitte ſ. 124. Taf. V. A entwickelt haben, ſo erhalten wir, wenn
wir die Werthe der hoheren D. Z. aus jener Tafel nehmen, folgende leicht zu uberſe—
hende Reihe:

J 23.4 1.4Subſtituiret man die Werthe von m, und: in dem allgemeinen Gliede der Auflo
ſungsreihe, ſo erhalt man fur unſere Reihe, ffolgenden Ausdruck fur das ate Glied,
vom aten an gezahlt:

14*2e c ν  ſe, und1. 2 —Qmnueeoe (n 1). 1.—Qee 242 23 U- und iu2 1. 2  (u 2) 1.(u )m3) (u5) (214) 3u z44 1. lll- und il e2 3 1 42 n 441ν  e ον. (u AZ anv-- undlv Zeeu2. 14 1  a— 4 1 aete. etec.2n 1n*Lrket.. en  ,und d
2. 3 Qnueeee u L.das obere Zeichen gilt fur ein gerades a.

g. 157.
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ſ. 157. Zuſatz.
ließe ſich die Reihe, aus welcher der Coefficient des allgemeinen Gliedes beſteht,

a priori ſummiren, ſo wurde man fut die gefundene Reihe ein einfacheres Geſetz fin
den. Allein auch dieſe Summirung durfte etwas ſchwer ſeyn. Daß ſie aber moglich
ſeyn miß, laßt ſich a poſteriori zeigen. Denn wenn man die Coefficienten jeder Po
tenz wirklich addiret, ſo zeigt ſich ein ſehr einfaches Geſetz, nach welchem die Reihe
fortſchreitet, nemlich

f

1 3 47? 53 64a 247 J. a a as as  ete.1.2 1. 2. 3 21.4 1.. .5das a  rſte Glied dieſer Reihe, oder das ate vom zweiten an wurde zufolge dieſes

Geſetzes feyn

4 aun—iT2 aJweiches demnach die Summe des obigen Ausdrucks (im vorigen F.) ſeyn wurde gilt
wenn 2 gerade). laßt man hier und oben den Nenner 1. 2.. n, desgleichen die
Potenz au— i weg, ſo laßt ſich dieſe Summirung auch auf folgrnde Art:ſchreiben:

(u- ba. Cu- )ſ u n—t 22 n nu —:t u —2 3*
ĩ

 ô“„‘ν4 ç aνtç“ç„tçtrçö ò t £tç1. 2.  a ltra —2 1 2 uſz 2 2 u4 —4
1 2n  2u*1 1 Cu  1)uα

Man kann ſich ſehr,leicht durch Proben von der Richtigkeit dieſer Summirung uber—
zeugen, wenn man fur 2 irgend eine ganze und poſitive Zahl ſetzt. Denn nur fur
dieſe kann die Summirung, zu Folge ihrer Form und ver Art, wie.ſie gefunden

worden, gultig ſeyn.

25—

ſ. 158. Zuſatz.
Jn der Gleichung a x.es bedeutete v den nat. log. der Zahlr; und der

Sinn der Aufgabe war: einen nat. Log. zu finden, der mit ſeiner zugehorigen Zahl

multiplleirt a gabe. 4
Betrafe die Frage nicht naturliche, ſondern Briggiſche Logarithmen, und es

ſollte ein Briggiſcher logarithme, z, gefunden werden, der mit ſeiner ihm in dieſen
Syſtem zugehorigen Zahl ro? multipliciret, eine beſtimmte Große S gabe, ſo daß,
alſo 4 2. 1os ſeyn ſollte; ſo ſey   2, Zoa 585 die Zahl, durch deren Mul
tiplication briggiſche log. in naturliche verwandelt werden, ſo iſt ror Zens, alſo
622 ena, und om mæ. em. Man ſchreibe alſo in der gefundenen Reihe

42 55x a a a a cite.J1. 2 ĩ 1.2. 3 1e4
mo
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Anb ſtatt a, und. mzuſtatt x, ſo erhalt man

42 52,  6b mb [Ê mi mtbi aute.3

1. 270 1.2 1..  4oder welches zur Berechnung etwas bequemer iſt

J

Juwo o, 434 294
mis

Man ſiehet ubrigens leicht, daß beide Reihen nicht ſtark, und nur fur ein ſehr
kleines aoder  convergiren.

6 21GEs ſey. ac, ooigʒ alſo uih opooa zoa 3853 mt  o, ooo oos 302;
niöbi o. qoo ooο ν nd mb mab  νÊνr  o, 297 290

und dies mit 5 multiplieiret,, giebt

—t—zu dieſem logarithmen findet ſich in der Tafel die Zahl t, oo2 zoo, und dieſe mit
wirklich multipliciret, giebt

o, eοο e 7 d.i. o, oor
ſo daß alſo btio igefundeus. wwirklich. die verlangte Eigenſchaft hat.
 Uebrigens bemerke ich noch, daß die Art, wie wir das Probleni aufgeldſet ha
ben, gar nicht e oder 4 nothwendig, als beſtandige Großen vorausſetzt, jondern
daß ſio den. verunderlichẽn Werth der Function æ ern,oder z. 10 ausdrucken konnen,
ſo iſt älsdenn die gefundene Reihe, die umgekehrte von der; welche  oder  durch x

Abder 2 ausdrucki. u

n nui H isp. Beiſpiel. 2.
JEs ſen die tranſrendente Jitnetioniy wier! gegeben; es ſoll x durch eine

eihe nach Polenzen von  ausgedruckr werden.

hn ein r ir  vueß ufli Es iſte Sreær4 —Ê
J J1. 2 1. 2. 3 14alſo day æne  at. de

—add riyen xihs ar.1

1. 2. 34
Vergleicht man dieſe Reihe, mit dem allgemeinen Schema riner gegebenen Funttion

Taf. iIſ., oahaben wlr ß ti: ai/uurNgeradr wien dort lauch ĩ S Aere r. wird alſo
x ſelbſt geſucht ſo iſt blos in dtt Auflbſungsreihe uberall ſtatt t zu ſetzen.

—A cezu u Wegen
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Weaen dieſer geringen Veranderung halte ich es fur unnothig, die Reihe hier

wieder abzuſchreiben. Die Werthe der D. Z. ſind dieſelben, wie im vorigen Beiſpiel.

Wofern nicht utʒ ſo ſchreitet die Reihe fur x, aivermneldlich nach irra

1 r1 2i— 2.tionalen Potenzen von y, nemlich n, y m J  „ere. fort, die man aber
1

durch eine leichte Subſtitution yn  2, auf eine rationale Form, nemlich z, 2r —i,
2251, z37  etc. bringen kann.

1 gr i6o. Zuſatz. E  In J

Es iſt ſchon an einem andern Orte (h. roa. und isq) beinerkt worden, daß
man jede Gleichunz auf mehrere Arten, und die tranſcendenten auf unzahlige auflo—
ſen konne. Die Aufgabe des vorigenh.z. B. laßt ſich unter'andern auch ſo aufloſen:

7Es war y— xme alſo ly  mlæ xt', inan ſetze x Klal 2, alſo
Iy —mi (t 2) (t 4 D)r, und in. Reihen aufgeloſet

lν αν ar. i  anq eννν  in
r io d. ſt—1  —2 7 2z. ..2 S 33. ec.
1 1529  142 33Um dieſe Gleichung mit dem allgemeinen Schema gzu.vergleichen, mußte man t auf

die linke Seite bringen, und die ganze Gleichung durch den Coeff. des erſten Gliedes,

t n pr dividiren, ſo dat e2 Iy e*eueetev  q α— S5 S trie.a ug Aouttin: ——tHiet wuürde es nicht datyſam ſehn, die Aufidſungsrelhe B.etgf. ui) auzutoenden,

ſondern die im zten Abſchnitt entwickelte A.
5

Die Werthe der hoheren D. Z!idurden ſchwerer zu berechnen, und das Geſetz
der, Reihe, ohne die D. Be mcht ſichtbar zu machen ſenn; aber, die Rrihẽ wurde fur
manche Falle, beſonders fur m iera viſturtexeeonvergiren. Dies war der Fall

des erſten Beiſpiels,welches in der Gleichung y KTixm er, als ein beſonderer Fall

mit enthalten iſtt. 2 og. 161. Beiſpiel. 3.

Aus der Function yre den Werrth voner vurch eine Reihe,t nach Pa
etkenzen von:yauszudruckrn;n init ens urit guo.  etun rrinnte

Aufl. Man ·verwandle Colcx in die bekannte Reihe,afo hat man l cu

un  uls n Sil e. —3
ä. 2 1ee 4 n uu1 Ver
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Vergleicht man dies mit dem allgemeinen Schema der gegebenen Function Taf. III. B.

1 2 1 3 1ſo ergiebt ſich 23  23 I.r; ID 7; 1— euc. und
1.. 4darwit x ſelbſt ſuchen; lſ

S

2 etrte.
rm 2—i

uh.

n e
u

J ven

 14 o

81 412

e D —4

o z
vn

4 1 1

Cra J E 4

m t

t al

 2

v 55

2 v

—74 441Das ate Glieb vom 2ten an gerechnet, wird ſeyn 2. 4. 6. 8

214418i Ey—)crν ν  aÊ a 2e 20 4. 6 2 2 1) J J1(21— (21 5) 7) oe2. e .Z. 4. 26u—4) II
1(2  ν 3) (au —7) 32. 4 vsn! .2 2(an 3) III J—

etec. au ar

1(2u D (2 —ν lan. 3 z

2. æ. Ê ,2 two die obern Zalchen fur ein gerades n grlten::
Nimmt man nun die Werthe der D. Z. aus Taf. V. C., ſo wird

3 irteeit 7.1 m3. 1 1 2 ctc.

u

1441 4. 41

LaQ

4  171. 22 1S 4 777 e2

d nn te a e e 2. 4 2. 1.4C..  244 2 a. L.
e—

4428übe 28 4I. 5.3 S. Tä.72 .3 —l neeee u— .61 2das vte Glieb, vom 2tan an J 0 2. 4; v 4.14 6 J 1

J J Il Im il, Il 2u4t νο ν. i2 2. 4. 6.. 26u i) 1. 2
532

122 (21 5) (21 7) i 9 J
2. 4 2., 4.  Ala—t) 2. u .2utth d

J. igen ννν feο ort  a321 3 22 u J J6

 2. 4. aν. -2 νö L 2. Ê3 —I—a(e u a).  (n  5) G οò ,4.. 422 4. 4. 2255

2. 40 ö. 8232  4 4 Jue 442 —oo— 8. 1.  2netc. *4 J 42

J

u 2 4
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n2rn (nu αν S —S nete u4Aictn dc c 12 22. 4. 6. 8 9n 24 ao— 0 4404ç 410 4 9 A ſ
wo das Geſetz, bei aller Verwickelung, doch ohne Schwierigkeit zu uberſehen iſt.
Auch gi.bt es ſchwerlich einen einfachern Ausdruck fur daſſelbe in der gewohnlichen
Bezeichnung.

ß. 162. Zuſatz.
Opfert man die Ueberſicht des Geſetzes auf, und nunmt die Werthe der D. Z.

aus Taf. VII. A., ſo ergiebt ſich, durch eine leichte Rechnung

1 2 J i  11 379 27497 —2x —y äο ü g.1 S aν aie.9

Will man die irrationale Form wegſchaffen, ſo ſetze many 2, ſo iſt
1

1 iitt  379  27497x— 25 27 27 2 ete.2. 1. 2 4. 1..4  881 16. 1..  ShDieſe Reihe convergirt nur fur große ꝓ vber fleine Selbſt fur  ruft ſie

noch auseinander. 1

Achtsér Abſchnitt.
Zuſätze zu der allgemeinen Auftoſungsznethode.

O9
na dt

d

g. rog. inleitung. rtit: Ai. At: ttenr:
Ich habe ſchon gelegentlich erwahnt, daß die im gten und 7ten Abſchnitt vorgetra
gene Aufloſungsmethode, von ſolcher Allgemeinheit ſey, daß man vermitrtelſt derſel—

ben „nicht nur, wie der: Anblick der Aufloſungsreihe zeigt, jede Potenz (ohne alle
Einſchrankung), einer in der vorgeleaten. Function oder Gleichung enthaltenen Große
x finden konne, ſondern daß man ſogar jede Function dieſer Große x, durch eine
unendliche Reihe ausdrucken konne. Es iſt auch gar nicht ſchwer; fich im allgemei
nen von der Wioglichkeit der Sache zu uberzeugen.

1) Die gegebene Gleichung ſeh
xn 4 Bænt 4. Cæmar et. 55 91t

und die Function von x, deren Werth durch: eine Reihe ausgedruckt  werben: ſoll,
wollen wir mit F. x bezeichnen. laßt ſich nun dieſe Function (und dies iſt im Allge
meinen immer moglich,) durch eine Reihe nach Potenzen von x ausbrucken, z.B.

F.x  a b! Êα  aα  ete. t—

ſo
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ſo fallt in die Augen, daß man, vermittelſt unſerer Aufloſungsmethode alle Glieder
dieſer Reihe, bx, cx? etc. einzeln durch unendliche Reihen ausdrucken konne, deren
Summe alsdenn den Werth von P. x geben wird.

Indeſſen wird dieſe Art der Aufloſung in der Anwendung nicht immer die be—
quemſte ſeyn, theils weil die Summe der Reihen, die F. x geben, gemeiniaglich etwas
ſehr zuſammenqgeſetztes ſeyn wird, (deſſen Fortſchreitungsaeſetz doch. vermittelſt der
D. Z., jederzeit zu uberſehen iſt,) theils weil F. x von ſolcher Beſchaffenheit ſeyn
kaun, daß die Coeffieienten 4, 6, e, etc. dem Werthe oder der Form nach, unend—
lich werden, wenn die Reihe ſchlechterdings nach Potenzen von  ſelbſt fortſchreiten

ſoll, wie dies z. B. der Fall iſt, wenn F. x D log. v.
Allein es giebt mehrere Wege, zu demſelben Zweck zu gelangen, und wo der ei—

ne unwegſam iſt, wird ein anderer offen ſtehen.
2) Wir werden im zweiten Theile, in dem Abſchnitte von der Umformung

der Reihen zeigen, daß es jederzeit moglich ſey, eine vorgelegte Function oder Glei—
chung y Tem 4. Bæur etc. ſo umzuformen, daß ſie in der umgeformten Ge—
ſtalt, nach Potenzen von irgend einer gegebenen Function von x fortſchreite. Formte
man alſo die gegebene Gleichung ſo um, daß ſie nach Potenzen von F.x fortſchritte,

und nach dieſer Umformung

v (F.x)n  B E C A er—e.ware;, ſo iſt klar, daß man nun den Werth von F. æ, vermittelſt der Aufidſungsrei

be, geradezu erhalten könne.Z Aber auch hier kann es ſich zutragen, daß die Coeffieienten B, Cerc. un
endlich, und alſo unbrauchbur werden. Fur dieſen Fall bleibt ein drittes Mittel,
welches auf alle Falle zum Ziele fuhrt. Man nehme eine andere Function von x,
die wir O. x nennen wollen, zu Hulfe. Diefe wird ſich jederzeit ſo wahlen laſſenſ?
daß menn mon. nach derſelben, ſowohl die gegebene Funetion yn  Bαte.

als die geſuchte F.x a bα ν 4 ete umformt, in beiden Fallen die Coeffi
eienten der umgeformten Reihen endlich werden, ſo daß alsdenn die erſte Aufloſungs—

art angewendet werden kain.
Es iſt meine Abſicht nicht, dieſe Theorie in gegenwartigen Werke vollſtondig

abzuhandeln. Denn ſollte dies auf eine hinlanglich allgemeine und bequeme Art ge
ſchehen, ſo wurden dabei einige ziemlich verwickelte Differenziirungen nicht wohl zu
entbehren ſeyhn, die ich aber abſichtlich in dieſem Werke, in den Hauptſachen zu ver—

meiden geſucht habe.
Einige leichte Beiſpiele dieſer Arbeit, werden indeſſen, wie ich hoffe, dem

ſeſer nicht unanaenehm ſeyn, und man wird daraus erſehen, wie man bei vorgelegten
Fragen dieſer Art, auf die eine oder andere Art verfahren fonne.

U3 g. i64.
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ſ. 164. Beiſpiel. 1.
14 x2Aus der Gleichungy —x den Werth von —7 durch eine unendſi-

che Reihe auszudrucken.

Aufl. Man verfahre nach der erſten Methode des vorigen g., und loſe zu dem-
1

 x
Ende zuerſt in eine unendliche Reihe auf, nemlich

1 x2
1 x2

S 1 2* J1 x2?

22

S

E
4 2x 4 2x 4 eic. ete.

1 J

Hierauf entwickle man aus dem gegebenen x xz den Werth von æt3:
und zwar nach der Auſtoſungsmethode des sten Abſchnitts ſ. 94. oder Taf. III. A.
Vergleicht man zu dem Ende unſere Gleichung y x xß mit dem allgemeinen

Schemay xm  Alun A ete., ſo iſt n ii  —23 r; ã re.
rtte oO, alſo i  tx? S ee1212245 —rioirg; 4 2

21 1  2 L.-31  4 1* 8 dÊ.2 6 s d Inuee—

oder da A— 1, alſo B— 13 C— 43 DW. ete. inct
ut yt tiyntatcts g νννν νν  enJ 2,3— —t 2 32

ri  t uuueelNunmehr iſt es ſehr leicht, alle einzelne Glieder der Reihe

l—1 t  282 4 284 4 286 pet. 1  2 4  νn D

1 —x2 7  7 260in Reihen nachy zu verwandeln, indem inan in det fur x gefundeneu Heihe fur
nach und nach, 2,4, 6 etc. ſetzt. So erhalt mamn

2 7  arn 2 11. 12. 13x?  J7 —25 T 7S 4 v 4
12.3  1 2. 3.ve dd ν  ν 35
6 7x y 9 1

ke

T! ett.

at te ett uel 4uui  D 7x—  .b 4— to 4 etequ a1 Sxio uu uuu—e  tο  etent
Dem—
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Demnach iſt  r

*l
1— 1  258 4 21 4 ete.

14 qur 2 νÑν  eic.1 2. 32 1 2. 3
8 11. 12

1 2. 3
v

9

2 vJie i. n 1 v

2

wo das Fortſchreitungsgeſeh nicht ſchwer zu uberſehen iſt.

Das ate Glied dieſer Reihe, vom 2ten an gezahlt, iſt

can (3zu 2) (an i(. (Gu—z)*:42. 43 (ca— i) 2. 3  (nu— 2)4 3 u νν. Gu-  4z  cu—z) 2 3 (a—MG  )or.8. 165. Zuſatz.
Das Geſetz der im vorigen H. entwickelten Reihe, laßt ſich aber auf eine weit

einfacherf Art ansdrucken, indem ſich der gefundene terminus generalis ohite Schwie
rrigkeit ſumniiren laßt, und zwar vermittelſt der d. 1aß. gefundenen Summirung.

Wenn man die Glieder deſſelben in umgekehrter Ordnung ſchreibt, und das,
was in der Klammer ſteht, mit 22 multipliciret, außerhalb aber mit 22 dividiret,
ſo iſt er

2 7 a)αν s) e ν να1. 1 3 J2u(2n 1) (zu 5) 226224). 2 1. 26. n— Iνt. 2. Cu —DHDas Ganze, was in der Klammer ſteht, beſtehet aus  Gliedern, und laßt ſich in
folgende  Reihen theilen, deren jede nach ſ. 148. ſummabel iſt:

21 2u(2n41)  2auſ(an1). (31 D1)1
2.0 1 1. 2 1. 2 (u— ñ2n n— 22(2u *41)2) .7 6Gu—3 o e8028 neee 1. 2. a. 26 ina— 2)19) 4 “e 4 2222 cu——14 2 rerreree le«e 2eie. 2 552 lha— 3)22

ul

J 9 5 2n) 1 J 454  6 t—9 J ue 9 e 1



160 Zuſatze zu der allg. Aufloſungsmethode.
welche Reihen, wie man leicht ſiehet, blos darin verſchieden ſind, daß jede derſelben
am Ende um ein Glied kurzer iſt, als die nachſtvorhergehende.

Schreibt man nun ſ. 148. in ſtatt n, uberall 25, ſo iſt jederzeit

(O1  2
9 21(21). Quν.“

1 1. 2 ll. 2 v.En  eν: Quvx
I. 2 222 ðSetzt man nun in dieſer Summirung fur v, nach und nach (n 1), (a— 2),

(n 3), r, ſo erhalt man folgende Reihe, als Summe der obigen 2 Reihen,
(zu —i) cſanpi) ſ2u) G—DG) ntnent n—) 1.  2  (1 42c2u—) (au 2. GCzu —2) 21unt

232 1.—I. 2. (u —3) 222 1Es fallt aber ſogleich in die Augen, daß dieſe Reihe, nach eben dem Satze ſummabel

iſt. Denn ſchreibt man.in (Q, 21 i ſtatt 2, und ſetztu a —n, ſo iſt 4 und
Z vollig einerley, demnach iſt die Summie. von 8

(2n 2) (21 3) (zu 1)
1. 2  (nun—1)und der ganze terminus generalis unſerer Reihe wird alſo ſeyn

52 2(2u2) (2n 3 Gami) yra
1. 2 3Setzt man alſo fur nach und nach, t, 2, 3, 4 etec., ſo erhalt man alle Glieder

der Reihe vom 2ten an. Das erſte Glied aber, welches dem Geſetze der ubrigen
Glieder nicht folget, iſt, wie wir aus dem vorigen h. wiſſen, K a.“ Demnach die
ganze Reihe

1 x? 2. 61  25 22 6 2—ö j ...ß1 x? 1.27 1.2. 2? 1. 2. 3. 4
2

yrn 4.
1. 2. 3 2 n

Die Gleichung, worauf ſie ſich beziehet, war y x xñ.

ſ. 166. Beiſpiel. 2.
Aus eben der Gleichung x— x den' Werth des log. nat. x, durch eine

unendliche Reihe auszudrucken.Aufl. Da die hier geſuchte Function log. x von ſolcher Beſchaffenheit iſt, daß

ſie ſich nicht anders in eine Reihe nach Potenzen vonx ſelbſt. als mit unendlichen
Coefficienten aufloſen laßt, ſo verfahre man nach der 2ten Methode h. 163, und
forme man den Ausdruck x x: ſelbſt in eine Reihe um, die nach Potenzen von
log.x, den wir Kurze halber, Anennen wollen, fortſchreitet. Dies geſchiehet ver-—
mittelſt der J. 124. betrachteten Reihe, nach welcher Num.
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Num. St  A 29 A  ere.2 t. 2. 3
3

z*  3 34und vo m 1 3  72729  ec.142. 3

Demnach x x (r —s') Cr—s) (t—39)
V (—3)  âô —A A 1 ete.eiÊ  —5)oder  21 êô A2 4 ete.z 221l 4J.

Aus dieſer Reihe kann nun A, oder log. nach unſerer Aufloſungsmethode ohne
Schwierigkeit gefunden werden. Es wird aber beſſer ſehn, die Aufidſung nach der
Methode des ten Abſchu. F. 14. CTaf. III. B.) in vollzotlichen D. Z. zu machen,
indent et riicht aichwer iſt, das Geſetz der hoheren Potenzen auf eine allgemeine Art zu

Nden denn eben ſo wie wii Jy  eb in eine Reihe nach A verwandelt
thaben, auf eben die Ärt, wird man ſede hohere Potenz 35) (æi —x)*

in eine eben ſolche Reihe aufloſen kbunen. WUin sber die Hauptſache hier nicht durch
Nebenrechnungen zu ünterbkechen,ſo verfparen zvirndieſe Arbeit auf den folgenden h.

Setzen wir nun „um mehrerer Einfachheit willen o, und vergleichen
dann unſere Reihe

(z 58 in«i H s8i 1). De— 1 G1) x S— kl
ov  2 2. ntt e t  eee 4mit dem allgemeinen Schema einer gegebenen Function y.  Iæn 4. l xmeit

1læn A ete., ſo haben wiry Soz Ai ur tir S rtz Uwie
(3 1)fur die Aufloſungsreihen immer ſehn mußnce r, ferner

ti Ii ul
n  199

v

ue

ee.
55—

v

e 1

4 1A Io
1

 ô
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das ate Glied vom Aten an gezahlt, itt  i ce  2-
(n3) (an) ar1 vni

 12 441. 2.. .4 J E t —22 3241(u42) (ua du—45)  u a42
12 14 2 (Ui— 2)

vm.

ir li 9 8

IIu νöα a3 257iit-— “ee2 D J
2. 3.. I1.. v lu—3 5 .1n4 5ſu- ö α ναν.. u r. —74 4 4 44æ.2 3z.  a c9  254223etc

u—dD  ctatt  int iat 22  srit?i  taſuzy  1 25. uuu

z  e  M Jvies iſt die verlangte Reihe fur log.x, und die Werthe det D. g. kunnen  ent

Sp— S S

7 eeeeeetee—ül ü
a uuu—

 n p. 1 1857. Zuſasntatium —3 —üDie nach A umgefornite, und hernach aufgeloſete Reihe war

35— 1 3— r(O A *4 3* a? S 4 —Sa 22 S 5 4 ceic.
1. 2 D 2e 2  v e. ua1 2 2 4und in D. Za G) v.e ν  I ala

x 2Die hoheren Potenzen bon dA laffen ſich äuf folgende aligemene Art beſtimmen. Es

A2, r v 4 J e2e22..S

or 3 (æ3 x)n “e 28 —eeele

und vermittelſt des Binomiſchen Satzes i  ui.. dan.Sei t
vnr (ez Zxin—a 42 2 e eic. Jjn

1 1 2welche Reihe, da wir blos die hoheren Potenzen von ganzen und poſitiven Exponenten
e t 4

22i a— 1  2 acn NcuZur Abkurzung ſetze man, wie ſonſt“  n;

2 e  ô c c 2. 3
12IITDDeee 31(Cc) vn  x3z x)2  L ſü xzu —6 4 eie.

2 Qu 2n 27J Gs iſt aber, (weil x  Num. 9
J„ulEI



n a  cte.pl..  pe l atuud (ſ. 124) ve —it  ν t.vermittelſt dieſer Reihe laßt ſich nun jedes Glied der Reihe. (C) in eine Reihe nach A

verwandeln. Es iſt nemlich

——x 4 321

2* 2 1 55.
12

11 L E 1 44—2 t—u  æ 1 77A42

etc. J ete.Die Surnnme aller dieſer Reihen iſt n. Es iſt aber auch (vermdge Bund.d. 46)

an  ai n442vn INAn 4  N au  NA
r

1alſo IN ——Sie E n)rt n (3 a— 9) 4 2 (31 4)t crc.)
n

7
1od id:er

nauzhha D J I. .2 *l— 2 r JBieſe Formel enthalt auf eine ganz allgemeine Art, die Werthe aller D. Z., die in

den im vorigen hrrentwickelten Reihe! fur:a vorkommen, und man darf nur ſtatt IV
und n „uach und nacht Jund. r, Il und 2, Ill und z, IV. und 4, eic. ſetzen, um
Formelnẽfur jebe Ordnung zu erhalten, ſo iſt allgemein

mirter nt dni ggrie—att e 9 3. 7 43. 53t 4 3Z511

11.. n— 1 z m 3—24 8. 132** r2r 4. b 6. g“ 4. 6* 4 1*  c 12 „ftt itent1 ete. wo blos noch fur  beſtimm
io 1 rtt Zahlen zu ſehen ſindj um hiraherthe aller einjelnen D. Z. zu erhalten

J X 2
ac MWie

142
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Die fur Aoder log.x gefundene Reihe, bekommt alsdenn folgende Geſtalt:

2 33 1 5 3 1 6.7 3 1log. —v  vr v v t—etc.vñ. 1. 2 1 2. 1. 2. 32 142-2. 1. 4-2 1
æ4  74 57  —4 —24 ô 2 1122 4  16 2. 3. 4 2 i4. 1.805

1 5.6 *3. 743.538
2. 3 8. 1 »D722 2 —Qeund das ate Glied der Reihe vom 2ten an gerechnet, iſt:

(n3)αν an i) u t vui1 2 Cau— 1) 2. 1.2. (a 1)nr (uarν ä. Gu —2. a 2ν ο ν. .7Di 1i. 2  cCi— 4. 1.2  (u— 2) 2—

(ui) u 3 Gnx 3 —3. 7  33. 5213 323
22. 3 (n—3) 8. 1. 2.  (n3)ſu a.  ſa α) n aν 101 4α α. a1  6uνανν

3

A. 3. 4 L.4 Gt is 1. 2  2  4 2te.tcae.
E

7

—S

und. J na an —1,n)r  i2 2)2xç„ (32 aMu —ete.
ÄÜl 1 21 2J 2. z 2— N 22. J. 2 J J 2 7—5 Das Geſetz dieſer Reihe iſt leicht genug zu uberſehen, ſo zuſammenaefſetzt es auch iſt.

J

Ob ſich der terminus generalis noch auf einen einfachern Ausdruit! bringen laffe, iſt

J nicht leicht zu ſagen. i ta52

g. 168. Beiſpiel. 3.

J

ALuss jeder gegebenen endlichen Gleichung o A  Bæ 4  ete. ben
J

Werth des log x durch eine unendliche Reihe auszudrucken
Aufl. Auf rine noch andere Art als im vorigen Beiſpiel-Cnemlich nachi Mt. 3.J 2)

F. 1639, laßt ſich bei jeder endlichen Gleichung dieſe Aufgabe folgendergeſtalt allge—

mein aufloſen.  e

2

J Man forme die gegebene Gleichung durch  die Subſtitution xa n nm, womil a im allgemeinen ſeyn kann, was man will. Mach dieſer Umformung. ſeh die GleiJ

En

ll

nn  An chung y  2  5822 4 e22 4 ere. wo J nichts weiter rals dusjenige Bilird bedeuret
vunn welches kein z enthalt. Aus dieſer SGleichung entwickele man durch unſere; Aufldz

u 21 ſungsmethode eine dceihe fur —7 Da nun log. x  log. (44 2) wens

r—

2 5 22J T  a6. ſo wirh vermittelſt der gefundenen  ReiheJ h 4 24 fur

n
JTJ

tin l
J
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Eheit Libſrhnitt VIEaſ.nss i65
2*fur jedes Giled der Reihe läßz. (a 2) in eine Reihe verwandelt werden kon-2

 T—D—nen, deren Summe den log. (a 42)  log. x giebt. Dies iſt das allgemeine  det

Aufloſung, die Auzfuhrung der Rechnung ſelbſt iſt folgende:
Wenn man die umngeformte Gleichung —S— 4c2 4 erc., oder

in verkurzten D. Z.
4J 2 42 E Aurñ  ere.

1 2

mit dem allgemeinen Schema, einer gegebenen Gleichungy Sx  Auurpete.
Taf. III. A. vergleitt,: ſo haben wir fur unſern Fall n  13 7  13 *x—2.

Bringt man dieſe Werthe in die Aufloſungsreihe fur z2e, und dividirt zugleich

alles durch ta?, ſo erhalt man

2 yeg. 2 yn 3 ytÊ2O A —A 5 2A  tue, Da4 a at uùò.5

2 2 6h Btan.Mat —cc
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gultig, wenn ſie durch die Subſtitution x α in die Form gul
t JV  22 5— Azi c  ete. t Ta —8 J Jgebracht wird. Da nun die Gleichung quch in dieſer Form endlich ſeyn muß in

e Ê ſ  —ererte A*

2 2teng

169. Zuſatz.
Aus der Art, wierwir die Reihe des vorigen F. entwickelt haben, ergiebt ſich,

daß die gegebene Gleichung k.v J WB A ν να, dJ  25 1. 2e— J enicht nothwendig eine endliche Gleichung ieyn muſſe, Auch wenn ſieeinecunendliche
Reihe iſt, findet ebendieſebl Alifidſüng Natt, wofern ſichnur dieſe  Reiht vhne
Schwierigkeit durch die Subſtitutin æ Za Zum formen laſſet.

w42i
t 56. 170 Zuſat. vg dWir  nahmen. im 168. ſi o  als van Fegb

Gleichung, und 1 54  v  a2 2—  4 1 24als eine durch Subftitutivn D a4 2Varaus abgeleitete Gleichung an. Dies iſt

nicht nothwendig. Man kann d 2 d —2 4622 Êν 4he.geradezu als eine gegebene Gleichung, oder Funetion anſehen, und dann giebt die

gefundene Reihe, den log. («4 2), wo nunmehr als eine willkuhrlich angenom
mene Große anzuſehen.ft; die nun.nicht Zo ſehn darf.

t.

Wenn die logaritnmen negatiyer Zahlen unmoglich ſind. ſo iſt goch megr: be
ſchrankt, iadem  Jlhicht negativ ſeyn barf bun

 a8 4 b. 220
3

171.



Theil J. Abſchnitt VIII. ſ. 171. 172. 16
d. 171. Juſatz.

Wollte man die gefundene Reihe (168. h. Z.) auf die im erſten und zweiten

Beiſpiel gebrauchte Gleichung y x x anwenden, ſo konnte man

entweder dieſe Gleichung erſt durch die Subſtitution x a4 2 umformen;
ſo gabe dann die Reihe geradezu log. (a  2) losg. x.

oder, wenn man nicht nothwendig den log. von x ſelbſt haben mußte, ſondern
einen log. (a fur irgend einen zulaſſigen Werth von a brauchen konnte: ſo—
wurde man ohne Umformung der Gleichung rechnen konnen; nur mußte ſie alsdenn
ſo geſchrieben werden, daß ſie die Formy —z2 622 4 c23 4 eic. erhielte: alſo

G

x  Oo. x x3. Fur dieſe Form hatte man A o; A—— 1; ã etc.
12

3

o. Alsdenn ware B 13 c 13; DDS  15 erc. alle ubrige D. Z.
aber Zo, ſo daß man nun eine leicht zu uberſehende Reihe fur log.  X) er
halten wurde.

d. 172. Schlußanmerkung.
Jch ſchließe hier den erſten Theil dieſes Werks, und begnuge mich in dieſem letz—

ten Abſchnitte an einigen wenigen Beiſpielen gezeigt zu haben, was ungefahr zu thun
ſeh, wenn man vorgelegte Functionen auf eine ſo allgemeine Art, als wir hier gethan
haben, vermittelſt der vorgetragenen Theorie aufioſen wollte.

Vielleicht wird es nicht unangenehm ſeyn, hier noch einen Blick auf den zuruck—
gelegten Weg zuruck zu thun. Es waren hauprtſachlich zwei Dinge, womit wir uns
in dieſem Theile beſchaftiget haben; das erſte betraf den Begriff und Gebrauch der
Dimenſionszeichen, deren im Ganzen gewiß leichten und einfachen Algorithmus wir
hauptſachlich im 2ten, Sten und 7ten Abſchnitt feſtgeſetzt haben. (Jm Sten, wenig—
ſtens in ſo ferne hier Methoden vorkommen, die Werthe der hoheren D. Z. in ſpe—
ciellen Fallen zu finden.) Das andere, womit wir uns beſchaftigten, war die Auflo—

ſung von ein Paar hochſt allgemeinen Aufgaben, auf denen ein großer und wichtiger
Theil der Analyſis des Endlichen und Unendlichen beruhet; nemlich die allgemeine
Yoteniziirung, und die allgemeine Aufloſung, jeder Function. Wir haben gezeigt,
wie man dieſe Aufgaben nach Gefallen, in vollzahligen oder verkurzten D. Z. auf—
loſen konne, auch haben wir geſehen, daß jede durch Hulfe unſerer Zeichen gefundene
Reihe fortgeſetzt werden konnte, ſo weit man wollte, weil in dieſer Bezeichnung das
Fortſchreitungsgeſetz ohne Ausnahme ſichtbar blieb, und zwar ſo, daß jedes Glied fur
ſich, und unabhangig von allen vorhergehenden beſtimmt werden konnte. Jm sten
und 7ten Abſchnitte haben wir einen Verſuch gemacht, aus dem Geſeztz einer Reihe,

9 ſo
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ſo wie es die D. Z. liefern, ihr Geſetz auch in der gewohnlichen Bezeichnung abzulei—
ten; und ſo unvollkommen auch gegenwartig noch dieſer Verſuch iſt, ſo hoffe ich.doch,
daß er in der Folge Veranlaſſung zu ſehr brauchbaren Methoden geben konne.

Die Hauptſache in dieſem erſten Theile iſt alſo theoretiſch, und die hin und wie—
der eingeſtreuten Anwendungen, waren mehr zur Erlauterung als an und fu ſch
Zweck. J riJm 2ten Theile hingegen, werde ich verſchiedene Kapitel de A lſ'

r nanh is endlicher Großßen, umſtandlicher durchgehen, und die weitlauftige Anwendharkeit der hier
vorgetragenen Theorie zeigen.

ie. J

Ende des erſten Theils.

E—
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