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1. Einleitung

1.1. Motivation bzw. Problemstellung

Die Darstellung von parametrisierten oder implizit gegebenen Flachen jeder Art spielt schon
immer eine wesentliche Rolle in der Computergrafik. In dieser Arbeit geht es im Speziellen um
die Visualisierung von Kanalflachen (siehe Definition 4.1). Sie entstehen durch die Bewegung
einer Kugel, deren Radius verénderlich ist, entlang einer Bahn fiir ihren Mittelpunkt. Statt von
einer einzigen Kugelbewegung iiber einen bestimmten Zeitraum, kann auch von einer Menge
von Kugeln, einer sogenannten Schar (vgl. Definition 2.1), gesprochen werden. Sie konnten
beispielsweise zum Planen und Abbilden von Tunnelsystemen und Pipelinenetzen eingesetzt
werden. In Abb. 1.1 sind eine Tunnelbohrmaschine wie sie beim Bau von U-Bahnstrecken
eingesetzt wird und ein S-Bahn-Tunnel zu sehen.

Die Kanalflichen sind eng mit den Einhiillenden von Kugelscharen verwandt und werden
in der Literatur sogar haufig mit ihnen gleichgesetzt. Die Entstehung einer Hiillflache ist in
Abb. 1.2 illustriert. In dieser Arbeit wird, wie in Abb. 1.3 dargestellt, nur der dufere Teil der
Hiillflaichen von Kugelscharen als Kanalfliche angesehen.

In der Computergrafik werden Oberflichen oft mittels eines Punkterasters modelliert. Dabei
liegen die Punkte auf verschiedenen Begrenzungskurven, welche eine Art Geriist der Fléche
darstellen. Diese Kurven sind im Allgemeinen stiickweise zusammengesetzt. Die einzelnen Kur-
venteile werden wiederum durch vorgegebene Kontrollpunkte und die Zugehorigkeit zu einer
bestimmten Kurvenklasse, wie beispielsweise den Bezier- oder Hermite-Kurven (sieche [PBP02])
bestimmt.

Die Problematik bei der Darstellung von Kanalflichen liegt darin, dass fiir sie weder eine
implizite Gleichung noch eine Parametrisierung existiert. Somit sind die tiblichen Herangehens-
weisen zur Visualisierung nicht moglich.

1.2. Zielsetzung

Das Hauptziel dieser Arbeit ist es nun, trotz der genannten Schwierigkeiten, ein Verfahren
zur Darstellung von Kanalflichen theoretisch zu erarbeiten und dieses praktisch umzusetzen.
Hierzu sollen zwei verschiedene Ansétze untersucht werden.

Bei dem ersten (Abschnitt 4.2) soll eine Menge von Polygonen (Mesh) zur Représentati-
on der Kanalfldche erstellt werden. Hierzu wird die Hiillliche der Kugelschar entlang ihres
Selbstschnittes zerteilt und eine ausgewéahlte Untermenge der Einzelteile wieder zu einer Fléche
zusammengesetzt. Dabei spielen die charakteristischen Kreise (siehe Definition 2.8) eine we-
sentliche Rolle. Mit Hilfe einer Tiefenfunktion (sieche Definition 3.23) und einiger Erkenntnisse
iiber das Tiefenlevel wird ermittelt, welche Teile dieser Kreise miteinander verbunden werden
miissen, um eine geeignete Repréasentation der Kanalfliche zu erhalten.

Der zweite Ansatz (Abschnitt 4.3) besteht in der Anpassung eines Raycasting-Verfahrens an

11



1. Einleitung

(a) Schematische Darstellung zum sogenannten  (b) S-Bahn-Tunnel in Miinchen (aus [HK12] ent-

Schildvortrieb, einer Technik zum Bohren nommen)
von Tunneln (Bild aus [AG]| entnommen)

Abbildung 1.1.: Kanalflachen im Alltag

ARR A

Abbildung 1.2.: Entstehung einer Hiillflache aus einer Kugelschar

Ve

) Hiillldche H®" aus Bei- b) Enveloppe H®" mit ein- ) Kanalfliche K" zur Ein-
splel 14 gezeichnetem Selbstschnitt hullenden HOT
(rot)

Abbildung 1.3.: Entfernung des inneren Teils einer Hiillfliche zum Erhalt der zugehorigen Ka-
nalflache

12



1.3. Autbau der Arbeit

die speziellen Erfordernisse fiir Kanalflichen. Er basiert auch, genau wie der erste, auf dem
Tiefenlevel beziiglich der zu Grunde liegenden Kugelschar. Dieses wird entlang des jeweiligen
Augstrahls aktualisiert und so zur Identifikation der Schnittpunkte des Strahls mit der Hiillfla-
che, welche auch zur Kanalflache gehoren, genutzt.

Fiir beide Herangehensweisen miissen Schnittberechnungen mit Hiillflachen durchgefiihrt so-
wie gewisse theoretische Grundlagen erarbeitet und bewiesen werden. Auferdem soll gepriift
werden, welches der beiden Verfahren fiir die Visualisierung der Kanalflichen geeigneter ist
und welche Einschrankungen fiir die Kugelfamilien notwendig und sinnvoll sind. Aufserdem soll
einer der beiden Ansétze soweit ausgebaut und implementiert werden, dass die Darstellung
dieser Flachen mittels eines kleinen Programms moglich wird.

1.3. Aufbau der Arbeit

Fiir beide Herangehensweisen zur Darstellung von Kanalflachen ist die Kenntnis der Envelop-
pen von grundlegender Bedeutung. Aus diesem Grund ist ihnen auch gleich das folgende Kapitel
gewidmet. Im dritten Kapitel werden dann der Selbstschnitt spezieller Hiillflichen und deren
Schnitt mit allgemeinen Kurven genauer betrachtet. Das ist ebenfalls fiir beide Visualisierungs-
varianten von entscheidender Bedeutung. Kapitel vier befasst sich mit den Kanalflichen und
deren Darstellung. Es werden beide Darstellungsansitze detailliert erlautert. Im sich anschlie-
flenden Kapitel wird auf einige Besonderheiten bei der Implementierung eingegangen und im
sechsten Kapitel erfolgt eine Zusammenfassung bzw. Auswertung der Ergebnisse.

Bemerkung. Nicht an allen Stellen dieser Arbeit wird angegeben aus welchen Mengen verwen-
dete Indices stammen. Dies geschieht dann implizit durch die Definition der jeweils indizierten
Menge oder kann anderweitig aus dem Kontext geschlossen werden. Sei F beispielsweise eine
beliebige Schar mit Intervall J fiir den Scharparameter, so ist mit Definition 2.1 und nach
Verwendung eines Terms F;, implizit klar, dass h aus J sein muss.
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2. Enveloppen

In diesem Kapitel werden Enveloppen genauer untersucht. Ausgehend von einer Definition
solcher Einhiillenden wird veranschaulicht, was man sich unter ihnen vorzustellen hat. Das
geschieht zunéchst durch die Betrachtung von Kurvenscharen der Ebene. Es werden wichtige
Eigenschaften der Einhiillenden herausgearbeitet. Nach diesen allgemeineren Betrachtungen
geht es im Speziellen hauptsdchlich um Einhiillende von Kugelscharen, die sehr eng mit den
Kanalflachen verbunden sind.

Definition 2.1 (Schar). Gegeben seien ein Intervall / C R und n € {2,3}. Eine (einpara-
metrige) Schar oder Familie F ist eine Menge von Elementen F; mit ¢ € I. Diese Elemente
konnen auf die folgenden beiden Weisen bestimmt sein.

e Es seien D C R™ und
f:IxD—R mit (t,P) — f(t, P)
eine stetige Funktion. Dann definiert fiir ein festes ¢y € [
Fio =1{Q: Q € D mit f(ty,Q) = 0}

als Nullstellenmenge von f; (P) := f(ty, P) genau eine Kurve (n = 2) bzw. Fliche
(n = 3) der Schar.

e Esseien U C R™ mit m € {1, 2} sowie
PB:IxU—-R" mit (t,u) — B(t,u)
eine stetige Abbildung. Dann definiert fiir ein festes ty € I
Fiy = PB(to, U) = {B(to,u) 1w € U}

als Bildmenge B;,(U) := B(to, U) genau eine Kurve (m = 1) bzw. Fliche (m = 2) der
Familie.

In beiden Féllen gilt F = {F, : t € I} und durch
B I F mit t— F

wird eine stetige Abbildung definiert, die jedem Parameterwert aus I ein Element der Schar
zuordnet. Der Parameter ¢ wird auch Scharparameter genannt. Sind die Elemente der Schar
regulér (siehe Definition A.9 und Definition B.1), so heifst auch die Schar regulér. Die Verei-
nigung aller Elemente der Schar F sei mit |JF := Ue;F; bezeichnet.

Samtliche, eine Schar definierende, Abbildungen f und B dieses Kapitels sind mindestens
zweimal stetig differenzierbar. In allen theoretischen Betrachtungen, ohne konkrete Angabe der
Abbildungen wird diese Eigenschaft implizit vorausgesetzt.

15



2. Enveloppen

9% 0
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(a) Geradenschar ohne Einhiillende (b) Hiillkurve H der Schar (griin)

Abbildung 2.1.: Geradenschar mit ihrer Enveloppe fiir ¢ € [—1, 1] (Beispiel 1)

Definition 2.2 (Einhiillende/Enveloppe). Es sei eine reguldre Schar F von Kurven oder Fla-
chen mit den gleichen Voraussetzungen und Bezeichnungen wie in Definition 2.1 gegeben. Dann
sind die folgenden Definitionen der Einhiillenden dieser Familie gleichwertig:

e Ist F durch Nullstellenmengen 7, = f;'(0) € D C R™ gegeben, bezeichnet die Einhiil-
lende/Enveloppe die Menge

H” :={Q:Q € D mit f(to,Q) = (8:f(t, P))(to, Q) = 0 fiir ein t, € I}.

e Es sei F durch parametrisierte Kurven bzw. Flachen F; = B,(U) C R" gegeben. Dann
ist die Einhiillende /Enveloppe H” die Menge der kritischen Werte von ‘B im Sinne
der Definition A.11.

Die Einhiillende wird auch als Hiilllkurve bzw. HiillflAche bezeichnet.

2.1. Hullkurven in der Ebene

Da in der Ebene vieles einfacher und leichter verstéandlich ist als im Raum werden in diesem
Abschnitt zunéchst einige Hiillkurven in der Ebene néher betrachtet. Dazu werden Beispiele fiir
Kurvenscharen angegeben und mit Hilfe der Definition 2.2 Gleichungen fiir die Hiillkurven auf-
gestellt. Diese Beispiele werden spéter bei verschiedenen Gelegenheiten zur Veranschaulichung
wieder herangezogen. Die Scharen F werden in impliziter Form durch f;(z,y) = f(¢,z,y) mit
Fi = f71(0) und in einer Parameterform B;(s) = PB(t,s) € R? mit F, = PB,(U) angegeben,
wobei U C R der Parameterraum von 8 fiir s ist.

Beispiel 1 (Geradenschar).

S
fa)=y-20-2 B = (y,0 ). steR

16



2.1. Hillkurven in der Ebene

X

(a) Kubische Kurvenschar ohne Einhiillende (b) Hiillkurve H der Schar (griin)

Abbildung 2.2.: Kubische Kurvenschar aus Beispiel 2 mit g(z) = 2? + = — % und t € [0, 2]

Es ist leicht zu sehen, dass sowohl die Nullstellenmenge f; *(0) als auch die Parameterdarstellung
die gleiche Familie von Kurven beschreiben. Die Geraden haben den Anstieg 2¢ und schneiden
die y-Achse bei y = t2. Aus

Of(t,x,y) = =2t —2x =0

folgt, t = —x. Durch Einsetzen in die Gleichung der Schar ergibt sich die Enveloppengleichung
fHay) =y +a2* =0,

die eine an der x-Achse gespiegelte Normalparabel beschreibt (vgl. Abb. 2.1). Die Jacobi-Matrix
der Parametrisierung ist gegeben durch

0 1
B _
J (t’s)_(Zt—i—Zs 2t>

und der Wert ihrer Determinante betragt —2(¢ + s). Somit hat das Differential fiir ¢ = —s den
Rang 1. Die Menge der kritischen Werte ist also {(s, —s?)T : s € R}, welche offensichtlich der

Nullstellenmenge (f*) ~1(0) entspricht.

Beispiel 2 (Kubische Kurve). Es sei g ein beliebiges univariates Polynom.

fra) =yt =g B = (0 0)  SIER

Es ist leicht zu sehen, dass fiir jedes ¢ € R sowohl die Nullstellenmenge f,"!(0) als auch die Pa-
rameterdarstellung 3;(R) die gleiche Kurve beschreiben. Dabei handelt es sich um die Graphen
univariater Polynome dritten Grades. Aus

O f(t,x,y) = —=3(x+1)*> =0
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2. Enveloppen

(a) Kreisschar ohne Hiillkurve (b) Einhiillende H der Schar (griin)

Abbildung 2.3.: Kreisschar mit ihrer Enveloppe fiir ¢ € [—0.8,0.8] (Beispiel 3)

folgt, t = —x. Durch Einsetzen in die Gleichung der Schar ergibt sich die Enveloppengleichung

fH(z,y) =y —g(z)=0.

Das heifst, dass die Hiillkurve der Graph des Polynoms g¢(z) ist (vgl. Abb. 2.2). Die Jacobi-
Matrix der Parametrisierung ist durch

0 1
T¥(t,s) = (3(3 +1)% 3(s+1)2+ g’(5)>

und ihre Determinante durch —3(s + t)? gegeben. Somit hat das Differential von 3 fiir ¢t = —s
nicht den vollen Rang. Die Menge der kritischen Werte ist also {(s,g(s))” : s € R}, welche
offensichtlich der Nullstellenmenge (f7*)~*(0) entspricht.

Beispiel 3 (Kreisschar entlang einer Geraden mit Radiusfunktion |¢]).

fltay) = (x— 2+ (=02 — £, Pt s) = (ii’;‘;fsgj))) . teRse0,2n]

Hier werden Kreise mit variablem Radius 7(t) = |t| beschrieben, deren Mittelpunkte sich auf der
Winkelhalbierenden zwischen z- und y-Achse befinden. Die partielle Ableitung des Polynoms
der impliziten Darstellung nach ¢ und die Ableitungsmatrix der Parametrisierung sehen wie
folgt aus:

cos(s) + 1 —tsin(s))

9 (t,z,y) = —2(x—t)—2(y —t) — 2t, TH(t,s) = (sin(s) +1 tcos(s)

ot
Aus %f(t, z,y) = 0 folgt

(x—t)=—(y—1t)—t = r=t—y (2.1)

18



2.1. Hillkurven in der Ebene

N

\\

(a) Kreisschar ohne Hiillkurve (b) Enveloppe #H der Schar (griin)

Abbildung 2.4.: Kreisschar mit ihrer Enveloppe fiir ¢ € [—‘/75, \/75] (Beispiel 4)

und nach Einsetzen in f(¢,z,y) = 0 und Umformen erhélt man y(y — t) = 0, was die beiden

Losungen y = 0 bzw. y = t liefert. Mit Gleichung (2.1) ergibt sich x = ¢ im ersten Fall und

x = 0 im zweiten. Das entspricht offensichtlich den beiden Koordinatenachsen (siehe Abb. 2.3).
Die Determinante der Jacobi-Matrix

t(cos?(s) + sin®(s) + cos(s) + sin(s)) = t(cos(s) + sin(s) + 1)

gleich null zu setzen, liefert ¢ = 0, was dem Koordinatenursprung entspricht, oder

sin(s) + cos(s) = —1 — (sin(s) +cos(s))> =1 <= sin(s)cos(s) = 0.
Somit hat die Determinante der Jacobi-Matrix also genau fiir sin(s) = 0 und cos(s) = —1 oder
sin(s) = —1 und cos(s) = 0 den Wert 0. Durch Einsetzen in die Parametrisierung ergibt sich

die Menge der kritischen Werte
{(0,0) : t e R} U{(t,0)" : t € R}.

Das entspricht wieder genau den beiden Achsen des Koordinatensystems.

Beispiel 4 (Kreisschar entlang einer Geraden mit Radiusfunktion ¢?). Fiir ¢ € R und s € [0, 27]
seien die Abbildungen

()2 _ 2 4 [t +t*cos(s)
Fn) ==+ =02 = wd e = (1o
gegeben. Hier werden Kreise mit variablem Radius 7(t) = t? beschrieben, deren Mittelpunkte
sich auf der Winkelhalbierenden zwischen x- und y-Achse befinden. Die partielle Ableitung des
Polynoms der impliziten Darstellung nach ¢ und die Ableitungsmatrix der Parametrisierung
sehen wie folgt aus:

Gl = =20 =2y -0 -6, T = (et L )
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2. Enveloppen

77775
/77
1177727

"ll

J
7

I
2

:;é::
; \\

Iy,
g
S
-
A\

N
—

.
=
L w—

—

7

N——

N

N
NN\
= \

L

S

8
B
S
S
P>
0»:0
o

(b) Einhiillende H der Schar (griin)

(a) Kreisschar ohne Hiillkurve
Abbildung 2.5.: Kreisschar mit ihrer Enveloppe fiir ¢ € [—1.5,1.5] (Beispiel 5)

Die Determinante der Jacobi-Matrix
2t*(cos?(s) + sin?(s)) + t*(cos(s) + sin(s)) = t*(2t + cos(s) + sin(s))

gleich null zu setzen, liefert doppelt ¢ = 0, was dem Koordinatenursprung entspricht, oder

2 (2Sin(8) Cis(s) + 1) |

L _sin(s) j;cos(s) N

Die Extremstellen si von g(s) := cos(s) + sin(s) erfiillen die Gleichung

0=¢'(s+) = —sin(ss) + cos(s+)

und aus sin(s1) = cos(s.) folgt sin(si) = cos(s+) = +4/2/2. Somit gilt fiir alle s € [0, 27], dass
der Betrag von g(s) niemals grofer ist als v/2. Also kann die Gleichung |J¥*| = 0 fiir alle ¢, die

vom Betrag her grofer als v/2/2 sind, nicht erfiillt sein.
Durch Einsetzen von ¢t und t* aus Gleichung (2.2) in die Parametrisierung ergibt sich die

Darstellung
sin(s)4-cos(s) <
- +
2 4
i) =1 |
_sm(s);rcos(s) + (251n(s) Zos(s)+1 sin S)

s) — 2sin(s) — cos(s)
s) — sin(s) — 2COS(S)>

QSiH(S) cos(s)+1 COS(S)
(

1 2

_ (
1 (

2sin(s) cos
2sin?(s) cos

der Einhiillenden. Durch Elimination erhélt man auch die implizite Form

162°% + 48242 + 482%y* + 16y° — 132" — 3623y + 8222%y* — 36xy> — 13y* + 82 — 162y + 8y* = 0

der Kurve.

20



2.1. Hillkurven in der Ebene

Beispiel 5 (Kreisschar entlang einer Parabel). In diesem Beispiel wird eine Schar von Kreisen
mit konstantem Radius r(¢) = r betrachtet. IThre Mittelpunkte bilden die Normalparabel.

filz,y) = (x —t)* + (y — t3)* — 12, Bt,s) = <f2—:—rrcs(;f1((i))> , teR,s € |0,2n]

Fiir die partielle Ableitung von f nach ¢ und die Jacobi-Matrix der Parametrisierung 3 ergeben
sich

Gl = 2o~ wy =) wd T = (y O,

Aus |T#(t, s)| = rcos(s) + 2trsin(s) = 0 folgt ¢ = —3 cot(s). Durch Einsetzen in die Parame-
trisierung der Schar erhélt man

o = (Fhnts et

1 cot?(s) 4 rsin(s)

Entweder miissen alle Vielfachen von 7 aus dem Definitionsbereich fiir s entfernt werden oder
man erweitert den Wertebereich um 1/0 = oc.

Man kann die Losung auch mittels geometrischer Uberlegungen erhalten. Die Gleichung
% (t,z,y) = 0 beschreibt eine Familie von Geraden. Fiir ein festes ¢ ist die entsprechende
Gerade parallel zu (—2¢t,1)” und enthélt den Punkt (¢,¢2)7. Sie schneidet die Tangente an die
Parabel in diesem Punkt im rechten Winkel, denn diese hat die Richtung (1, 2¢). Die Hiillkurve
besteht aus den Schnittpunkten dieser Geraden mit den zugehorigen Kreisen. Die Schnittpunkte

konnen durch
2rt
70 = () £ = () = (o2 7T

beschrieben werden. Dass die Parametrisierungen * (s) und ™ (¢) wirklich die gleiche Kurve

beschreiben, sieht man durch die Umparametrisierung t(s) = —3 cot(s). Damit ist
B 1= a0 o F sin’(s) _ 1
4sin®(s) sin“(s) sin(s)
und es folgt
1 _T09S(§)
- —3 cot(s) F —p —3 cot(s) £ 7 cos(s)
L cot?(s) + — 7 cot?(s) £ rsin(s

sin(s)

Das alternative Vorzeichen vertauscht nur die Reihenfolge, in der die beiden Kurvenéste der
Einhiillenden durchlaufen werden. Ist das Vorzeichen positiv, so entspricht ™ (¢(s)) fiir s €
(0,7) dem Teil der Hiillkurve, der iiber der Normalparabel liegt, und fir s € (w,27) dem
darunter. Bei negativem Vorzeichen ist es umgekehrt.

Dieses Beispiel zeigt, dass sich die Enveloppe durchaus auch lokal selbst durchdringen kann
(sieche Abb. 2.5). Derartige Selbstschnitte werden in Abschnitt 3.1 fiir Hiillflichen von Kugel-
scharen genauer betrachtet.
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2. Enveloppen
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(a) Schar der einfallenden und reflektierten (b) Kaustik der reflektierten Strahlen
Strahlen

Abbildung 2.6.: Katakaustik (Beispiel 6)

Beispiel 6 (Kaustik). Einhiillende von Lichtstrahlen werden als Kaustiken bezeichnet. Bei ge-
brochenen Lichtstrahlen wird von Diakaustiken, bei reflektierten Strahlen von Katakaustiken
gesprochen. Das wohl bekannteste Beispiel ist die sogenannte Kaffeetassen-Katakaustik. Hier-
bei werden die in x-Richtung parallel einfallenden Lichtstrahlen an dem rechten Halbkreis des
Einheitskreises reflektiert. Damit sind die Punkte P(¢), in denen die Lichtstrahlen reflektiert
werden, die entsprechenden Oberflichennormalen 7i(t) in diesen Punkten und der Vektor zur
Lichtquelle [ trivialerweise durch

P(t):(‘;?;((g), ﬁ(t):(:(;f;g))) wd = (‘01>, mit te[-2.7] (23

gegeben. Fiir die Parametrisierung der Schar der reflektierten Strahlen gilt
B(t,s) = P(t) + s(i(t) + (5(t) = 1)) mit (t) = <f,ﬁ<t>> A(t) und seR
Die Strahlen und ihre Hiillkurve sind in Abb. 2.6 dargestellt. Insgesamt ergeben sich

— cos®(t) cos(t) 1 — 2cos?(t)

ut) = (—sin(t) cos(t)) sowie (¢, ) = (sin(t)) +s (—QSin(t) cos(t)) (24)

mit s € R* und ¢ € [-7, 7]. Die Jacobi-Matrix von B(t, s) ist

35 1 — 2cos?(t) )

7 [ —sin(t) + 4ssin(t) cos(
T (t,s) = ( 2(t)) —2sin(t) cos(t)

cos(t) — 2s(cos®(t) — sin

t
(
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2.2. Lokaler Schnitt der Ursprungsschar

(a) Kreise mit Parametern t = to + 2.5 - 27 fiir (b) Parameterwerte ¢t =ty + 2.5/(i + 1) fiir Fol-
Folgenglieder i = 0,...,8 genglieder 7 = 0,...,100

Abbildung 2.7.: Infinitesimale Nachbarschaft der Kreise der Schar aus Beispiel 5 bei ty = —1.5
Der fest ausgewihlte Kreis bei ty ist griin dargestellt. Die Folge von Kreisen
F_t, ist blau bis rot eingeféarbt.

und damit ergibt sich

|T¥ (t,5)] = (—sin(t) + 4ssin(t) cos(t))(—2sin(t) cos(t))
— (cos(t) — 2s(cos?(t) — sin®(¢)))(1 — 2 cos?(t))
= 2sin®(t) cos(t) + 2 cos®(t) — cos(t)
— 25(2sin?(t) cos?(t) + 2 cos* (t) — cos*(t) + sin®(t))
= cos(t) — 2s(cos?(t) + sin?(t))
= cos(t) — 2s

cos(t)

fiir ihre Determinante. Aus | 7% (¢, s)| = 0 folgt somit s = =5~ und die Parameterdarstellung

der Kaustik sieht demzufolge wie folgt aus:
7o (cos(t) (2 — cos®(t))
) = (sin(t)(12 — COS2<t)))
2.2. Lokaler Schnitt der Ursprungsschar

Der lokale Schnitt einer Familie F entsteht durch den Schnitt von sehr nahe beieinander liegen-
den Elementen der Schar. Das soll im Folgenden noch formal definiert werden. Hierfiir werden
zunachst ein paar Notationen eingefiihrt.

Notation. Es sei ty € R gegeben. Dann bezeichne t_,, eine Folge

t, : N—=R mit n =t (n),
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2. Enveloppen

welche den Grenzwert
lim t%to (n) = to
n—oo

hat. Fiir eine Schar F bezeichne F_, mit ¢, € I eine Folge
Fotg :N—= F mit n Pty (n) = Fit ()
der Scharelemente {F;_,, () : n € N} C F.

Durch die Stetigkeit von B gilt natiirlich

nh_{go J—-;to (n) = EO'

Definition 2.3 (Infinitesimale Nachbarschaft). Es sei F eine Schar von Kurven oder Fléchen
nach Definition 2.1. Dann ist JF;, fiir ein beliebig grofes ny € N infinitesimal benachbart
zu allen Elementen F_,; (n) mit n > ng, unabhéngig von der Folge ¢_,;,. Man spricht auch von
infinitesimal benachbarten Elementen bei t;.

Bemerkung. Alternativ konnte man die reellen Zahlen wie in [LR94, S.23 3.9 bzw. S. 99 9.1]
erweitern und zwei Scharelemente infinitesimal benachbart nennen, wenn die Differenz ihrer
Scharparameter infinitesimal ist.

Definition 2.4 (Lokaler Schnitt). Der lokale Schnitt einer Schar F bei to € I ist die Menge
aller Schnittpunkte infinitesimal benachbarter Elemente bei ¢y. Er sei mit Efo bezeichnet und
formal gilt

L= Tim () Foyy(n) = lim Fyy 0 Fopyy(n) = lim Fyy 10 Fyre.

no—00 n— 00
n>no

Dieser Grenzwert existiert unabhingig von der konkreten Folge ¢, da B stetig ist. Der
lokale Schnitt £7 := U;c;£7 der Familie F ist die Vereinigung aller Schnittpunkte, die aus
derartigen Uberschneidungen resultieren.

Der lokale Schnitt einer reguléren Schar stimmt in vielen Féllen mit der Einhiillenden {iberein.
Das wird nun fiir einige der bereits bekannten Beispiele gezeigt.

Beispiel 1 (Lokaler Schnitt). Den Ausgangspunkt bilden zwei beliebige, aber voneinander ver-
schiedene (t; # t5) Geraden F, = f;.*(0) sowie F, = f;,"(0) der Schar mit

fu(z,) =y — 2wy — 7 =0 und Jio(T2,y2) = y2 — 2t0wy — t5 =0
Fiir den Schnittpunkt @ = (q., g,)" der beiden Geraden gilt natiirlich

ftl (Qxa Qy) =0= ftz(ch‘) Qy)a

woraus
(tQ — tl)(qu + tl + tg) =0

folgt. Da nach Voraussetzung t; # ty gilt, 16st nur ¢, = —(¢; + t2)/2 die Gleichung und der
Schnittpunkt ist gegeben durch Q = (—(¢; +t2)/2, —t1t2)T. Definiert man nun € := ¢, — ¢; und
lasst € gegen null gehen, erhélt man den Schnitt

: L -t -5\ _ [t
am Fy 0 Foe, (n) = lim (_m + e>) = (—t%)
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2.2. Lokaler Schnitt der Ursprungsschar

infinitesimal benachbarter Geraden der Familie bei ¢;. Nach einer Umparametrisierung ¢;(t) =
—t ist leicht zu sehen, dass die Menge all dieser Schnittpunkte

£r={t, )" teR} =H,

welche den lokalen Schnitt darstellt, mit der errechneten Menge der kritischen Werte (siche
Seite 17) tibereinstimmyt.

Beispiel 4 (Lokaler Schnitt). Hier wird die Uberschneidung zweier Kreise der Schar F, = f;,*(0)
und F;, = Py, (s) mit ¢; # ty betrachtet. Der Schnitt erfiillt die Gleichung

0= f1, (P, (5)) = (ta + t5cos(s) — t1)* + (ty + t3sin(s) — t1)? —t]
=15 —t] +2(ty — t1)* + 2(ty — t1)t3(cos(s) + sin(s))
= (tz — t1) ((t2 + t1)(£3 + t]) 4+ 2(t2 — t1) + 2t3(cos(s) + sin(s))) .

Da t1 und t5 verschieden sind, kann die Gleichung nur dadurch erfiillt werden, dass der zweite
Faktor der letzten Zeile null ergibt.
Fiir t5 — t; und t := t; gilt also

4% 4+ 2t*(cos(s) + sin(s)) = 2t*(2t + cos(s) + sin(s)) = 0.

Dividiert man diese Gleichung durch 2, erhélt man |J¥(¢,s)| = 0. Somit ist mit derselben
Argumentation wie auf Seite 20 zu erkennen, dass sich infinitesimal benachbarte Elemente
der Schar nur bei t € [~v/2/2,v/2/2] schneiden und ihre Schnittpunkte mit den Punkten der
Einhiillenden identisch sind. Es gilt also £5 = B*(U) = H7 mit U = [0, 27].

Diese Beispiele lassen vermuten, dass der lokale Schnitt £7 einer reguliren Schar stets iden-
tisch mit ihrer Enveloppe H” ist. Das ist aber im Allgemeinen nicht der Fall, wie am folgenden,
bereits bekannten, Beispiel zu sehen ist.

Beispiel 2 (Lokaler Schnitt). Fiir alle Schnittpunkte Q = (g.,q,)? € F;, NJF, zweier kubischer
Kurven F, = f;,'(0) und F, = f;,"(0) mit

fo(zi,p) =y — (21 + 751)3 —g(z1) sowie  fi,(T2,y2) = y2 — (T2 + t2)3 — g(w2)

muss
ft1 (Qm>Qy) =0= ft2<Q:r7Qy>

gelten, was
(¢z +11)° = (gz +t2)°

impliziert. Daraus folgt sofort ¢, + t; = ¢, + t2 und damit auch t; = ¢5. Das heifst, dass F3,
und F;, nur dann gemeinsame Punkte haben, wenn ¢; und ¢, gleich sind. Also schneiden sich
verschiedene Elemente der Schar nicht. Der lokale Schnitt der Schar £7 ist somit leer, dennoch
existiert die zuvor berechnete Hiillkurve. Zusammengefasst gilt hier also

L7=0 # {(s,9(s)":s€R} =H.

Auch wenn der lokale Schnitt £ einer reguliren Schar F nicht in allen Fillen mit deren
Einhiillender H” {ibereinstimmt, so gilt doch wenigstens die Teilmengenbezichung £* C H”.
Das wird im Folgenden fiir Nullstellenmengen gezeigt.
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2. Enveloppen

Lemma 2.5. Fine Schar F sei als Nullstellenmenge wie in Definition 2.1 gegeben. Schneiden
sich infinitesimal benachbarte Elemente der Familie bei to € I im Punkt Q € D, so gelten
sowohl f(to, Q) =0 als auch (9,f(t, P))(to, Q) = 0.

Beweis. Betrachtet man einen Schnittpunkt ) zweier Elemente F;, und F;, der Schar mit
zugehorigen Parametern 1,1, € I, so ist klar, dass f(t1,Q) = f(t2,Q) = 0 gelten muss, denn
der Schnittpunkt gehort natiirlich zur Nullstellenmenge von f;, und f;,. Liegen ¢; und ¢; nun
noch beliebig nah beieinander, folgt auferdem, dass der Funktionswert von f(t, Q) gleich null
bleibt, wenn man ) fixiert und ¢ von t; nach ¢, laufen lasst. Eine leichte Variation von ¢ an der
Stelle (¢1, Q) fiihrt also zu keiner Funktionswertédnderung, was bedeutet, dass auch 9, f(t, P) = 0
gilt. O]

Korollar 2.6. Es sei die Familie F als Nullstellenmenge gegeben. Dann ist jeder Punkt des
lokalen Schnittes der Schar auch ein Punkt threr Finhillenden:

£ CcH”

Beweis. Fiir jeden Punkt S € L7 des lokalen Selbstschnittes der Schar F gibt es nach Defi-
nition 2.4 ein t; € I mit S € E{z und damit gehort S zum Schnitt infinitesimal benachbarter
Elemente von F bei t;. Nach Lemma 2.5 gilt dann

f(tOJS) = (atf(ta P))<t075) =0
und mit Definition 2.2 gehért S zur Einhiillenden H”. O]

Bemerkung. Die Gleichheit von £7 und H” gilt im Allgemeinen nicht, wie die Betrachtungen zu
Beispiel 2 auf Seite 25 zeigen. Nur die Punkte von Hiillkurven, die noch eine Zusatzbedingung
erfiillen, gehoren auch zum lokalen Schnitt der Familie. Das wird in Lemma 2.7 formuliert.

Lemma 2.7. Es seien eine ebene Kurvenschar F als Nullstellenmenge sowie ein Punkt () € Fy,
der Hiillkurve H” gegeben. Ist dann noch die Zusatzbedingung

O f(t,P)  0yf(t,P)
20, 1(t.P) 90,1t )| @ 70 (2.5)

erfillt, gehort QQ zum lokalen Schnitt der Schar F bei ty.
Beweis. Die Aussage wird in dhnlicher Form in [MK90, S. 525, Nr. 177| bewiesen. ]

Diese Zusatzbedingung soll nun fiir zwei Beispiele iiberpriift werden.
Beispiel 1 (Zusatzbedingung 2.5). Fiir die Determinante aus 2.5 gilt

0.f(tP)  B,f(t.P) | |2 1| _,
0.0.f(1, P) 90,f(t,P)| | =2 o 727"

Also ist die Zusatzbedingung stets erfiillt. Jeder Punkt der Hiillkurve gehort somit auch zum
lokalen Schnitt £7.
Beispiel 2 (Zusatzbedingung 2.5). Hier ergibt sich

O f (L, P) 0, f(t, P) =3z +t)?>—g(x) 1 B

mit Q = (¢, qy,¢.)" € Fy, fiir die entsprechende Determinante. Die Zusatzbedingung 2.5 ist
fir alle Punkte @ der Hiillkurve nicht erfiillt, denn diese sind gerade durch ¢, + to = 0 (vgl.
Seite 17) charakterisiert.
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2.3. Einhiillende von Kugelscharen

2.3. Einhiillende von Kugelscharen

In diesem Abschnitt werden im Speziellen die Enveloppen von Kugelscharen genauer betrachtet.
Diese sind sehr eng mit den Kanalflichen, die in Kapitel 4 vorgestellt werden, verwandt. Der
Radius der Kugeln soll dabei variabel sein. Genauer gesagt ist er stets grofer oder gleich null
und durch eine Funktion

r:l —RY mit t = r(t)

vorgegeben. Die Mittelpunkte der Kugeln werden durch eine Raumkurve
c: 1 — R mit t s c(t)
festgelegt.

Notation (Parameterintervall der Kugelschar). Hierbei und im Folgenden ist 7 C R immer
ein Intervall der reellen Zahlen und mit I, C [ sei das beidseitig offene Intervall bezeichnet,
welches alle Werte aus I bis auf die Intervallgrenzen enthélt. Somit ist I, die Vereinigung aller
offenen Intervalle, die in I enthalten sind und I\ I, enthdlt maximal die linke und bzw. oder
rechte Intervallgrenze von I, falls I an der entsprechenden Seite abgeschlossen ist.

Sowohl die Radiusfunktion r als auch die Kurve ¢, welche auch Seele oder Mittenkurve
genannt wird, sollen wenigstens zweimal stetig differenzierbar und c zusétzlich regulér sein. Die
Kugelschar werde im Folgenden mit §¢" und die zugehorige Hiillfliche mit H“" bezeichnet.
Diese Bezeichnungen sowie die Eigenschaften von ¢ und r gelten fiir dieses und alle weiteren
Kapitel. Die implizite Gleichung fiir die Kugelschar $¢" ist dann durch

ot P)=0 (2.6)
mit t € [ und P € R3 gegeben, wobei
fEt P) = (P —c(t), P —c(t)) — (1)

gilt. Fiir ein festes t = t; € I erfiillen alle Punkte P, die auf der Kugel S;7" mit Mittelpunkt
c(to) und Radius r(fo) liegen, Gleichung (2.6). S;." ist also die Nullstellenmenge von f3°".

Beispiel 7 (Kugelschar entlang verzerrter Normalparabel). Es seien die Mittenkurve und der

Radius durch
10t

1 1 1
t) = — | 10¢? d )= 2+ =
c(t) 10 o un r(t) = + 5
gegeben. Dann ist
S 2 29 1 3 2 1 ) 1 2
FE by ) = =+ =P+ (2 - 5t ) — (58 +5) =0

die implizite Gleichung der Kugelschar und fiir die partielle Ableitung nach ¢ gilt

or 3 1 4 (1 1
o fS (¢ = 2x—t) =4ty —t) =t (2 — 3 ) — —t | P+ 2 ).

Nach Definition 2.2 bilden alle Punkte (z,y,2)T € R?, die diese beiden Gleichungen erfiillen,
die Hiillflache H". Sie ist in Abb. 2.8 dargestellt.
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2. Enveloppen

(a) Blick entlang der z-Achse. (b) Blickrichtung entgegen der  (c¢) Kameraposition bei
x-Achse. (15.4,5.1,23.6).

Abbildung 2.8.: Einhiillende H" der Kugelschar S“" aus Beispiel 7.

Doch hier ist es im Vergleich zu den bisherigen Beispielen schon nicht mehr ohne entspre-
chenden Rechenaufwand méglich, eine implizite Enveloppengleichung anzugeben. Man kénnte
die partiell nach ¢ abgeleitete Gleichung nach (z —t), (y — ¢?) oder (z — 75¢*) umstellen, das
Ergebnis quadrieren und in f°" (¢, z,y, z) = 0 einsetzen. Auf diese Weise erhiilt man die Glei-
chung eines allgemeinen Kegelschnittes mit ¢ als Parameter. Diese konnte man dann mittels
Hauptachsentransformation und einer geeigneten Verschiebung, beides in Abhéngigkeit von ¢,
so umwandeln, dass sich daraus fiir ein festes ¢t =ty € [ eine allgemeine Kreisgleichung in den
neuen Koordinaten ergibt. Es ist jedoch erheblich weniger Rechenaufwand, die Problematik
mittels geometrischer Betrachtungen zu losen. Das geschieht in Abschnitt 2.3.1.

Um die Behauptungen plausibel zu machen, soll hier nur noch kurz der Fall fiir ¢t = 0
betrachtet werden. Dann ist durch

c,r 1
fS (07x7y7z):‘r2+y2+22_120
die Kugel Sg" mit dem Koordinatenursprung als Mittelpunkt und Radius 1/2 gegeben. Aufer-
dem ist (8, (¢, 2, v,2))(0,2,y,2) = —2z = 0. und damit liegen die Punkte, die fiir t = 0 zur
Hiillfldche gehoren, auf dem Kreis in der Ebene = 0 mit Radius 1/2 und dem Koordinatenur-
sprung als Mittelpunkt, denn aus f°"(0,0,y, 2) = 0 ergibt sich

Hier ist keine Hauptachsentransformation erforderlich, da sich die beschriebenen Punkte schon
in der Ebene x = 0 befinden. Die Verschiebung entfillt ebenfalls, weil der Mittelpunkt des
Kreises schon im Ursprung liegt.

2.3.1. Charakteristische Kreise

In diesem Abschnitt werden implizite Gleichungen fiir die Hiillliche H®" einer Kugelfamilie mit
Seele ¢ und Radiusfunktion r angegeben. Auch die geometrische Bedeutung dieser Gleichungen
wird erldutert. Es wird gezeigt, dass sich die Einhiillende aus sogenannten charakteristischen
Kreisen zusammensetzt. Hierzu wird von Gleichung (2.6) fiir die Kugelschar S¢" ausgegangen.
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2.3. Einhiillende von Kugelscharen

(a) Die Ebene & schneidet die Kugel S;”" in (b) Hier existiert kein charakteristischer Kreis
dem Kreis C;"". bei t. Es gilt C;"" = 0.

Abbildung 2.9.: Charakteristischer Kreis ;" als Schnitt der Kugel S;" mit &, dargestellt in
der Ebene, welche ¢(t) enthélt und senkrecht auf b, steht

Nach Definition 2.2 muss fiir die Punkte Q der Einhiillenden nicht nur 5" (¢, Q) fiir ein t, € I
gleich null sein, sondern auch die partielle Ableitung von (¢, P) nach ¢

0SS (1, P) = =2((1), P = e(t) ) — 20(t)r'(1

an der Stelle (o, Q). Das ist fiir

-
/

P4 P) = (D), P = o)) + (D) (1) (2.7)
gleichbedeutend mit f& (tg, Q) = 0. Die Gleichung
7t P)=0 mit tel und PecR? (2.8)

beschreibt eine Familie von Ebenen. Fiir ein bestimmtes ¢, € I wird somit durch & :=
(f£77)7'(0) eine Ebene bestimmt, die senkrecht auf ¢/(t) steht. Fiir eine konstante Radiusfunk-
tion r(t) = r. € RT ist natiirlich »/(¢) = 0 und damit verlauft & immer durch ¢(t). Sonst ist
die Ebene parallel zur Tangentenrichtung der Seele verschoben. Die Ebene & schneidet die
Kugel S im Allgemeinen in einem Kreis. !

Definition 2.8 (Charakteristischer Kreis). Sofern fiir ein ¢y € I der Schnitt zwischen S;7" und

" nicht leer ist, werde er als charakteristischer Kreis C;." bezeichnet (siche Abb. 2.9a).
Andernfalls ist C;)" = S;" N & = 0 und bei ¢, existiert kein charakteristischer Kreis (vgl.

Abb. 2.9b).

Lemma 2.9. Die Vereinigung aller charakteristischen Kreise einer Kugelschar S ist die
Hiillflache dieser Familie, also gilt
Hc,’r — Ucc,r‘

! Natiirlich kann der Schnitt auch leer sein oder nur aus einem einzigen Beriihrungspunkt bestehen. Unter
welchen Bedingungen dies geschieht wird in Abschnitt 2.3.2 genauer erldutert.
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2. Enveloppen

(a) Kreisscheiben zu einigen  (b) Erhéhung der Anzahl dar- (c) Hiilllache He"
Vertretern der Kreisschar gestellter Kreisscheiben
cor

Abbildung 2.10.: Erzeugung der Einhiillenden H*" aus der Kreisschar C*"; Illustration zu Lem-
ma 2.9

Beweis. Fiir jeden Punkt @ € (JC*" gibt es mindestens ein ¢y € I mit Q € Ci". Weil ;)" =
SpN&EL" gilt, sind Gleichungen (2.6) und (2.8) fiir t = ¢, sowie P = @ erfiillt und somit gehért
Q) zur Hiillflache H". Das heift, es ist |JCo" C H".

Sei nun umgekehrt Q € H". Dann existiert nach Definition 2.2 ein ¢, € I, sodass f" (ty, Q) =
0 und f¢"(ty,Q) = 0 gelten. Demzufolge ist der Punkt @ ein Element der Schnittmenge
SpnES =Cp" CJcor. Also gilt auch HO™ C (JCo.

Damit ist die Giiltigkeit der Behauptung |JC" = H" gezeigt. O

Die Enveloppe besteht also wiederum aus einer Schar von Kreisen (vgl Abb. 2.10). Jeder
einzelne stellt den Teil seiner zugehorigen Kugel S;”" dar, der etwas zur Einhiillenden beitragt
und ist aufserdem, wie in Abschnitt 2.2 erldutert, der Schnitt infinitesimal benachbarter Kugeln
bei t. Natiirlich ist fiir alle ¢, fiir die sich S;”" und &;”" schneiden, der Fufspunkt des Lotes von
¢(t) auf die Ebene &~ der Mittelpunkt des entsprechenden Schnittkreises. Somit entspricht er
dem Schnittpunkt der Tangente {c(t) + s - ¢(t) : s € R} im Punkt ¢(¢) mit £ und ist durch

—
/

().

gegeben. Auch hier ist wieder leicht zu sehen, dass bei konstantem Radius der Kugeln die
Verschiebung von M;" in Tangentenrichtung ¢(t) entfillt und somit M = ¢(t) ist. Der cha-
rakteristische Kreis wire somit ein GroRkreis auf der zugehorigen Kugel ;" und hétte auch
den gleichen Radius 7(t) wie sie. Sonst wird M;"" fiir 7/(¢) > 0 entgegen der Tangentenrichtung
und fiir 7/(¢) < 0 in Richtung der Tangente verschoben und es gilt

MET = e(t) — %J(t) (2.9)

2 =) — |G (2.10)

fiir den Radius I;"" des charakteristischen Kreises nach dem Satz des Pythagoras. Hierzu muss
man sich nur in einer Ebene, welche die Tangente an die Mittenkurve im Punkt ¢(¢) enthélt, das
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2.3. Einhiillende von Kugelscharen

entsprechende rechtwinklige Dreieck mit dem Kugelradius als Hypotenuse und dem Kreisradius
als eine der Katheten betrachten. Die Lange der Verschiebung von & in Tangentenrichtung
(t) bzw. der Abstand zwischen M{" und ¢(t) entspricht der Lénge der anderen Kathete.

Falls [/(t)] > |¢(t)| an einer Stelle ¢ € R gilt, wird die rechte Seite von Gleichung (2.10)
negativ und es gibt keine reelle Losung fiir Iy und auch keinen Schnitt zwischen S;”" und &".
Dieser Fall wird in Abschnitt 2.3.2 genauer untersucht.

2.3.2. Komplette Verdeckung von Kugeln durch ihre Nachbarn

In Abschnitt 2.3.1 wird gezeigt, dass im Allgemeinen jede Kugel S;”" der Ursprungsschar einen
Kreis C;'" C S;" zur Enveloppe beisteuert. Doch wenn sich der Radius der Kugeln in einem
Intervall zu stark &dndert, kann es passieren, dass Kugeln ganz im Inneren ihrer Nachbarn
verschwinden und somit keinen einzigen Punkt mit der Hiillfliche gemeinsam haben.

Im Folgenden gelte t; < t, fiir ¢1,t, € I. Eine Kugel S;" liegt genau dann komplett im
Inneren einer anderen S;;", wenn der Radius 7(t;) der zweiten Kugel groker ist als die Distanz
zwischen beiden Kugelmittelpunkten und der Radius der ersten Kugel r(¢;) zusammen. Es muss

also
7(t) —r(t1) _ le(ta) — c(th)]
tQ — tl t2 - tl

gelten. Analog erhélt man fiir den Fall, dass die Kugel S;" im Inneren von S;" verschwindet,
die Ungleichung

r(ta) > |e(tz) — c(ty)] + r(t1) —

_r(ta) —r(t) - lc(t2) — C(tl)\‘

r(t) > |e(t2) — c(tr)] + r(t2) — to — 11 lo — 11

Fir den Fall, dass S;" und S;)" infinitesimal benachbart sind, also (t, —t1) — 0, gehen diese
Differenzenquotienten in die Differentialquotienten iiber und es gilt /(t;) > |¢(t1)] > 0 baw.
—r'(ty) > | (t1)| > 0. Eine Kugel S wird also genau dann von ihren unmittelbaren Nachbarn
(Vorgéngern oder Nachfolgern) vollstandig umschlossen, wenn eine der beiden Ungleichungen
fiir ¢ gilt. Diese konnen zusammengefasst werden. Somit wird die Kugel S;”" genau dann von
ihren infinitesimalen Nachbarn komplett verdeckt, wenn

[ ()] > (1) (2.11)

gilt. Genau dann, wenn diese Ungleichung gilt, ist auch der Abstand der Ebene &, die durch
Gleichung (2.8) definiert wird, zum Kugelmittelpunkt ¢(t) von S;" grofer als der Kugelradius
r(t) und somit gibt es keinen Schnitt zwischen & und S;”". Fiir den Fall der Gleichheit der
Betrdge aus Ungleichung 2.11 beriihren sich sowohl die infinitesimal benachbarten Kugeln bei ¢
als auch die Ebene & und Kugel S;”" in demselben Punkt. Dieser entspricht dann dem Kreis
C;” mit Radius [;”" = 0, wie man auch leicht mit Hilfe von Gleichung (2.10) nachvollziehen
kann.

2.3.3. Lokaler Schnitt der Kugelschar

In Abschnitt 2.2 wurden bereits Beziehungen zwischen dem lokalen Schnitt einer Schar und
ihrer Einhiillenden hergestellt. Fiir Kugelscharen im Speziellen gilt aber noch mehr.
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2. Enveloppen

A

(a) Die Kugel 87" ist grofer als S;". (b) Hier gilt 71 < ro.

Abbildung 2.11.: Schnitt der beiden Kugeln S;" und S;;" dargestellt in einer Ebene, welche
durch die Verbindungsgerade der Kugelmittelpunkte verlauft; Hier gelten r; =
r(t1) und ro = r(t2).

Lemma 2.10. Der lokale Schnitt Efoc’r einer Kugelschar S¢" bei tg € I entspricht dem charak-
teristischen Kreis Cy)". Es gilt also
E‘foc’r =C.

Beweis. Zunéchst werde ein nicht leerer Schnitt zweier Kugeln ;" und S;;" der Schar be-
trachtet. Alle Schnittpunkte liegen in einer Ebene, die senkrecht zur Verbindungsgeraden der
Kugelmittelpunkte Cy := ¢(t1) und Cy := ¢(t2) verlduft. Der Durchstofpunkt dieser Geraden
durch die Ebene sei M. Er ist gleichzeitig auch der Mittelpunkt des Schnittkreises.

Fir einen beliebigen Punkt S € S N S;)" aus der Schnittmenge beider Kugeln ist die
Problematik in Abb. 2.11 fiir die Ebene, welche durch die Punkte C;, C5 und S bestimmt wird,
dargestellt. Es seien [ der Abstand von S und M sowie t der normierte Vektor mit Richtung
(Cy — (). Aufserdem werden mit d; und ds die orientierten Abstdnde von Cy und M bzw. M
und Cy bezeichnet. Das heifst es sind

dl = <t_: M — Cl> sowie dg = <t_: Cg — M>
und damit ergibt sich fiir die Summe der beiden orientierten Absténde

WEeil die Dreiecke C1M S und CyM S rechtwinklig sind, lésst sich das Quadrat der Lange der
gemeinsamen Kathete sowohl durch 72(¢;) — d? als auch durch r?(ty) — d3 darstellen. Mit dy =
|Cy — C1] — dy aus Gleichung (2.12) erhélt man

2(t2) = (le(tz) — e(tr)| — dy)?

T2(t1) - d% r
2 (ts) — le(tz) — c(t)|” — df + 2d;|e(ta) — c(ty)]
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2.3. Einhiillende von Kugelscharen

und somit ist nach Umstellung

4, — leltz) = c(t)l” —_(7“2(?52) r?(ty))

2|e(ty) — c(ty)]
1 (r(ta) = r(t2) (r(t2) + r(t1))
= §|C(t2) —c(t)] = 2|c(tz) — c(t1)]
. %(T(tg) +7(t1))
= Sle(ta) — e(t)] = lelta)=<(on]

Fiir ¢y := t; und t, — to geht die Verbindungsgerade von ¢(t;) und ¢(t,) in die Tangente ¢ (t,)
iiber. Diese ist nun eine Normale der Schnittebene der Kugeln. Auferdem gilt

dy = d; = ( 2 r(to) _T(tg)rl(to)
2| (to)] |/ (to)]

woraus fiir den Mittelpunkt des Schnittkreises infinitesimal benachbarter Kugeln bei ¢

Y

It - r(t)r(t
M= et) + a2 o) — c’(t)w
| (t)] | (t)]
folgt. Das entspricht exakt Gleichung (2.9) fiir den Mittelpunkt M;" des charakteristischen
Kreises C;". Also schneiden sich infinitesimal benachbarte Kugeln bei ¢y in der Ebene &;" und
somit ist der Schnitt durch

ST eer c,r __ pcr
Ly =8, N&; =Gy

gegeben. Falls der lokale Schnitt E‘;C’r fiir ein ¢ € I leer ist, existiert bei ¢ auch kein cha-
rakteristischer Kreis (vgl. Abschnitt 2.3.2) und es gilt ebenfalls die Gleichheit von £5" und

cor. O
q

Satz 2.11. Die Einhiillende H®" einer Kugelschar §¢" besteht genau aus den Schnittpunkten
infinitesimal benachbarter Elemente dieser Familie und somit gilt

L:SC”" — Hc,r

Beweis. Mit Lemma 2.9 und Lemma 2.10 gilt

=Jer = =L =5

tel tel
[

Vergleicht man Satz 2.11 mit Lemma 2.7, so erwartet man, dass eine der Forderung 2.5
im Raum entsprechende Bedingung fiir Kugelscharen gelten muss. Tatséchlich ist die fiir den
Raum analoge Aussage der Zusatzbedingung 2.5 fiir fast alle Punkte Q € H®" der Hiillfliche
jeder beliebigen Kugelschar S erfiillt. Diese lautet fiir einen beliebigen Punkt @ € C;;" der
Hiillflache:

Die Matrix

M(t Q) L axfgc’f (t07 Q) ayfscm (th Q) azfgcn" (t(J, Q)
000 157 (80, Q) 910, 5 (10, Q) 005 (t0, Q)
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2. Enveloppen

hat den vollen Rang, es gilt also rank(M (to, Q)) = 2.
Zur Uberpriifung des Ranges von M (to, Q) werden die partiellen Ableitungen

awaC,T(tv'r?yv Z) = 2(w - Cw<t))

und
Q[ (t,m,y, 2) = —2¢,(t)

von fS°" fiir w € {x,y, 2z} bendtigt. Damit ergibt sich

ser 2(Qz — cx(to)) 2(Qy — ¢y(to)) 2(Q= — ¢y(to))
MZ (0, Q) = ( —2¢,.(to) —2¢,(to) —2¢(to) ) 7

wobei @ = (Qu,Q,, Q)" ist. Diese Matrix hat genau dann nicht den vollen Rang 2, wenn
die Vektoren (Q — ¢(ty)) und ¢(t) linear abhéingig voneinander, also parallel sind. Der Schnitt
der Kugel S;;" mit der Ebene &£;" muss demnach mindestens den Punkt @ mit der Geraden
durch ¢(tp) und dem Richtungsvektor d (to) gemeinsam haben. Das ist nur dann méglich, wenn
die Ebene & die Kugel S;)" ausschlieflich in einem Punkt beriihrt und der charakteristische
Kreis C;;" zu dem Punkt @ entartet. Es wére also der Radius [" von C;" gleich null und der
Mittelpunkt ;" des charakteristischen Kreises wiirde mit @) zusammenfallen. Dieser Fall wird
bereits in Abschnitt 2.3.2 kurz beleuchtet. Er tritt ein, wenn |c/(to)| = |/(to)| (vgl. Ungleichung
2.11) gilt.

2.3.4. Hauptnennerbildung fiir rationale Funktionen

Bei der Berechnung des Selbstschnittes von Einhiillenden in Abschnitt 3.2 und den Schnitt-
punktberechnungen beim Raycasting in Abschnitt 4.3 werden die Parametrisierungen des Ra-
dius r und der Komponenten der Mittenkurve ¢ auf rationale Funktionen beschréankt. Diese
lassen sich als Quotient zweier Polynome darstellen. Die Schnittberechnungen kénnen dann auf
die Nullstellenbestimmung von Polynomen zuriickgefiihrt werden.

In Vorbereitung darauf werden hier Notationen fiir die entsprechenden Zéahlerpolynome von
¢(t) und r(t) sowie deren Ableitungen nach der Bildung des Hauptnenners h(t) sowohl aller
Komponenten der Kurve ¢(t) als auch von 7(¢) eingefiihrt. Es gelten

c(t) = o) gy(t) und r(t) = ) (2.13)

wobei alle Komponenten des Vektors ¢ := (¢,,¢,,¢,)" sowie T Polynome sind.
Lemma 2.12. Der Hauptnenner h(t) ist dber dem gesamten Intervall I ungleich null.

Beweis. Angenommen es gibe ein ¢y € [ mit h(tyg) = 0. Dann ist (t — ty) ein Teiler von h(t).
Weil h der Hauptnenner aller Komponenten der Kurvenparametrisierung ¢ sowie von r ist, muss
es eine Funktion f € {¢,,¢,,¢,,7} derart geben, dass (t —t;) kein Teiler von f ist. Daraus folgt,
dass % bei ty € I nicht stetig ist, die Funktion hat dort eine Polstelle. Das widerspricht aber
der Voraussetzung, dass sowohl alle Komponenten von ¢ als auch die Radiusfunktion r fiir alle
t € I stetig sein sollen. Also ist die Annahme falsch und die Aussage bewiesen. O]
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2.3. Einhiillende von Kugelscharen

Fiir die Ableitungen ergibt sich

(2.15)

Hierbei sind auch wieder sowohl 7 und 7 als auch alle Komponenten der Vektoren ¢ und ¢
Polynome.

2.3.5. Parametrisierungen

Fiir die Darstellung von Kurven und Fliachen aller Art ist es meistens sehr niitzlich, eine Pa-
rameterdarstellung von ihnen zu haben. Aufserdem ist eine Parametrisierung der Einhiillenden
HS" fiir die Berechnung ihres Selbstschnittes in Abschnitt 3.2.1 unerlésslich. In diesem Ab-
schnitt werden verschiedene Parametrisierungen fiir Hiillflichen von Kugelfamilien angegeben.
Zuniachst sollen jedoch ausgehend von einer Parameterdarstellung der Kugelfamilie S die
Erkenntnisse aus Abschnitt 2.3.1 iiber H®", ndmlich dass sich die Einhiillende aus den charak-
teristischen Kreisen zusammensetzt, mit Hilfe von Definition 2.2 noch einmal fiir den Fall, dass
die Kugeln der Schar in Parameterform gegeben sind, bestétigt werden. Es sei

cos(f) cos(a)
U(a, B) := | cos(p) sin(«)
sin(8)
mit o € [0,27] und § € [-7F, 7] der normierte Vektor, der im Winkel § zur x-y-Ebene steht

und dessen Projektion in diese Ebene mit der z-Achse den Winkel « einschliefst. Eine Parame-
trisierung der Kugelfamilie S" sei dann durch

Pt o, ) = c(t) + () i(a, B)

mit £ € I und der zugehorigen Jacobi-Matrix

o cix(t) + 7'(t) cos() cos(a) —r(t)cos(B)sin(a) —r(t)sin(B) cos(a)
TI¥ (ta,p)=|c y(t_? +77(t) cos(B) sin(ar)  r(t) cos(B) cos(a)  —r(t)sin(f) sin(«)
L (t) +r'(t) sin(5) 0 r(t) cos(5)
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gegeben. Fiir die Determinante dieser Ableitungsmatrix gilt

TP (0, B)] = r2(t) cos(B) (cos(B) cos(a) (¢ (t) + 7/(t) cos(B) cos(a))
+sin(B)(¢.(t) + 7'(¢) sin(8)) (sin* () + cos?(a))
+ cos(B) sin(a)(c,(t) + 7'(t) cos(B) sin(a)))
:<E’<t>f<a,ﬁ>>

Y

= 72(t) cos() ( (1) cos(B) cos(a) + ¢y (t) cos(B) sin(a) + ¢ (t) sin(3)
+7'(t) (cos”(B) cos® (@) + sin*(B3) + cos*(B) sin2(a)l)> :

-~
=1

woraus sich letztlich

—

% (40, 8)] = r2(t) cos(B) ( (), e B)) +7'(1)) (2.16)

ergibt. Die Nullstellen der Determinante, die aus cos() = 0 resultieren, sind ausschlieflich
von der Parametrisierung der Kugeln abhéangig und damit geometrisch irrelevant. Die beiden
Parametrisierungen .

B(t, o, ) = c(t) + r(t)v(a, B)
und

B(t, a, B) = elt) + r(t)w(o, B)
(=

mit t € I, a € [0, 27] sowie 8 € (=7, 5) und
cos(3) cos(a)
w(a, B) = sin(/3)
cos(f3) sin(«)

tiberdecken beispielsweise auch alle Punkte der Kugelfamilie S, jedoch gilt hier cos(5) # 0
fiir den gesamten Definitionsbereich. Die zweite Parametrisierung ergibt sich durch Drehung
der Kugeln der ersten um einen Winkel von 90 Grad. Die Rotationsachsen verlaufen durch die
Kugelmittelpunkte und sind parallel zur z-Achse. Durch Nachrechnen sieht man, dass

—

T3t ) = =r(t) cos(8) (((0), T(a, B) ) +7'(1)) (2.17)

gilt. Das Gleichsetzen der Determinanten aus 2.16 bzw. 2.17 mit null hat entweder r(t) = 0
oder

—

<E/(t), #a, 5)> Y =0  bzw. <c’(t), @(a, 5)> () =0 (2.18)

zur Folge. Diese beiden Situationen werden jetzt genauer betrachtet.
Falls 7(ty) = 0 fiir ein ¢, € I gilt, degeneriert die Kugel S;" zu dem Punkt c(t,), welcher
auch als Schnitt der Kugel S;" vom Radius null mit der Ebene &£;", die senkrecht auf (to)

steht und durch ¢(ty) verlauft, aufgefasst werden kann.
Aus der Bedingung 2.18 ergibt sich, dass die Punkte ‘B(t o 5

Z
& liegen miissen, denn die Punkte (c(tg) + r(to)%) mit < >
beschreiben genau diese Ebene, schlieRlich gilt o (e(tg) + r(tg) =

sﬁ(t a, () in der Ebene
r'(to) = 0 und @ € R3
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Das heifst, dass in jedem Fall die Menge der kritischen Werte, welche zu t = t; gehoren,
genau dem Schnitt der Kugel S;”" mit der Ebene £ und somit dem charakteristischen Kreis
" entspricht. Damit sind die Ergebnisse aus Abschnitt 2.3.1 bestétigt.
Um eine Parameterdarstellung der Enveloppe H®" zu bekommen, geniigt es also, die Kreisfa-
milie C“" zu parametrisieren. Das kann beispielsweise {iber das Frenet’sche Koordinatensystem

geschehen.

Parameterdarstellung mittels Frenet’scher Koordinaten

Fiir eine Parameterdarstellung der Einhiillenden H*" miissen die Kreise C;”", welche senkrecht
auf ¢/(t) stehen und damit in der Normalenebene liegen, parametrisiert werden. Das kann mit
Hilfe der Frenet’schen Koordinaten (siehe Definition B.4) durch

5 (1) 1= 3 () o= M7+ 17 (cos(a)(t) + sin(a)i(0) (2.19)

mit o € [0, 27| geschehen. Die Normalenebene im Punkt ¢(¢) wird durch die Vektoren 7i; und
b, aufgespannt. Hierbei sind M" der Mittelpunkt und (& der Radius des charakteristischen
Kreises C;"" aus Gleichungen (2.9) und (2.10). Die Parametrisierung """ (¢,, «) der Hiillfliche
HE" ist fir deren grafische Darstellung gut geeignet, da die einzelnen Kreise gleichméfig iiber
den Winkel unterteilt werden konnen (vgl. Abb. 2.12¢). Aufserdem ist sie fiir theoretische Be-
trachtungen sehr niitzlich. Jedoch hat diese Parameterdarstellung den Nachteil, dass sie auch
fiir rationale Funktionen ¢ und r selbst nicht rational ist, was gerade fiir die Berechnung des
Selbstschnittes der Enveloppen (Abschnitt 3.2) und das Raycasting-Verfahren (Abschnitt 4.3)
eine wichtige Voraussetzung ist.

Die Irrationalitéat liegt nicht allein an den trigonometrischen Funktionen, diese konnten mit
Hilfe der rationalen Parametrisierung des Einheitskreises (155, —252) mit s € R U {—00, 00}

14827 1452
ersetzt werden, wodurch sich die alternative Parametrisierung

A c,r ACT c.r c.r ]__ 2_, 2 -
F7 (1) = 85 (1) = MET 4 15 ( () + —2 b(t))

—n —_—
1+ s2 1+ s2

ergibt. Da der Betrag eines Vektors || = /(v, ¥) nur dann rational ist, wenn sein Skalarpro-
dukt mit sich selbst das Quadrat eines rationalen Terms darstellt, fiihrt die Normierung des
Vektors im Allgemeinen auch fiir rationale Vektoren zu irrationalen Ergebnissen. Somit verhin-
dert also spétestens die Normierung der Vektoren der Frenet’schen Koordinaten im Regelfall
die Rationalitat der Parameteterdarstellung @Hc’r, auch wenn die Mittenkurve und der Radius
der Kugeln rational parametrisiert sind.

Rationale Parametrisierung mittels stereografischer Projektion

Peternell und Pottmann haben in [PP97| eine Methode vorgestellt, die Hiillflache H“" rational
zu parametrisieren, wenn sowohl der Radius als auch die Seele der Kugelfamilie S¢" als rationale
Funktionen vorliegen und fiir alle t € I die Ungleichung

<Ef(t),5f(t)> > 2 (t) (2.20)

gilt. Eine solch rationale Darstellung ist in dieser Arbeit vor allem fiir die Berechnung des
Selbstschnittes der Enveloppen unerldsslich. Der Weg wird im Folgenden erldutert, da vie-
le darin vorkommende Gleichungen noch benétigt werden. Fiir ndhere Informationen sei auf
[PP97| verwiesen.
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2. Enveloppen

(a) Bei der Parametrisierung

PH" werden die charak-
teristischen Kreise nicht
gleichméfig unterteilt, ob-
wohl der Parameter u 64
gleichverteilte Werte aus
dem Intervall [—16,16] an-
nimmt.

(b) Hier werden zunéchst wie-

der (wie in Abb. 2.12a)
gleichverteilte Werte aus
dem Intervall [—ir, 1]
entnommen und anschlie-
flend der Tangens davon
berechnet, um die Werte

fiir uw zu erhalten.

(c) Bei der Parametrisierung

FHY" fithrt die gleichmié-
Bige Unterteilung des In-
tervalls [0, 2] fiir den Pa-
rameter « auch zu ei-
ner gleichméfigen Vertei-
lung der Punkte auf den
Kreisen.

Abbildung 2.12.: Vergleich der Parametrisierungen §*"" und 87" anhand der eingezeichneten
Gitternetzlinien auf einem Torus-Ausschnitt; Der Fliche selbst liegt immer
die Parametrisierung §"“" zu Grunde. In allen Féllen befinden sich 64 ver-
schiedene Stiitzpunkte auf jedem charakteristischen Kreis.

Die Idee besteht darin, zundchst eine Kurve auf der Einhiillenden zu finden, die mit jedem
charakteristischen Kreis der Schar C*" genau einen Punkt gemeinsam hat. Anschliefend werden
diese einzelnen Punkte an jedem Durchmesser des zugehorigen Kreises gespiegelt. Auf diese
Weise erzeugt jeder einzelne Punkt der gefundenen Kurve einen kompletten Kreis. Somit wird
eine rationale Parametrisierung fiir die gesamte Hiillfldche erstellt.

Um die bereits erwahnte Kurve auf der Hiillfldche zu finden, wird in mehreren Schritten
verfahren. Zunéchst wird von dem geraden Kreiskegel £, welcher die Kugel S;”" bertihrt, nicht
aber schneidet, und den Basiskreis C;”" hat, ausgegangen. Dieser ist eindeutig bestimmt und
beriihrt die Kugel ausschlieflich in seinem Grundkreis. Die Spitze dieses Kegels sei mit S
bezeichnet. Ebenfalls eindeutig bestimmt ist die Kugel &; mit Radius 1, welche den Kegel
ebenfalls nur beriihrt und deren Mittelpunkt F; auf der Achse des Kegels liegt. Jetzt wird jeder
Kreis C;" auf den ihm entsprechenden Kreis €, der Kugel &, abgebildet, wie in Abb. 2.13
dargestellt.

Die Koordinaten von S; und E; werden wie folgt bestimmt. In dem Dreieck C;M;"" A; sind
alle Seitenldngen und damit auch die Winkel bekannt. Es sei mit D; bezeichnet. Das Dreieck
C;S; A; hat die gleichen Innenwinkel wie D; und ist somit kongruent dazu. Deshalb gilt

’Ct_St’ _ (8
Tt ‘Ct—MtC’T

9

woraus

G = 5 =

Pl _ ) 5
|7
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2.3. Einhiillende von Kugelscharen

Abbildung 2.13.: Gerader Kreiskegel £;; Diese Abbildung wurde aus [PP97| entnommen und
leicht modifiziert.

folgt. Mit Hilfe von Gleichung (2.9) ist leicht zu iiberpriifen, dass die Strecke C;M;”" die Lange
% hat. Fiir die Spitze S; des Kegels ergibt sich demzufolge

8, = oty — "D G

Das Vorzeichen der Verschiebung von C} parallel zu J (t) um C; — S; ergibt sich dadurch, dass
M;" — C; die gleiche Richtung hat wie S; — C;. Nach dem Strahlensatz gilt aukerdem
|Ey — Sy 1

|C S| :7"_ und mit |Ct_Et| = |Ct_St|_|Et_St| fOlgt
t— Mt t

C— B =|C; — S (1 - l) Ot Y]

Tt

Damit erhilt man fiir den Mittelpunkt des Kreises &,

r(t) — 107
EOR

Auch hier ergibt sich das Vorzeichen der Verschiebung von C; nach E; wieder durch die gleiche
Richtungsbetrachtung. Fiir den Fall, dass r(t) < 1 ist, kehrt sich das Vorzeichen um, da FE;
dann nicht zwischen C; und S; liegt.

In dem néchsten Schritt wird das Koordinatensystem um den Ortsvektor von F; verschoben,
sodass der neue Ursprung im Kugelmittelpunkt von &; liegt. Danach wird die Projektion 7
aus Anhang A.2.1 mit dem Nordpol der Einheitskugel als Projektionszentrum durchgefiihrt.
Das Bild des verschobenen Kreises €; ist im Allgemeinen wieder ein Kreis. Er werde mit €] :=
7(€; — E;) bezeichnet. Sein Mittelpunkt

E,=c(t) —

()

¢ (t) 1 AY
T _ i _ i _ c (t)
M =n(S;—E) = ( r’(t)) = om C%((f)) — S
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2. Enveloppen
ist nach Lemma A.17 das Bild der verschobenen Kegelspitze S; — E; unter m und ist vereinfacht
durch

-1 & (t)

M = e c;ét) (2.21)

gegeben?. Falls () nicht parallel zu (0,0,1)7 ist,® steht der Vektor @, := (0,0,1)T x ¢(t)
senkrecht auf ¢/(¢) und somit liegt

' (t) o o
P =L — d Ut
<c7(t),c7(t)> RTOIEY
, &, (1) R e Al A )
g PO (| e YO
(dw.dm) \din) 2w+ \ o

gegeben und somit gilt

(Ir)* = (M] — PF, M[ — PT)

2
=10 +fwwxw—¢@m”2%§$8”“”%@
() + ¢ (t) <E/(t), Ef(t)> +r(t)e(t)
.y \/<a(t),a(t>>2r/2<t><(?<t>,z?(t>>, 2
. (1) (1), (t) + R GRRI (1)

P+ ) (30,80 + e

fiir den Radius ] des projizierten Kreises. Nach dem Quadrieren heben sich die Wurzel-Terme
gegenseitig auf:

(lﬂ)Q _ 0;2(75)“‘0;2(15) N —27“,<Zf)(c;2(t) +C;2(t)
(F(t) + ()’ ((t) + (b)) (<c7(t), g/(t)> N T’(t)c’z(t))

2Siehe Bemerkung 2.13.
3Sonst definiert man @; := (0,1,0)7 x ¢(t) und verfihrt analog.
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2.3. Einhiillende von Kugelscharen

Nach Bildung des Hauptnenners und Sortierung der Potenzen von ¢, (t) erhdlt man

und damit ergibt sich

-
/

iyt = SOLO) =0 .00 )

() +e)® (B +e)

(2.22)

fiir den Radius des projizierten Kreises €7. Die vierte Potenz des Hauptnenners h(t) aus Ab-
schnitt 2.3.4 ldsst sich herauskiirzen. Unter der Voraussetzung, dass fiir alle ¢ € I die Un-
gleichung 2.20 gilt, ist das Z&hlerpolynom von (lzT )2 stets grofer oder gleich null und erfiillt
damit die Voraussetzungen fiir Lemma A.13. Also lassen sich durch Bestimmung der komplexen
Nullstellen von (é(t), &(t)) — 7*(t) (siche Abschnitt 5.3.4) Polynome g, und g, mit

ga(t) +7.(t)

) = o +amp

finden. Diese beiden Polynome werden jetzt als Komponenten eines von ¢ abhéngigen Vektors

L0 e (tay@)

G = (9:(1). 0y(0)" mit ga(t) := Z Ty (1) + (1)

genutzt. Somit liegt fiir alle ¢ € R der Punkt M + g, auf dem Kreis €]. Die Riickprojektion
dieser Punkte mittels der Umkehrung der stereografischen Projektion 7—! aus Anhang A.2.1
und anschlieffende Skalierung und Verschiebung wiirde jetzt die eingangs erwdhnte Kurve auf
H" liefern. Doch zuvor wird die Spiegelung der Punkte an allen Durchmessern des Kreises €7
noch in der Ebene durchgefiihrt, was fiir ein festes t € I die Darstellung des ganzen Kreises zur
Folge hat. Fiir die Parametrisierung der Kreisschar €F ergibt sich somit

g=()u + gy(1) (U>

¢ _ T -
q3 (t7u>_Mt +gt 2 U2+1 1

(2.23)

firt € I und u € RU{—00, 00}.
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2. Enveloppen

Durch die Anwendung der Umkehrabbildung 7~ zur stereografischen Projektion auf B¢" (¢, u)
erhélt man alle Punkte der Kreise €;, verschoben um den negierten Ortsvektor von E;. Die so
berechneten Punkte befinden sich alle auf der Einheitskugel. Fiir Thre Ortsvektoren gilt

q(t,u) =" (B (). (2.24)
Die Parametrisierung der Hiillfliche H" ist dann durch
Pt u) = c(t) + r(t)q(t u) (2.25)

gegeben.

Bemerkung 2.13. Falls 7/(t) + ¢, (t) = 0 ist, verlaufen alle charakteristischen Kreise durch den
Nordpol, der nach F; verschobenen Einheitskugel, wodurch die Projektion von C;”" eine Gerade
ist, welche man als Kreis mit Mittelpunkt im Unendlichen und unendlichem Radius auffassen
kann. In diesem Fall wihlt man ein anderes Projektionszentrum mit entsprechender Projekti-
onsebene, beispielsweise kann (1,0,0)7 als Zentrum festgelegt und in die y-z-Ebene projiziert
werden.

Bemerkung 2.14. Fiir Darstellungszwecke der Flichen ist die Parametrisierung 8"*"" eher un-
geeignet, weil eine gleichméfige Unterteilung des Parameterintervalls fiir v nicht zu einer gleich-
méfigen Unterteilung der charakteristischen Kreise fithrt (siche Abb. 2.12a und 2.12b).

2.3.6. Klassifizierung und Fortsetzung

In diesem Abschnitt wird eine Einteilung der Hiillflichen nach ihrem Verhalten bei den Intervall-
grenzen von I vorgenommen. Aufterdem wird gezeigt, wie die Zugehorigkeit einer Einhiillenden
zu einer bestimmten Klasse durch eine geeignete Fortsetzung gedndert werden kann.

Notation. Fiir eine Funktion f: I C R — R" mit n € N und t5 € I sowie € € Rt \ {0} ist
unter
lim f(t) :=lim f(tp —¢) und  lim f(¢):=lim f(¢y +¢€)
e—0 e—0

t—=to— t—to+

der linksseitige bzw. rechtsseitige Grenzwert von f(¢) bei ¢y zu verstehen. Es gelten aufserdem

lim f(t) = lim f(=t) =: f(=o0) und  lim f(t)= lim f(t) = f(c0)

t——oo+ t—o0—
fiir die einseitigen Grenzwerte im Unendlichen.

Definition 2.15 (Zyklische Einhiillende). Eine Hiillfliche H*" mit Scharparameterintervall
I = [tq,ty) oder I = t,,ty) bzw. I = [t,, ty[ heilst zyklisch, wenn sowohl fiir ihre Mittenkurve ¢

tgglJr c(t) = tggl_ c(t)  und tEglJr c(t) = tl_{g]l_ c(t) sowie tll}gﬂr A'(t) = tl_l}gl_ (t)

als auch fur ihre Radiusfunktion r

. . . . / . . Vi . . 17 . . 7
tkglJr r(t) = tll)g)l_ r(t) und tll}gﬂr r'(t) = tl_{g]l_ r'(t)  sowie tEE}Jr r(t) = tllélbl_ r(t)

gelten.
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2.3. Einhiillende von Kugelscharen

(a) Mit der Radiusfunktion r = 82—?% und dem (b) Durch Einschrinkung des Scharparameter-

Intervall I = R ist HE" zyklis(ch. ) Intervalls auf [—2,100] ist H*" nicht mehr

zyklisch.

Abbildung 2.14.: Zyklische und nicht zyklische Hiillflache H%" entlang der Kleeblattschlinge aus
Beispiel 8.

Bemerkung. Fir Hiillflachen nach Definition 2.15 kann man sich das Intervall [ als zyklisch
denken, indem man die Grenzen t, und ¢, miteinander identifiziert. Die Grenzwert-Bedingungen
entsprechen dann der zweifachen stetigen Differenzierbarkeit beider Abbildungen an der Stelle
ta-

Beispiel 8 (Kleeblattschlinge). Die Kleeblattschlinge ist eine Raumkurve, welche durch

(2 + cos(3t)) cos(2t)
¢(t) = | (24 cos(3t)) sin(2t)
sin(3t)

parametrisiert werden kann. Durch Anwendung der Additionstheoreme und anschliefendes Er-
. . . . 2
setzen der transzendenten Funktionen sin(¢) und cos(t) durch die rationalen Terme +—% bzw.

1+¢2
% wie in Abschnitt 2.3.5 erhilt man

(t5 + 21¢* — 92 + 3)(t* — 612 + 1)
4t(t* — 1)(—t® — 21¢* + 9¢* — 3) (2.26)

1
o) =1
(2 +1) 2(t% + 1)%(3t5 — 1083 + 3t)

als rationale Parameterdarstellung dieser Kurve. Sie erfiillt fiir / = | — 0o, 00[ = R die Bedin-
gungen, welche in Definition 2.15 an die Seele gestellt werden. Wird nun noch wie in Abb. 2.14a
eine geeignete Radiusfunktion r gewéhlt, so ist die entsprechende Hiillfliche H¢" der Kugelschar
S zyklisch.

Definition 2.16 (Beschrianktheit). Es sei t, € RU {—00, 00} eine Intervallgrenze von I mit
lim c(t) = Q € R,

t—tq
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2. Enveloppen

(a) Die Einhiillende H®" aus Beispiel 9 ist  (b) Diese Enveloppe ist bei t = 1 unbeschréinkt
rechtsseitig beschréankt, aber nicht verschlos- (vgl. Beispiel 10).
sen.

Abbildung 2.15.: Linksseitig verschlossene Hiillflichen H®" iiber I = [—1,1]

wobei t stets aus I ist. Dann heifsen ¢ und die Hiillfliche H" (einseitig) beschrankt (bei
ta).

Bemerkung. Insbesondere ist eine Einhiillende H“" bei ¢, beschrénkt, wenn das Intervall I bei
to € I\ t, abgeschlossen ist. Es gilt dann lim; ¢, ¢(t) = ¢(t,) durch die Stetigkeit von c.

Definition 2.17 (Verschluss). Eine Einhiillende H*" heift bei t, verschlossen, wenn t, € [
eine Intervallgrenze von I ist und r(t,) = 0 fiir die Radiusfunktion gilt.

Definition 2.18 (Geschlossenheit). Eine Hiillfliche H“" heifst geschlossen, wenn sie zyklisch
ist oder an jeder Intervallgrenze von I entweder verschlossen oder nicht beschrankt ist.

Beispiel 9. Die Hiilllache H" iiber dem Intervall I = [—1, 1] mit Seele

O+ +83+t+1
ct)y==1 2(2+10t—-1) und  r(t) = (t+1)*(t —2)° (2.27)
2(t3 — 5t + 1)

als Radiusfunktion ist linksseitig verschlossen, weil r(—1) = 0 ist. An der rechten Intervallgrenze
t = 1 ist die Einhiillende mit

)
lim ¢(t) = | 10 und  lim r(t) =4
t—1— _3 t—1—

beschrénkt (siche Abb. 2.15a).
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2.3. Einhiillende von Kugelscharen

Beispiel 10. Durch leichte Anderung von ¢ und r aus Beispiel 9 zu

O+t + P+t +1
2(t — 1)2(t* + 10t — 1) bzw. ro(t) =
483 — 5t +1)

1
20t — 1)

(t+1)%(t —2)?
t—1

CQ(t) =

erhélt man eine rechtsseitig unbeschrénkte Enveloppe (vgl. Abb. 2.15b).

Bemerkung 2.19. Hiilllichen die an einer Intervallgrenze beschréankt, aber nicht verschlossen
sind, konnen durch eine geeignete Fortsetzung verschlossen werden.

Notation. Es sei |[ta, tp][ die Bezeichnung fiir ein Intervall mit den Grenzen ¢, und t,. Dabei
ist nicht festgelegt, ob die Grenzen offen oder abgeschlossen sind. Mit der Schreibweise |[t,, )]
kann also sowohl [t,,ty] als auch |t,, t,] oder [t,,tp] bzw. |t,, ty[ gemeint sein.

Definition 2.20 (Zusammensetzung / Fortsetzung). Zwei Hiilllachen HT" und Hg5" mit Mit-
tenkurven c¢q, ¢ sowie Radiusfunktionen r; bzw. ro iber den Intervallen I; und I kénnen zu
einer einzigen zusammengesetzt werden, wenn die Bedingungen

1.
I =][te,to)] und Iy =]ty t)[ mit t,,t. € RU{—00,00} sowie ¢, €R
2.
: L R
tkgl_ c(t) = tll}ltrgr co(t)  und tkgl_ dq(t) = t]_l)gl_’_ do(t)
sowie  lim ¢y(t) = lim ¢y(t)
tty— oty
3.

lim ri(t) = lim ro(f) und lim 7} (¢t) = lim r5(¢),

t—tp— t—tp+ t—tp— t—tp+

. . " IERT "
sowie tll)gl_ ri(t) = tEglJr 5 (%)

erfiillt sind. Die zusammengesetzte Einhiillende H*" wird dann durch

_Jal), fallste L U{t} (), fallste L U{ty}
t) = {CQ(t), Bllst e L\ {5y 00 "0 {rl(t), falls £ € I\ {5}

iuber dem Intervall
I:=LU {tb} U I

bestimmt.
Jede der beiden Hillflichen H{" bzw. Hs" wird als Fortsetzung der jeweils anderen be-
zeichnet.

Beispiel 11 (Fortsetzung der Hiillfliche aus Beispiel 9). Eine Fortsetzung H5" der Einhiillenden
aus Beispiel 9 muss sowohl

1 5 1 15 28
lim co(t) = = | 20 und  lim do(t) == | 24 sowie  lim 5(t) = | 2
t—1+ 6 t—1+ 2 4 t—1+ 6
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2. Enveloppen

7 W

(a) Zusammensetzung der Enveloppen aus Bei-  (b) Die gleiche Situation wie in Abb. 2.16a aus
spiel 9 und Beispiel 11; Links sind die beiden anderer Perspektive
Teile leicht versetzt dargestellt.

Abbildung 2.16.: Zusammensetzung von Hiillflichen aus zwei Blickwinkeln

als auch die Bedingungen

. - . / _ . . " _
tl_l)IE_ ro(t) =4 und tl_l)rlr}r ro(t) = —4  sowie tl_l)rlrir (1) 6

erfiillen.
Die Hiillflache H3" entlang der Kurve

28t% — 41t + 18
co(t) = = | 22420t — 2 mit  r(t) = —3t* — 4t + 4
2\ 62— 16t +4

als Radiusfunktion geniigt diesen Bedingungen. Das Parameter-Intervall dieser Fortsetzung sei
I, :=]1,2]. Obwohl eins nicht in der Vereinigung beider Intervalle liegt, hat die Zusammenset-
zung der Hiilllichen 1" aus Beispiel 9 und H5" das Intervall [—1, 2] fiir den Scharparameter.
Die Fortsetzung Hy" ist rechtsseitig und damit natiirlich die zusammengesetzte Hiillflache beid-
seitig verschlossen.
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3. Schnitt und Selbstschnitt der
Enveloppen von Kugelfamilien

Dieses Kapitel beschéftigt sich mit Uberschneidungen der Hiillflichen H" von Kugelfamilien
S, die in Abschnitt 2.3 beschrieben werden. Hierbei spielt der Selbstschnitt eine grofse Rolle.
Er setzt sich aus lokalen und globalen Selbstdurchdringungen der Einhiillenden zusammen (siehe
Definition 3.7). Auferdem werden in Abschnitt 3.3 weitere wichtige Grundlagen fiir die beiden
Verfahren zur Darstellung von Kanalflichen gelegt.

3.1. Lokale Selbstiiberschneidung der Enveloppe

Der lokale Selbstschnitt der Einhiillenden einer Kugelfamilie ist eine spezielle Art der Selbst-
durchdringung dieser Hiillflache. Er sei wie folgt definiert.

Definition 3.1 (Lokaler Selbstschnitt). Der lokale Selbstschnitt £{" der Hiillfliche 1" bei
to sei die Uberschneidung infinitesimal benachbarter charakteristischer Kreise der Schar C¢" bei
to € I und entspricht somit dem lokalen Schnitt £§ " der Kreisschar C". Der lokale Selbst-
schnitt der Enveloppe ist die Menge aller Schnittpunkte, die aus derartigen Uberschneidungen
resultieren. Er werde mit £9" = J,.; £{" bezeichnet.

Definition 3.2 (Charakteristische Punkte). Die Punkte des lokalen Selbstschnittes £%" werden
auch charakteristische Punkte genannt.

Die folgende Aussage stellt ein wichtiges Kriterium zur Identifikation eines lokalen Selbst-
schnittes dar.

Lemma 3.3. Ein Punkt Q € R® gehirt genau dann zum lokalen Selbstschnitt Ly der Einhiil-
lenden H®", wenn die Gleichungen

5 (t0,Q) =0 und

5 (40, Q) =0 sowie

f9 (0, Q) =0 mit  f9(t, P) =0, f (¢, P)
fur ein ty € I erfillt sind.

Beweis. Ein beliebiger Punkt ) € L£y" gehért nach Definition 3.1 zum Schnitt infinitesimal
benachbarter Kreise bei ty. Natiirlich durchdringen sich in ) auch die Ebenen, in denen diese
Kreise liegen. Diese Ebenen gehéren zu der Schar £7, die als Nullstellenmenge von f¢“" definiert
ist, und sind ebenfalls infinitesimal benachbart. Darauf ldsst sich nun Lemma 2.5 anwenden und
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3. Schnitt und Selbstschnitt der Enveloppen von Kugelfamilien

es folgt, dass sowohl f¢°" (¢, P) als auch die partielle Ableitung davon nach ¢ an der Stelle (g, Q)
gleich null sind. Es gelten also f¢™" (¢y, Q) = 0 und

\<c7’(t0), O-— c(t0)> . <c (to), ¢ (t0)> (b)) + (to)r" (o) = 0. (3.1)

s

1997 (t0,Q)

Natiirlich liegt der Punkt @ insbesondere auf dem charakteristischen Kreis C;;" und somit auch
auf S, wie in Abschnitt 2.3.1 dargestellt. Also ist auch [ (¢, Q) = 0 erfiillt. Fiir alle Punkte
@ des lokalen Selbstschnittes £;" der Einhiillenden ergibt sich also insgesamt 57" (t, Q) =
" (0, Q) = f9°" (to, Q) = 0 als notwendige Bedingung.

Nimmt man umgekehrt an, dass alle Gleichungen aus Lemma 3.3 fiir ein ¢y aus I und einen
Punkt @ € R? erfiillt sind, so kann Lemma 2.5 zum einen fiir die Familie von Kugeln S und
zum anderen fiir die Ebenenschar £%" Anwendung finden, da f¢*"(¢y, Q) = 0 dquivalent zu
(05" (t, P))(to, Q) = 0 ist und f9" (to, Q) = (9. fE" (¢, P))(to, Q) gilt. Somit schneiden sich

dann infinitesimal benachbarte Kugeln und Ebenen bei t; in in () und es ist

Q € lim (S5 S35 N &Y N L) =l (S NER NS NERL,) = L3

~~ ~~
c,r c,r
Cto Ct0+€

Damit ist gezeigt, dass ) zum Schnitt infinitesimal benachbarter charakteristischer Kreise bei
to und demzufolge nach Definition 3.1 zum lokalen Selbstschnitt £i" von H" gehort. O

3.1.1. Ermittlung eines lokalen Schnittes

Mit Hilfe von Lemma 3.3 kann leicht festgestellt werden, ob ein Punkt Q € R3 fiir ein vorgegebe-
nes ty € I zum lokalen Sebstschnitt £;" gehort. Ist ¢y nicht bekannt, so miissten, beispielsweise
ausgehend von der letzten Gleichung aus Lemma 3.3, die Nullstellen von f§"" (t) = f9°" (¢, Q)
bestimmt werden, wobei ¢; die i.te bezeichne. Erfiillt ein Paar (¢;, Q) auch die anderen beiden
Gleichungen des Lemmas, so gehort ) zum lokalen Schnitt der Hiillliche H*" bei t;.

Oft stellt sich aber die Frage, ob eine Hiillfliche H®" sich iiberhaupt lokal schneidet und
falls ja, fiir welche Parameterwerte ¢ € I. Natiirlich sind in diesem Fall auch die Schnittpunkte
nicht bekannt. Fiir die Beantwortung dieser Frage ist Lemma 3.3 nicht geeignet. Dazu wird im
Folgenden ein besseres Kriterium (siche 3.2) hergeleitet.

Hierzu betrachtet man das Ganze aus geometrischer Sicht. Gleichung (3.1) definiert wieder
eine Familie G von Ebenen. Fiir jedes t € I steht ¢(t) senkrecht auf (f¢°)~1(0) = G&" C G
Die ersten beiden Gleichungen aus Lemma 3.3 definieren fiir ein festes ¢ € I den Kreis Cg" (siehe
Abschnitt 2.3.1). Das heift, dass es fiir ¢ genau dann einen lokalen Selbstschnitt £¢" gibt, wenn

sich C;" und G5 schneiden. Da sowohl die Kreisebene £ als auch G¢" parallel zu d(q) x (q)

verlaufen, konnen beide in die Ebene, die ¢(q) enthélt und senkrecht auf Z;q steht, projiziert
und das Schnittproblem dort gelést werden (siche Abb. 3.1). Mit l;q ist der in Definition B.4
definierte Binormalenvektor im Kurvenpunkt c¢(q) gemeint. Es sei weiter 7, der entsprechende
Normalenvektor. Der Schnittpunkt der Geraden {MJ" + s -7, : s € R} mit der Ebene G5 sei
Sger = My" + sger - 1ig mit dem zugehdrigen Schnittparameter sger. Ein lokaler Schnitt bei ¢
liegt genau dann vor, wenn der Abstand dieses Schnittpunktes vom Mittelpunkt des Kreises
Co" nicht grofer ist als dessen Radius. Allgemein ergibt sich also

|Sger — M| = |sger - | = |sger| <177 (3.2)
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3.1. Lokale Selbstiiberschneidung der Enveloppe

IR AR &
0 ; e
B +Jggr
C”(t) ‘ -~
Cc,r
— t
c(t)
c(t) M
(a) Ebene G;”" schneidet den Kreis C;”". (b) Hier ist der lokale Schnitt bei ¢ leer.

Abbildung 3.1.: Lokaler Selbstschnitt der Hiillfléche H“" als Parallelprojektion in Richtung des
Binormalenvektors b,

als Kriterium fiir die Existenz eines lokalen Schnittes bei ¢. Zur Bestimmung des Schnittpara-
meters sger wird die Gleichung

— —
/

JI(t Sgpr) = (E(0), MET 4 sger - (1) = e(t) ) = (), 2(1) ) + 172(8) + r(t)r" (1) = 0

betrachtet. Daraus folgt

Sgi = <g/(t>, c7(t)> <c7/(t),ﬁ(t)>

Dieser Ausdruck ist zwar recht kompliziert, dennoch erméglicht er iiber die Nullstellenbe-
stimmung von g(t) := [sger| — [}, alle Intervalle fiir den Parameter ¢ zu identifizieren, in denen
es einen lokalen Schnitt der Hiillflache H¢" gibt. Die eigentlichen Schnittpunkte miissen dafiir
nicht bekannt sein.

Bemerkung. Mit Hilfe des Kriteriums 3.2 ist es natiirlich auch moglich, effizient zu entscheiden,
ob sich die Hiillflache bei einem bestimmten ¢ty € I lokal schneidet, ohne die Schnittpunkte zu
kennen. Diese konnen dann leicht durch

S = M+ sggy g + b by

berechnet werden, wobei b- € R und b, € R durch sZ.. + b3 = 1" nach dem Satz von
to

Pythagoras in den rechtwinkligen Dreiecken MfO’TS_Sgtcér und Mtc(;TSgtCéT S, bestimmbar sind.
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3. Schnitt und Selbstschnitt der Enveloppen von Kugelfamilien

"

(a) Bei r = 1 existiert ein loka- ) Hiillflache (c) Hiilllache von Abb. 3.2b
ler Selbstschnitt der Kreis- Abb. 3.2a eingeschrankt auf Intervall
schar C°". [—1,1]

(d) Fiir r = 1 gibt es keine ) Einhiillende H®" zur Kreis-  (f) Enveloppe von Abb. 3.2e
Selbstiiberschneidung schar aus Abb. 3.2d eingeschriankt auf Intervall
mehr. [—0.5,0.5]

Abbildung 3.2.: Hiillfldchen entlang der Normalparabel mit verschiedenen, konstanten Radien

Konstanter Radius

Fiir den Fall, dass der Radius r(t) = r konstant ist, gelten 7/(¢t) = 0 = r”(t) sowie M;" = ¢(t)
und ;" = r. Damit ist

1 5 = (210,70 (20.500)

und das Kriterium 3.2 fiir die Existenz eines lokalen Schnittes £;" vereinfacht sich dann zu

(dm.dm)
|sger| = —‘<c7’(t),ﬁ(t)>‘ < (3.3)

Beuwspiel 12. Fiir den Fall, dass die Mittenkurve durch die Normalparabel gegeben ist, gelten
fiir deren Parametrisierung und ihre Ableitungen

t 1 0
c(t) = | ¢ und () = | 2t sowie  (t) = | 2
0 0 0
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3.1. Lokale Selbstiiberschneidung der Enveloppe

B, c(t)
By

) 2 = oty PO 7

(a) Hier sind ay > 90 und 8; = oy — 90. (b) Hier gelten oy <90 und £, = 90 — «.

Abbildung 3.3.: Hier sind die zwei prinzipiellen Moglichkeiten fiir die Richtung von c7/(t) im
Kurvenpunkt ¢(t) dargestellt.

Daraus lassen sich leicht die Vektoren

0 0 —2t
— — — 1
dt)yxcd't)=10 und damit  b(t) = |0 als auch 7(t) = —— 1
(t) () X () X (t) e 1 .

berechnen. Wenn der Radius konstant ist, ergibt sich

w1 (VAR 1)

ngw = 5 = 5

fiir den Schnittparameter, was dem Reziproken der Kriimmung

0l 2

/(1) % _

P (ViE+ 1)

von c¢(t) entspricht. Das gilt nicht nur fiir dieses Beispiel, sondern auch allgemein und wird in
Lemma 3.4 festgehalten.

Offensichtlich ist sger stets groker oder gleich % Das heifst fiir alle Radien r < % gibt es
keinen lokalen Selbstschnitt. Grofere Radien fithren zu einer lokalen Selbstiiberschneidung der

Hiillfldche fiir Parameterwerte ¢ in einem Intervall [—a,a] mit a € R* \ {0}. Fir r = 1 ist

beispielsweise a = %\/ 25 — 1~ 0,38. In Abb. 3.2 sind die beiden Situationen, einmal mit und
einmal ohne lokalen Selbstschnitt der Einhiillenden, dargestellt.

—

K(t) =

Lemma 3.4. Fir eine Einhiillende H" einer Kugelschar S mit einem konstanten Radius
r(t) =r € R ist die Gleichung

1
el =5

fur alle t € I erfillt. Hierbei ist k die Krimmung der Mittenkurve c.
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3. Schnitt und Selbstschnitt der Enveloppen von Kugelfamilien

Beweis. Seien a; der Winkel zwischen ¢(t) und ¢(t) und 8, der zwischen 7(¢) und ¢(t). Dann
gelten entweder oy = 90 — f; (Abb. 3.3b) oder a; = f; + 90 (Abb. 3.3a). In beiden Fillen ist
sin(ay) = cos(f;). Damit ergibt sich

o fOfO)  jewr e
t <c7'(t),ﬁ(t)> (@) - [7i(t) [ cos(Br) /()] - " (£)] sin(ax)
_PwP 1
CGORIONERL
und die Behauptung ist bewiesen. O

3.2. Globaler Selbstschnitt der Einhtllenden

In diesem Abschnitt wird erldutert, wie die Punkte der globalen Selbstiiberschneidung einer
Hiillflaiche H*" ermittelt werden kénnen. Im Wesentlichen wird eine Parameterdarstellung in
die impliziten Gleichungen der Einhiillenden eingesetzt, eine Variable eliminiert und das Er-
gebnis fiir einen Parameter spezialisiert. Anschlieffend konnen die Nullstellen eines Ausdruckes,
der nur noch von einem Parameter abhéngt, bestimmt werden. Hierfiir werden sowohl fiir die
Parametrisierung der Komponenten der Kurve ¢ als auch fiir die Radiusfunktion r nur noch
rationale Funktionen zugelassen. Aufserdem soll Ungleichung 2.20 fiir alle ¢ € I erfiillt sein.

Definition 3.5 (Globaler Selbstschnitt). Der globale Selbstschnitt 7" der Enveloppe H®"
besteht aus allen Punkten, die mindestens zu zwei verschiedenen Teilen der Hiillfliche gehdren
und ist somit durch

T ={8:5 el NC;" mit ty,t, € I und t; # to}

definiert. Die Schnittmenge besteht also genau aus den Punkten durch die mindestens zwei ver-
schiedene charakteristische Kreise der Enveloppe verlaufen. Mit dem globalen Selbstschnitt
Ji." bei tg seien die Punkte der Selbstiiberschneidung bezeichnet, die zum charakteristischen
Kreis Ci?" gehoren. Es gilt somit J,;" = J" NC.".

3.2.1. Berechnung mittels rationaler Parametrisierung 3"

Hier wird fiir die Berechnung des Selbstschnittes J" einer Einhiillenden H*" die Parametri-
sierung PB*"" aus Abschnitt 2.3.5 inklusive aller dort eingefiihrten Bezeichnungen verwendet.
Daraus ergibt sich natiirlich auch die Beschrankung auf rationale Funktionen fiir » und die
Komponenten von c¢. Zu Beginn werden noch einige Terme vorberechnet und ein paar ent-
sprechende Bezeichnungen zur Abkiirzung eingefiihrt. Fiir die erste Komponente von 3¢ aus
Gleichung (2.23) ergibt sich

=A =:B1 =:C1

—— —— ——
w? (M (1) — g:(t)) + w(=29, (1) + M (1) + g:(t)

P () = o~ (34)
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3.2. Globaler Selbstschnitt der Einhiillenden

und fiir die y-Koordinate

=:Ag =:By =:Cq
(M (t) + gy (1)) + u(=2 B(t)) + Mj(t) : Q
7r u Gy U\ —2Gz — Gy
B (1) = as LD AR , (35)
wobei M™(t) = M[ ist. Aukerdem gilt fiir die Summe der Quadrate
. L(Ou+ g, (1)
¢ 2 _ (g _ 9,7 ( y
B )l = (M0 +au(e) — 20200
. gs(u + g,(8) \*
+ (My (t) + gy(t) — 2T1y
u?A+uB+ C
= e (3.6)
mit
A=—4g, ()M (t)+D und C = —4g,(t)M;(t)+ D
sowle
B = —4g.(t) My (t) — 4g,(t) M (),
wobei

D= (M) (1) + (MD)(t) + (I7)* + 2 (MF, (1)) .

Natiirlich sind A bis D auch mit eventuellen Indizes alles Funktionen von ¢, doch bei ihnen
wird das Argument zu Gunsten der besseren Lesbarkeit weggelassen. Das Einsetzen der Para-
metrisierung P (¢,u) einer Hiillfliche H*" aus Gleichung (2.25) in f°"(w, P) fiir P unter
Einbeziechung von Gleichungen (3.4) bis (3.6) liefert

F57 (w, BT (8 w)) = (el() + (0t w) — c(w), e(t) +r()q(t,u) — c(w)) —r(w)?
_ 2r(t)2(u2A1 +uBy + C1)vg + 2(u*As + uBy + Co)v,
w(A+1)+uB+C+1
(w*(A—=1)+uB+C —1)v,
w(A+1)+uB+C+1

+2r(t) +d

mit
d=(U,0) +7*(t) —r(w)*> und ¥ =c(t) — c(w). (3.7)
Die Parameterwerte fiir ¢ und w, welche die Gleichung " (w, B (t,u)) = 0 erfiillen, gehoren

zum Schnitt der Kugel S8¢" mit dem charakteristischen Kreis C;"". Durch Multiplikation® mit
(u?*(A+1) +uB + C + 1) ergibt sich daraus die Gleichung

4r(t)(u? Ay + uBy + Cy)v, + 4r(t) (u* Ay + uBsy + Co)v,
+2r(t)(u*(A—1)+uB + C — v, + d(w*(A+1) + uB+ C + 1) = 0,

welche quadratisch in w ist. Im Allgemeinen gibt es also zwei Losungen der Gleichung fiir w in
Abhéngigkeit von ¢ und w. Das entspricht den beiden Schnittpunkten der Kugel 85" mit dem

!Diese Multiplikation kann die Losungsmenge der urspriinglichen Gleichung erweitern, falls der Faktor null
ist. Das heift, es gibt Parameterwerte, welche die neue, nicht aber die urspriingliche Gleichung 16sen. Diese
zusétzlichen Losungen werden am Ende mittels eines einfachen Tests wieder herausgefiltert.
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3. Schnitt und Selbstschnitt der Enveloppen von Kugelfamilien

Kreis C;”", die im Allgemeinen existieren. Der Parameter u bestimmt dabei den genauen Punkt
auf dem Kreis C;”". Durch Ordnen nach den Potenzen von u erhilt man

u?(2r () (2410, + 2450, + (A — 1)v,) +d(A + 1))

/

~~
=:a

+u(2r(t)(2Byv, + 2Byvy + Bu,) + dB)

-
=:b

+2r(t)(2C v, + 2Cov, + (C = 1)v,) +d(C' + 1) = 0. (3.8)

J

-~
=:c

Auch hier werden die Argumente w und ¢ nicht explizit angegeben. Die beiden Losungen? fiir

u sind dann durch
b= Vb? — 4dac
N 2a

Ut (3.9)

gegeben, falls a # 0.

Bemerkung 3.6. Es ist unmoglich, dass bei demselben Paar von Parameterwerten fiir ¢ und w
sowohl @ = 0 als auch b # 0 gelten, denn das wiirde bedeuten, dass Gleichung (3.8) linear
in w ist und somit der Kreis C;"" die Kugel S&" nur in einem einfachen Punkt schneidet, was
geometrisch ausgeschlossen ist. Schneiden sich beide Figuren nur in einem Punkt, so muss es
sich um einen Beriihrungs- bzw. Doppelpunkt handeln. Aus a(ty, wy) = 0 folgt also automatisch
auch b(to, wo) = 0. Also kann Gleichung (3.8) fiir a(ty, wp) = 0 nur dann erfiillt sein, wenn auch
b(ty, wp) = 0 und c(tg, wp) = 0 sind. In diesem Fall ist sie unabhéngig von u immer giiltig. Das
heifst, dass der gesamte Kreis C;;" auf der Kugel S liegt. Das ist beispielsweise natiirlich fiir
to = wy erfillt. Die entsprechenden Parameterwerte von w erhalt man in diesen Fallen durch
Nullstellenbestimmung des fiir ¢ = ¢, spezialisierten rationalen Terms ¢, (w).

Nun wird die Parameterdarstellung 87" (t,u) der Einhiillenden H®" in f¢*"(w, P) fiir P
eingesetzt und Gleichungen (3.4) bis (3.6) verwendet. Man erhélt

P (w0, B (1)) = (D), eft) + r(O)dt u) = e(w) ) + r(w)r(w)
it 2¢,(w)(u* Ay + uBy + C1) + 2¢, (w)(u? Ay 4+ uBy + Cs)
=r(®) w(A+1)+uB+C+1
dw)(w*(A-1)+uB+C—-1) -
+r(t) w?(A+1)+uB+C+1 +d,

wobel

d = r(w)r'(w) + (¢w), e(t) - c(w))
gilt.

Hier erfiillen die Parameterwerte ¢, und wy die Gleichung £ (wq, B (to, u)) = 0, wenn die
Ebene £5" den charakteristischen Kreis C;)" schneidet. Nach Multiplikation® dieser Gleichung
mit u?(A + 1) + uB + C + 1 ergibt sich

2r(t) ¢, (w) (W* Ay + uBy + Cy) + 2r(t)c, (w) (u”As + uBs 4 Cy)
+r(t)c,(w)(u*(A—1) +uB+C — 1)+ du?*(A+1)+uB+C+1) =0.

2Fiir b% — 4ac < 0 existiert natiirlich keine reelle Losung.
3siehe Fuknote 1 Seite 53
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3.2. Globaler Selbstschnitt der Einhiillenden

Auch hier gibt es im Allgemeinen wieder zwei mdgliche Losungen fiir w als Funktion von ¢
und w, welche die beiden Schnittpunkte von £5" mit dem Kreis C;”" bestimmen. Nach dem
Sortieren der Potenzen von u ergibt sich

u?(r(1) (241, (w) + 245¢, (w) + (A = 1)c,(w)) + (A + 1)d)

.

-~
=:a

+u(r(t)(2B1¢,(w) + 2Byc, (w) + Be,(w)) + Bd)

-~

+7r(t)(2Cc(w) + 2026_;'(’&1) +(C = 1) (w)) + (C + 1)(% = 0. (3.10)

[\

vV
=:¢

Fiir den Fall, dass a # 0 ist, gibt es die beiden Losungen*

bV - dae

2a

fiir v als Funktion von ¢ und w. Fiir a = 0 ist die analoge Aussage von Bemerkung 3.6 iiber die
Ebene &5 anstelle der Kugel S&" giiltig.

Zur Elimination von u konnen entweder die Losungen fiir w aus der Schnittgleichung von
Kugel- und Kreisschar in die Schnittgleichung von Ebenen- und Kreisschar eingesetzt werden
oder umgekehrt.

Bei der ersten Variante fiihrt das Einsetzen von Gleichung (3.9) in Gleichung (3.10) zu

—b+Vb? — 4dac QA —b+Vb% —4ac\ » .
a+ % b+¢

= 0.
2a

Durch geeignetes Umstellen und Quadrieren,® kann der Wurzelterm beseitigt werden
(b* — dac)(2ab — 2ba)* = (—(2b* — 4ac)a + 2abb — 4a%¢)?
und es werde
FI (4 w) == (b — 4ac)(2ab — 2ba)* — (—(2b° — 4ac)a + 2abb — 4a°¢)? (3.12)

definiert.
Fiir die zweite Variante setzt man Gleichung (3.11) in Gleichung (3.8) ein, was

N = 2 N =
<—bi V2 —4&@) - (—bi V2 —4&@) b
2% 2%

=0

ergibt. Analog zur ersten Variante wird auch hier der Wurzelterm auf eine Seite gebracht und
anschliefend quadriert®. Man erhilt

(b* — 4a¢)(2ab — 2ba)? = (— (20> — 4ac)a + 2abb — 4a%c)?

4Fiir b2 — 4aé < 0 gibt es natiirlich wieder keine reelle Losung.
5Auch das Quadrieren der Gleichung bringt wieder eine Erweiterung der Lsungsmenge mit sich.
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3. Schnitt und Selbstschnitt der Enveloppen von Kugelfamilien

und es sei
J77 (tw) o= (B — 4a6)(2ab — 2ba)* — (—(25° ~ dac)a + 2abb — 40°c)”

definiert.

Die Gleichungen f7°"(t,w) = 0 und f7°"(¢t,w) = 0 aus der ersten bzw. zweiten Variante
konnen fiir beliebige Stellen ¢ = t; spezialisiert und anschliefend die Nullstellen der rationalen
Funktionen f"" (w) oder ft“z “"(w) numerisch approximiert werden. Die Implementierung der
Nullstellenbestimmung ist in Abschnitt 5.3 beschrieben. Die so erhaltenen Werte w; fiir w sowie
die Spezialisierung t = ¢y konnen dann in Gleichung (3.9) bzw. Gleichung (3.11) eingesetzt
werden, um auch die entsprechenden Werte uq fiir u zu erhalten.

Bemerkung. Fir a(to,wo) = 0 bei der ersten bzw. a(tg,wy) = 0 bei der zweiten Variante
ist die entsprechende Gleichung f7" (ty,wo) = 0 bzw. 7" (tg,we) = 0 immer erfiillt, weil
nach Bemerkung 3.6 auch b(ty, wo) = 0 bzw. b(ty, wy) = 0 gelten. In diesen Féllen kénnen die
Parameterwerte fiir u iiber die jeweils andere quadratische Gleichung f&°" (w;, B (tg,u)) =0
bzw. [ (w;, B (tg, u)) = 0 bestimmt werden.

Mittels der Parametrisierung 8" kénnen die zugehdrigen Punkte Qo = B (¢g, ug) ermit-
telt werden. Falls sie nicht die GleichungenS £ (to, Qo) = 0 und & (to, Qo) = 0 erfiillen,
werden sie gemeinsam mit ihren entsprechenden Parameterwerten verworfen. Sie gehoren zu
Lésungen, welche durch nicht dquivalente Umformungen, wie die Multiplikation mit null oder
das Quadrieren zur Beseitigung der Wurzelterme hinzugekommen sind.

Der Index 5 € N dient der Nummerierung und somit der Unterscheidung der Loésungen fiir
w. Abschlieffend ist es moglich, auch die zu einem Schnittpunkt

;B’HC,T (t07 U]) _ gHC,T (tm CYj) _ S’HC,T (’Ujj, ﬁ) c th(;'r N ngj
des Kreises C;;" mit C;” gehdrigen Winkelparameterwerte o; und J fiir F"°" mit Hilfe von

(" (t0,0) = c(to), B (to, uy) — c(t))
(r(to))”

cos(aj) =

und der analogen Gleichung fiir 5 zu ermitteln.
Weil sich viele Aussagen gleichermafen auf lokale und globale Selbstschnittpunkte beziehen,
ist die folgende Definition sinnvoll.

Definition 3.7 (Selbstschnitt). Der Selbstschnitt Z* einer Einhiillenden H*" ist die Verei-
nigung ihres lokalen und globalen Selbstschnittes und es gelten

(O [N C,T . c,r __ C,T
) = L) U, sowie I°" = UIto ,

tel

wobei Zi"" der Selbstschnitt von " bei tq € I ist.

6Die Uberpriifung dieser beiden Bedingungen wird mit Schwellwerten realisiert, schlieklich werden die Funkti-
onswerte im Allgemeinen von null verschieden sein, da die Nullstellen ja nur approximiert und nicht exakt
berechnet werden.
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3.3. Topologische Betrachtungen

(a) Bei der Hiillliche H%"  (b) Hier ist das Intervall I =  (c) Die Hiillfliche iber dem In-
aus Beispiel 9 ist I = [1,2] links abgeschlossen, tervall I = [—1, 0o[ hat bei
[-1,1] rechts offen. Da- die Hiillfliche aber nicht t = —1 eine Verschlusskap-
mit existiert bei ¢t = 1 verschlossen. Damit exis- pe (goldfarben).
keine Verschlusskappe. Die tiert bei t = 1 eine Ver-

Verschlusskappenmenge ist schlusskappe (goldfarben).
leer.

Abbildung 3.4.: Einhiillende und ihre Verschlusskappen

3.3. Topologische Betrachtungen

In diesem Abschnitt werden wichtige Fakten fiir die Visualisierungsansétze in Abschnitt 4.2
bzw. Abschnitt 4.3 erarbeitet. Fiir beide Verfahren ist es wichtig zu wissen, wann ein Punkt
eines charakteristischen Kreises bzw. eines Strahles auferhalb oder innerhalb der Kugelschar
S¢" liegt. Dazu werden Aussagen iiber Inneres und Aufieres einer Kugelschar S getroffen und
bewiesen. Ein Tiefenlevel wird eingefiihrt und Kriterien zu dessen Bestimmung gegeben. Zu
Beginn sind jedoch ein paar Definitionen und Vorbemerkungen erforderlich.

Definition 3.8 (Inneres). Ein Punkt @ € R? wird als Innenpunkt oder innerer Punkt der
Kugelschar S bezeichnet, wenn er im Inneren einer Kugel der Schar liegt. Fiir jeden solchen
Punkt gibt es also ein ty € I, so dass fS"" (tp, Q) < 0 gilt. Die Vereinigung aller Innenpunkte
wird als das Innere O“" der Kugelschar bezeichnet.

Definition 3.9 (Auﬁeres). Jeder Punkt @ € R?, welcher kein innerer Punkt ist, werde als
Aufsenpunkt oder dufterer Punkt der Schar S“" bezeichnet. Ein solcher Punkt wird von
keiner Kugel der Familie eingeschlossen, was bedeutet, dass fS (¢, Q) > 0 fiir alle t € I gilt.
Das AuRere A%" der Kugelschar bezeichne die Vereinigung aller AuRenpunkte.

Definition 3.10 (Verschlusskappen). Fiir eine Enveloppe H" und eine Grenze t, ihres Schar-
parameterintervalls [ ist

vil= U (smnAm\e) (3.13)

teln{tas}

die Verschlusskappe bei t,. Die Verschlussmenge

ver= ) v (3.14)

te\I,
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sei die Vereinigung der Verschlusskappen abgeschlossener Intervallgrenzen von I. Thre Elemente
heifsen Verschlusspunkte.

Lemma 3.11. Es sei Q € S;)" mit tg € I ein Auflenpunkt einer Kugelschar S©. Dann liegt Q
auf dem charakteristischen Kreis Cy)" oder ist ein Verschlusspunkt.

Beweis. Man betrachte 5" (t) := f*"" (¢, Q) als Funktion von ¢ und fasse @ als konstant auf.
Weil Q ein Aukenpunkt ist, gilt f5°"(t) > 0 fiir alle ¢ € I. AuRerdem ist 5 (to) = 0, da Q
auf S;"" liegt. Daraus folgt, dass f5"" (t) bei t =ty ein lokales Minimum mit Funktionswert null
hat oder ¢y € I'\ I, eine Intervallgrenze von [ ist.

Im ersten Fall hat die Ableitung von f§™" bei t =ty den Wert null und somit gilt

0= (chyr)/(tO) = (atfsw(t’ P))@m@)-

Das ist dquivalent zu f€" (to, Q) = 0, woraus sofort Q € &;" folgt. Deswegen ist Q € S;"NE;" =
Ci" ein Punkt des Kreises C;".

Im zweiten Fall liegt @ entweder auch auf dem Kreis C;)" oder gehort nach Definition 3.10
zur Verschlusskappenmenge V. O

Bemerkung. Der Beweis von Lemma 3.11 zeigt, dass die Menge V;”" aus Gleichung (3.13) fiir
alle reellen Werte t € R\ (I \ I,,), welche keine abgeschlossene Intervallgrenze von I darstellen,
leer ist. Aus diesem Grund wird bei Definition 3.10 in Gleichung (3.14) fiir V" auch nur die
Vereinigung dieser abgeschlossenen Grenzen von I gebildet.

Korollar 3.12. Hat eine Kugel S;" der Schar 8" mehr Auflenpunkte als die des Kreises C;",
qilt also

8o AT 2 ¢
dann ist to € I\ I, eine abgeschlossene Intervallgrenze von I.

Beweis. Die Aussage ergibt sich unmittelbar aus dem Beweis von Lemma 3.11. ]

Konvention 3.13. Ab sofort werden fiir den gesamten restlichen Abschnitt nur noch geschlossene
Hiillflichen nach Definition 2.18 betrachtet. Auferdem sei Ungleichung 2.20 fiir alle ¢ € I erfiillt.

Bemerkung. Fiir die Einhiillenden nach Konvention 3.13 ist die Verschlussmenge V" leer und
in Lemma 3.11 entfallt die Moglichkeit, dass ) ein Verschlusspunkt ist. Derartige Hiillflichen
He" trennen das Aufere ihrer Kugelschar S¢” vom Inneren. Es ist unméglich auf einer Kurve
von Aufsen nach Innen zu gelangen, ohne die Enveloppe zu durchstofsen. Diese Eigenschaft ist in
Abschnitt 3.3.1 wichtig, um Sonderfille zu vermeiden. Die meisten Sitze und Beweise miissten
sonst, dhnlich wie Lemma 3.11, um Aussagen iiber die Verschlussmenge erweitert werden. Eine
nicht geschlossene Einhiillende kann durch eine geeignete Fortsetzung nach Definition 2.20
geschlossen werden. Natiirlich miissen fiir zusammengesetzte Hiillflachen bei den Berechnungen
des Selbstschnittes die Schnittpunkte aller moglichen Paarungen der Hiillflichenteile berechnet
werden. Das kann analog zu Abschnitt 3.2.1 durch Einsetzen der Parametrisierung der einen
Enveloppe eines Paares in die impliziten Gleichungen fiir Kugel- und Ebenenschar der jeweils
anderen geschehen. Damit steigt der Rechenaufwand quadratisch in der Anzahl dieser Teile.
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Definition 3.14 (Zyklisches Intervall). Fiir aj,ay € [0,27] sei das zyklische Intervall
[[a1, as]] C [0, 47| wie folgt definiert:
[, ag], falls an < g
(o, ] = .
[, 27) U 27,27 + aw), flir a5 > a9

Analog seien die offenen zyklischen Intervalle ||ay, as]], [[aq, as][ und ]]ag, as[], welche den
jeweiligen Rand nicht enthalten, definiert.

Durch diese Definitionen werden im Folgenden viele Fallunterscheidungen vermieden. Fiir
ay > g werden auf alle Werte des Intervalls [0, ap] 27 aufaddiert, um wieder ein zusammen-
héngendes Intervall zu erhalten.

\T

Notation (Kreisbogen). Fiir ¢t € I und oy, a9 € [0,2n[ ist unter C;, ,, der Kreisbogen
des charakteristischen Kreises C;”" zwischen den Winkeln «a; und as (zw1schen den Punkten
S (t, aq) und F* (L, ap)) beziiglich der Parametrisierung " aus Abschnitt 2.3.5 zu ver-
stehen. Er ist durch die Menge

CtCOTOCLOQ = {SHM (t07 Oz) tac Halv 042]]}

definiert. Fiir oy > ay wird mit Cy’,, ,, die Verelmgung
also in jedem Fall der Teil des Kreises mit C;”"

Richtung durchlaufen wird. Die Menge

tc(,)foq,ozz = Cto,oq,ozz \ {3HC,T (t(]? al)a 3HC,T (t(]? 052)} = {SHCJ (th a) RS Hah OQH}

o oron U Cil0.a, Dezeichnet. Es wird

to.a1.00 Dez€ichnet, der von a;y bis ay in positiver

der Punkte eines Kreisbogens ohne seine Randpunkte wird offener Kreisbogen genannt.
Als Abkiirzungen seien sowohl C 01,02 = Cio'on,0, als auch By Q1 Q> = By o fiir Q1 =
S (tg, 1) und Qg = T (ty, ap) zugelassen.

Bemerkung 3.15. Dank der Einfiihrung des zyklischen Intervalls mit Definition 3.14 bezeichnet

c,r __ per
Bto 9,01 C \ Ctopq,ocg
den zu C;',,, ., komplementéren, offenen Kreisbogen. Auferdem muss ein Kreisbogen, welcher

iiber die 0 bzw. 360 Grad verlauft nicht jedes Mal als Vereinigung zweier Teilkreisbégen definiert
werden.

Definition 3.16 (Nachbarschaft von Schnittpunkten). Es seien
Sl = SHC,T (to, Ctl) € Itc(;r und SQ = SHC,T (to, 062) € Itc(;T

zwei Punkte des Selbstschnittes der Hiillflache H“" bei ty € I in gegebener Parameterdarstellung
mit oy, 0 € [0,27[. Dann heifien die Punkte S; und S; benachbart auf dem Kreis C;)"
beziiglich H®", wenn der offene Krelsbogen B, o, keinen Punkt des Selbstschnittes der
Einhiillenden enthilt, also wenn By, ,, NZ" = ) gilt. Es ist oft ausreichend, die Punkte S
und S5 benachbart zu nennen, wenn der Rest aus dem Kontext klar wird.

Bemerkung. Die so definierte Nachbarschaftsrelation ist weder symmetrisch noch transitiv.
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3. Schnitt und Selbstschnitt der Enveloppen von Kugelfamilien

Beobachtung. Ein offener Kreisbogen zwischen benachbarten Schnittpunkten besteht entweder
vollstandig aus Aufen- oder vollstiandig aus Innenpunkten. Er kann nicht sowohl Aufen- als
auch Innenpunkte enthalten.

Lemma 3.17. Es seien Sy = § (to, a1) und Sy = F*" (to, ) benachbarte Punkte auf Cy"

Dann besteht der offene Kreisbogen By, ., entweder

o ausschlieflich aus inneren Punkten der Kugelschar, es gelten also

B, NA“" =10 und B, NoO“" =By

to,o1,02 to,a1,02 to,o1,0027
oder

e ausschliefilich aus dufSeren Punkten der Familie S©", also gelten

C,T c,r __ C,T C,T c,r o __
By o VAT =B o s und B o DO = 0.
Beweis. Angenommen ein offener Kreisbogen By, ., zwischen benachbarten Schnittpunkten

enthalte sowohl Aufsen- als auch Innenpunkte. Dann sind /1, B2 € ]y, as[[ so wihlbar, dass
" (to, B1) € By o, .0, €in AuRenpunkt ist und 7 (Lo, B2) € By 4, o, €in Innenpunkt. Zunéchst
wird der Fall 5, < 5 angenommen.

Nun sei eine Schar von Funktionen
d:Ix][0,4r[— R mit (5,B) — f5°° (S,SHC’T(tO,ﬁ))

definiert. Die Funktion dy (8) := d(so,3) fiir ein festes sy € [ ist genau dann kleiner null,
wenn der Punkt 7 (¢, 8) im Inneren der Kugel S5 liegt. Jede Funktion d,(3) := d(s, §) der
Schar ist stetig fiir alle 3 € [0, 47| und genau dann kleiner null, wenn der Punkt %" (¢, 8) des
Kreises C;;" im Inneren der Kugel S¢" liegt.

Aus der Existenz des Innenpunktes " (¢, 82) folgt, dass es ein s, € I mit d,, () < 0 gibt.
Die Tatsache, dass §*" (to, 31) ein AuRenpunkt ist, impliziert d,(3;) > 0 fiir alle s € I. Die
Stetigkeit der Funktionen d,; ermdglicht die Festlegung

v :=max{f : f € [[f1, f2]] mit ds(B) > 0 fiir alle s € I}. (3.15)

Dann existieren s, € I und 6 € R mit 0 > 0, sodass d_ () = 0 und d,_ (y+e¢) < 0 fiir alle e € R
mit 0 < € < 9, sonst besteht ein Widerspruch zur Maximalitat von . Aukerdem muss s, # to
gelten, denn " (to, 8) liegt auf C;" und damit ist dy,(5) insbesondere fiir alle 3 € [[51, Ba]
gleich null, was analog fiir s., nicht gilt.

Aus d, () = 0 folgt, dass der Punkt §7"" (to,v) auf der Kugel S¢" liegt und weil er nach der
Definition von 7 ein Aufenpunkt der Kugelschar ist, folgt mit Lemma 3.11, dass er Bestandteil
des charakteristischen Kreises C3" ist. Damit enthélt der offene Kreisbogen B 20"

to,a1,a2 = “tg,[1,02

mit F (to,y) € Cp'5, 5, also einen Schnittpunkt des Kreises C;" mit Cg7, wobei s, # o

ist. Das steht im Widerspruch zur Voraussetzung, dass §*"" (to, a1) und " (to, az) auf C;."

benachbarte Schnittpunkte sind. Die Annahme ist also falsch und somit ist die Aussage fiir
B1 < P2 bewiesen.

Der Beweis des Falles, dass nach der Wahl des Aufenpunktes " (¢o, 1) und des Innen-

punktes F* (to, B2) die Ungleichung 3; > [ gilt, verliuft analog. Es muss nur 7 nicht als

Maximum, sondern als Minimum der angegebenen Menge definiert werden. O]
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Bemerkung. Anschaulich beschrieben, bewegt man sich solange auf dem charakteristischen
Kreis C;" von dem gewéhlten Aufenpunkt " (¢, 51) in Richtung des Innenpunktes §*" (to, 51)
weg wie man sich noch nicht im Inneren der Enveloppe befindet. Der so gefundene Punkt liegt
dann nicht nur auf dem Kreis C;", sondern noch auf einem weiteren und ist somit ein Schnitt-
punkt der Einhiillenden mit sich selbst.

Fiir weitere Betrachtungen ist es nicht nur von Bedeutung, ob ein Punkt ein Innen- oder
Aulenpunkt ist, sondern es ist notwendig zu wissen innerhalb wievieler Teile der Einhiillenden
sich der Punkt befindet. Das macht die folgenden Definitionen erforderlich.

Definition 3.18 (Schlauchstiick). Eine zusammenhéngende Vereinigung charakteristischer Krei-
se einer Schar C“" werde als Schlauchstiick der Hiillliche H" bezeichnet. Fiir ¢t; € I und
t2 € I mit tl S tz ist

U, ={P:PeCmittet,bLl}= (] ¢

t1<t<tg

das Schlauchstiick der Einhiillenden H" von t; bis t5. Mit

U, = Je bzw. Uy =JC" fie tel

t<to t>t1

seien die Randschlauchstiicke von der unteren bzw. bis zur oberen Intervallgrenze von I
bezeichnet.

Definition 3.19 (Umschliefendes Schlauchstiick). Es sei @ € R3 ein Punkt im Inneren der
Hiillflédche. Ein Schlauchstiick ¢4;,",, # @ heift Q umschliefend und wird mit g, bezeichnet,
wenn die Zusatzbedingungen

o f57(t1,Q) =0,

o %7 (t,Q) =0,

o [ (t,Q) < 0 fiir t € Jt;,t5[ und
o ty €ty to]

erfiillt sind. Es handelt sich somit um den Teil der Hiillfliche, der zu dem Intervall [tq, 5] des
Scharparameters gehort, wobei die Kugeln S;”" fiir ¢ €]t;, 5[ den Punkt @ zu ihrem Inneren
zahlen, wihrend @) auf den Kugeloberflichen S und S;" liegt.

Fir to € I mit f5 (to, Q) > 0 sei Ug, = 0 definiert. Es werden auch U] bzw. US; zu
den Q umschliefenden Schlauchstiicken geziihlt, wenn " (t,Q) = 0 und " (¢, Q) < 0 fiir
alle t € I mit ¢ < t; bzw. die analogen Bedingungen fiir 4%, gelten.

Ein Innenpunkt kann durchaus von mehreren verschiedenen Schlauchstiicken umschlossen
werden. Erst das tg im Index sorgt als Reprasentant fiir deren Unterscheidbarkeit und damit,
in Verbindung mit Lemma 3.21, auch fiir die Eindeutigkeit von ", .

Bemerkung. Die folgenden Resultate iiber Schlauchstiicke und Tiefenlevel sind insbesondere
auch dann giiltig, wenn umschliefende Randschlauchstiicke ¢S, bzw. US;, existieren. In den

Beweisen werden diese Spezialfille aber zu Gunsten der Ubersichtlichkeit ignoriert.
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Korollar 3.20. Es seien (Q € R3 ein Punkt und U, ein ihn umschliefendes Schlauchstiick.
Dann sind t1 und ty keine lokalen Extremstellen von f5™".

Beweis. Angenommen ¢; sei eine Extremstelle von f§7", so ist (9,f5" (¢, P))(t1, Q) und damit
auch f€°"(t1, Q) gleich null. Gemeinsam mit der Bedingung " (¢, Q) = 0 fiir das Q umschlie-
fende Schlauchstiick U}, ist klar, dass @ auf dem Kreis C;;" liegt und somit zu U}, gehort.
Das ist in Definition 3.19 fiir U/;;";, ausgeschlossen. Also kann ¢; keine Extremstelle von fSC’T
sein. Fiir ¢, gilt das analog auch. O

Lemma 3.21. Ein Q umschliefendes Schlauchstiick Ug', = Uy, ist mazimal. Das bedeutet,
dass es kein Schlauchstiick U, mit U, C UL, gibt, welches Q umschliefit.

Beweis. Gébe es ein @ umschliekendes Schlauchstiick U, 2 U, so muss auch [t1,t5] C
[to, 3] gelten. Es kann ohne Einschrédnkung ty < t; angenommen werden, andernfalls trifft die
folgende Aussage analog fiir t5 und ¢3 zu. Dann ist zwangsléufig entweder die Zusatzbedingung
f87"(t1,Q) = 0 des Schlauchstiicks U, oder f5"(t1,Q) < 0 fiir t; € Jto, t3] von Uy, ver-
letzt. Somit kann es also kein @ umschliekendes Schlauchstiick geben, welches U, als echte

Teilmenge beinhaltet. O

Lemma 3.22. Es seien Q € R* ein Punkt sowie Uy, und U, zwei ihn umschliefende
Schlauchstiicke. Dann iiberschneiden sich die zugehérigen Intervalle nicht, es gilt also [t1,ta] N
[t3,t4] = 0.

Beweis. Es muss t; ¢ Jts, t4] gelten, weil sonst entweder die Zusatzbedingung " (t;,Q) = 0
des Schlauchstiicks U;",, oder f"(¢1,Q) < 0 fiir ¢; € |ts, ta] von U, verletzt wire. Analog
kann gezeigt werden, dass die iibrigen Intervallgrenzen nicht im Inneren des jeweils anderen
Intervalls liegen. Damit konnten hochstens noch to = t3 oder t4 = t; gelten.

Angenommen es gelte ty = t3. Dann folgen aus den Zusatzbedingungen fiir die Schlauchstiicke
insbesondere f" (t, Q) = 0 und £ (¢, Q) < 0 fiir t €]t t4[\{t2}. Also hat die Funktion f5""
bei t, ein lokales Maximum, was im Widerspruch zu Korollar 3.20 steht. Somit ist die Annahme
falsch und es gilt ¢t # t3. Analog kann ¢, = t; widerlegt werden. O

Definition 3.23 (Tiefenlevel /Tiefenfunktion). Das Tiefenlevel beziiglich einer Hiillfliche
HE' eines Punktes P € R? gibt an, wieviele verschiedene umschliefende Schlauchstiicke fiir
diesen Punkt existieren und wird durch die Funktion

0" R =N mit P~ [{Up}:tel}

bestimmt, welche auch als Tiefenfunktion beziiglich der Hiillfliche H®" bezeichnet wird.
Fiir einen Punkt @ € C;;" der Enveloppe, der nicht im Inneren einer Kugel der Schar S liegt, ist
das Tiefenlevel also null, denn alle Schlauchstiicke, die C;;" enthalten, sind nach Definition 3.19
keine ) umschliekenden Schlauchstiicke und werden somit nicht mitgezéhlt.

Definition 3.24 (Universelle Hiillfliche). Eine zyklische Enveloppe wird universell genannt,
wenn es einen Punkt @ € R?® gibt, sodass f§" (¢) fiir alle ¢ € I negativ ist. Dieser Punkt Q
wird dann also von der gesamten Einhiillenden umschlossen (vgl. Abb. 3.7b).

Bemerkung. Universelle Hiillflachen zdhlen bei der Tiefenlevelbestimmung wie zwei normale
Schlauchstiicke (siehe Abb. 3.7b).
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A “‘ “‘

s

(a) Zusammenhéngende Schlauchstiicke sind (b) Einhiillende der Kugelschar entlang der Nor-
mit der gleichen Farbe gekennzeichnet. malparabel mit konstantem Radius r = 1.5
in der Schnittebene z = 0; Die beiden ver-
schiedenen Schlauchstiicke, welche die Punk-
te in der Region mit Tiefenlevel 2 umschlie-
fen, sind rot und blau markiert.

Abbildung 3.5.: Enveloppen von Kugelfamilien, deren Mittenkurven vollsténdig in der Bildebe-
ne liegen; Die Ziffern sind Tiefenlevelangaben und die diinnen Linien die Profile
der senkrecht zur Schnittebene verlaufenden charakteristischen Kreise.

(a) I = [—10,10] (b) I = [—100, 100] ()] = [-o00,00] = R U
{—OO, OO}
Abbildung 3.6.: Verschmelzung von Randschlauchstiicken (rot markiert) am Beispiel des Torus
(Beispiel 13)
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Konvention 3.25. Im Folgenden wird davon ausgegangen, dass samtliche Hiillflachen nicht uni-
versell sind, solange dies nicht explizit erwahnt wird.

Bemerkung 3.26. Gibt es fiir zyklische Hiillflichen zwei, einen Punkt ) € R3 umschliefende,
Randschlauchstiicke 42y, und USy , so verschmelzen diese zu einem einzigen Uy, = US], UUS,,

mit ¢, > ¢, und werden auch nur als eins gezihlt (vgl. Abb. 3.6¢). Auch diese Spezialfille werden
wie die iibrigen, die Randschlauchstiicke betreffenden, im Folgenden nicht explizit diskutiert.

Beispiel 13 (Verschmelzung von Randschlauchstiicken am Beispiel des Torus). Das wohl ein-
fachste Beispiel fiir eine solche Verschmelzung von Randschlauchstiicken bilden der Einheitskreis
in der Ebene z = 0 als Seele mit rationaler Parametrisierung c(t) = (%, %, 0)” und eine
konstante Radiusfunktion, beispielsweise r(t) = 1, sowie I = [—o0, 00]. Die Hiillfliche H®" ist
offensichtlich ein Torus. Der Punkt @ := (—1,0,0)” wird dann von genau einem Schlauchstiick,
namlich L[gftl mit t; = —v/63 und t5 = \/@, umschlossen (siche Abb. 3.6¢). Die Intervallgrenzen

lassen sich leicht durch

(1 ? 2t \* 4 +1) 4
<C(t>_Q’C(t)_Q>_(t2+1+1) +(1+t2) C(2+1)2 0 (2 +1)

und die Bedingung

2 4 1
(c(t) = Q,ct) — Q) <r°(1), also m < G

fir Q € 8" ermitteln. Durch Umstellung ergibt sich dann ¢? > 63.

3.3.1. Schnitt mit Kurven

In diesem Abschnitt sei W C R? stets eine durch 3"V parametrisierte Kurve ohne Selbstiiber-
schneidungen. Mit J C R sei das Intervall, welches den Definitionsbereich von 3"V darstellt,
bezeichnet. Es werden allgemeine Aussagen iiber den Schnitt von Kurven mit einer Hiillfliche
He" bewiesen, welche die Anderung des Tiefenlevels der Kurvenpunkte beziiglich %" wihrend
man sich entlang der Kurve am Schnittpunkt vorbei bewegt, zum Inhalt haben. Diese Resultate
lassen sich dann insbesondere fiir charakteristische Kreise und Strahlen als spezielle Kurven an-
wenden und werden vor allem in Kapitel 4 fiir die Erstellung eines Meshes und das Raycasting
benotigt.

Bemerkung. Alternativ konnte man die Aussagen auch zunédchst nur fiir Geraden beweisen und
dann argumentieren, dass sich jede Kurve stetig auf eine Gerade abbilden lasst und umgekehrt,
wodurch die Aussagen ihre Giiltigkeit nicht verlieren.

Definition 3.27 (Zugehoriger Kurvenparameterwert). Es sei @ € W ein Kurvenpunkt. Dann
ist der Q entsprechende Kurvenparameter(-wert), die eindeutig bestimmte reelle Zahl
q € J, welche die Gleichung " (¢) = Q erfiillt. Dieses ¢ wird auch der zu Q gehérige
Kurvenparameter(-wert) genannt.

Definition 3.28 (Ordnung auf der Kurve). Es seien P und () sowie R Punkte einer Kurve W.
Es heifst, dass P auf der Kurve vor bzw. hinter Q liegt, wenn der P entsprechende Parameter
kleiner bzw. grofer ist als der zu () gehorige. Der Punkt P liegt zwischen Q und R, wenn
sein entsprechender Parameterwert zwischen den zu P und ) gehdrigen ist. Natiirlich miissen
sich bei solchen Aussagen alle entsprechenden Parameterwerte auf dieselbe Parametrisierung
beziehen.
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Notation. Fiir einen Kurvenpunkt @ € W mit zugehorigem Parameterwert ¢ und ein § € R*
beschreibt

Wos = {B"(q—1t): B (¢g—s) — Q| <6 fiir s <tmit s,tc R" und g —t € J}

eine Menge von Punkten, die auf der Kurve vor ) liegen und einen Abstand kleiner 6 zu @)
haben. Analog seien mit

Waois = {8V (g +1): BV (g +s) — Q| <0 fiir s <t mit s,t R  und g+t € J}

Punkte, welche auf der Kurve hinter () liegen und weniger als 6 von () entfernt sind, bezeichnet.
Beide Mengen sind Bildmengen eines jeweils geeigneten Teilintervalls von J unter B"V. Das
wird dadurch erreicht, dass per Definition nur Punkte P € W in die Mengen aufgenommen
werden, fiir die auch alle anderen Punkte auf W zwischen () und P in der Menge enthalten
sind. Somit handelt es sich um Teilkurven von W. Der Punkt @) ist in beiden Mengen enthalten.
Mit Wois := Wo—s U We+s werde die stetige Teilkurve benannt, welche komplett innerhalb
der Kugel mit Mittelpunkt () und Radius ¢ liegt.

Lemma 3.29. Es seien 8¢ eine Kugelschar und VW eine Kurve sowie QQ1, Q2 € W zwei Punkte
auf dieser Kurve.

Sind nun alle Punkte der Kurve zwischen Q1 und Qo Aufenpunkte beziiglich S, so sind
auch Q1 und Qo duflere Punkte der Kugelfamilie.

Beweis. Angenommen es sei ()1 ein Innenpunkt der Schar S, obwohl alle Voraussetzungen aus
Lemma 3.29 erfiillt sind. Dann gibt es nach Definition 3.8 ein t; € I, sodass der Funktionswert
[ (t1, Q1) negativ ist und der Punkt @ im Inneren der Kugel S;" liegt. Nun sei 6 := r(t;) —
lc(t1) — Q1| der Abstand von @i zur Kugeloberfliche S;". Dann liegen natiirlich auch alle
Punkte @) € Wg, +s innerhalb der Kugel ;" und sind somit innere Punkte von S“". Das steht
im Widerspruch zur Voraussetzung, das alle Punkte zwischen )7 und )2 Aufenpunkte sind und
somit kann ()1 auch nur ein duferer Punkt sein. Fiir (), wird die Aussage analog bewiesen. []

Bemerkung. Durch den Schnitt einer Kurve mit der Menge aller Aufenpunkte beziiglich einer
Kugelschar entstehen im Allgemeinen mehrere Teilkurven. Die zu maximalen Teilkurven geho-
renden Parameterintervalle J; C R sind nach Lemma 3.29 abgeschlossen. Unter maximal ist
in diesem Fall zu verstehen, dass es kein Intervall J;, 2 J; gibt, so dass B (J) C A" auch
wieder eine Kurve ist.

Beobachtung. Unterscheidet sich das Tiefenlevel zweier Punkte ()1 € W und @2 € Wo4s be-
ziiglich einer Hiillfliche H" fiir ein hinreichend kleines § € R* \ {0}, so impliziert das nach
Definition 3.23 mindestens einen der folgenden Punkte. Beim Passieren des Kurvenstiickes
Wa+s von (01 nach @)y

1. zerfallt ein (); umschliefendes Schlauchstiick in mehrere oder

2. mindestens zwei verschiedene ()1 umschliefende Schlauchstiicke verschmelzen zu einem
oder

3. ein ()1 umschliekendes Schlauchstiick 16st sich ganz auf oder

4. es entsteht ein neues ()2 umschliefendes Schlauchstiick.
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Lemma 3.30. Es seien (Q € W ein Punkt auf einer Kurve W und Ll” =+ () ein ihn umschlie-
Bendes Schlauchstiick mit Ug',, = Uy, sowie e € RT\ {0} beliebig klem

Dann gibt es ein 6 € RT \ {O} sodass fiir alle Q5 € Woxs auch Ug, , = U, # 0 ein Qs
umschlieflendes Schlauchstiick mit max{|ts — t1|, [ts — to|} < € ist.

Das heifit im Wesentlichen, dass sich beim Ubergang von Q nach Qs das umschliefende
Schlauchstiick nur geringfiigig dndert und man sich die Intervallgrenzen als stetige Funktion in
Abhdngigkeit des Kurvenparameters s € J von W vorstellen kann.

Beweis. Es seien

i 1= min{| 15 (1, Q)]+ £ (1, Q) = 0 und £, € [ty taf} > 0

das Minimum aller Funktionswertbetrage von Extrem- und Wendestellen der Funktion fQC’T im
Intervall ], to] sowie

er:=min ({|{t; —t|: f* (t.,Q) =0und t. € I\ {t:}}
U{[ts — te| : £ (2, Q) =0 und t. € I\ {t2}}) >0

die minimale Entfernung einer Extremstelle von einer Intervallgrenze. Mit
€y 1= min{e, €1, ‘to — tly, ‘tl - to’}

ist €5 zusétzlich kleiner oder gleich € und den Absténden von t; zu den Intervallgrenzen t; sowie
to. Weiterhin sei

H2 = min{|fscyr(t1 —€,Q)|, |f5m(t1 +€,Q)|, ’fsm(tz — €, Q)| ‘fsw(@ +é,Q)[}

das Minimum aller Funktionswertbetrage der um e, in beide Richtungen verschobenen Inter-

vallgrenzen. Mit u := min{u, uo} gilt 57" (¢, Q) > p fiir alle ¢ innerhalb des eingeschrinkten

Intervalls [t; + €g, ty — €3] sowie fiir t; — €3 und o + €5.

Bemerkung. Samtliche Minima existieren, weil sie alle iiber endlichen Mengen definiert sind.
Die Funktion f&“" ist stetig und somit nach dem Satz von Heine (sieche Lemma A.5) auf dem

abgeschlossenen Intervall [t; + €g,t5 — €3] gleichméfbig stetig. Durch die gleichméfige Stetigkeit

von fS°" in diesem Intervall und die punktweise Stetigkeit im Allgemeinen gibt es ein &, €
R*\ {0}, sodass

|fSC’"" (ta Q) - fscm(u QfSo)l < W
fiir alle @5, € R® mit |Q — Qs,| < o und fiir alle t € [t; + €9, to — €] U {t1 — €, to + €} erfiillt ist.
Auferdem existiert auch ein §; € Rt \ {0}, sodass |Q — Qs,| < o fiir Qs, € Woas, gilt, weil
auch P stetig ist. Insgesamt ist dann

FE Q) < 7 (HQ) + 5 (1Q) — 57 (1, Qs,)]
<fTEQ +n<0
fiir t € [t; + €2, 12 — €2]. Analog erhilt man £ (t; — e, Q5,) > 0 und £ (t5+ €2, Qs,) > 0. Das
heifit, dass die Vorzeichen der Funktionswerte von fS"(t,Q) und £ (¢,Qs,) fiir t aus dem

Intervall [t; + €9,t2 — €] sowie fiir die um ey nach auken verschobenen Intervallgrenzen gleich
sind.
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Weil ¢y im Intervall [t; + €o,ty — €5] enthalten ist, gilt insbesondere fS°"(t5,Qs5,) < 0 und
damit existiert das @5, umschliefende Schlauchstiick Z/{é’;l o = Us;y, mit entsprechenden Inter-
vallgrenzen t3 und .

Aus f5(t,Qs,) < 0 fiir t € [t; + €2,t0 — €] und fS"(t; — €2,Qs,) > 0 folgt dann, dass
t3 im Intervall [t; — €3,11 + €] liegen muss und damit |t5 — t1| < €o < €. Analog gelten auch

ty € [tg — €9, 19 + 62] und |t4 — tz’ <e. [l

Lemma 3.31. Es seien @ ein Punkt auf einer Kurve W und 6 € RT \ {0}, sodass fir alle
Q- € Wg_s jeweils ein umschlieffendes Schlauchstick L{gg’:t mit t, € I existiert, welches

beim Ubergang nach Q verschwindet. Dann ist Q ein Punkt der Einhiillenden HE".

Beweis. Im Folgenden seien q_ € J der zu ()_ gehorige Kurvenparameterwert und ¢ € J der
entsprechende fiir Q). Das Verschwinden von ", mit ¢,%; € I kann im Wesentlichen zwei
Ursachen haben.

c,r

e Zum einen konnte U;";, mit einem anderen @_ umschliefenden Schlauchstiick U;.";, ver-
schmelzen. Das bedeutet, dass entweder die Intervallgrenzen ¢, und t3 gegeneinander stre-
ben wihrend der Kurvenparameter von g_ auf ¢ zustrebt oder es gilt die analoge Aussage
fiir die Intervallgrenzen t4 und t¢q, falls t4 < t; ist.

Somit ist, je nach Lage der Intervalle zueinander, entweder f5 (t5, Q) = 0 oder £ (¢, Q)
0 ein lokales Maximum von f5”" und es gilt auch f&" (t3,Q) = 0 bzw. f&" (t1,Q) = 0.

e Zum anderen konnten alle Funktionswerte von f°" (¢, 8"V (q_)) fiir t € [t t2] groRer oder
gleich null werden, falls ¢_ — ¢. Durch die Stetigkeit von f°°" und die Tatsache, dass fiir
jedes noch so kleine x4 € R* \ {0} die Funktionswerte fo"(t,B"(q — u)) fiir t € Jt1,ts]
kleiner null sind, gilt fiir das jeweilige Minimum der Funktionswerte dieses Intervalls,
welches bei t = t,,(n) liege,

limy £ (1 (1), B (g = ) = 0.

Somit ist £ (,,(0), Q) = 0 ein lokales Minimum von f§~" und es gilt auch & (t,,, Q) =
0.

Also ist @ nach Definition 2.2 ein Punkt der Einhiillenden H". m

Bemerkung. Die Intervallgrenzen ¢, und ¢, kann man sich hierbei wieder wie in Lemma 3.30 fiir
alle Q_ € Wq_s\{Q} als stetige Funktion des Kurvenparameters von JV denken. Aufserdem gilt
die Schlussfolgerung natiirlich auch, wenn die fiir Q)4 € Wg,s analoge Voraussetzung gegeben
ist.

Definition 3.32 (Nachbarschaft von Schnittpunkten). Es seien W eine Kurve sowie S; =
PV (s1) € HO" NW und Sy = PW(sa) € HO™ N W zwei verschiedene Schnittpunkte der Kurve
mit der Hullflache H®", wobei s; und s, die entsprechenden Kurvenparameter aus R™ mit
$1 < 89 sind. Dann heiffen die Punkte S; und S, benachbart auf der Kurve )V beziiglich
HT, wenn das Kurvenstiick zwischen S7 und Sy keine weiteren Punkte der Einhiillenden H"
enthélt, falls also

{PY(s) 1 s € 51,8} NH =10

gilt. Auch hier geniigt es, die Punkte S; und Sy benachbart zu nennen, wenn der Rest aus
dem Kontext geschlossen werden kann.
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Bemerkung. Definition 3.32 ist eine Verallgemeinerung von Definition 3.16 fiir Kurven.

Satz 3.33 (Leveldnderung). Alle Punkte zwischen benachbarten Schnittpunkten einer Kurve
W mit einer Hillfldche HS" haben das gleiche Tiefenlevel beziiglich H®". Es gilt also

0 (P (5,)) =0 (P(sy))  fiir  say sy € Js1, sal,

wobei s1 und sy die entsprechenden Kurvenparameterwerte zweter benachbarter Schnittpunkte
von W mat HO" sind.

Beweis. Angenommen es giabe auf der Kurve W zwischen benachbarten Schnittpunkten S; und
Sy von W mit HS" zwei Punkte ()1 und ()2 unterschiedlichen Tiefenlevels. Dann gibt es einen
Punkt @ € W auf der Kurve zwischen S; und Sy sowie ein 6; € RT \ {0}, sodass entweder

°T(Q) £0°7(Q)  firalle Q. € Wo_s, (3.16)

oder
°7(Q) £0°7(Qy) fiiralle Q4 € Wao+s,

gilt. Ohne Einschrankung gelte die Aussage 3.16, der andere Fall ist analog.
Der minimale Abstand zweier Intervalle, die zu () umschliefenden Schlauchstiicken gehéren
sel mit

o= min{[t; — ;] = es gibt t,t; € I, sodass Uy, und Uy, Q umschlieken}

bezeichnet. Nach Lemma 3.30 gibt es fiir jedes () umschliefsende Schlauchstiick L{f’;J ein 9;; €
RT\ {0} mit &;; < &1, sodass fiir Q1 € Woys,, ein Schlauchstiick Uy, mit [¢; — t] < $4 und
|t; —t:] < 34 umschlieRend ist. Es sei § das Minimum aller 6;;. Damit ist der Abstand zwischen
Intervallgrenzen von verschiedenen ()1 € Wg4s umschlieenden Schlauchstiicken immer noch
grofser oder gleich %u. Somit konnen diese Schlauchstiicke auch nicht zusammenfallen und es
gibt fiir jedes solche Schlauchstiick von () genau ein entsprechendes fiir ()4. Deshalb ist das
Tiefenlevel von )+ mindestens genauso grofs wie das von () und weil natiirlich die Aussage 3.16
insbesondere auch fiir alle QQ— € Wg_s C Wg_;, gilt, muss es dann dafiir grofser sein. Also gibt
es mindestens ein ()_ umschliefsendes Schlauchstiick Ug:tq mit geeignetem t, € I, welches beim

Ubergang entlang der Kurve nach @ vollstindig verschwindet. Nach Lemma 3.31 gehort dann
aber () zur Hiillflache H®", was der Voraussetzung, dass S; und S, benachbarte Schnittpunkte
auf W bezliglich H*" sind, widerspricht. Also ist die Annahme falsch und somit die Aussage
bewiesen. O

Satz 3.33 sagt aus, dass sich das Tiefenlevel der Punkte entlang einer Kurve W beziiglich
einer Hiillldche H" nur bei den Schnittpunkten von W und H" dndert. Das rechtfertigt die
folgende Definition.

Definition 3.34 (Eintritt/Austritt). Der Schnittpunkt @ einer Kurve W mit einer Einhiillen-
den H®" werde als Eintrittspunkt der Kurve in H®" bezeichnet, wenn sich das Tiefenlevel
der Punkte auf W beim Passieren von () erhoht. Verringert es sich, wird ) Austrittspunkt
genannt. Das heifst, dass es ein § € RT \ {0} gibt, sodass

e im Falle eines Eintritts durch Punkt @)

(@) <0°"(Q4)
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(a) Ausschnitt aus Abb. 3.5b; Wird die Kugel  (b) Die Enveloppe H%", welche durch ei-
Sy tiber den Umkehrpunkt U verlassen, er- ne Kugelschar entlang des Einheitskreises
hoht sich das Tiefenlevel von 1 auf 2. (schwarz) mit konstanter Radiusfunktion

r = 1.5 entsteht, ist universell. Aus diesem
Grund sind die Punkte auf dem roten Kreis
keine Umkehrpunkte. Alle Punkte innerhalb
des rot gekennzeichneten Bereiches liegen im
Inneren einer jeden Kugel der Schar S".

Abbildung 3.7.: Veranschaulichung von Umkehrpunkten nach Definition 3.35 anhand zweier
Beispiele

e bzw. fiir den Fall des Austritts bei )
27(Q-) > 07(Q,)

fir alle Q— € Wg_s\{Q} und fiir alle Q1 € Wg15\{@} gilt. Der Punkt () kann auch verkiirzend
einfach als Eintritt bzw. Austritt bezeichnet werden.

Definition 3.35 (Umkehrpunkt). Es sei @) € H*" ein Punkt einer Hiillfliche H" und ¢, € [
mit Q € C;". Gilt zusétzlich f9 (¢, Q) > 0, ist @ ein Umkehrpunkt von H°".

Bemerkung. Falls ein lokaler Schnitt £;" bei t existiert, schneidet die Ebene G;"" den Kreis C;”"
und unterteilt ihn im Allgemeinen in zwei Teile, die in unterschiedlichen, durch diese Ebene de-
finierten Halbraumen liegen. Alle Punkte des einen Teiles sind Umkehrpunkte (sieche Abb. 3.1a).

Satz 3.36. Es seien Q € (H®" \ Z°") N W ein Schnittpunkt einer Kurve W mit einer Einhiil-
lenden H", welcher nicht zu deren Selbstschnitt gehort sowie to € I mit Q € Cy".

Unter der Voraussetzung, dass f9°" (to, Q) < 0 gilt, ist Q genau dann ein Eintritt bzw. Aus-
tritt, wenn die Kurve W in die Kugel S hineingeht bzw. diese verldsst. Ist QQ ein Umkehrpunkt
von HE", kehrt sich dieses Kriterium um (vgl. Abb. 3.7).
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ta — St ty t

(a) Lokales Maximum von fgc’r bei tg =0 (b) Lokales Minimum von fgc’r bei tg =0

Abbildung 3.8.: Funktionsgraphen von f§™" (¢) fiir P gleich @ sowie Punkte auf der Kurve W
kurz vor und hinter @; Die Kurve W tritt bei @ in die Kugel S;)" ein. Links
ist () ein Umkehrpunkt, rechts nicht.

Beweis. Um die Giiltigkeit der Aussage zu zeigen, wird die Einhiillende H®" in drei Teile
unterteilt. Das geschieht durch die Unterteilung des Intervalls I fiir den Scharparameter. Dazu
werden noch ¢, und ¢, aus I falls méglich so gewihlt, dass f5" (t,, Q) > 0 bzw. 5" (¢, Q) > 0
gilt, wahrend im Intervall [t,,to[ bzw. Jto,ts] so wenig Nullstellen von fg’r liegen wie moglich
(sieche Abb. 3.8). Wird nur ¢, oder nur ¢, bzw. keins von beiden festgelegt, so wird die Hiillfliche
auch nur in zwei Teile bzw. gar nicht unterteilt.

Nach Definition 3.23 ist klar, dass das Tiefenlevel 9°"(P) fiir alle P € R?® die Summe der
Tiefenlevel von P beziiglich der drei Hiillflachenteile mit den entsprechenden Intervallen

Li={t:telundt<tyy, IL:=Iteqts), Iz:={t:telundt>t)}

der Scharparameter ist.

Nun wihle man § € R* \ {0} so, dass @ € C;;" der einzige Schnittpunkt des Kurvenstiicks
Wg+s mit der Hiillflache H®" ist. Da ¢y weder in I; noch in I3 liegt, schneidet das Kurvenstiick
die zu diesen Intervallen gehérenden Teile der Einhiillenden nicht. Deshalb kann Satz 3.33
darauf angewendet werden und somit ist klar, dass die Tiefenlevel beziiglich dieser beiden
Hiillflichenteile fiir alle Q5 € Wgas gleich sind. Somit muss nur noch das Intervall /> genauer
betrachtet werden.

Es sei

po=min{|t; — t;] : ti t; € T mit 57 (t,Q) =0 = f57(¢;,Q) und t; # t,}

der minimale Abstand von je zwei verschiedenen Nullstellen der Funktion f§"" zueinander. Weil
Q € C;)" auf dem Kreis C;)" liegt, gelten sowohl

o 57 (tp,Q) = 0 als auch
o &7 (t,Q) = 0.

Nun wird eine Fallunterscheidung vorgenommen.
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e Essei f9(¢9,Q) < 0.
Diese Ungleichung ist dquivalent zu

(305 (¢, P)) (to, Q) = =217 (t0, Q) > 0

und damit hat ch’T (t) := 5" (t,Q), betrachtet als Funktion von ¢, bei t = ¢, ein lokales
Minimum mit Funktionswert 0. Nun seien t, := tg — %u und t (= tg + %,u definiert. Mit
der Definition von u folgen 5" (t,,Q) > 0 und 5" (¢, Q) > 0.

Falls Wg45 in die Kugel S;;" hineingeht (vgl. Abb. 3.8b), gibt es ein §; € R\ {0}, sodass
Uy o, = Uy, fiir alle Q. € Woys, \ {Q} ein Q4 umschliekendes Schlauchstiick mit ¢
und ty aus I ist. Fiir alle Q- € Wg_5, \ {Q} und alle t € I, ist f"(¢,Q_) > 0. Das
heifst, dass sich das Tiefenlevel fiir diesen Hiillflachenteil und somit auch fiir die gesamte
Einhiillende H*" beim Eintritt der Kurve W in die Kugel S;7" um eins erhéht und beim
Austritt verringert. Damit ist der erste Teil der Aussage bewiesen.

e Essei f9(t9,Q) > 0, also ist Q ein Umkehrpunkt.
Diese Ungleichung ist gleichbedeutend mit

(atatfsw(ta P))(th Q) <0

und somit hat f§(£) bei t = t; ein lokales Maximum mit Funktionswert 0. Falls noch
Nullstellen von f5"" existieren, die kleiner sind als #o, seien

t;:= max{t : t € I mit t < to und f°(t,Q) = 0}

die grokte Nullstelle von f§™", welche noch kleiner #y ist, und ¢, := t; — zp definiert.
Analog wird, falls existent, mit

ty ;= min{t : t € I mit t > ¢, und f°(t,Q) = 0}

die kleinste Nullstelle von fgc’r, welche noch grofser ¢, ist, bezeichnet und t, := t5 + %u
festgelegt. Auch hier gelten wieder fS" (t,,@Q) > 0 und f°"(#;,@Q) > 0 nach Definition
von p und weil es auker bei ¢y kein lokales Extremum mit Funktionswert null von f§™"
gibt.

Fiir den Fall, dass Wg.5 in die Kugel S;)" hineingeht (siehe Abb. 3.8a), gibt es ein §; €
R*\ {0}, sodass U’ , = U, fiir alle Qy € Woys \ {@Q} ein Q4 umschlieRendes
Schlauchstiick mit |[t; —t3] < € und [to — 4] < € ist. Hierbei ist € eine positive, reelle Zahl,
die von ¢; abhingt und nach Lemma 3.30 mit sinkendem §; beliebig klein sein kann. Fiir
alle Q- € Wq—5, \ {Q} gibt es zwei umschliefende Schlauchstiicke U2, und U;";, mit
lts — t1| < e und |t — to| < € sowie |[t7 — to] < € und |tg — ta] < e. Wahlt man §; klein
genug, sodass € < $u gilt, konnen die Schlauchstiicke U}, und U;.",. beim Ubergang von
(?— nach @), nicht mit anderen, sondern nur miteinander verschmelzen. Das heifst, dass
sich das Tiefenlevel fiir diesen Hiilllachenteil und somit auch fiir die gesamte Einhiillende
H" beim Eintritt der Kurve W in die Kugel S;," um eins verringert und beim Austritt
erhoht. Beim Austritt zerfallt im Prinzip ein () umschliefendes Schlauchstiick in zwei
verschiedene.

Bemerkung. Das Tiefenlevel von () beziiglich des Einhiillendenteils mit Scharparameter-
Intervall I ist {ibrigens null, da laut Definition 3.19 weder das Schlauchstiick /", noch
U;", umschliefiend fiir @ ist.

0,t2
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]

Bemerkung. Eine Kurve W geht bei Q € WNC;" in die Kugel S;;" hinein, wenn " (9, Q_) > 0
und 57" (¢, Q4) < 0 fiir ein Q_ € Wo_5\{Q} und ein Q, € Wps\ {Q} gelten. Hierbei muss
d € R\ {0} nur kleiner oder gleich dem geringsten Abstand zwischen @ und allen weiteren
Schnittpunkten von W mit S;" sein. Gibt es auer @ keine weiteren Schnittpunkte, so ist
d € RT\ {0} beliebig wihlbar, solange der Parameterraum der Kurve nicht verlassen wird. Fiir
5" (t0,Q_) < 0und £ (t9, Q) > 0 verliisst W die Kugel bei Q. Haben beide Funktionswerte
das gleiche Vorzeichen, so handelt es sich nur um einen Beriihrungspunkt von Kurve und Kugel.

Korollar 3.37. Es sei Q € (H“" \ Z°") N W wie in Satz 3.36.
Dann betragt der Unterschied des Tiefenlevels von Q- € Wo_s \{Q} und Q1+ € Wois \ {Q}

genau eins. Das heifit, falls es sich ber QQ um einen Eintritt handelt, wird die Gleichung

Dc,r<Q+) _ DC’T(Q_) + 1,

erfullt und tm Falle eines Austritts gilt

Q) =07(Q-) — 1.

Hierbei sei 0 wie im Beweis von Satz 3.36 gewdhlt. Ist QQ weder ein Ein- noch ein Austritt, also
ein Berihrungspunkt, so gilt die Gleichheit der Tiefenlevel von Q_ und Q. .

Korollar 3.38. Es sei S € (HO"\L")NW ein Schnittpunkt einer Kurve W mit einer Hiillfliche
H™ und 6 € RT \ {0} hinreichend klein, sodass auf dem Kurvenstick Wgoys aufSer S kein
weiterer Punkt der Einhillenden H" liegt.

Dann gilt fir die Anderung des Tiefenlevels beim Passieren von S entlang der Kurve

09T(SL) = 09"(S_) + [{t; € I =W tritt bei t; in HO" ein}|
— {tx € 1 : W tritt bei ty, aus H®" aus}|. (3.17)

Beweis. Fiir jeden Punkt Q@ € H%" \ Z¢" gibt es ein eindeutig bestimmtes ty € I, so dass
Q € C" c S auf dem Kreis Ci)" und damit auch auf der Kugel S;)" liegt. Alle Punkte
S € 7"\ Lo, die zum Selbstschnitt aber nicht zum lokalen Selbstschnitt der Hiillflache gehoren,
liegen auf mindestens zwei verschiedenen charakteristischen Kreisen.

Diese Punkte des Selbstschnittes werden formal in so viele Punkte S;, unterteilt, wie es
verschiedene charakteristische Kreise C;" 5 S gibt, die S enthalten. Dabei sei n die Anzahl
solcher Kreise und 7 € N mit 0 < 7 < n — 1. Natiirlich haben alle Punkte S;, die gleichen
Koordinaten wie S. Die Punkte, die nicht zum Selbstschnitt gehoren, konnen ebenfalls mit dem
fiir sie eindeutig bestimmten Scharparameterwert ¢ indiziert werden. Ein Punkt S € Z¢" N W
kann dann sowohl aus Eintrittspunkten S;, als auch aus Austrittspunkten Sy, , fiir natiirliche
Zahlen j und k zwischen eins und n, bestehen. Die eindeutige Festlegung, ob es sich um einen
Ein- oder Austritt handelt, kann fiir die Punkte des Selbstschnittes Z¢" einer Einhiillenden
‘H" also lokal in Abhéngigkeit einer bestimmten Umgebung von ¢; und somit fiir S;, getroffen
werden. Die Anderung des Tiefenlevels beim Passieren eines solchen Punktes entspricht der
Summe der Anderungen iiber all seine Teilpunkte und somit gilt

0% (S) = 0°7(S_) + [{j : S, ist Eintritt }| — [{k : Sy, ist Austritt }|,

was schon dquivalent zu der Aussage aus Korollar 3.38 ist. [

72



4. Kanalflachen

Dieses Kapitel beschéftigt sich mit den Kanalflichen und deren Visualisierung. Wie in Ab-
schnitt 3.2 werden sowohl die Komponenten der Mittenkurve als auch die Radiusfunktion auf
rationale Funktionen beschrankt, welche die Ungleichung 2.20 fiir alle ¢ € I erfiillen. Es werden
zwei verschiedene Ansétze zur Visualisierung dieser Fldchen vorgestellt.

Der eine basiert auf der Idee nur die Teile der charakteristischen Kreise darzustellen, die zum
Auferen der Einhiillenden H®" gehéren. Hierfiir werden die Kreise C" an ihren Schnittpunkten
mit der {ibrigen Enveloppe in verschiedene Segmente unterteilt. Von diesen Segmenten werden
nur die, die nicht zum Inneren der Hiillflache gehoren, geeignet miteinander verbunden.

Der zweite Ansatz ist eine Visualisierung mittels eines Raycasting-Verfahrens. Hierzu werden
fiir jedes Pixel des zu erstellenden Bildes alle Schnittpunkte eines sogenannten Augstrahles mit
der Einhiillenden berechnet. Dabei werden ausschliefslich die Schnittpunkte des Strahles mit der
Hiillfldche, welche zu einer Aufsenwand der Enveloppe gehoren, fiir die Farbberechnung genutzt.

Zunéchst soll jedoch erst einmal der Unterschied zwischen einer Einhiillenden H“" nach
Definition 2.2 und dem, was hier unter einer Kanalfliche verstanden wird, erlautert werden.

4.1. Abgrenzung von bzw. Bezug zu Enveloppen

In der Literatur existieren verschiedene, sich widersprechende Definitionen von Kanalfldchen.
Héaufig werden Kanalflichen als Enveloppen von Kugelscharen mit verdnderlichem Radius ent-
lang einer Mittenkurve aufgefasst (vgl. [Ozt+10; DZ08; Kra07; LSWO01; PP97; Miil99]).

In dieser Arbeit wird jedoch die folgende Definition, welche dem Verstdndnis einer Kanalfldche
in [Blull| entspricht, zu Grunde gelegt.

Definition 4.1 (Kanalfliche). Eine Kanalfliche

Ker (U SO A Ac,r) \ (VT \ HET)

besteht aus allen Aufenpunkten der Kugelfamilie S abziiglich der Verschlusspunkte, die nicht
zur Hilllache H" gehoren.

Bemerkung. Im Unterschied zu Definition 4.1 haben die eingehiillten Kugeln in [Blull| alle
den gleichen Radius. Ist die Radiusfunktion der Kugelschar konstant, wird sonst meist von
Rohrenflachen (pipe surfaces) gesprochen (vgl. [DZ08; LSWO01; PP97; Miil99]).

Lemma 4.2. Fine Kanalfliche K" ist die Schnittmenge der Einhiillenden H" mit der Menge
der Auflenpunkte A" der zu Grunde liegenden Kugelschar S, das heifst

KO = HE N AC’T.

Fin Punkt gehort also genau dann zu einer Kanalfliche IC¢", wenn er sowohl ein duferer Punkt
der Kugelschar 8" ist als auch zur Hillfliche H" gehort.
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4. Kanalfldchen
(a)
(d)

(2)

‘-

()
Abbildung 4.1.: Unterschied von Kanalfliche zur Einhiillenden an zwei Beispielen; In der jeweils

ersten Reihe ist die Enveloppe H" aus verschiedenen Perspektiven dargestellt,
in der zweiten die Kanalfliche K.
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4.2. Polygonales Netz

(a) Parameterschrittweite 0.4  (b) Parameterschrittweite 0.1  (c) Parameterschrittweite 0.01
und 8 Punkte pro Kreis und 32 Kreispunkte und 64 Kreispunkte

Abbildung 4.2.: Darstellung einer Fldche durch ein polygonales Netz mit wachsender Feinein-
teilung

Beweis. Nach Definition 4.1 ist jeder Punkt () € K" einer Kanalfliche ein Punkt der Kugel-
schar 8", welcher zugleich ein Aufsenpunkt dieser Kugelfamilie ist. Mit Lemma 3.11 ist klar,
dass @ zur Familie C*" der charakteristischen Kreise und damit auch zur Hiillliche H" gehort
oder ein Verschlusspunkt ist. Doch weil der Punkt @ nach Definition 4.1 nicht aus V" \ H*" sein
kann, ist er Bestandteil des Schnittes der Einhiillenden H®" mit der Menge der Aufkenpunkte
von S¢7. Also gilt @ € H*" N A" und da @ € K" beliebig war, folgt K" C H" N A°".

Es sei nun Q € H" N.A%" ein Aufsenpunkt der Kugelschar S, welcher gleichzeitig auch zur
Hiillfliche H" gehort. Dann gibt es ein tg € I, sodass

Q c th(;r - S;:(;r C USC,T

gilt. Damit ist @ € |JS*" N.A“" und weil @ auf der Enveloppe liegt, folgt Q ¢ V<" \ H"". Somit
gehort der Punkt @) nach Definition 4.1 zur Kanalfliche ".
Insgesamt ist dann die Behauptung bewiesen. O]

Das Resultat aus Lemma 4.2 kann fiir die Visualisierung einer Kanalflache genutzt werden,
indem fiir jeden charakteristischen Kreis nur die Aufsenpunkte dargestellt werden.

4.2. Polygonales Netz

In diesem Abschnitt wird gezeigt, wie fiir eine Kanalfliche K" ein polygonales Netz, auch Mesh
genannt, erstellt werden kann. Solche Netze sind in der Computergrafik ein grundlegendes
Hilfsmittel zur Darstellung von Fléchen jeder Art. Die Fldche wird dabei durch eine Menge
von Polygonen approximiert, schliefslich lassen sich runde Formen bzw. stetige Verldufe von
Flachen nicht exakt durch Polygone reprasentieren. Die Abweichungen von der angestrebten
Flache werden natiirlich immer kleiner je feiner die Unterteilung des Meshes ist (siehe Abb. 4.2).
Bei einer ausreichend guten Unterteilung sind die Unterschiede zu der angendherten Flache
nicht mehr sichtbar. Fiir weitere, allgemeine Informationen zu Meshes sei auf [Wat95, S. 24 ff.]
verwiesen.
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4. Kanalflachen

Sw1,2

(a) Ein Kreis C{”" mit Schnittpunkten S; ; € Z{" (b) Hier ist der zum Schnittpunkt S; ; gehdrende

und den zugehorigen Kreisen Cy fiir j € charakteristische Kreis Cy; aus der benach-
{0,..., 177" — 1} und |Z7"] = 4 barten Abbildung mit seinen Schnittpunkten
skizziert.

Abbildung 4.3.: Projektion der Schnittsituation zweier Kreise C;"" und Cﬁ;;_" im Punkt S;1 = Sy, 0
in die entsprechenden Kreisebenen

Fiir die Hillfldche H®" wére die Approximation durch ein Mesh dank der Parametrisierung
F"(t,a) aus Abschnitt 2.3.5 kein Problem. Hierfiir wiirde man die Intervalle fiir die bei-
den Parameter hinreichend oft unterteilen und somit n bzw. m verschiedene Parameterwerte
to, . tn1 € I und ay, .., a1 € [0, 27] in jeweils aufsteigender Reihenfolge erhalten. Die Menge
der n Parameterwerte fiir ¢ sei mit 7}, := {to, .., t,_1 } bezeichnet. Die n - m Punkte " (¢;, a;)
mit i € {0,...,n—1} und j € {1,...,m — 1} kénnen durch Vierecke (Quads) mit den Eck-
punkten F* (¢;, ), 7 (¢, ;) sowie S (s, ay;) und " (ty,, ;) miteinander verbunden
werden, wobei k; = (i +1) mod n und k; = (j +1) mod m gelten.

Fiir eine Kanalfliche IC" nach Definition 4.1 ist keine solche globale Parametrisierung be-
kannt. Aus diesem Grund ist die Erstellung eines Meshes fiir diese Flidche auch nicht trivial.

Im Folgenden wird gezeigt wie mit Hilfe der Parametrisierung g einer Hiillliche H"
und der Kenntnis ihres Selbstschnittes ein polygonales Netz fiir die Kanalfliche K" erstellt
werden kann. Die Idee besteht letztlich darin, nur die duferen Teile der charakteristischen
Kreise beziiglich der Kugelschar $¢" geeignet miteinander zu verbinden.

Es wird davon ausgegangen, dass die Selbstschnittproblematik der Einhiillenden bereits gelost
ist. Das heifst, dass fiir jedes t; € T}, alle Schnittpunkte

SiJ = S,HC’T (t“ Ojj) = SHC'T (wj, ﬁ]) & thi,r N Cg;:

fir j € {0,...,|Z"| — 1} des charakteristischen Kreises C;" mit der iibrigen Hiillfliche sowie
alle zugehorigen Parameterwerte a; und w; sowie §; bereits bekannt sind. Die Situation ist in
Abb. 4.3 skizziert. Die Schnittpunkte S; ; eines jeden Kreises C;" seien dabei aufsteigend nach
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4.2. Polygonales Netz

ihrem zugehérigen Winkelparameter o sortiert, sodass S;; der (j 4+ 1).te Schnittpunkt auf C;"
ist, wenn man den Kreis in positiver Richtung, begonnen bei " (¢;,0), durchliuft. Es wird
festgelegt dass mit S;j bzw. wy, fiir k € N und k > |Z{"| stets S;; bzw. w; gemeint sind, wobei
I =k mod |Z;"| ist.

Bemerkung. Mehrfache Schnittpunkte werden auf diese Weise wie auch im Beweis von Korol-
lar 3.38 wie mehrere einfache gefithrt und behandelt. Das gilt auch fiir Beriihrungspunkte, die
ein Kreis C;" mit der iibrigen Hiillliche H*" hat. In diesem Fall gibt es also zwei Punkte S; ;
und S; j+1 mit den gleichen Koordinaten und den zugehérigen Schnittparametern w; = w;41 so-
wie ; = f;+1. Ein solcher Beriihrungspunkt existiert genau dann, wenn die Diskriminante von
Gleichung (3.8) bzw. Gleichung (3.10) an der Stelle (¢;,w;) null ist. Mehrfache Schnittpunkte
und Beriihrungspunkte sind nicht damit zu verwechseln, dass jeder einzelne Schnittpunkt .S; ;
zwei verschiedene Bezeichnungen hat, sobald auch der entsprechende Schnittkreis Cfv’;_" in C%:
ist, wobei

Crl={C" t; € T,.}

gilt. Dann folgt namlich S; ; = Sy, fiirein k € {0,...,n—1} mit k #iundeinl € {0,...,|Z"|—

1}.

4.2.1. Ermittlung aller Aullenpunkte eines charakteristischen Kreises

In diesem Abschnitt wird gezeigt wie man die dufseren Teile eines charakteristischen Kreises
Cy" beztiglich der Kugelschar §¢" bestimmen kann. Im Zuge dessen werden einige Erkenntnisse
aus Abschnitt 3.3.1 auf Kreisbogen angewendet. Das ist moglich, weil jeder Kreisbogen C;; 5
mit ¢ € I und 7,9 € [0, 27| eines Kreises C;" mit Radius /g™ > 0 eine Kurve ¥V ohne Selbst-
iiberschneidung ist und damit die Voraussetzungen aus Abschnitt 3.3.1 erfiillt. Dazu sei das

Folgende definiert.

Definition 4.3 (Schnittsegment). Ein Kreisbogen chg s ZWischen benachbarten Schnittpunkten
§""(¢,7) € Zo" und F7 (¢, 0) € Zg" des Kreises ;" beziiglich der {ibrigen Hiillfldche #"\Co"
werde als (abgeschlossenes) Schnittsegment bezeichnet. Auferdem heift B ; offenes

0
Schnittsegment, sofern C;” ; ein Schnittsegment ist.

Bemerkung. Hierbei ist es wesentlich, dass die Nachbarschaftsbeziehung der Schnittpunkte be-
ztglich der Hiilllache H*" ohne den Kreis C;" herangezogen wird, da schlieflich jeder Punkt des
Kreisbogens ein Schnittpunkt mit der Hiilllache H*" ist und somit zwei verschiedene Punkte
von C; 5 niemals benachbart beziiglich H" sein konnen.

Definition 4.4 (Aufenkreis/Aufenbogen). Ein Schnittsegment C,” ; eines charakteristischen
Kreises C;" wird als Auftenbogen oder dufierer Bogen bezeichnet, wenn es ausschliefslich
Aufenpunkte von S¢" enthalt.

Charakteristische Kreise, die nur aus dufseren Punkten bestehen, werden Aufienkreise ge-
nannt.

Bemerkung. Jeder charakteristische Kreis kann mehrere Auffenbogen haben. Es kann charak-
teristische Kreise ohne einen einzigen Aufenpunkt geben.

Korollar 4.5. Es sei C7 ; ein Schnittsegment.
Aus der Exzistenz eines einzigen Auflenpunktes Q) im offenen Kreisbogen B;;,(s folgt schon,
dass C." s ein Auflenbogen ist.
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4. Kanalflachen

Beweis. Die Aussage folgt unmittelbar aus Lemma 3.17 und Lemma 3.29 angewendet auf den
Kreisbogen CS7 als Kurve W. m

q,01,02

Zur Identifikation sdmtlicher Aufenbdgen eines charakteristischen Kreises konnte man also
einfach aus jedem offenen Schnittsegment einen Punkt () auswéhlen und iiberpriifen, ob es sich
um einen Aufenpunkt handelt. Das kann, wie in Abschnitt 5.4.1 beschrieben, geschehen. Der
Punkt @ ist genau dann ein Aufenpunkt, wenn es ein ¢ € [ mit fgc’r (¢) > 0 gibt und die
Funktion keine Nullstellen hat oder nur welche mit gerader Vielfachheit. Doch die fiir diese
Bestimmung notwendige Nullstellenisolation ist relativ aufwandig. Fiir eine mdglichst effiziente
Erstellung eines Meshes gilt es also, die Zahl dieser Operationen zu minimieren. Deshalb wird
im Folgenden eine effizientere Alternative dazu beschrieben.

Nach Definition 3.23 hat jeder Aufenpunkt einer Kugelschar das Tiefenlevel null, die Umkeh-
rung gilt jedoch nicht. Ein Umkehrpunkt U € H*" kann durchaus wie im Beweis von Satz 3.36
das Tiefenlevel null haben, obwohl er offensichtlich kein Aufenpunkt ist (sieche Abb. 3.8a). Uber
einen Punkt mit Tiefenlevel null sagt Lemma 4.6 etwas aus.

Lemma 4.6. Es sei Q € R3 ein Punkt mit Tiefenlevel 97 (Q) = 0 beziiglich einer Kugelschar
S¢". Dann ist Q) entweder ein Auflenpunkt von S, ein Umkehrpunkt oder ein charakteristi-
scher Punkt, also einer des lokalen Selbstschnittes L% der Hiillfliche.

Beweis. Ist 9°"(Q) = 0, so kann dies daran liegen, dass f§ () fiir alle t € I gréRer oder gleich
null ist. In diesem Fall wére @ ein Aufenpunkt der Kugelschar.

Ist aber nun fgc’r(qo) < 0 fiir ein gy € I, so gibt es durch die Stetigkeit von fgw () entweder
ein ¢ € I mit ¢ < go und f§"(q1) = 0 oder es ist 57" (t) < 0 fiir alle ¢ € I mit ¢ < go.
Die analoge Aussage iiber die Funktionswerte von fg§™" (¢) mit ¢ > gq fiir g, anstelle von ¢; gilt
natiirlich auch. Also umschliest nach Definition 3.19 eins der Schlauchstiicke ", oder U2,
oder Z/{g; den Punkt @), falls er nicht selbst zu diesen Schlauchstiicken gehort. Somit wére also
das Tiefenlevel von ) nach Definition 3.23 grofier null, wenn @) kein Teil des entsprechenden
Schlauchstiickes wire. Da aber nach Voraussetzung 9"(Q)) = 0 ist, muss @ ein Teil dieses
Schlauchstiickes sein. Das heifit, dass @ auf einem Kreis Cg;" mit g3 € I liegt, wobei g3 € [q1, 2]
oder g3 < ¢ oder g3 > ¢ ist, je nachdem welches Schlauchstiick ) umschlieftt. Weil aus
Q € Cy" C &g schon fgc’r(q;z,) =0 und (@f‘sc’r (, Q)) (g3, Q) = 0 folgen, kann nur g3 = ¢; oder
g3 = @2 sein und fgc’r(q;g) ist entweder ein lokales Maximum oder ein Wendepunkt von ch’r.
Handelt es sich um ein lokales Maximum, so gilt

(atatfscw (ta Q)) (q3> Q) = _QfgCJ (Q37 Q) <0

und damit ist ) nach Definition 3.35 ein Umkehrpunkt. Fiir den Fall, dass g3 eine Wendestelle
von f§" ist, folgen f9" (g3, Q) = 0 und Q € L& C L mit Hilfe von Lemma 3.3. O

Gelingt es also, sémtliche offene Schnittsegmente mit Tiefenlevel null eines Kreises Cy;" zu
bestimmen, miissen nur noch die Segmente abgezogen werden, welche aus Umkehrpunkten
bestehen.

Definition 4.7 (Umkehrsegment). Ein Segment, welches nur aus Umkehrpunkten besteht,
heifst Umkehrsegment.

Bemerkung. Es ist richtig, dass hier von (offenen) Segmenten gesprochen wird, welche komplett
aus Umkehrpunkten bestehen, denn wie schon auf Seite 69 erwéhnt, wird ein Kreis C2" im Falle
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4.2. Polygonales Netz

der Existenz seines lokalen Schnittes L£i" = {Li, Lo} durch ihn in zwei Teile geteilt, wovon
einer vollstandig aus Umkehrpunkten besteht. Ohne Einschrinkung sei es hier B;(’;: LI, Jedes
offene Schnittsegment M gehort nun entweder ganz zu dem einen oder dem anderen Teil.
Eine Uberlappung ist ausgeschlossen, da sonst entweder L; oder Ly auf M liegen wiirde, was
Definition 4.3 widerspricht.

Falls der lokale Schnitt £{" nicht leer ist, werden also einfach nur noch die offenen Segmente
weiter betrachtet, welche Teil des Kreisbogens C;"; | sind. Diese enthalten nun keinerlei Um-
kehrpunkte mehr, da jeder ihrer Punkte @) ausschlieflich auf dem charakteristischen Kreis Cg"
liegt und f9" (qo, Q) < 0 gilt.

Das Entfernen der Umkehrsegmente kann noch vor der Tiefenlevelbestimmung geschehen.
Die den verbleibenden offenen Schnittsegmenten entsprechenden abgeschlossenen sind dann die
Menge aller Aukenbogen des Kreises Cg"

Die Bestimmung des Tiefenlevels eines beliebigen Punktes (Q € R? nach Abschnitt 5.4.2 er-
fordert genau wie die Uberpriifung, ob Q ein Aukenpunkt ist, eine Nullstellenisolation. Dennoch
ist die Verwendung des Tiefenlevels eine erhebliche Verbesserung, denn es ist eine Reduktion
der Tiefenlevelbestimmungen auf maximal eins pro charakteristischem Kreis moglich.

Genau genommen ist jeder Punkt eines Kreisbogens von C;" ein Schnittpunkt dieser Kurve
mit der Hiillflache H®". Aus diesem Grund ist auch beispielsweise Satz 3.33 nicht ohne Weiteres
auf ein Schnittsegment anwendbar. Aus diesem Grund ist Korollar 4.8 erforderlich.

Korollar 4.8. Alle Punkte Q) eines offenen Schnittsegmentes B .6 haben das gleiche Tiefenlevel
beziiglich HE".

Beweis. Fiir die Teile der Hiillflache H*" mit Parameterintervall Il ={t el :t<q} bzw.
Iy :={t €1:t> q} lasst sich jeweils Satz 3.33 fiir den Kreisbogen B .6 als Kurve W anwenden.
Also sind die Tiefenlevel beziiglich dieser beiden Teile der Elnhullenden fiir alle Punkte @) des
Kreisbogens gleich.

AuRerdem ist f5"" (q) = 0 fiir alle Q € B;” ; gleichermafen entweder ein lokales Maximum
von fQ falls B” s ein Umkehrsegment 1st oder Minimum andernfalls. Also verhélt sich
57 (e, Q) fiir alle Krelsbogenpunkte Q@ in der Umgebung von t = ¢ gleich. Damit ist klar, dass
auch die Anzahl der () umschliefenden Schlauchstiicke und somit auch das Tiefenlevel auf dem
Kreisbogen invariant ist. [

Bemerkung. Korollar 4.8 ist das Analogon von Satz 3.33 fiir ein Schnittsegment als Kurve W.
Die Giiltigkeit der entsprechenden Resultate von Satz 3.36 und Korollar 3.37 sowie Korollar 3.38
fiir Schnittsegmente léasst sich analog zum Beweis von Korollar 4.8 zeigen.

Die Aussagen sind auch deshalb plausibel, weil sich ein Kreis C;" vollstandig auf der Ku-
gel S;" befindet und somit kein Kreisbogen von C;”" in diese hineingeht bzw. diese verldsst.
Also kommt t; in keiner der beiden Mengen aus Gleichung (3.17) vor und trégt somit auch
nicht zur Levelanderung bei. Da innerhalb eines Schnittsegmentes keine weiteren Punkte der
Einhiillenden vorkommen, éndert sich das Tiefenlevel auf diesem nicht.

Mit Hilfe der Erkenntnisse aus Korollar 3.37 und Korollar 3.38 kann das Tiefenlevel von
Schnittsegmenten entlang des Kreises, auf dem sie liegen, weiterverfolgt bzw. aktualisiert wer-
den, wie in Abb. 4.4 dargestellt. Das Tiefenlevel des ersten offenen Schnittsegmentes 94" (Qy) = (
wird nach Abschnitt 5.4.2 bestimmt und anschliefsend wird der Kreis in einer Richtung durch-
laufen. Beriihrungspunkte konnen ignoriert werden, denn die Punkte vor und hinter Thnen
haben das gleiche Level. Beim Passieren eines Schnittpunktes wird das Level im Falle eines
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(a) Die Punkte S; 3 und S; o sind Eintritts- und (b) Hier haben die Punkte S;, und S;, ihre Rol-
Si1 sowie S;o Austrittspunkte, wenn der len getauscht. Es gibt also zwei Auflenbdgen,
Kreis im mathematisch positiven Sinn durch- wenn die Levelberechnung [ = 1 liefert.
laufen wird.

c7r .

Abbildung 4.4.: Tiefenlevelbestimmung entlang eines Kreises C;"; Wird der Kreis in einem
Schnittpunkt in Pfeilrichtung durchlaufen, handelt es sich bei diesem um einen

Eintrittspunkt. Die roten, offenen Kreisbogen liegen auf jeden Fall im Inneren
der Kreisschar S¢".

Eintritts um eins erh6éht und bei einem Austritt gesenkt. Dazu ist es nur erforderlich fiir jeden
Schnittpunkt zu wissen, ob er ein Eintritt oder Austritt des Kreises beziiglich der Einhiillen-
den ist. Das entspricht mit dem Kriterium aus Satz 3.36 und der zugehorigen Bemerkung von
Seite 72 nur noch der Komplexitéit einer Funktionswertberechnung von f°.

Um alle Aufienpunkte eines charakteristischen Kreises bestimmen zu kénnen, geniigt es also
das Tiefenlevel eines einzigen Punktes bzw. offenen Kreisbogens zu kennen.

Bemerkung. Weifs man von einem Kreis, dass er mindestens einen Aufenpunkt hat, so kann man
bei der Levelberechnung des Kreises mit einem beliebigen offenen Schnittsegment beginnen und
weist diesem zunéchst den Levelwert [ € N einer Variablen zu. Nach dem Vorgang hat jeder
Kreisbogen ein Tiefenlevel welches von [ abhéngt. Das niedrigste kann dann dem Wert null
gleichgesetzt und somit [ bestimmt werden. Danach liegen dann die Tiefenlevel eines jeden
offenen Schnittsegmentes konkret vor. Fiir einen solchen Kreis muss also die Bestimmung des
Tiefenlevels nicht ein einziges Mal nach Abschnitt 5.4.2 durchgefiihrt werden.

Definition 4.9. Eine Hiillfliche H" werde als selbst verschlingend bezeichnet, wenn ein
q € [ existiert, sodass der Kreis C;" ausschlieflich aus Innenpunkten von §“" besteht, also
Com C O gilt.

Bemerkung. Fiir eine sich selbst verschlingende Enveloppe H“" gibt es immer ein Schlauchstiick,
welches komplett im Inneren der Kugelfamilie S liegt. Aus C;" C O°" folgt automatisch
Sy C 0%, schlieblich ist Cp" der einzige Teil der Kugel Sp", welcher nicht schon von ihren
unmittelbaren Nachbarn verdeckt wird.
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(a) Hier gehoren die Schnittpunkte S; o und S; o (b) In diesem Fall bilden S; 3 und S; » sowie S; o
sowie S; 3 und S; 1 zusammen. und S; 1 jeweils ein Paar.

Abbildung 4.5.: Die eingefarbten Kurven, welche nicht auf dem Kreis C;" liegen, stellen Kon-
turen von Schlauchstiicken dar. Die Verteilung von Ein- und Austritten ist
dieselbe wie in Abb. 4.4a. Die Zahlen im Kreisinneren geben das Tiefenlevel
an.

Fiir eine Enveloppe, die nicht selbst verschlingend ist, kann vollstdndig auf die aufwéindige
Bestimmung des Tiefenlevels nach Abschnitt 5.4.2 verzichtet werden, da jeder ihrer charakte-
ristischen Kreise mindestens einen Aufenpunkt hat.

Nachdem alle Aufenbégen sémtlicher Kreise C;" mit ¢; € T;, € I bekannt sind, miissen diese
noch geeignet miteinander verbunden werden.

4.2.2. Verbindung der AuBenbdogen

Hier wird erldutert wie die in Abschnitt 4.2.1 bestimmten Aufenboégen zweier aufeinanderfol-
gender charakteristischer Kreise miteinander verbunden werden.

c,r

Definition 4.10. Zwei charakteristische Kreise C;;" € C;;" und ngC;’: mit ¢; < gy einer Hiill-
flache H*" werden aufeinanderfolgend genannt, wenn es in der aktuellen Diskretisierung 7,
des Scharparameterintervalls I keinen Wert zwischen ¢; und ¢, gibt. Fiir aufeinanderfolgende
Kreise Cg" und Cg" impliziert also ¢; < ¢ < g2 schon q ¢ T5,.

Paarung der Schnittpunkte eines Kreises

Bemerkung. Die Schnittpunkte eines charakteristischen Kreises C;" mit der iibrigen Hiillflache
H™ treten immer paarweise auf. Das ist in Abb. 4.5 dargestellt. Fiir jeden Eintritt des Kreises in
die Hiillfliche muss es auch einen entsprechenden Austritt geben, da das Tiefenlevel nach einem
ganzen Kreisumlauf unverdndert ist. Zu jedem Austritt existiert nach dem gleichen Argument
ein zugehoriger Eintritt. Ist ein Schnittpunkt nur ein Beriithrungspunkt mit einem anderen
Kreis, so kommt er doppelt vor und ist sein eigener Partner.
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Definition 4.11 (Schnittpunktpaar). Zwei Schnittpunkte S;; und S;; mit w; < wy bilden
genau dann ein (Schnittpunkt-)Paar, wenn entweder fiir alle Punkte @)y € By, ,, ein um-

schliefendes Schlauchstiick Z/{é’:’q oder fiir alle Q)2 € Bffak,aj ein umschlieffendes Schlauchstiick
U, , mit g € [w), wy] existiert.

Beobachtung. Es seien S; ; und S; ; mit w; < wy ein Schnittpunktpaar.
Dann gilt fiir alle Schnittpunkte S;; mit [ € {0,...,|£{"| — 1} die Aussage w; ¢ Jw;, wy[.

Bemerkung. Fir einen Eintrittspunkt S;; des Kreises C;" in die iibrige Hiillfliche ist sein
Schnittpunktpartner S;; der erste Austritt entlang der Einhiillenden, wobei hier die Differenz
der Schnittparameter die Ordnung festlegt. Die Punkte eines Schnittpunktpaares werden auf
ihrem Kreis nie durch einen Auflenbogen getrennt.

Die Zuordnung der Paare kann durch Sortieren der Schnittpunkte nach ihren zugehorigen
Schnittparameterwerten in aufsteigender Wertigkeit erfolgen. Nach der Sortierung bilden je-
weils zwei aufeinanderfolgende Elemente ein Schnittpunktpaar. Fiir zyklische Enveloppen kon-
nen auch der erste und letzte Punkt zusammengehdren. Stellt man sich das Intervall des Schar-
parameters fiir diese Hiillflachen wieder als zyklisch vor, trifft die Aussage auch auf sie zu.

Bemerkung. Bei gleicher Anordnung der Ein- und Austrittspunkte kann es verschiedene Paa-
rungen der Schnittpunkte geben. Das ist in Abb. 4.5 zu sehen.

Paarung der Aullenbégen nach Schnittparametern

Ist die Anzahl der Aufenbdgen zweier aufeinanderfolgender charakteristischer Kreise Cg;" und
Cy) gleich, konnen diese éhnlich wie die Schnittpunkte mit Hilfe einer Sortierung nach den
zu ihren Randpunkten gehorigen Schnittparameterwerten in aufsteigender Reihenfolge zu Paa-
ren zusammengestellt werden. Hierbei ist es wichtig, dass entweder von allen Aufenbdgen die
Schnittparameterwerte ihrer Startpunkte oder von allen die ihrer Endpunkte verglichen werden.

Nach dem Sortieren haben die Aufenbogen eine eindeutig bestimmte Nummer. Fiir nicht
zyklische Enveloppen gehoren die Auftenbogen mit der gleichen Nummer zusammen. Fiir zykli-
sche Hiillldchen ist es auch moglich, dass der Aukenbogen mit der héchsten Nummer von Cg"
zu dem mit der niedrigsten von Ci;" gehort oder umgekehrt. Hier kann ein Vergleich der Diffe-
renzen der Winkelparameter ihrer Randpunkte weiterhelfen. Bilden dann der erste Aufsenbogen
des einen Kreises und der letzte des anderen ein Paar, so miissen alle Nummern der Aufsenbo-
gen des zweiten Kreises um eins erhoht werden. Danach kénnen die tibrigen Aufsenbégen ihren
Nummern entsprechend gepaart werden.

Zusétzlich ist es moglich, die Winkelabweichung von Aufenbogenpaaren zu testen und bei
Erreichen eines gewissen Schwellenwertes die gefundene Paarung zu verwerfen. Die Winkelab-
weichung kann auch gleich zur Paarfindung genutzt werden.

Paarung der AuBenbdgen nach Winkelparametern

Eine weitere Moglichkeit, die Aufenbogen aufeinanderfolgender charakteristischer Kreise paar-
weise zusammenzustellen besteht darin, ihre Winkelparameter miteinander zu vergleichen. Auch
hierfiir muss die Anzahl der Aufenbtgen beider Kreise iibereinstimmen.

Definition 4.12 (Paarung Aufenbogen). Zwei Auenbogen C;”" und C;”" aufeinan-

li,ag,00541 Lit1,00,0041
derfolgender Kreise bilden ein (a.-)Paar, wenn sowohl |a; —ay| < ae als auch |11 — a1 < ae
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(a) Die Winkelabweichung zwischen dem roten  (b) Der erste AuRenbogen von C;”" und der letzte
und blauen Aufenbogen ist zu grok. des darauffolgenden Kreises bilden ein Paar.
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Abbildung 4.6.: Schematische Darstellung der Paarung von Aufenbdgen nach Winkelabwei-
chung mit Nummerierung; Aufenbdgen desselben Paares haben die gleiche
Farbe.

gilt. Die Kreisbogen eines solchen Paares werden dann Partner genannt. Gehdren alle Aufien-
bogen zweier aufeinanderfolgender charakteristischer Kreise zu einem Paar, wird von einer
(ae-)Paarung fiir diese Kreise gesprochen.

Bemerkung. Damit zwei Aulienbogen ein Paar bilden, darf die Winkelabweichung ihrer entspre-
chenden Randpunkte einen bestimmten, zuvor festgelegten Schwellwert o, nicht erreichen. Je
kleiner dieser ist, desto besser wird die Approximation durch das Mesh ausfallen. Natiirlich ist
der Aufwand zur Berechnung dann auch héher.

Um eine Paarung zu finden, wird zunéchst tiberpriift, ob der erste Aukenbogen auf C;;" mit
dem letzten oder dem ersten von Cg" ein Paar bildet. Falls nicht, wird das Gleiche mit ver-
tauschten Rollen der Kreise wiederholt. Ist wieder kein Paar dabei, kann keine Paarung fiir die
Kreise gefunden werden. Die Ordnung der Kreisbogen richtet sich hierbei nach den Winkelpa-
rameterwerten ihrer Endpunkte. Wurde ein Paar gefunden, kénnen ausgehend von diesem die
jeweils néchsten Aufenbdgen von Ci" und Cg:" tiberpriift werden. Das wird wiederholt bis ent-
weder alle Auenbogen gepaart sind (sieche Abb. 4.6b) oder zwei kein Paar bilden (Abb. 4.6a).

Im zweiten Fall gibt es keine Paarung fiir die beiden Kreise Cgi" und Cg)'.

Bemerkung. Auf diese Weise lésst sich eine Paarung finden, ohne jeden Aufsenbogen des einen
Kreises mit jedem des anderen zu vergleichen. So ist der Aufwand dafiir nur linear und nicht
quadratisch in Abhéngigkeit der Anzahl von Aufsenbogen.

Haben alle Aufenbogen zweier aufeinanderfolgender charakteristischer Kreise einen entspre-
chenden Partner auf dem jeweils anderen Kreis, konnen alle Paare miteinander verbunden
werden.
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(a) Beide Aufenbogen werden in gleich viele Tei-  (b) Der Aufsenbogen thi’j"Ao,C wird ofter unter-
le unterteilt. teilt als C; ,’L Bo.D-

Abbildung 4.7.: Verbindung zweier zueinander gehdriger Auftenbogen der aufeinanderfolgenden
charakteristischen Kreise C;" und C;| in verschiedenen Situationen

Verbindung eines Aullenbogenpaares

In Abb. 4.7 ist skizziert wie die Verbindung von gepaarten Aukenbégen C;”y ~ und C;” 5
erfolgt. Man entnimmt den zyklischen Intervallen [[aa,,ac]] bzw. [[Bs,,fp]] inklusive der
Randpunkte jeweils m + 1 gleichverteilte Werte ay bzw. f; mit & € {0,...,m} und be-
rechnet die Punkte A = " (t;,ax) bzw. By = F* (t;11, B). Hierbei sind m € N sowie
Ag =3 (ti, an,), C =T (ti,a0), Bo = F"" (tiy1, ap,) und D = F*" (t;41, ap).

Es ist natiirlich auch moglich, die Anzahl der Unterteilungen m von der Lénge der jeweiligen
Kreisbégen abhéngig zu machen, um die Aufteilung fiir kurze Kreisbégen nicht zu fein und
fiir lange nicht zu grob zu gestalten. In diesem Fall miissen dann mehrere Punkte des langeren
Kreisbogens mit denselben Punkten des kiirzeren verbunden werden, wie es in Abb. 4.7b zu
sehen ist.

Verbindung iiber Zwischenkreise

Haben nicht alle Aukenbdgen zweier aufeinanderfolgender Kreise C;" und C;.7, einen entspre-
chenden Partner, so wird zwischen den Kreisen ein weiterer Kreis C;" mit ¢; < t. < t;1q
eingefiigt, indem n um eins erhoht wird und die Mengen T}, sowie C3." entsprechend erweitert
werden.

Um zu erkennen, dass dieses Einfiigen im Falle von nicht gepaarten Auflenkreisen tatséchlich
eine Losung darstellt, muss man die moglichen Ursachen fiir das Scheitern der Paarbildung
etwas genauer beleuchten.

Im einfachsten Fall kann es sein, dass sich die zu den Randpunkten eines Aufenbogens geho-
renden Winkel beim Ubergang von C;" zu C;", zweier aufeinanderfolgender charakteristischer
Kreise zu stark verdndert haben. Dieser Fall trifft auf den roten und blauen Aufenbogen in
Abb. 4.6a zu. Natiirlich kann diese Verinderung wegen der Stetigkeit von F*"" durch hinrei-
chende Verringerung der Differenz der Parameterwerte ¢; und t¢;,; verkleinert werden. Also ist
das Aufnehmen eines Zwischenkreises hier durchaus eine akzeptable Losung (sieche Abb. 4.8a).

Es kann aber auch sein, dass die Anzahl der Aufenbogen aufeinanderfolgender Kreise nicht
iibereinstimmt. Dafiir gibt es im Wesentlichen zwei Griinde.

Zum einen kann beim Ubergang von C;" nach C;/., ein Schnittsegment derart komplett ver-
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(a) Starke Winkeldnderung der Randpunkte ei- (b) Wegfall einer Uberschneidung (rot) mit der

nes Aufenbogens; Die Ausgangssituation Hiillfldche H"; Existenz eines Zwischenkrei-
entspricht der schematischen Darstellung aus ses sz’r, auf dem S, o = St 1 gilt
Abb. 4.6a.

Abbildung 4.8.: Einfiigung eines Kreises C;”" zwischen C;" und Cy.7, in verschiedenen Situatio-
nen

schwunden bzw. neu dazu gekommen sein, dass es zur Verschmelzung zweier Auftenbogen zu
einem bzw. zur Aufteilung eines Aufenbogens in zwei verschiedene kommt. In diesem Fall gibt
es einen Kreis Cff mit ¢; < t, < t;11 bei dem das Schnittsegment ausschlielich aus einem ein-
zigen Punkt besteht (vgl. Abb. 4.8b). Der Kreis C;" beriihrt die iibrige Einhiillende in diesem
Punkt. Auf dem Kreis thzi . wird ein Hilfspunkt eingefiigt, welcher den gleichen Winkelpa-
rameterwert hat wie der Beriihrungspunkt und den Aufsenbogen, zu dem er gehért, in zwei
verschiedene Kreishogen unterteilt. Diese werden dann mit den an den Beriithrungspunkt an-
grenzenden Auftenbdgen genauso wie Aufenbogenpaare verbunden und die wiederum verbindet
man mit denen, die auf C;" an das wegfallende Schnittsegment angrenzen.

Zum anderen ist es moglich, dass zwei Schnittpunkte ihren Platz auf dem Kreis getauscht
haben. Was damit konkret gemeint ist, stellt Abb. 4.9 dar. Zwischen aufeinanderfolgenden
Kreisen dndert sich in diesen Fillen die Abfolge der Schnittpunktpaare. Wegen der Stetigkeit
von §" existiert ein Zwischenkreis C;”" auf dem die beiden Schnittpunkte zusammenfallen. Es
muss nur der eine Aufenbogen auf Cfl: . zwischen den beiden Schnittpunkten, die ihren Platz
getauscht haben, mit dem Mehrfachschnittpunkt auf C;”" verbunden werden.

Abschlieflend kann also festgestellt werden, dass auch fiir den Fall einer unterschiedlichen
Anzahl von Aufenbdgen zweier aufeinanderfolgender charakteristischer Kreise Cg:" und Cg" das
Einfligen des richtigen Zwischenkreises das Problem 16st, falls nicht mehrere solcher Situationen
wie Schnittpunkttausch oder der Wegfall bzw. das Dazukommen von Schnittsegmenten gleich-
zeitig eintreten. Ist dies der Fall, wird moglicherweise gar nicht erkannt, dass die Aufteilung
zu grob gewahlt ist und weitere Kreise eingefiigt werden miissten (sieche Abb. 4.10). Das fiihrt
dann zu Fehlern im Aufbau des Polygonnetzes, welche leider erst bei der grafischen Darstellung
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(a) Platztausch zweier Schnittpunkte; Die Zah-  (b) Verbindung des neuen Aufenbogens auf
len sind die Nummern der Paare, zu welchen C;- ’:1 mit dem Tauschpunkt auf sz’r in griin
die Schnittpunkte gehoren.

Abbildung 4.9.: Ein Platztausch relevanter Schnittpunkte setzt die Existenz eines Zwischen-
kreises, auf dem beide Schnittpunkte zusammenfallen, voraus.

(a) Zwei Schnittpunkte tauschen ihren Platz  (b) Die griin dargestellte Verbindung der Aufen-
zwischen C7" und C;7} | zweimal. Die Zahlen bogen von C;" und C;)| ist nicht korrekt.
sind die Nummern der Paare, zu welchen die
Schnittpunkte gehoren.

Abbildung 4.10.: Hier wird die Notwendigkeit des Einfligens mehrerer Zwischenkreise nicht er-
kannt, weil sich zwei Fehler ausgleichen.
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Abbildung 4.11.: Funktionsprizip des Raycastings anhand zweier eingezeichneter Augstrahlen

erkannt werden. In diesem Fall muss die Unterteilung des Parameterintervalls I vom Nutzer
verfeinert werden.

Eine weitere Hirde ist das Finden des korrekten Parameterwertes ¢,. Er kann durch das
Einfligen mehrerer Zwischenkreise immer weiter angendhert werden.

Da im Allgemeinen fiir einen Schnittpunkt S;; des Kreises C;" mit der restlichen Hiillfldche
der entsprechende Schnittkreis Ccf nicht schon in C7’ enthalten ist, sollte er auch eingefiigt

werden, um dafiir zu sorgen, dass das Netz an den Schnittpunkten biindig abschliefst und keine
Locher entstehen. Der neu eingefiigte Kreis C” habe dann die Nummer k, sodass w; = t;, gilt
und schneidet ein Schlauchstiick, welches C” enthalt zusétzlich in einem zweiten Punkt Sy .
Im Allgemeinen liegt dieser aber nicht auf C i und somit gilt w; # ¢;. Auf diese Weise wiirden
so stindig wieder neue Kreise eingefiigt werden miissen. Abhilfe schafft die Festlegung eines
Schwellwertes t. € R™ \ {0}, sodass keine weiteren Kreise zwischen C;" und C;" eingefiigt
werden, wenn |t;11 — t;| < t. gilt.

Aufgrund der erwéhnten Probleme, die bei der Erstellung eines Meshes fiir die Kanalflache
auftreten konnen, wird das Raycasting als Alternative zur Visualisierung der Kanalflichen
betrachtet.

4.3. Raycasting

Im Folgenden wird die Visualisierung einer Kanalflache %" mittels eines Raycasting-Verfahrens
erlautert. Zuvor wird jedoch kurz der allgemeine Ansatz beim Raycasting beschrieben.

4.3.1. Allgemeines

Das Raycasting ist ein weit verbreitetes Verfahren zur Darstellung verschiedener Objekte einer
dreidimensionalen Szene auf dem Bildschirm. Es werden, ausgehend von einem sogenannten
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Augpunkt oder Kamerapunkt, Strahlen durch ein Rechteck, dessen Ebene nicht den Kamera-
punkt enthélt, hindurch geschickt (sieche Abb. 4.11). Die Strahlen werden auch Augstrahlen
genannt. Das zu zeichnende Bild soll auf dem Rechteck entstehen. Dazu wird es, der gewiinsch-
ten Auflosung entsprechend, in ein Punktraster aus Pixeln verwandelt. Fiir jeden Bildpunkt
wird getestet, ob der eindeutig bestimmte Strahl, welcher sowohl durch den Aug- als auch den
Bildpunkt verlauft, auf irgendein Objekt trifft, das heifit es schneidet. Es geniigt im Allgemeinen
jeweils den ersten Schnittpunkt mit einem der Objekte zu berechnen. Im Fall eines Treffers wird
fiir diesen Schnittpunkt mittels eines lokalen Beleuchtungsmodells ein Farbwert ermittelt. Die-
ser Farbwert wird dann dem entsprechenden Bildpunkt zugewiesen und in einem Bildspeicher
abgelegt. Nachdem dies fiir alle Strahlen geschehen ist, enthélt dieser Framebuffer die Projek-
tion des betrachteten Szenenausschnittes. Er wird durch die Lage des Rechteckes vorgegeben
und mit ihr verdndert. Der Framebuffer wird zuvor mit der gewiinschten Hintergrundfarbe
initialisiert.

Das Raycasting ist im Wesentlichen eine Vereinfachung des Raytracings. Bei letzterem geht
nicht nur der erste Schnittpunkt eines Augstrahles mit einem Objekt in die Berechnung ein.
Nach einem Auftreffen eines Strahles wird er entsprechend der getroffenen Oberfliche in meh-
rere Strahlen aufgeteilt, welche ebenfalls weiterverfolgt werden. Auf diese Weise kénnen auch
Brechungen und Reflexionen von Lichtstrahlen berticksichtigt werden. Fiir weitere Informatio-
nen zum Raytracing sei auf [Wat95, S. 267 ff.| und [Suf07] verwiesen.

4.3.2. Anpassung des Verfahrens

Die Objekte, welche hier dargestellt werden sollen, sind natiirlich Kanalflachen. Fiir die Schnitt-
berechnungen der Augstrahlen mit einer Kanalfliche K" werden die impliziten Gleichungen
5 (t,P) = 0 und f&"(¢t,P) = 0 herangezogen, weil fiir die Kanalfliiche selbst keine be-
kannt sind und nach Lemma 4.2 die Bezichung %" = H" N A" gilt. Es werden zunéchst die
Schnittparameter aller Schnittpunkte eines Augstrahles mit der Hiillldche H“" berechnet und
anschlieffend der bzw. die bestimmt, welche auch wirklich zur Kanalfliche gehoren.

Bemerkung. Soll die Kanalfliche transparent dargestellt werden, ist es nicht ausreichend nur
den ersten Schnittpunkt des Strahles mit ihr zu kennen, sonst natiirlich schon.

Die ermittelten Schnittpunkte werden dann gemeinsam mit den Normalenvektoren der Fléache
in diesen Punkten fiir die Bildberechnung verwendet.

Berechnung der Schnittparameter

Im Folgenden wird beschrieben wie die Schnittpunkte eines eindeutig bestimmten Augstrahls
mit der Einhiillenden H*" berechnet werden. Dieser Strahl R habe die Parametrisierung

PR(s)=A+s-d

mit Strahlparameter s € R*. Hierbei sind 2 € R® der Augpunkt und d € R3\ {0} die Richtung
des Strahles mit |d| # 0. Das Einsetzen der Parametrisierung ‘B* in die implizite Gleichung der
Kugelschar S¢" liefert

P BR(s) = (At s d—e(t) A+ s d = ct)) = r(t) = 0.
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Durch Sortieren nach den Potenzen von s erhilt man
S BR(s) = s2PA+sB(t) +C(t) =0 (4.1)
mit . .
A= <d, cf> und B(t) :=2 <d,2l - c(t)>

sowie

C(t) == (A —c(t),A—c(t)) — ().

Gleichung (4.1) ist fiir t = ¢y € R genau dann erfiillbar, wenn der Strahl R die Kugel S
schneidet. Die beiden Losungen sy liefern dann die beiden Schnittpunkte P=(s5.).
Analog wird die Gleichung

P R(s) = (), A s d = elt) )+t (1) =0, (4.2)
von den zu dem Schnittpunkt P (s¢) des Strahles R mit der Ebene & gehérenden Parame-

terwerten so und tq erfiillt. Hier gibt es maximal eine mogliche Losung, deshalb kommt s auch
nur linear in dieser Gleichung vor. Durch Umstellung nach dem Strahlparameter erhalt man

(4.3)

mit
o

s1(t) == <Ef(t),c(t) - 91> )t und  se(t) == <c (1), @,

wodurch s in Abhéngigkeit des Kurvenparameters ¢ von ¢ bestimmt ist.

Bemerkung. Der Ausdruck si(to) fiir tg € I entspricht f&€"(to, ) und ist somit genau dann
gleich null, wenn der Kamerapunkt in der Ebene & liegt. Im Falle, dass s5(to) gleich null ist,
verlduft der Strahl R parallel zur Ebene £.", denn sein Richtungsvektor steht dann senkrecht

auf dem Normalenvektor ¢(ty) dieser Ebene.

Der Strahlparameter in Abhéngigkeit von ¢ aus Gleichung (4.3) kann fiir s in 4.1 eingesetzt
und das Ergebnis mit dem Quadrat des Nenners aus Gleichung (4.3) s3(¢) multipliziert werden.
Somit erhélt man die im Allgemeinen rationale Funktion

JR() = (A + s1(D)s2(6)B(E) + s3(0)C(0), (4.4)

deren Nullstellen genau die Parameterwerte fiir ¢ liefern, die zu einem Schnitt der Strahlgeraden
mit der Enveloppe H®" gehoren. Setzt man diese Werte in die Gleichung 4.3 ein, erhélt man
die zugehorigen Werte fiir den Parameter s, welche durchaus noch negativ sein konnen. Die
Werte kleiner als null gehoren zu Schnittpunkten der Hiillfliche mit der Strahlgeraden, nicht
aber dem Strahl, und werden verworfen. Die iibrigen liefern mit der Parametrisierung B* die
entsprechenden Schnittpunkte.

Die implementierte Nullstellenbestimmung wird in Abschnitt 5.3 beschrieben.

Bemerkung. Fir eine Losung t = t, € I von Gleichung (4.4) die zusétzlich sa(ty) = 0 erfiillt,
lasst sich der entsprechende Wert fiir s nicht durch s(¢y) aus Gleichung (4.3) ermitteln. Das ist
klar, denn dann ist fR(t) = s2(to)A und weil A das Quadrat der Lénge von d und dieser Vektor
nicht der Nullvektor ist, folgt aus f®(ty) = 0 schon s;(tg) = 0. Also liegt der Kamerapunkt
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(a) Der Kamerapunkt ist ein Aufenpunkt  (b) Hier gilt 9" () = 1, also liegt der Augpunkt
(d°"(A) = 0). im Inneren der Kugelschar.

Abbildung 4.12.: Aktualisierung des Tiefenlevels entlang eines Augstrahls; Eingangs- und Aus-
gangspunkte (beziiglich der Strahlrichtung) sind rot bzw. blau und Aufsen-
segmente griin dargestellt. Die Ziffern iiber dem Strahl geben das Tiefenlevel
an.

2 in der Ebene &;" und weil der Strahl R zusétzlich auch parallel zu " verlduft, liegt er
vollstéindig in der Ebene und damit ist f&" (¢y, B™(s)) = 0 fiir alle s € R erfiillt. Deshalb ist
der Ausdruck in Gleichung (4.3) auch unbestimmt. Hier wird auf Gleichung (4.1) zuriickgegriffen
und die beiden Losungen

S4 =

B(t) \/Bz(t) — 4C2(t)
2A 4A2
fiir s iiber den Schnitt des Strahles R mit der Kugel S;7" ermittelt.

Auswahl des richtigen Schnittpunktes

Nachdem die Schnittparameter aller Schnittpunkte des Strahles R mit der Einhiillenden H"
bekannt sind, werden sie ihrer Grofe nach aufsteigend sortiert und von null bis n—1 durchnum-
meriert, wobei n die Anzahl der ermittelten Strahlparameterwerte bezeichnet. Jeder Schnitt-
punkt ldsst sich dann durch

S; =PR(s;) e RNCT mit i€{0,...,n—1}
beschreiben, wobei t; € I der zum (i 4+ 1)-ten Strahlparameterwert s; gehorende Scharparame-

terwert ist.

Bemerkung. Die Bezeichner n und S haben hier eine andere Bedeutung als in Abschnitt 4.2
und sollten nicht mit denen verwechselt werden. Das Gleiche gilt fiir ihre Indizierung mit .

Um zu wissen, welche Schnittpunkte des Augstrahles R mit der Enveloppe H*" zur Kanalfld-
che gehoren, wird das Tiefenlevel aus Definition 3.23 herangezogen. Zuerst wird das Tiefenlevel
des Augpunktes 21 nach Abschnitt 5.4.2 bestimmt. Anschliefend kann das Tiefenlevel entlang
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des Strahles, wie in Abb. 4.12 dargestellt, aktualisiert werden. Hierzu finden die Resultate aus
Abschnitt 3.3.1 fir den Strahl R als Kurve W Anwendung. So ist nach Satz 3.33 klar, dass
nur bei den Schnittpunkten des Strahles mit der Hiillfliche H®" eine Anderung des Tiefenlevels
eintritt.

Bemerkung 4.13. Beriihrungspunkte des Strahles mit der Hiillliche konnen ignoriert werden,
da sich das Tiefenlevel beim Durchlaufen solcher Punkte nicht dndert. Sie sind dadurch cha-
rakterisiert, dass sowohl der entsprechende Strahlparameterwert als auch der zugehorige Schar-
parameterwert doppelt vorkommen. Fiir die iibrigen Mehrfachschnittpunkte ist nur der Strahl-
parameterwert gleich, nicht aber der fiir den Scharparameter.

Die Aussagen aus Satz 3.36 und Korollar 3.37 sowie Korollar 3.38 geben dariiber Auskunft,
wie sich das Tiefenlevel beim Passieren eines Schnittpunktes auf dem Strahl dndert. Korol-
lar 4.14 liefert ein einfaches Kriterium dafiir, ob ein Strahl R in eine Kugel eintritt.

Korollar 4.14. Ein Strahl R tritt genau dann bei S;

o in die Kugel ;" ein, wenn
2s; A + B<t1> <0

o bzw. aus der Kugel S;" aus, wenn
2s; A + B<t1> >0
gilt. Bei Gleichheit beriihrt er sie nur in einem Doppelpunkt.

Beweis. Die quadratische Funktion
g(s) = fi " (B"(s)) = s"A + sB(t:) + C(t:)

von s mit den Bezeichnungen aus Gleichung (4.1) ist genau dann kleiner als null, wenn 37%(s)
im Inneren der Kugel S;" liegt. Fiir den Schnittparameter s = s; ist sie natiirlich gleich null,
weil SBR(s;) ein Schnittpunkt des Strahles mit der Kugel ist. Um herauszufinden, wie sich die
Funktionswerte mit steigendem s entwickeln, kann die Ableitung ¢'(s) = 2sA+ B(t;) verwendet
werden. Ist sie bei s = s; kleiner null, tritt 8% in die Kugel ein und umgekehrt. O

Korollar 4.15. Jeder Punkt Q € B \ H" des Strahles, welcher kein Schnittpunkt mit der
Finhiillenden H®" ist und das Tiefenlevel 97 (Q)) = 0 hat, ist ein Auffenpunkt beziiglich der
Kugelschar S“".

Beweis. Nach Lemma 4.6 ist () entweder ein Aufenpunkt, Umkehrpunkt oder charakteristischer
Punkt, wobei die letzten beiden Mdoglichkeiten ausgeschlossen werden konnen, weil () nicht zur
Hiillflache gehort. [

Es gehoren genau die Schnittpunkte S;, welche an einen Teil des Strahles R mit Tiefenlevel
null angrenzen, zur Kanalfliche %", denn diese sind nach Korollar 4.15 und Lemma 3.29
aufkere Punkte der Kugelschar §¢" und liegen zudem auf der Enveloppe H“" und somit nach
Lemma 4.2 auch auf der Kanalfldche.

Der Normalenvektor der Kanalfliche in einem Schnittpunkt S; ist durch S; — ¢(t;) gegeben.
Damit sind alle bendtigten Angaben fiir die Beleuchtung nach einem lokalen Beleuchtungsmo-
dell bekannt und das Raycasting-Verfahren vollstdndig abgehandelt.
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(a) Hilllflache H®" mit Selbstiiberschneidung  (b) Mittels Raycasting gerenderte Kanalfliche
von innen; Die Punkte des Selbstschnittes K™ zur Enveloppe aus Abb. 4.13a
sind rot eingezeichnet.

Abbildung 4.13.: Vorteile beider Verfahren anhand von Beispiel 14; In Abb. 4.2 und Abb. 5.1d
ist die Hiillflache von aufsen zu sehen.

4.4. Vergleich der beiden Verfahren

Hier wird kurz auf die Vor- und Nachteile der beiden erlauterten Verfahren zur Darstellung von
Kanalflachen eingegangen.

Die Vorteile des Raycastings liegen in einer pixelgenauen Darstellung der Kanalfliche, so-
fern es keine numerischen Probleme bei der Nullstellenbestimmung (sieche Abschnitt 5.5) gibt.
Der Nachteil ist die relativ lange Berechnugsdauer pro frame. An ein Echtzeitrendering ist hier
schon fiir kubische Ausgangskurven nicht zu denken (siche Abschnitt 6.2). Natiirlich ist die Zeit
fiir die Berechnung eines polygonalen Netzes schon allein wegen der enorm aufwéndigen Selbst-
schnittberechnung, welche die Nullstellenbestimmung von Polynomen noch wesentlich héheren
Grades beinhaltet, nicht kiirzer. Diese Berechnungen miissen aber nicht fiir jeden frame, sondern
nur ein einziges Mal pro Kanalfldche durchgefiihrt werden. Aufserdem ist es mit dieser Variante
moglich, den Selbstschnitt einer Einhiillenden genauer zu betrachten (vgl. Abb. 4.13a). Letzt-
lich wurde die Entscheidung getroffen, sowohl die Selbstschnittberechnung ohne anschliefende
Erstellung des Meshes als auch das Raycasting-Verfahren zu implementieren. Somit kénnen
die Kanalflachen exakt dargestellt und auch der Selbstschnitt der entsprechenden Enveloppen
eingezeichnet werden. Auf diese Weise nutzt man einige Vorteile beider Verfahren.
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4.4. Vergleich der beiden Verfahren

(a) Hilllflache H*" von aufen  (b) Enveloppe H®" mit Selbst-  (c) Kanalfliche K%" zur Ein-
mit Selbstschnitt (rot) schnitt (rot) von innen; hiillenden H"
Die Hiillflache ist nicht
geschlossen. Dadurch ist
der eingezeichnete Selbst-
schnitt besser zu erkennen.

Abbildung 4.14.: Hiill- und Kanalfliche aus Beispiel 15
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5. Implementierung

In diesem Kapitel wird auf einige Besonderheiten bzw. Probleme bei der Implementierung der
vorgestellten Verfahren eingegangen. Aufserdem werden die eingesetzten Hilfsmittel beschrie-
ben.

5.1. Programmierumgebung

Der Programmecode ist grofstenteils in C++ geschrieben. Dieser Teil ldsst sich mit dem Compiler
g++ ibersetzen. Unter Linux wurde das mit den Versionen 4.8.2 und 4.8.4 der GCC (siche
|GCC]) und unter Windows mit der Version 4.8.1 von minGW (|MP]) getestet.

Fiir die grafischen Benutzeroberflichen wird die Bibliothek Qt 5.2 [Com| genutzt. Sie ermog-
licht eine plattformunabhéngige Implementierung und ist sehr umfangreich.

Symbolische Ausdriicke werden mit Hilfe der Bibliothek GiNaC [Bau+]| berechnet. Der Ein-
satz ist aber im Wesentlichen auf die Erstellung der Polynome f7°" und fR aus den Nutzerein-
gaben fiir die Seele und den Radius beschrénkt. Das implementierte Raycasting-Verfahren ist
GPU-basiert. Hierfiir wird die CUDA-Technik von Nvidia verwendet, weshalb zusétzlich zu
dem C+-+-Compiler auch noch nvee aus einem aktuellen Cuda-Toolkit (6.5 [NVIb] oder hoher)

erforderlich ist.

5.2. Parallelisierung mittels GPU

Raycasting-Verfahren sind ein Paradebeispiel fiir den Einsatz von Grafikkarten zur Parallelisie-
rung der Berechnungen. Hierbei muss der gleiche Code sehr oft, namlich fiir jeden Bildpunkt
einmal, mit unterschiedlichen Eingabewerten ausgefiihrt werden, wobei die Ergebnisse vollkom-
men unabhéngig voneinander sind (SIMD). Fiir eine SVCD-Auflosung sind das immerhin schon
iiber eine viertel Million Durchlaufe, bei FullHD schon iiber zwei Millionen.

Die einzige Eingabegrofe, welche von Bildpunkt zu Bildpunkt variiert, ist der Richtungs-
vektor d des Augstrahles R. Fiir jeden Bildpunkt wird ein eigener Thread ausgefiihrt. Auf der
Grafikkarte konnen hunderte bis tausende solcher Threads parallel abgearbeitet werden. Bei der
GeForce GTX 670 MX konnen beispielsweise bis zu 5 - 2048 Threads (2048 pro Multiprozessor)
gleichzeitig aktiv sein, dennoch ist der maximal zu erreichende Beschleunigungsfaktor deutlich
geringer, denn pro Multiprozessor und Takt werden nur 8 Instruktionen von 8 verschiedenen
Threads abgearbeitet. Die restlichen befinden sich in einer Wartestellung, um Speicherzugriffs-
zeiten auszugleichen. Die Aufteilung auf die Hardware-Resourcen wird im Wesentlichen von
CUDA iibernommen. Es kénnen lediglich bestimmte Einflussgréfsen, wie Registernutzung, Fin-
satz von Shared-Memory und die Anzahl der Threads pro Block bedingt verdndert werden. Zur
optimalen Einstellung, stellt Nvidia den CUDA GPU Occupancy Calculator [NVIa| zur Verfii-
gung, welcher einfach nur aus einer Excel-Datei besteht, in der die theoretische Auslastung der
GPU unter Beriicksichtigung dieser Grofsen berechnet wird. Es gibt auch Software-Wekzeuge
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5. Implementierung

wie den Visual Profiler [NVId|, welche helfen, mogliche Schwachstellen beztiglich der Perfor-
mance zu identifizieren. Auch die Entwicklungsumgebung Nsight [NVIc| kann eine grofe Hilfe
sein, vor allem beim Debugging.

5.3. Nullstellenbestimmung

Fiir die Berechnung des Selbstschnittes einer Hiillfliche H" und die Ermittlung der Schnitt-
punkte eines Augstrahles R mit einer solchen Enveloppe ist die Bestimmung der Nullstellen
bestimmter rationaler Funktionen erforderlich Hier wird erlautert, wie diese Nullstellenberech-
nungen implementiert sind.

Dazu werden aus den rationalen Funktionen erst Polynome gebildet, deren Nullstellenmenge
entweder gleich der der rationalen Funktion oder eine Obermenge davon ist. Deren Nullstellen
kénnen dann mittels des in Abschnitt 5.3.4 beschriebenen Polynomsolvers angendhert werden.

5.3.1. Erstellung eines Polynoms fiir I o

Setzt man in Gleichung (2.21) die Ausdriicke aus 2.14 ein, sieht man, dass sich die vierte Potenz
des Hauptnenners h wie in Gleichung (2.22) herauskiirzen ldsst und es gilt

L (&

&(t) (5.1)

M =smram | 9

fiir die Mittelpunkte der projizierten Kreise €7. Somit muss nur noch der Nenner N := 7(t) +
¢.(t) eliminiert werden.
Fiir alle Terme T € {Ay, By, Cy, Ay, By, Cs} sowie Ty € {A, B,C} aus Abschnitt 3.2.1 seien

Tl = TlN und TQ = T2N2

definiert. Dabei handelt es sich dann nur noch um reine Polynome.
Fiir d und ¢ aus Gleichung (3.7) gilt

7 4
. h(w)e(t) — h(t)e(w) owie g — B+ PA@)FE) — (7 (w)
(t)h(w) h2(t)h*(w)

und auflerdem sind

A

2h(w)F(t)(2A,NT, + 2A;NTy + (A — N?)Ts) + d(A + N?)
2()h2(w) N2

a =

sowie

S

2h(w)7(t)(2BINT, + 2BoNTy + Bis) + dB
W2 () h2(w) N2

b —
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5.3. Nullstellenbestimmung

und

=:c

2h(w)T(t) (20 NG, + 205N + (C — N2)y) + d(C + N?)

h2(t)h?(w)N?
fiir die Terme aus Gleichung (3.8) erfiillt, wobei samtliche Zahler Polynome sind. Durch Mul-
tiplikation® dieser Gleichung mit h%(¢)h?(w)N? erhilt man

CcC =

P (w0, B (8, w) )2 () (w) = u'a + b+ = 0. (5.2)

Analog gilt fiir die Ausdriicke @, b, ¢, d aus Gleichung (3.10):

Ve

a=

@) @B.NG (w) 1+ 2B No(w) 1 Bés(w)) 1 Bd
(03 (w)

B:

1

h(w)7(t)(2C1Né (w) + 2C3Néy(w) + (C — N?)é3(w)) + (C + N?)d
h(t)h3(w)N?

Auch hier sind wieder alle Zihler Polynome. Nach Multiplikation? von Gleichung (3.10) mit

h(t)h3(w)N? hat sie die Form

c =

FE (w, B (8, w) ) () (w) = u?a + ub+ &= 0. (5.3)

Durch Einsetzen der Losungen fiir u aus Gleichung (5.2) in Gleichung (5.3) und geeignetes
Umformen wie in Abschnitt 3.2.1 erhélt man das bivariate Polynom

FT7(tw) = (B° — dac)(2ab — 20a)° — (—(2D — 4a0)a + 2abb — 4a%0)°,  (5.4)

welches noch spezialisiert wird. Anschliefend werden die Nullstellen des Polynoms f7""(w)
anstelle der rationalen Funktion f " (w), wie in Abschnitt 5.3.4 beschrieben, bestimmt.
Analog erhélt man das entsprechende bivariate Polynom

FI°7 (t,w) == (b — 4ac)(2ab — 2ba)* — (—(2b° — 4ac)a + 2abb — 4a°¢)? (5.5)

zu fj “" fiir die zweite Variante aus Abschnitt 3.2.1.

! Die Multiplikation kann fiir N = 0 die Nullstellenmenge erweitern. Diese zusitzlichen Lésungen werden
mittels einer Probe herausgefiltert.
Zsiehe Fufnote 1 auf Seite 97
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5. Implementierung

5.3.2. Erstellung eines Polynoms fiir f*

Mit den Ausdriicken fiir die Parametrisierung der Kurve ¢(t) sowie der Radiusfunktion r(¢) und
deren Ableitungen /(t) sowie /() aus Gleichungen (2.13) und (2.14) gelten

_ B _ <@
B(t) = o) und C(t) = () (5.6)
mit
B(t) =2 (d.h(t) - 2~ o(t) )
und
C(t) == (h(t)A —e(t), h(t)A — (1)) — (1)
fir B und C aus Gleichung (4.1).
Auferdem sind die Terme aus Gleichung (4.3) durch
s1(t) = ié((g und  s9(t) = 52(t) sowie  s(t) = 5l (5.7)

mit
5(t) == (&(t),2(t) — h(t) - A) —F)F(t) und  Fo(t) := <5(t),@
bestimmt. Das Einsetzen von s (¢) und sy(t) aus Gleichung (5.7) sowie B(t) und C(t) aus 5.6 in
fR(t) = 0 aus Gleichung (4.4) und anschlieRende Multiplikation® mit h®(¢) liefert das Polynom
FR(t) = 5H(OA+5:0)5:(t)B(t) + 5(0)C (1), (5:8)

welches die gleichen Nullstellen hat wie f®. Diese kénnen nun, wie in Abschnitt 5.3.4 beschrie-
ben, bestimmt werden. Fiir h(t) = 1 ergibt sich nattirlich fR(t) = f(¢).

5.3.3. Gradabschdtzungen

Um den Aufwand der Nullstellenbestimmungen einschétzen zu kénnen, ist es wichtig zu wissen,
welchen Grad die entsprechenden Polynome [™ := \/(¢(t), é(t)) — 72(¢) (siche Gleichung (2.22))
und f7°" sowie fR haben. In Tabelle 5.1 sind die maximalen Grade der Polynome fiir das
Raycasting-Verfahren und in Tabelle 5.2 die fiir die globale Selbstschnittberechnung angegeben.

5.3.4. Nullstellenbestimmung der reellen Polynome

An verschiedenen Stellen dieser Arbeit ist es notwendig, die Nullstellen reeller Polynome zu
bestimmen. Dabei wird zwischen den im Allgemeinen komplexen und den rein reellen Nullstellen
unterschieden.

Reelle Nullstellen

Die Nullstellenbestimmung teilt sich im Wesentlichen in zwei Schritte. Erst werden die Null-
stellen isoliert, das heifst es werden Intervalle bestimmt, in denen sich genau eine Nullstelle des
Polynoms befindet. Anschliekend werden die Nullstellen innerhalb ihres Intervalls bis zu einer
vorgegebenen Genauigkeit angenéhert.

3Diese Multiplikation ist unproblematisch, da h(t) nach Lemma 2.12 fiir alle ¢ € I ungleich null ist.
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5.3. Nullstellenbestimmung

deg(f)

unter den Voraussetzungen

max{deg(c,), deg(¢,), deg(¢,),deg(7)} < k und deg(h) =1

und
m = max{k,(}

deg(év)

< max{deg(¢,) — 1 + deg(h), deg(c,) + deg(h) — 1}
= deg(c,) + deg(h) — 1
<k+l-1

2m — 1

deg(7)

< max{deg(7) — 1 + deg(h), deg(F) + deg(h) — 1}
= deg(7) + deg(h) — 1
<k+[i-1

2m — 1

< max{deg(¢,) — 1 + deg(h), deg(é,) + deg(h) — 1}
= deg(¢,) + deg(h) — 1
<k+20-2

3m — 2

< max{deg(7) — 1 + deg(h), deg(F) + deg(h) — 1}
= deg(7,) + deg(h) — 1
<k+20-2

3m—2

< max{deg(h), deg(¢)}
< max{k, !}

< 2max{max{deg(h), deg(c)}, deg(T)}
< 2max{k,(}

2m

< max{deg(¢) + max{deg(c), deg(h)}}, deg(T) + deg(7)}
= max{k + 1 — 1+ max{k,l},2k + 1 — 1}
<k+1—1+max{k,l}

3m —1

deg(52)

< deg(¢c)
<k+1l-1

2m — 1

deg(ds)

< max{2deg(c),deg(c) + deg(¢), 2 deg(r), deg(7) + deg(r) }
<2k+20—2

4dm — 2

deg(f™)

< max{2deg(5;), deg(51) + deg(5y) + deg(B), 2 deg(5,) + deg(C)}

<2k + 2l — 2+ 2max{k, [}

o6m — 2

Tabelle 5.1.: Gradabschitzungen zum Raycasting; Hierbei ist v € {x,y, 2} und bezeichnet eine

beliebige Komponente.
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unter den Voraussetzungen und
deg(f) max{deg(c;), deg(c,), deg(¢,),deg(7)} < k und deg(h) =1 | m :=max{k,l}
deg(¢éy,) < max{deg(c,) — 1 + deg(h), deg(¢,) + deg(h) — 1}
= deg(c,) + deg(h) — 1
<(k+1-1,0) om — 1
deg(7) < max{deg(7) — 1 + deg(h), deg(F) + deg(h) — 1}
= deg(T) + deg(h) — 1
<(k+1-1,0) 2m — 1
deg(MT) | < max{deg(¢,),deg(¢,),deg(¢,)}
<(k+1-1,0) (2m —1,0)
deg(lm) < max{¢,, 7}
<(k+1-1,0) (2m —1,0)
deg(gy) | < deg(I")
<(k+1—1,0) (2m —1,0)
deg(A1) | < max{deg(M),deg(d:)}
deg(Bs) < (k+1-1,0) (2m —1,0)
deg(Ch)
deg(Az) | < max{deg(M]),deg(g,)}
deg(B) <(k+1-1,0) (2m —1,0)
deg(Cs)
deg(D) < max{2deg(M7),2deg(I), deg(MT) + deg(g,)}
<20k +1-1),0) (4m — 2,0)
deg(A) | < max{deg(7;) + deg(MJ), deg(D)}
< (2(k+1-1),0) (4m — 2,0)
deg(C) | < max{deg(q,) + deg(My), deg(D)}
<(2(k+1-1),0) (4m — 2,0)
deg(B) < max{deg(g;) + deg(M;), deg(g,) + deg(M])}
< (2(k+1-1),0) (4m —2,0)
deg(N) <(k+1-1,0) (2m —1,0)
deg(vy) < (max{k,(}, max{k,(}) (m, m)
deg(d) < (2max{k,l},2max{k,[}) (2m,2m)
deg(a) < (2(k+1—-1)+2max{k,(},2max{k,[}) (6m — 2,2m)
deg(b)
deg(c)
deg(d) < (2max{k,l},2max{k,[}) (2m,2m)
deg(a) < (2(k+1—-1)+2max{k, I}, (k+1—1) + max{k,l}) (6m —2,3m —1)
deg(b)
deg(¢)
deg(f7°") | < (12(k +1—1) + 10max{k,{},2(k + 1 — 1) + 10max{k,l}) | (34m — 12,14m — 2)

Tabelle 5.2.: Gradabschétzungen zur globalen Selbstschnittberechnung; Bei den Angaben mit
mehreren Komponenten ist die erste fiir den Parameter ¢t und die zweite fiir den
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5.3. Nullstellenbestimmung

Nullstellenisolation

Zur Isolation der reellen Nullstellen kommt ein Verfahren, welches auf der Vorzeichenregel
von Descartes (siehe Satz A.15) basiert, zum Einsatz. Es wurde im Laufe der Zeit immer
wieder diskutiert und leicht modifiziert (siehe [KMO06]). Eigenwillig hat dem Thema eine ganze
Dissertation [Eig08| gewidmet.

Das Prinzip besteht darin, das Ausgangsintervall |0, 1] eines Polynoms f solange immer weiter
zu halbieren, bis nach der Vorzeichenregel klar ist, dass f im aktuellen Intervall genau eine oder
keine Nullstelle hat. Dazu wird die Koeffizientenfolge des transformierten Polynoms

z+1

mm:m+wvciﬁ

dessen Nullstellenzahl in |0, oo[ mit der von f in |0, 1] ibereinstimmt, betrachtet.

Bemerkung. Diese Transformation wird in zwei Schritten g(z) := 2" f(2) und g(z) :=g(z + 1)
durchgefiihrt, wobei der erste nur der Umkehrung der Koeffizientenreihenfolge von f entspricht.
Der zweite ist der sogenannte Taylor-Shift um eins. Die Unterteilung der Intervalle wird eben-
falls durch geeignete Polynomtransformationen realisiert.

Die wiederholte Halbierung des Ausgangsintervalls kann mit Hilfe eines Bindrbaumes darge-
stellt werden, wobei die Tiefe b des Baumes die aktuelle Intervallgrofe 27° bestimmt.

Fiir das Verfahren wird in [RZ04| ein generischer Algorithmus angegeben, welcher es ermog-
licht, die einzelnen Transformationsschritte, die Durchlaufreihenfolge des Bindrbaumes, welcher
die zu durchsuchenden Intervalle von f enthélt, und die interne Speicherung zu verdndern.
Auferdem wird ein effizienter, speicheroptimaler Algorithmus auf Grundlage des generischen
vorgestellt. Im Wesentlichen wurde dieser bis auf kleine Anderungen implementiert.

Zur Isolierung aller reellen Nullstellen eines Polynoms f werden die Polynome

ﬁm:fCé)tm-h@:ﬂ%—nsww‘Mﬂ:fG>
definiert. Offensichtlich gelten nun
=00 1) = £(01) wnd FQ—1L1) = fo(0,1) sowie
70— 00,10 = £200,1]),

was es ermoglicht, die Nullstellen der drei neuen Polynome im Intervall |0, 1[ zu isolieren, um
die Nullstellen-Intervalle fiir f zu erhalten. Natiirlich miissen die Intervallgrenzen entsprechend
angepasst werden.

Jeder Knoten im Unterteilungsbaum repréasentiert ein Intervall von f. Wird eine Nullstelle
to isoliert, so befindet sie sich in diesem Intervall. Es gilt also stets

a a-+1
fo € 1550 %

{ mit 0<a< 2 (5.9)

Ein Terminierungsbeweis fiir quadratfreie Eingabepolynome ist in [AG98| oder [RZ04] zu
finden. In dieser Implementierung wird jedoch auf die Berechnung des quadratfreien Teils des
Ausgangspolynoms verzichtet, was ein zusétzliches Abbruchkriterium

a>2" mit PeN (5.10)
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5. Implementierung

erforderlich macht, um sicherzustellen, dass der Algorithmus terminiert. Die Abhéngigkeit von
P gewiahrleistet auch, dass die Nummer a des aktuellen Intervalls in der jeweiligen Schicht des
Baumes mit dem Typ CuMpf (siehe Abschnitt 5.5.1) darstellbar ist. Aus Gleichung (5.9) folgt
b > [logy(a)] und mit der Abbruchbedingung 5.10 gilt dann b > 31.

Durch die neue Abbruchbedingung kann es theoretisch sein, dass Nullstellen ignoriert und
nicht isoliert werden. Das betrifft fiir ein hinreichend grofies P nur mehrfache Nullstellen. Das
Ignorieren dieser Nullstellen ist aber kein Problem. Sowohl der Schnitt eines Strahles R beim
Raycasting (vgl. Abschnitt 4.3) mit der Hiillliche H®" an einer Stelle ¢ = ¢, € I als auch
der Schnitt eines charakteristischen Kreises ;7" mit einem anderen (fiir die Berechnung des
globalen Selbstschnittes in Abschnitt 3.2.1) kann maximal die Vielfachheit zwei haben. Da
diese Beriihrungspunkte keinen Einfluss auf die Levelbestimmung haben (vgl. Bemerkung 4.13),
reicht es aus, die einfachen Nullstellen zu ermitteln.

Approximation der Nullstellen

Fiir die Anndherung wurde ein Bisektionsverfahren implementiert, welches das jeweils zu un-
tersuchende Intervall in jedem Schritt halbiert (siche [Pre+07, 9.1.1 S. 447 ff.]).

Die Vorteile dieses Verfahrens sind, dass es mit wenigen und einfachen Operationen auskommt
und immer konvergiert, solange das Polynom im angegebenen Intervall wirklich genau eine
Nullstelle hat.

Komplexe Nullstellen

Zur Anndherung der komplexen Nullstellen reeller Polynome wurde hier auf eine frei verfiighare
Implementierung [CRBal des Verfahrens nach Jenkins und Traub zur Approximation komplexer
Nullstellen reeller Polynome von [CRBb| zuriickgegriffen. Der zu Grunde liegende Algorithmus
wird in [JT70; Jen75| beschrieben.

Diese Implementierung wurde als Black-Box verwendet, da sie ohnehin nur an einer Stel-
le, nédmlich zur Dekomposition des Zéhlerpolynoms ((t),é(t)) — #(t) von (IF )2 aus Glei-
chung (2.22), eingesetzt wird und ihre Laufzeit nicht entscheidend fiir die Gesamtberechnungen
ist. Ausgewéhlt wurde dieses Verfahren, weil es robust und global konvergent ist.

5.4. Wichtige Operationen

In diesem Abschnitt wird auf die Implementierung einiger haufig genutzter, elementarer Ope-
rationen eingegangen. Dafiir sei zuvor noch festgehalten, dass das Polynom

FE7(0) = (@h(t) — (1) Qh(t) — (1)) — () = £ (1. Q)H() (5.11)

dieselben Nullstellen wie die rationale Funktion f5"(¢) hat, da nach Lemma 2.12 h(t) # 0 fiir
alle t € I gilt.

5.4.1. AuRentest

Hier wird gezeigt, wie fiir einen Punkt ) € R? ermittelt wird, ob es sich bei ihm um einen
Aufsenpunkt beziiglich einer Kugelschar S¢" handelt.
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5.5. Numerische Probleme

Lemma 5.1. Ein Punkt Q € R3 ist genau dann ein Aufenpunkt beziiglich einer Kugelfamilie
S, wenn das Polynom fg”(t) aus Gleichung (5.11) keine einfache Nullstelle to im offenen

Intervall I, hat und es ein t; € I mit fQC’r(tl) > 0 gibt.

Beweis. Die Existenz einer einfachen Nullstelle ¢y € I, von 5" (¢, Q) impliziert sofort

0> 57 (1) = /5 (0, QA1)

fiir ein #; € I. Daraus folgt wiederum fS°"(t;,Q) < 0, da nach Lemma 2.12 h(t;) # 0 gilt.
Dann ist P nach Definition 3.9 kein Auenpunkt. Also kann es fiir einen Auenpunkt ) € R3
keine einfache Nullstelle von f§°"(t) in I geben und mit Definition 3.9 folgt der erste Teil der
Aussage von Lemma 5.1. L

Umgekehrt ergibt sich aus der Existenz eines ¢; € I mit f5°" (1) > 0 und der Tatsache, dass

f&°" in I, keine mehrfachen Nullstellen hat, fiir alle ¢ € I die Aussage f5™"(t) > 0. Dann ist Q
nach Definition 3.9 ein Aufsenpunkt. O]

Fiir die Nullstellenzdhlung kann das Verfahren zur Bestimmung der reellen Nullstellen eines
reellen Polynoms aus Abschnitt 5.3.4 genutzt werden.

5.4.2. Bestimmung des Tiefenlevels

Die Bestimmung des Tiefenlevels eines beliebigen Punktes Q € R3 kann nach Definition 3.23
iiber die Funktion f§"" erfolgen. Es miissen alle Intervalle [ty, £,] gezéhlt werden, fiir die Uy,",
ein umschlieffendes Schlauchstiick von () ist. L

Das geschieht mittels der reellen Nullstellen des Polynoms fgc’r. Wenn @) nicht zur Hiillflache

He" gehort, hat fgc’r keine mehrfachen Nullstellen.
Auch in diesem Fall kann die Methode zur Bestimmung der reellen Nullstellen eines reellen
Polynoms aus Abschnitt 5.3.4 genutzt werden.

5.5. Numerische Probleme

Bei der Nullstellenbestimmung kann es schnell zu fehlerhaften Ergebnissen kommen, falls die
zur Verfligung stehende Genauigkeit nicht ausreichend ist. Das ist teilweise schon bei Eingangs-
graden von k = 3 der Fall (vgl. Abb. 5.1a). Das liegt daran, dass die Polynom-Transformationen
wie g(z) = f(z+1) bzw. g(x) = f(x—1) nicht mehr exakt, sondern nur noch mit Fehlern ausge-
fithrt werden konnen. Bei geringer Rechengenauigkeit ist schon das erstellte Ausgangspolynom,
von welchem die Nullstellen berechnet werden sollen, nicht korrekt.

Zur Beseitigung solcher Fehler hat Schenk in [Sch13] eine Bibliothek fiir die GPU zur Darstel-
lung von und zum Rechnen mit Gleitkommazahlen beliebiger Genauigkeit entwickelt, welche
im Rahmen dieser Arbeit ausgebaut und weiterentwickelt wurde (siche Abschnitt 5.5.1).

5.5.1. Klasse CuMpf

Die Klasse CuMpf ist eine Weiterentwicklung der in [Sch13| beschriebenen Methoden. Sie er-
moglicht das Darstellen von Zahlen mit einstellbarer Genauigkeit* sowie das Rechnen mit diesen.

4Natiirlich sind hier schon durch den relativ geringen Speicherplatz auf der Grafikkarte Grenzen gesetzt.
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5. Implementierung

Jedes Objekt der Klasse CuMpf hat die Attribute n vom Typ boolean zur Speicherung des
Vorzeichens und e vom Typ int fiir den Exponenten sowie das Feld m, welches aus P unsigned
ints besteht, fiir die Mantisse. Hierbei ist P eine konstante, statische Grofe der Klasse vom Typ
int, welche bestimmt, wie viele digits fiir die Mantissen der CuMpf-Zahlen verwendet werden.
Der Wert einer Zahl ¢ vom Typ CuMpf errechnet sich durch

z= (—1)”2m[i]b‘i_1be. (5.12)

Die Basis b ist in der Implementierung 232. Das signifikanteste digit m[0] ist stets fiir alle von
0 und £oo verschiedenen Zahlen ungleich null.

Die null wird durch e = ey, 1= —23! gekennzeichnet. Je nachdem welchen Wert n hat, steht
€ = emax = 231 — 1 fiir co bzw. —oo0.

Genauigkeit

Die Genauigkeit ist also am geringsten, wenn m|[0] = 1 ist, weil in diesem Fall 31 Bits nicht
genutzt werden. Es werden also niemals weniger als (32(P — 1) + 1) Bits fiir die Mantisse
genutzt. Damit ergeben sich die folgenden Grofen fiir die Anzahl der minimal genutzten Bits
pro Mantisse in Abhéngigkeit von P:

P 1] 2] 3] 4 81 16
Bits | 1|33 | 65| 97 | 225 | 481

Demzufolge ist vollig klar, dass P = 1 nur unbrauchbare Ergebnisse liefern kann. Mit P =
2 wird bereits die einfache Genauigkeit von Gleitkommazahlen nach [IEE| (23 Bits fiir die
Mantisse bei float) iibertroffen und die doppelte (52 Bit-Mantisse bei double) bei P = 3.
Samtliche Bilder dieser Arbeit ohne abweichende Angaben fiir P wurden mit dem Standardwert
P = 8 berechnet, auch wenn das nicht in allen Féllen erforderlich gewesen wire.

Darstellbarer Zahlenbereich

Fiir die Werte m, der Mantisse gilt

P-1
My 1= Zm[z’]b’i’1 <1—27%F = max,
i=0

wobel mpya.x auch noch darstellbar ist. Der Bereich der darstellbaren Zahlen ist nach Glei-
chung (5.12) offensichtlich symmetrisch und geht von —z,.x bis zpax, wobei

_ _ 36 _
i = My 232 Emax—1) < 982(emax—1) _ 92%°—64

die grofkte darstellbare Zahl ist. Mit

2y = 2732932(emin=1) _ 932(emin=2) _ 9—(2°°+64)

sei die betragsmafig kleinste, von null verschiedene, durch CuMpf realisierbare Zahl bezeichnet.
Auferdem konnen alle ganzen Zahlen im Bereich von

2P 41 pis 2%2P 1

dargestellt werden.
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5.5. Numerische Probleme

®

(a) Hiillfliche aus Beispiel 14  (b) Einhiillende aus Beispiel 8  (c) Enveloppe einer Kugel-

mit £ = 3 und Hauptnen- mit maximalem Eingangs- schar entlang eines Torus-
ner h = 1; Bei P = 2 treten gradk=1=10und P =3 knotens mit £k = [ = 16
Fehler auf. und P = 4 (Beispiel 21)

h

(d) Fiir P = 3 treten schon (e) Anders als in Abb. 5.1bist  (f) Dieselbe Einhiillende wie in

keine sichtbaren Fehler hier P = 4. Es treten im- Abb. 5.1c mit P = 5;

mehr wie in Abb. 5.1a auf. mer noch kleine Fehler auf, Die restlichen Fehler ver-
die bei P = 5 verschwinden schwinden fiir P = 6 (siehe
(sieche Abb. 2.14a). Abb. 6.5a).

Abbildung 5.1.: Numerische Ungenauigkeiten am Beispiel einiger Hiillldchen

5.5.2. Beispiele

Zur Veranschaulichung der Fehler bei der Nullstellenbestimmung werden hier die mit dem
in Abschnitt 4.3 beschriebenen Verfahren erstellten Bilder einiger Beispiele von Hiillflachen

herangezogen.
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6. Auswertung / Ergebnisse

In diesem Kapitel werden die Resultate der Arbeit ausgewertet. Dazu werden zunéchst an-
hand weiterer Beispiele Resultate in Form von Abbildungen geliefert. Im Anschluss werden die
Laufzeiten fiir diese Berechnungen angegeben und kurz diskutiert. Auferdem sollen auch ein
paar Funktionen des entwickelten Programms kurz genannt werden. Abschliefsend werden eine
Zusammenfassung der erzielten Ergebnisse gegeben und ein paar Perspektiven aufgezeigt.

6.1. Beispiele

In diesem Abschnitt werden fiir ein paar weitere Beispiele von Kugelscharen S die rationalen
Funktionen ¢ und r angegeben. Zu jedem Beispiel gibt es eine Darstellung der Hiilllache H*"
von aufsen zur Orientierung sowie eine mit eingezeichnetem Selbstschnitt aus einer ausgewéhl-
ten Perspektive von innen. Das dritte Bild zu jedem Beispiel zeigt die Kanalfliche K" aus
der gleichen Perspektive wie das zweite Bild. Die zugehorigen Grade der Polynome und die
Laufzeiten der Berechnungen fiir diese Bilder werden in Tabelle 6.1 angegeben.

Beispiel 14 (Schleife).
2(t2 — 1) ) )
cty=E-Dt|, rit)=t*+—
1y 2 10
5
In Abb. 1.3 auf Seite 12 sind die Bilder zu diesem Beispiel zu finden.

Beispiel 15 (Doppelring). Die transzendente Parametrisierung

cos(2t)
¢(t) = | sin(2¢)
5 sin(t)
kann durch Anwendung der Additionstheoreme so umgeformt werden, dass die Funktionen sin

und cos nur noch ¢ als Argument haben. Anschliefend werden sin(¢) durch 1_%; und cos(t)

durch }jriz ersetzt und man erhalt

tt— 62 +1 L )
L (42— 3t + 5
c(t)= ———= | —4t3+4t |. Die Radiusfunktion sei r(t) = (i )
(L+22)7 P+t (1+1¢2)?

In Abb. 4.14 ist dieses Beispiel dargestellt.
Beispiel 16 (¢3s2s3). Die Parametrisierung
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6. Auswertung / Ergebnisse

(a) Hiillliche H*" von aufen (b) Enveloppe H®" mit Selbst-  (¢) Kanalfliche K%" zur Ein-
schnitt (rot) von innen hiillenden H"

Abbildung 6.1.: Enveloppe und Kanalfliche zu Beispiel 16

4]

) Einhiillende H®" von au- b) Enveloppe H®" mit Selbst- ) Kanalfliche K" zur Ein-
féen schnitt (rot) von innen hiillenden H%"

Abbildung 6.2.: Enveloppe und Kanalfliche zu Beispiel 17

hat die rationale Form

) —t6 + 15t — 152 + 1
c(t) = —= —4t° + 4t und r(t) =
(1 +2)° 65 — 2013 + 61

(462 + 1t 4 6))°
(14-12)2

sei als Radiusfunktion vorgegeben. Siehe Abb. 6.1.
Beispiel 17 (Hoher Ring). Die Parametrisierung

kann rational durch
—2t7T 4+ 30t° — 3083 + 2t

c(t) = —— 12° — 40t* + 12¢2
£+ 3t + 33+ ¢
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6.1. Beispiele

(a) Aubenansicht der Hiillla-  (b) Enveloppe H®" mit Selbst-  (c¢) Kanalfliche K" zur Ein-
che H" schnitt (rot) von innen hiillenden H“"

Abbildung 6.3.: Hiill- und Kanalflache zu Beispiel 19

dargestellt werden. Es sei

,t) = (&5 (48> — 2t + 3))°

(141¢2)2
die Radiusfunktion. Siehe Abb. 6.2.
Beispiel 18 (Torusknoten). Die Raumkurve
(2 + cos(pt)) cos(qt)
¢(t) = | (24 cos(pt))sin(gt)
sin(pt)

werde als Torusknoten bezeichnet. Fiir die Parameter p und ¢ konnen natiirliche Zahlen ein-
gesetzt und die Terme der Komponenten analog zu Beispiel 15 umgeformt werden. Auf diese
Weise erhalt man eine ganze Klasse von Beispielen.

Beispiel 19 (TK23ch). Der Torusknoten aus Beispiel 18 hat fiir p = 2 und ¢ = 3 sowie ¢, =
cos(ht) die rationale Parameterdarstellung

1 —3t10 4 47¢8 — 786 4 T8t* — 47t? + 3
(L 22)° \ 10 4 4548 — 91016 + 21064 — 4562 + 1

Der Radius sei durch )
(82 — 4t + 7))

_ (%
=" arep

gegeben. (vgl. Abb. 6.3)
Beispiel 20 (Spule). Aus der Parameterdarstellung
cos(2t) cos(5t)

¢(t) = | sin(2t) sin(5¢)
sin(7t)
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6. Auswertung / Ergebnisse

&

) Aufenansicht der Envelop- ) Hillllache H*" von in-  (c) Kanalfliche K" zur Ein-
pe HO" nen mit eingezeichnetem hiillenden H"
Selbstschnitt (rot)

Abbildung 6.4.: Einhiillende und Kanalfliche zu Beispiel 20

AN

a) Hiillflache H" von aufen b) Enveloppe HS" von in- ) Kanalfliche K" zur Ein-
nen mit eingezeichnetem hullenden HO"
Selbstschnitt (rot)

Abbildung 6.5.: Enveloppe und Kanalflache zu Beispiel 21

kann die rationale Form

1 — 1 4 51412 — 48110 + 1515¢% — 1515¢0 + 481t* — 512 + 1
TR —40t'2 + 52010 — 14883 + 1488t — 520t + 4012
(1+1%) 1413 — 364t + 2002t° — 3432t7 4 2002t° — 364¢° + 14t

c(t) =

hergeleitet werden. Die Radiusfunktion sei

(&6 -1t +3)°
r(t) = (ENDE

Abb. 6.4 zeigt dieses Beispiel.
Beispiel 21 (TK53s3). Der Torusknoten aus Beispiel 18 hat fiir p = 5, ¢ = 3 und ¢, = sin(3t)
16— 40t + 1000612 — 3904410 + 6390¢% — 4168t° 4 800t* — 80t + 3

1
6115 + 31013 — 2234 + 55102 — 5950t + 2098t> — 270t + 18¢

(1+2%) 6t1° + 1013 — 341 — 110¢° — 110¢7 — 34¢° + 103 + 6t
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6.2. Laufzeiten

als rationale Parametrisierung. Die Radiusfunktion sei

(762 — 3t +6))”
(1+ )2

r(t) = (i

Abb. 6.5 zeigt dieses Beispiel.

6.2. Laufzeiten

Aus Tabelle 5.1 ist zu entnehmen, dass der Grad von f* fast das Sechsfache des Ausgangsgrades
(6m — 2 bei k = [ = m) erreichen kann. Sind die Komponenten von ¢ und die Radiusfunktion
r der Kugelschar §" ganzrationale Funktionen (I = 0 und m = k), so kann der Grad von
R hochstens 4k — 2 betragen. Dennoch ergibt das selbst bei nur kubischen Eingangsfunktio-
nen immerhin schon eine Funktion zehnten Grades. Noch dramatischer verhélt es sich bei der
Selbstschnittberechnung der Hiillflichen wie in Tabelle 5.2 zu sehen ist. Hier kann der Grad
von f7°" maximal (34m — 12, 14m — 4) bzw. (22k — 12,12k — 2) fiir [ = 0 sein.

Das zeigt deutlich, dass schon bei relativ geringen Eingangsgraden, die Nullstellen von Po-
lynomen héheren bis hohen Grades berechnet werden miissen. Aufserdem geniigt es in keinem
Fall, nur eine einzige Nullstelle zu bestimmen, wie es beispielsweise beim Standard-Raycasting
der Fall ist. Es werden stets alle reellen Nullstellen benotigt.

Aus diesen Griinden ist ein Rendering der Kanalflachen in Echtzeit mit den zur Verfiigung
stehenden Mitteln nicht mdglich gewesen. Der Einsatz der Grafikkarte hat dennoch zumin-
dest beim Raycasting einen erheblichen Geschwindigkeitszuwachs (Faktor 60, vgl. Tabelle 6.1
Beispiel 14) eingebracht.

Bei der Selbstschnittberechnung sind die Geschwindigkeitsvorteile nicht so grofs. Fiir Polyno-
me hohen Grades nehmen schon die Erstellung von f7°" und verschiedene Nachberechnungen
auf der CPU einen sehr hohen Zeitanteil ein. Diese Prozesse laufen auch mit Grafikkartenbe-
schleunigung noch auf der CPU ab, was die Gesamtbeschleunigung natiirlich verringert. Die
Bibliothek GiNaC ([Bau+]) versagt beim Expandieren von Polynomen hoheren Grades ganz.
Aus diesem Grund wurde hierfiir extra eine Klasse BivPoly als Template zum Rechnen mit
bivariaten Polynomen implementiert.

In Tabelle 6.1 sind sowohl die Laufzeiten des Raycastings und die der Selbstschnittberechnung
als auch die Grade der zu 16senden Polynome fiir die Beispiele aus Abschnitt 6.1 angegeben.

6.3. Programmfeatures / Programmbeschreibung

Hier werden die wichtigsten Merkmale des entwickelten Programms kurz genannt. Es soll keine
ausfithrliche Programmbeschreibung gegeben werden.

Das entstandene Programm ist in der Lage, sowohl die Hiillflache H“" als auch die Kanalflache
K& einer Kugelschar S¢" mittels des Raycasting-Verfahrens aus Abschnitt 4.3 darzustellen. Fiir
die Komponenten von ¢ und die Radiusfunktion kénnen rationale Ausdriicke in symbolischer
Schreibweise angegeben werden. Dabei ist zu beachten, dass der Parameter stets ¢ sein muss. Es
sind also nur Ziffern, ,,t als Parameter, die Zeichen ,,+*, | =  «“ /“ fiir die Grundoperationen,
die Klammern ,(“ sowie ,,)*, das Zeichen ,,*“ zum Potenzieren und ,,.* als Komma zugelassen.
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6. Auswertung / Ergebnisse

Fliiche | k| 1]deg(f?) | Ray CPU | Ray GPU | deg(f7"") | n | Int CPU | IntGPU | Nst CPU | Nst GPU

Beispiel 14 31 0 10 1358 22 (54, 34) 2802 69 34 63 27
Schleife 28002 698 100 640 41
Beispiel 15 4| 4 20 3091 45 | (112,52) 4072 221 79 177 36
Doppelring 9580 499 124 418 42
Beispiel 16 6| 6 32 10353 166 | (180, 80) 1455 293 192 178 75
c3s2s3 15839 2272 491 1902 120

116047 15922 2831 13870 454
Beispiel 17 718 44 19568 244 | (248,108) 2009 866 581 516 229
Hoher Ring 20863 6387 1264 5393 246
Beispiel 19 | 10 | 10 56 34538 581 | (316, 136) 2359 1873 1069 993 177
TK23cH 9423 5209 1452 3944 220
Beispiel 20 | 14 | 14 80 63403 927 | (452,192) 3551 6210 4195 2825 754
Spule 35419 33276 8248 26917 1992
Beispiel 21 | 16 | 16 92 76862 1146 | (520,220) 4021 9101 6297 3493 762
TKbH3s3 8049 12685 6873 6812 972

Tabelle 6.1.: Laufzeiten vom Raycasting (Ray) und der Selbstschnittberechnung (Int) auf der CPU (nicht parallelisiert) und der GPU
(parallelisiert) in Sekunden fiir P = 8; Beim Raycasting beziehen sich die Zeiten auf die zu den Beispielen gehorigen
Innenansichten der Kanalflichen mit einer Auflésung von 1024x1024. Mit Nst CPU und Nst GPU sind die Laufzeiten
der reinen Nullstellenberechnung von f7°" angegeben. Die Grade der relevanten Polynome sind zum Vergleich auch
mit angegeben. Dabei ist der Grad von f7°" ein Tupel, bei dem der zweite Teil interessant ist. Fiir die erste Variable
werden die Werte der Spezialisierungsstellen eingesetzt. Die Variable n bezeichnet die Anzahl dieser Stellen, k& und [
sind wie in Tabellen 5.1 und 5.2 belegt. Als Grafikkarte kam eine GeForce GT'X 670M X zum Einsatz. Bei der CPU
handelt es sich um einen Intel Core ¢7 — 3630QM Prozessor (2.40 GHz).
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6.4. Zusammenfassung bzw. Wertung

o

N

1 Il
=010  Lsl

ohs 10 \k

! !

(a) Funktion sin(1/t); Bild aus [McC] (b) Die Spirale (1 cos(t), 1 sin(t))” hat in jeder
noch so kleinen Umgebung um den Ursprung

unendlich viele Windungen.

Abbildung 6.6.: Transzendente Funktionen; Die Funktionsgraphen schneiden die z-Achse un-
endlich oft. Das gilt auch fiir Hiillflaichen H" von Kugelscharen, welche diese
Graphen als Mittenkurve haben.

Das OpenGL-Fenster unter den Eingabefeldern der Komponentenfunktionen kann fiir ge-
nauere Betrachtungen der Hiillflichen oder zum Einstellen der frei beweglichen Kamera ge-
nutzt werden. Welche Elemente dargestellt werden sollen, wird tiber den Meniipunkt Anzeigen
— Elemente zeichnen ausgewéahlt. Der Selbstschnitt muss zuvor durch Auswahl von Berech-
nung — Selbstschnitt wahlweise mit (GPU) oder ohne Beschleunigung durch die Grafikkarte
(CPU) berechnet werden. Es konnen verschiedene Beispielkurven iiber das Menii (Kurve) ge-
wahlt werden. Hier ist es auch moglich, eine Bezier- oder Hermite-Kurve (siehe [PBP02]) durch
die Verschiebung (mit der Maus) der nach Auswahl des entsprechenden Meniipunktes angezeig-
ten Kontrollpunkte als Mittenkurve zu erstellen. Uber Kurve — Niherung dndern kann eine
feste Parameterschrittweite (Schrittweite) eingestellt werden, oder man wéhlt, dass die Bogen-
lange (Bogenlinge) bzw. die Winkelabweichung ( Winkel) des Tangenten- und Normalenvektors
zwischen zwei Stiitzstellen einen bestimmten Wert nicht iiberschreiten darf.

Das Speichern und Laden von Kamerapositionen (Perspektive), Kanélen (Kanal), Lichtein-
stellungen (Lichtquellen) und Materialien (Materialien) ist moglich. Die beiden letzten kénnen
iiber Einstellungen natiirlich auch angepasst werden.

6.4. Zusammenfassung bzw. Wertung

Im Rahmen dieser Arbeit wurden zwei Ansétze zur Darstellung von Kanalflachen nach Defini-
tion 4.1 verfolgt. Beide wurden theoretisch vollstandig erarbeitet. Hierzu wurden eine Tiefen-
funktion 9" und ein von ihr bestimmtes Tiefenlevel eingefiihrt (Definition 3.23) und mehrere
Hilfssétze tiber das Verhalten dieses Levels beziiglich der Schnittpunkte einer Kurve mit der
Hiillfldche aufgestellt und bewiesen. Diese Aussagen wurden dann auf die charakteristischen
Kreise der Enveloppen bzw. auf die Augstrahlen beim Raycasting als spezielle Kurven ange-
wendet. Fiir die globalen Selbstschnittberechnungen der Hiillflachen nach der in Abschnitt 3.2
vorgestellten Methode war es erforderlich, bestimmte Einschrankungen fiir die Komponenten
der Mittenkurve und die Radiusfunktion vorzunehmen. So wurden die Zusatzbedingungen
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6. Auswertung / Ergebnisse

1. ¢, ¢y, c; und r sind rationale Funktionen von /I nach R sowie
2. |d(t)] > |r'(t)| fir alle t € T

gefordert. Dabei handelt es sich aber durchaus auch um sinnvolle Einschrénkungen. So sind
beispielsweise Enveloppen, welche in ganzen Intervallen nur aus einer einzigen Kugel bestehen,
nicht besonders interessant. Dieser Fall tritt ein, wenn die zweite Bedingung verletzt wird (siehe
Abschnitt 2.3.2). Die erste Bedingung schliefst transzendente Funktionen aus. In Abb. 6.6 ist
anhand zweier Beispiele zu sehen, dass fiir solche Funktionen Hiillflichen entstehen koénnen,
welche sich unendlich oft mit einem einzigen Strahl schneiden, was eine Schnittzédhlung und
damit die Bestimmung des Tiefenlevels unmoglich macht.

Das Raycasting-Verfahren (Abschnitt 4.3), welches bei hinreichender Genauigkeit (CuMpf::P
aus Abschnitt 5.5.1 hoch genug) exakte Ergebnisse liefert, wurde vollstindig implementiert.
Von dem anderen Visualisierungsansatz (Abschnitt 4.2) wurde zudem noch die Berechnung
des Selbstschnittes der Hiillldchen umgesetzt. Beides wurde so in das entwickelte Programm
mit grafischer Benutzerschnittstelle aufgenommen, dass die Berechnungen sowohl mit Unter-
stiittzung durch die GPU als auch ohne durchgefithrt werden kénnen. Somit ist der erreichte
Geschwindigkeitsvorteil (siehe Tabelle 6.1), welchen der Einsatz der Grafikkarte fiir die Berech-
nungen mit sich bringt, messbar.

Zur Losung sdmtlicher Schnittprobleme wurde ein Nullstellen-Solver implementiert, welcher
in der Lage ist, auch die Nullstellen von Polynomen hohen Grades zu bestimmen. Der hichste
Grad aller getesteten Polynome ist 220 von f7°" aus Beispiel 21 (sieche Tabelle 6.1). Dieser
Solver wurde so ausgelegt, dass er auch mit dem begrenzten Speicherplatz der Grafikkarte
auskommt, um auch auf ihr ausgefiihrt werden zu konnen. Er nutzt die Klasse CuMpf, wel-
che eine Erweiterung der von Schenk in [Schenk| entwickelten Bibliothek zum Rechnen mit
Gleitkommazahlen beliebiger Genauigkeit ist.

Zusammenfassend kann festgehalten werden, dass die Zielstellung weitestgehend abgearbeitet
wurde. Dariiber hinaus wurden auch Zusammensetzungen von Hiillflichen theoretisch betrach-
tet. Die Darstellung dieser Enveloppen war nicht Bestandteil dieser Arbeit.

6.4.1. Perspektiven

Die Fortsetzungen von Hiillfldchen (siehe Definition 2.20) bieten eine Moglichkeit, den Verlauf
von Enveloppen iiber lange Strecken kontrolliert vorzugeben und dabei den Grad der rationalen
Funktionen gering zu halten. Es kdnnten mehrere Hiillflichen kleineren Grades, deren Verlauf
durch Kontrollpunkte bestimmt wird, stiickweise zusammengesetzt werden. Das verringert den
Aufwand fiir die Schnittberechnungen mit den einzelnen Hiillflichen, jedoch miisste zur Er-
mittlung des Selbstschnittes der kompletten Einhiillenden jedes Teilstiick mit jedem anderen
geschnitten werden, was den Aufwand quadratisch in der Anzahl der Teilstiicke erhoht. Fiir
das Raycasting-Verfahren sieht es giinstiger aus. Jeder Augstrahl miisste mit jedem Teilstiick
geschnitten werden, was also einen linearen Aufwand in der Anzahl dieser Teilstiicke bedeu-
tet. Die Sortierung aller Schnitte pro Strahl muss sowieso einmal erfolgen. Hierin liegt also
moglicherweise noch Potenzial fiir kiinftige Arbeiten.

Aufterdem ist in dieser Arbeit die Parallelisierung der Berechnungen dadurch erfolgt, dass
beim Raycasting die Operationen fiir die einzelnen Bildpunkte bzw. Augstrahlen und bei der

Selbstschnittberechnung die Nullstellenbestimmungen der Polynome ft‘zj “" fiir die verschiedenen
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6.4. Zusammenfassung bzw. Wertung

Werte t; aus T parallel ablaufen. Ob und wenn ja wie die Parallelisierung der Nullstellenbe-
rechnung eines einzigen Polynoms moglich ist, war nicht Gegenstand dieser Arbeit. So wurden
beispielsweise die einzelnen Operationen der Klasse CuMpf (vgl. Abschnitt 5.5.1) nicht paral-
lelisiert, sondern laufen nur parallel ab. Hier konnen eventuell spitere Arbeiten ansetzen, um
die Berechnungen zu beschleunigen.
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A. Analytische Grundlagen

In diesem Kapitel werden ein paar Grundlagen erldutert, deren Kenntnis eine wichtige Vor-
aussetzung fiir das Verstindnis dieser Arbeit ist. Weil diese Fakten den meisten Lesern dieser
Arbeit wahrscheinlich bekannt sind, sie aber dennoch nicht ganz vernachlassigt werden sollen,
ist dieses Kapitel im Anhang platziert worden.

A.1l. Funktionen/Abbildungen

Definition A.1 (Stetigkeit). Es seien D C R™ und m,n € N\ {0}.
e Eine (mehrstellige) Funktion
f:D—R mit xr— f(x)

heifst genau dann stetig im Punkt xg € D, wenn es fiir alle ¢ € R mit ¢ > 0 ein 6 € R
mit 0 > 0 gibt, sodass fiir alle x € D mit |x — x¢| < § Folgendes gilt:

|f(z) = f(zo)| <e.
e Eine Abbildung
g:D—R" mit z = g(x) = (q1(x),...,gn(2))"

ist genau dann stetig im Punkt xg € D, wenn jede ihrer Komponenten g; mit i €
{1,...,n} in z, stetig ist.

Die Funktion f bzw. die Abbildung g wird genau dann als stetig bezeichnet, wenn sie in allen
Punkten x € D stetig ist.

Definition A.2 (Differenzierbarkeit). Es sei D C R gegeben. Eine Funktion
f:D—R mit z— f(z)

ist genau dann bei xg € D differenzierbar, wenn der Grenzwert

) i L) = )

dx Tz T — Xp

f' (o) :

existiert. Er heifst Ableitung von f bei xy.
Eine Abbildung
g:D—R" mit z — g(x)
heifst bei x¢ € D differenzierbar, wenn all ihre Komponenten bei xy differenzierbar sind.
Die Funktion f bzw. die Abbildung ¢ ist differenzierbar, wenn sie an jeder Stelle ihres
Defintionsbereiches D differenzierbar ist.

117



A. Analytische Grundlagen

Definition A.3 (Stetige Differenzierbarkeit). Eine Abbildung heift stetig differenzierbar,
wenn sie differenzierbar und ihre Ableitung stetig ist. Ist eine Abbildung k-mal stetig differen-
zierbar, so ist sie eine CX-Abbildung.

Definition A.4 (Gleichméfige Stetigkeit). Es seien D C R™ fiir eine natiirliche Zahl m und
eine (mehrstellige) Funktion

f:D—R mit xr— f(x)

gegeben. Dann heift f gleichméfig stetig auf J C D, wenn es fiir alle e € RT \ {0} ein
d € RT\ {0} gibt, sodass fiir alle x1, 29 € J aus |zo — 1| < 6 schon |f(x2) — f(x1)| < € folgt.

Lemma A.5 (Satz von Heine). Es sei f eine Abbildung, welche in [a,b] C D C R stetig ist.
Dann ist f im Intervall [a,b] gleichmdfig stetig.

Definition A.6 (Partielle Ableitung). Es sei D C R™ und f : D — R eine Funktion. Dann ist
die i.te partielle Ableitung definiert durch

0. f(x) = 0.f(x) = 22 = ()

fir x € D mit
g :R—=R und hv gi(h) = f(z+ h-é;)

Die i.te partielle Ableitung von f existiert nur dann, wenn g; bei 0 differenzierbar ist.

Definition A.7 (Gradient). Es sei f : D — R eine Funktion mit D C R™ und x € D. Der
Gradient von f ist der Zeilenvektor aus allen partiellen Ableitungen und ist durch

V(@) = (0w f(2),.... 0, f(x))
definiert.

Lemma A.8. FEs sei f : D — R eine stetig differenzierbare Funktion mit D C R™, m € N
und 0 € f(D) sowie P : I — R™ eine stetig differenzierbare Abbildung mit I C R und
B(I) C f71(0). Dann ist

(VRN W) =o.

Das heifst, dass der Gradient als Spaltenvektor (V f(B(t)))T im Punkt B(t) senkrecht auf der
Tangente von P steht.

Beweis. Aus PB(I) C f71(0) folgt unmittelbar f(P(¢)) = 0 fiir alle ¢ aus I. Durch Ableitung

dieser Gleichung nach ¢ erhélt man
0=V/BE)-PBt) = ((VB®)"F'1).
O

Definition A.9 (Reguldrer Punkt/Wert). Es sei f : D — R eine differenzierbare Funktion.
Dann ist € D ein regulidrer Punkt von f, wenn |V f(x)| # 0 gilt. Sind alle x € f~!(y)
reguldre Punkte, so heift y € R regulérer Wert von f.
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Definition A.10. (Jacobi-Matrix) Die Jacobi-Matrix einer differenzierbaren Abbildung
FiDoRY mit oo f(@) = (i), b@) o fal@), D ER™

ist die n x m-Matrix

g—fl(x) g_j;(m) gx%(x)
Ty =1 : S
g—ﬁ(x) %(az) . %(az)

der ersten partiellen Ableitungen dieser Funktion.

Definition A.11 (Kritische Punkte/Werte). Gegeben seien U C R™ mit m € {1,2}, ein In-
tervall I C R sowie die Abbildung

PB:IxU—-R" mit (t,u) — Pe(u) = P(t, u),
wobei n eine natiirliche Zahl mit n > m ist. Dann ist die Menge der kritischen Punkte durch
M= {(t,u):t € I und u € U und rank(J*(t,u)) <m+ 1} c R™**

definiert. Wobei J%(t,u) die Jacobi-Matrix von 8 im Punkt (¢,u) aus Definition A.10 ist. Die
Menge PB(M) C R™ sind die kritischen Werte von .

A.1.1. Polynome
Definition A.12 (Polynom). Eine Funktion

p:C—C mit pr(x):Zaixi und neN, ag,...,a, €R
i=0

heifst (reelles) Polynom. Der Grad von p ist definiert durch deg(p) = n.

Lemma A.13. Es sei f ein reelles Polynom und x € C eine komplexe Nullstelle mit f(x) = 0.
Dann ist auch die zu x konjugiert komplexe Zahl T eine Nullstelle von f.

Beweis. Aus f(x) =0 folgt f(x) =0 und wegen f(x) = f(T) gilt auch f(Z) = 0. Also ist auch
7 eine Nullstelle von f. O]

Lemma A.14. FEs sei f ein reelles Polynom, dessen Funktionswerte f(x) > 0 fir alle x € R
nichtnegativ sind. Dann lassen sich Polynome g und go finden, sodass f(x) = gi(x) + g3(x)
gilt.

Beweis. Nach Lemma A.13 und dem Fundamentalsatz der Algebra lasst sich f als

deg(f)/2 deg(f)/2
f)= 1] @—z) J] (@-m)
k=1 k=1
deg(f)/2
darstellen. Mit g(z) :== [ (2 — ) gilt
k=1

fla) = g(x)g(x) = R(g(x))* + I(g(x))*.
Mit g1 := R(g) als Realteil und go := J(g) als Imaginérteil von g folgt die Behauptung. O
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N

Abbildung A.1.: Stereografische Projektion bzw. Inversion an der Kugel

Satz A.15 (Vorzeichenregel von Descartes (abgeschwécht)). Ein reelles von null verschiedenes
Polynom hat entweder genauso wviele positive, reelle Nullstellen wie es Vorzeichenwechsel in
seiner Koeffizientenfolge gibt, oder die Anzahl solcher Nullstellen ist um eine gerade, natiirliche
Zahl geringer.

Beweis. Siehe [Obr63, S. 54 .| oder [KMO06, Theorem 2]. O

A.2. Stereografische Projektion

Die stereografische Projektion

Ty =&

ist eine Zentralprojektion von einer Kugel . auf eine Ebene &. Hierbei ist Z € . das Pro-
jektionszentrum. Die Ebene & muss parallel zu der Tangentialebene in Z an die Kugel .# sein.
Das Bild eines Punktes P der Kugel ist der Schnittpunkt der Geraden, die durch Z und P
geht, mit der festgelegten Ebene &. Das Bild von Z ist der Fernpunkt, ndmlich der Schnitt der
Ebene & mit einer zu ihr parallelen Geraden, die durch Z verlduft und tangential zur Kugel
ist.

Bemerkung. Die Tangentialebene in Z an die Kugel . ist keine geeignete Wahl fiir &, da so
alle Punkte der Kugel aufter Z auf Z abgebildet wiirden. Fiir Z selbst géibe es kein eindeutig
bestimmtes Bild.

Lemma A.16. Die stereografische Projektion ist winkeltreu. Das heifit, dass der Winkel zwi-
schen Tangenten, die zu sich schneidenden Kurven auf der Kugel gehoren, gleich dem Winkel,
den die Tangenten an die projizierten Kurven in ihrem Schnittpunkt einschlieflen, ist.

120



A.2. Stereografische Projektion

Beweis. Siehe [Kel68, S. 38 4.]. O

Lemma A.17. Die stereografische Projektion ist kreistreu. Das heif§t, dass Kreise der Kugel,
welche durch Z verlaufen, auf Geraden und alle anderen wieder auf Kreise abgebildet werden.
Im zweiten Fall ist der Mittelpunkt M des projizierten Kreises wz(€) die Projektion der Spitze
S des eindeutig bestimmten geraden Kreiskegels &, welcher € als Grundkreis hat, und die
Kugel .7 in jedem Kreispunkt berihrt.

Beweis. Es sei ¢y ein Kreis, der durch das Projektionszentrum N der Kugel verlduft. Dann
bilden die Projektionsgeraden der Kreispunkte die Ebene des Kreises @ . Diese Ebene schneidet
sich mit der Projektionsebene & in einer Geraden, welche somit das Bild des Kreises € unter
der stereografischen Projektion 7 darstellt.

Nun sei ¢ C . ein Kreis, welcher nicht durch Z verlauft. Fiir die folgenden Betrachtungen
wird der Definitionsbereich von 7, auf R3 erweitert. Die Mantellinien des Kegels .#  bilden
eine Schar von Geraden, welche sich in seiner Spitze S und damit auch nach der Projektion
in 77(S) schneiden. Jede Mantellinie des Kegels schneidet den Kreis ¢ in der entsprechenden
Tangentialebene an die Kugel .# im rechten Winkel. Da die stereografische Projektion nach
Lemma A.16 winkeltreu ist, schneidet jede projizierte Mantellinie das Bild 7z (%) des Kreises €
wieder im rechten Winkel. Auferdem sind die Projektionen der Mantellinien natiirlich wieder
Geraden, weil sie der Schnitt der Projektionsebene mit der Ebene, welche durch die jeweilige
Mantellinie und das Projektionszentrum Z bestimmt wird, sind. Somit ist die Projektion des
Kreises € eine Kurve, welche jede projizierte Mantellinie im rechten Winkel schneidet. Das
kann nur ein Kreis sein, welcher den Mittelpunkt 7z (S) hat. O

A.2.1. Stereografische Projektion vom Nordpol der Einheitskugel aus

Beispielhaft sei hier die stereografische Projektion
mn S = Ev = {(z,y,2)T €R*: 2 =0}

von der Einheitskugel S? auf die 2 — y—Ebene mit dem Nordpol N = (0,0,1)T als Projekti-
onszentrum betrachtet. Um das Bild des Punktes P = (u,v,w)? € S? unter m zu bestimmen,
wird zundchst die Geradengleichung

P(t)=N+t(P—N) fir teR

aufgestellt. Die dritte Komponente liefert

. 1
0=1+1tg(w—1) und somit tey = T
—w

fir den Schnittpunkt P(ts,) der Geraden durch N und P mit der Ebene &. Somit ergibt sich

u
1

m(P) = [ =

1

w

0
fiir das Bild von P.

Lemma A.18. Die stereografische Projektion w entspricht der Inversion an der Kugel mit
Mittelpunkt N und Radius V2.
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Beweis. Da sich fiir jeden Punkt P = (u,v,w) € S? der zugehérige Bildpunkt 7(P) auf der

Geraden durch N und P befindet, muss nur noch gezeigt werden, dass
[P~ N|-|n(P) = N| = V2 =2
gilt:

u? + v?
[P = N|-n(P) = N| = Vi 07 & (= 12 [ +1

_ SR 5 Ju?+ vt 4 (w— 1)
= \u? +v +(w—1>\/ 1= wp?

w4 vP 4 (w—17 1—w’+ (w—1)

1—w 1—w
21 —w)
= =

Fiir néhere Informationen sei hier [Kow05, S. 16 ff.] empfohlen.

Umkehrung

Fiir die Umkehrung 7' der stereografischen Projektion 7y gilt

. 1 2z
-1, 2 . -1 _
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B. Kurven und Flachen

Dieses Kapitel enthilt einige grundlegende Definitionen zum Thema Kurven und Fléchen.

Definition B.1 (Kurve). Es sei I C R ein Intervall und n € {2,3}. Eine (parametrisierte
reelle) Kurve W ist das Bild einer stetigen Abbildung

V.1 - R" mit t = PY(1),

welche auch als Parametrisierung oder Parameteredarstellung der Kurve W bezeichnet wird.
Man spricht von einer CX-Kurve, wenn B eine C*-Abbildung ist. Eine differenzierbare Kurve
heift reguldr, wenn | (") (t)] # 0 fiir alle ¢ € I gilt, sonst singulér.

Definition B.2 (Fldche). Es seien I, J C R zwei Intervalle. Eine stetige Abbildung

m:IxJ—R mit (u,v) = m(u,v) = (my(u,v), my(u,v),m,(u,v))"

heift parametrisierte (reelle) Fliche. Auch die Bildmenge m(I x J) C R? wird Fliche
genannt.
Definition B.3 (Hyperfliche). Es sei eine differenzierbare Funktion
f:R"—=R mit z— f(x), neN, n>2
gegeben. Dann ist die Nullstellenmenge
F0) = {z € R f(z) = 0}

eine Hyperflache im R". Fiir n = 2 handelt es sich bei der Hyperfliche um eine Kurve in der
Ebene und fiir n = 3 eine Flache im Raum. Ist 0 ein regularer Wert von f, so bildet die Menge
f710) eine regulire Hyperfliche.

Definition B.4 (Frenet’sches Koordinatensystem). Die Frenet’schen Formeln geben fiir jeden
Punkt ¢(t) einer Raumkurve ¢ drei normierte, zueinander orthogonale Vektoren
c(t)

- 4 d(t) x (¢
tt == und T_it = bt X tt sowie bt = M
()] /() x (1))
vor, welche gemeinsam mit dem Kurvenpunkt ¢(t) als Ursprung das sogenannte Frenet’sche
Dreibein oder Frenet’sche Koordinatensystem bilden. ¢ ist der Tangenten- oder Tangen-
tialvektor, 7 der Normalenvektor und b der Binormalenvektor.

—

Bemerkung. Unter Verwendung der Gralkmann-Identitat
U X (U x W) = (u, W) v — (u, V)0

fiir @ = @ = {; und @ = ¢(t) stimmt Definition B.4 mit der in [Jos94, S. 4] iiberein. Fiir Kurven,

die nach der Bogenlinge parametrisiert sind, ergibt sich der Spezialfall, dass n; = |§:8\ und

b, =, x i1, gilt (siche [Car93, S. 16] bzw. [Kiih05, S. 9 f]). Mitunter werden auch einzelne
Vektoren vertauscht, wie beispielsweise 7 und b in [Wat95, S. 29 f.|.
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